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Introduction

En 1966, Madabusi Santanam Raghunathan publiait dans un article [Rag66] un résultat sur
la rigidité locale des quotients compacts de groupes de Lie semi-simple complexe sans facteur
localement isomorphe à SL2pRq par des réseaux. Nous pouvons bien sûr appliquer ce résultat à
SLnpCq pour n ě 3. Mais qu’en est-il du cas n “ 2? C’est la question à laquelle nous répondrons
au fil des pages à partir de l’article d’E. Ghys, directeur de recherche à l’École normale supérieure
de Lyon, en prenant garde à développer certaines preuves et idées majeures pour les rendre plus
accessibles.

Ce mémoire a donc pour objectif de décrire les déformations des structures complexes sur
les espaces homogènes de SL2pCq. Principalement cela revient à étudier l’espace de Kuranishi
des variétés complexes compactes non kählériennes de la forme M “SL2pCq{Γ où Γ est un sous
groupe discret co-compact de SL2pCq.
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Chapitre 0

Géométrie

0.1 Propriétés générales

0.1.1 Rappels sur les groupes et algèbres de Lie

Ce mémoire n’a pas pour vocation d’être un cours introductif sur les groupes et algèbres de Lie
mais il est essentiel de redéfinir les objets/outils utilisés au fil des pages pour que tout lecteur en ait
la même considération.

Définition. Un groupe de Lie complexe G (resp. réel) est une variété holomorphe (resp. différen-
tiable) munie d’une structure de groupe pour laquelle la multiplication et le passage à l’inverse sont
des applications holomorphes (resp. C8).

Définition. Soit G un groupe de Lie. L’algèbre de Lie, notée g, associée à G est l’algèbre des
champs de vecteurs invariants par translations à droite.

L’algèbre de Lie de G, notée aussi LiepGq, s’identifie naturellement à l’espace vectoriel tangent
au groupe de Lie G en l’identité (en effet, si Y P TeG le lecteur vérifiera aisément que pour tout
g P G, Xpgq “ dRgpY q définit bien un champ de vecteurs invariant à droite). Nous utiliserons
dans la suite ces deux définitions simultanément.
Ici nous étudierons plus particulièrement le groupe de Lie SL2pCq. Nous pouvons remarquer que
l’algèbre de Lie de SL2pCq, notée sl2pC), correspond à l’ensemble des matrices de trace nulle.

Proposition 1. Tout groupe de Lie complexe (resp. réel) est une variété holomorphe (resp. diffé-
rentiable) holomorphiquement parallélisable (resp. parallélisable).

Démonstration. Soit G un groupe de Lie. Tout élément g P G définit une application Lg : G ÝÑ G

de multiplication à gauche et on remarque que :
Gˆ TeG ÝÑ TG TG ÝÑ Gˆ TeG

pg, vq ÝÑ pg, deLgpvqq pg, vq ÝÑ pg, deL
´1
g pvqq

sont des biholomorphismes (resp. isomorphismes) inverses. Le fibré holomorphe tangent (resp.
fibré tangent) à G est donc holomorphiquement trivialisable (resp. trivialisable). l
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Remarque. Sur un groupe de Lie G, une base de son algèbre nous donne un parallélisme invariant
à gauche dont les automorphismes sont les translations à gauche (les applications Lg).

Par la suite, nous ne stipulerons plus le cas des variété C8 dans chaque définition (sauf mention
contraire bien évidemment) mais le lecteur doit garder en tête qu’elles sont transposables en
géométrie réelle. Nous nous plaçons donc dans un contexte complexe.
Voici encore quelques définitions et propositions qui nous seront utiles par la suite :

Définition. Une algèbre de Lie (non réduite à 0 et de dimension finie) est dite simple si elle ne
possède pas d’idéal abélien non nul. Elle sera dite semi-simple si c’est une somme directe finie
d’algèbres simples.
Nous dirons qu’un groupe de Lie est semi-simple si son algèbre de Lie est semi-simple.

Proposition 2. Soit G un groupe de Lie et g son algèbre de Lie. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

‚ g est semi-simple.
‚ g ne contient pas d’idéal abélien non nul.
‚ G est semi-simple.
‚ G ne contient pas de sous-groupe qui soit non trivial, normal, abélien et connexe.

Démonstration. Voir [Ser01] pour g est semi-simple ô g ne contient pas d’idéal abélien non
nul. g est semi-simple ô G est semi-simple par définition. Enfin pour la dernière assertion, on
remarquera seulement que l’application exponentielle envoie un idéal abélien sur un sous groupe
normal, abélien, connexe et réciproquement. l

Proposition 3. slnpCq est semi-simple.

Démonstration. [Ser01] l

Définition. Soit G un groupe de Lie. On appelle représentation adjointe de G dans g l’application :
Ad : G ÝÑAutpgq

g ÝÑAdgp˚q “ g ˚ g´1

0.1.2 Espaces homogènes

Définition. Soit X une variété holomorphe, on dit que X est un espace homogène s’il existe un
groupe G qui agit de façon transitive sur X , i.e. @x, y P X, Dg P G tel que y “ g.x.

Proposition 4. Soit G un groupe de Lie, pour tout sous-groupe fermé H de G (ô H est un
sous-groupe de Lie, par le théorème de Cartan, Von-Neumann), la variété quotient G{H est une
variété différentiable et est aussi un espace homogène via l’action du groupe G. A fortiori, tout
groupe de Lie est un espace homogène.

Démonstration. Ceci découle immédiatement de la définition. l

Corollaire. Dans notre cas, si Γ est un sous-groupe fermé invariant par SL2pCq alorsM “SL2pCq{Γ
est une variété homogène et son fibré tangent est isomorphe à Mˆ sl2pC).
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0.2 Géométrie de SL2pCq

0.2.1 Métrique de Killing

Définition. Une métrique riemannienne holomorphe sur une variété complexe est un champ ho-
lomorphe de formes quadratiques (complexes) non dégénérées sur le fibré holomorphe tangent à
la variété. Cette métrique est dite complète si toutes les géodésiques locales se prolongent en des
géodésiques globales définies sur C.

Attention, une métrique riemannienne holomorphe n’est pas une métrique hermitienne, il convient
plutôt de l’envisager comme l’analogue complexe d’une métrique pseudo-riemannienne.

En général, il n’existe pas de telles métriques sur une variété complexe, mais dans notre contexte,
on peut définir une métrique riemannienne holomorphe sur M en "poussant" (par translations à
gauche) une forme quadratique non dégénérée sur slp2,Cq “ TeSL2pCq sur tout le groupe.

Définition. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie, la forme de Killing sur g est la forme
bilinéaire K donnée par la trace de la matrice de composition de deux endomorphismes adjoints,
autrement dit :
Kpx, yq “trpadx ˝ ady : g ÝÑ gq.

On peut faire le calcul à la main pour trouver une expression de K sur SL2pCq. Dans glnpCq,
on a : Kpx, yq “ 2n.trpxyq ´ 2trpxq.trpyq. Mais, sl2pC)“ Kerptr: gl2pCq ÝÑ Cq, on conclut
que Kpx, yq “ 4.trpxyq dans sl2pC). On peut aussi vérifier que la forme de Killing ainsi définie
est bi-invariante par SL2pCq via la représentation adjointe Ad. En effet : @g P SL2pCq, @x, y P
sl2p)̧, KpAdgpxq, Adgpyqq “ Kpx, yq, puisque trpgxg´1gyg´1q “trpgg´1xygg´1q “trpxyq.

Nous sommes à présent capables de définir la métrique riemannienne holomorphe de Killing, en
utilisant les remarques et définitions précedentes, nous avons :
@g PSL2pCq, @x, y P TgSL2pCq, Kgpx, yq “ KpdgLg´1pxq, dgLg´1pyqq “ Kepx, yq “ Kpx, yq.

Comme la forme de Killing est SL2pCq-invariante, la métrique induite sur SL2pCq peut être
"descendue" sur la variété M “ SL2pCq{Γ.

Corollaire. Il existe une métrique riemannienne holomorphe sur M .

Démonstration. Notons dSL2pCq la métrique de Killing sur SL2pCq et π : SL2pCq ÝÑ SL2pCq{Γ
la projection. Soient x et y deux éléments de SL2pCq. Posons alors

dM pπpxq, πpyqq “ infgPΓ dSL2pCqpx, gyq

Comme Γ Ă SL2pCq, l’action est isométrique et la distance dM est bien définie.
Il reste à voir que si dM pπpxq, πpyqq “ 0 alors πpxq “ πpyq. Si dM pπpxq, πpyqq “ 0 alors il existe
une suite tgnunPN de points de Γ tels que gny ÝÑ x. Comme l’action est propre, il existe une sous
suite convergente de tgnunPN ayant g pour limite, on a finalement gy “ x. l

Dans la suite, sauf contre-ordre, nous munissons SL2pCq ainsi que M de la métrique rieman-
nienne holomorphe de Killing.
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0.2.2 pG,Xq-structure

Avant d’aller plus loin, rappelons la notion de pG,Xq-structure :

Définition. Soient X une variété holomorphe et G un groupe de Lie agissant transitivement.
Une pG,Xq-structure sur une variété holomorphe M est un atlas maximal de cartes φi : Ui ÝÑ X

tel que :
‚ les Ui recouvrent M ,
‚ les φi soient des biholomorphismes sur leurs images,
‚ tous les changements de cartes fij “ φj ˝ φ

´1
i sur φipUi X Ujq soient localement la

restriction de l’action d’un élément de G.

Remarque. La condition d’action transitive de G sur X implique que X est isomorphe à un
quotient de G par un sous-groupe.

Avec cette définition, on voit queM est naturellement munie d’une pG,Xq-structure, oùG “SL2pCq
agit par isométries (pour la métrique de Killing) sur X “SL2pCq.

A présent, nous pouvons munir notre variété M d’une pG,Xq-structure moins triviale :

Lemme 1. M peut être munie d’une pG,Xq-structure avec G “SL2pCqˆSL2pCq et X “SL2pCq
(l’action de G est donnée par les translations à droite et à gauche).

Démonstration. Puisque la métrique de Killing est bi-invariante, les translations à gauche et à
droite sont des isométries, ce qui achève la preuve. l

Remarque. On pourrait renforcer le résultat en montrant que les translations à gauche et à droite
forment le groupe complet des isométries de SL2pCq pour la métrique de Killing mais nous n’en
avons pas l’utilité.
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Chapitre 1

Déformations des structures
complexes

1.1 Généralités et théorème de Kuranishi

Rappelons d’abord les définitions et principaux théorèmes (ou propositions) relatifs aux défor-
mations des strutures complexes :

Définition. Soient M une variété complexe compacte et S un C-espace analytique pointé en s,
une déformation de M paramétrée par pS, sq est la donnée de pE,S, s, π, iq où :

‚ π : E ÞÝÑ S est un morphisme lisse et propre d’un C-espace analytique E à valeur dans S.
‚ i : M ÞÝÑ π´1psq est un isomorphisme.

Pour simplifier, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité possible, nous noterons simplement pE, πq. Pour
voir la notion de C-espace analytique, le lecteur peut se référer au chapitre suivant dans lequel nous
l’introduisons accompagnée de plusieurs propriétés pour démontrer le théorème principal.

Définition. Deux déformations pE,S, s, π, iq et pE1, S, s, π1, i1q de M sont dites localement équi-
valentes s’il existe U et U 1 qui sont respectivement deux voisinages de s dans S et un isomorphisme
ψ de π´1pUq dans π1´1pU 1q tel que le diagramme suivant soit commutatif :

M

i

yy

i1

&&

E Ą π´1pUq

π
%%

ψ
// π1´1pU 1q Ă E1

π1
xx

S
Si on se donne un espace total E, l’ensemble des déformations dans E de M au dessus de pS, sq
localement équivalentes forment un germe de déformation.
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Théorème. [M. Kuranishi]
Pour toute variété complexe compacteM , il existe une déformation pEM , SM , sM , πM , iM q

paramétrée par un espace C-analytique SM pointé en sM telle que :
Pour toute déformation pπ, iq paramétrée par pS, sq, il existe un voisinage S1 de s dans S, et un
morphisme C-analytique φ de pS1, sq dans pSM , sM q et un isomorphisme Φ de π´1pS1q dans
π´1
M pφpS

1qq tel que πM ˝ Φ “ φ ˝ π et iM “ i ˝ Φ (Complétude).
Le morphisme φ n’est pas unique, cependant, sa différentielle dφ est quant à elle unique
(Semi-universalité ou versalité). [Kur62]

Ce théorème est un des théorèmes centraux en théorie des déformations, que nous admettons ici.
En voici, une représentation possible :

E

ipMq

Φ

„

EM

iM pMq

SS1

s

φ

„

SMφpS1q

sM

π πM

Définition. Le germe d’espace analytique pointé pSM , sM q est appelé l’espace de Kuranishi.

La notion de germe d’espace analytique correspond à l’ensemble des germes de déformation au
dessus du C-espace analytique SM pointé en sM . En effet, on appelle germe d’espace d’analytique,
une classe d’équivalence de sous-espaces analytiques (l’équivalence de deux sous-espaces est
donnée par l’existence d’un ouvert U voisin de sM , tel que les intersections de ces deux sous-
espaces avec U coïncident), ce qui correspond bien à la notion de germe de déformation lorsque
l’on regarde l’espace SM pointé en sM .

Remarque. Le germe d’espace est unique puisque la propriété de versalité nous dit que si l’on a
deux espaces de Kuranishi H et H1 alors il existe deux morphismes C-analytiques φ : H ÝÑ H1

et ψ : H1 ÝÑ H tels que dφ ˝ dψ´1 soit l’identité (versalité) et donc H et H1 sont localement
isomorphes.
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1.2 Existence de déformations des structures complexes de
SL2pCq/Γ

Nous nous intéressons à présent aux déformations des structures complexes de SL2pCq{Γ.
Commençons par quelques définitions :

Définition. Soit u : Γ ÞÝÑ SL2pCq un morphisme quelconque de RΓ :“Hom(Γ,SL2pCq). Nous
dirons que u est admissible si l’action de Γ sur SL2pCq définie par

px, γq P SL2pCq ˆ Γ ÝÑ upγ´1qxγ P SL2pCq
est libre et totalement discontinue.
Si u est admissible nous désignerons l’espace quotient par Mpu,Γq qui est donc une variété
compacte complexe de dimension 3.

Définition. Soient Γ un sous-groupe discret de type fini d’un groupe de Lie G, S une partie
génératrice de Γ et ρ0, ρ deux morphismes de Γ dans G. On dit que ρ est proche de ρ0 si les images
de la partie génératrice S par ρ0 et ρ sont proches. Ceci permet de définir une topologie induite par
celle de G (par le théorème de Whitney, on sait que la variété G peut être plongée dans un Rn, on
peut donc avoir une norme induite sur G. On peut aussi plus simplement définir la topologie sur G
via une métrique) sur l’ensemble HompΓ, Gq des morphismes de groupes de Γ dans G.

Définition. Soit Γ un sous-groupe discret d’un groupe topologique G. On dit que le morphisme
de groupes ρ0 : Γ ÞÑ G est localement rigide si D U Ă HompΓ, Gq voisinage de ρ0 tel que
@ρ P U, Dg P G tel que @γ P Γ, ρpγq “ gρ0pγqg

´1.

Théorème A.
Si u est un morphisme suffisamment proche du morphisme trivial, alors il est admissible et

la variété Mpu,Γq est C8-difféomorphe à M .

La suite de ce chapitre sera dédiée à la démonstration de ce théorème.

1.2.1 Holonomie

Dans un premier temps, nous allons introduire certaines notions qui nous serviront par la suite,
la plupart d’entre elles sont issues de [Thu97].

Reprenons notre variété M munie de sa pG,Xq-structure et de sa métrique de Killing. On a vu
plus haut que G agit holomorphiquement sur X , c’est à dire qu’un élément g de G est entièrement
déterminé par une de ses restrictions sur n’importe quel ouvert de X .

Définition. Soient M et M 1 deux pG,Xq-variétés (c’est à dire munies d’une pG,Xq-structure).
Un pG,Xq-morphisme f : M ÝÑM 1 est un difféomorphisme local qui est donné dans les pG,Xq-
cartes par l’action d’un élément de G.

Proposition 5. Soient M une pG,Xq-variété connexe, ĂM son revêtement universel, π1pMq son
groupe fondamental. Alors il existe un couple pD,hq, où D : ĂM ÝÑ X est un pG,Xq-morphisme
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et h : π1pMq ÝÑ G est un morphisme de groupes tel que :
@γ P π1pMq, @x P ĂM, Dpγ.xq “ hpγq.Dpxq

De plus, ce couple est unique à composition par un élément de G près. Si pD,hq et pD1, h1q sont
deux tels couples, alors il existe g P G tel que D1 “ g ˝D et h1 “ ig ˝ h, où ig est la conjugaison
par g.

Démonstration.
‚ Existence :

L’idée pour construire l’application développante est de faire un prolongement analytique d’une
carte le long d’un chemin.
Soient x0 PM et pU0, φ0q une pG,Xq-carte autour de x0. Considérons un chemin α : r0, 1s ÝÑM

issu de x0. Prenons un découpage 0 “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tn ă tn`1 “ 1 tel que αpr0, t1sq Ă U0 et
tel que pour tout i P rr1, nss il existe une carte pUi, φiq telle que αprti, ti`1sq Ă Ui. On demande
aussi que les intersections successives Ui Y Ui`1 soient connexes. Par construction on a : @i P
rr1, nss, αptiq P Ui´1 YUi donc par compatibilité, @i P rr1, nss, Dgi P G tel que φi´1 “ gi ˝ φi sur
Ui´1 Y Ui. On considère la suite d’application suivante :
ψ1 “ g1 ˝ φ1 : U1 ÝÑ X ,
ψ2 “ g1 ˝ g2 ˝ φ2 : U2 ÝÑ X ,
...
ψn “ g1 ˝ ¨ ¨ ¨ gn ˝ φn : Un ÝÑ X .
L’application

α̂ : r0, 1s ÝÑ X,

t P rti, ti`1s ÝÑ α̂|rti,ti`1s
“ ψi ˝ α|rti,ti`1s

est un prolongement de φ0 ˝ α|r0,t1s sur r0, 1s.
Le lecteur vérifiera que α̂ ne dépend pas du choix des cartes ni du découpage ttiuiPrr1,nss et que
α̂p1q est invariant par homotopie de α. On obtient alors l’application développante

D : ĂM ÝÑ X,

rαs ÝÑ α̂p1q

en identifiant ĂM à l’espace des classes d’homotopie de chemins dans M d’origine x0. On vérifie
que D est bien un pG,Xq-morphisme en remarquant que sur un voisinage de rαs, D coïncide avec
ψn ˝ π (où π est la projection du revêtement universel ĂM sur M ).
Construisons maintenant l’holonomie.
Si α est un lacet, alors pUn, ψnq est une carte contenant x0. On peut supposer que Un “ U0 et
que φn “ φ0. Le changement de cartes de φ0 à ψn “ g1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ gn ˝ ψ0 est une restriction de
g1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ gn P G, qui ne dépend que de la classe d’homotopie relative de α et que l’on note grαs.
En identifiant un automorphisme de revêtement avec la classe correspondante dans π1pM,x0q, on
obtient une application

h : π1pMq ÝÑ G,

γrαs ÝÑ grαs

Ce h est bien un morphisme de groupe et le couple pD,hq vérifie bien la condition de la proposition.
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‚ Unicité :
Supposons qu’il existe deux tels couples pD,hq et pD1, h1q. Les applications D et D1 sont des
pG,Xq-morphismes donc ce sont des difféomorphismes locaux. Donc, pour tout x P ĂM , il existe
deux cartes pU, φq et pU 1, φ1q au voisinage de x et il existe g, g1 P G tels que D “ g ˝ φ sur U et
D1 “ g1 ˝ φ1 sur U 1 (par définition des pG,Xq-morphismes). On peut choisir U et U 1 assez petits
tels qu’ils soient connexes et tels que U “ U 1. Par définition de pG,Xq-structure, une fonction
(holomorphe) de transition entre pG,Xq-cartes, φ1 ˝ φ´1 : φpUq ÝÑ φ1pUq s’étend en un élément
g P G. Donc, localement il existe g P G tel que D1 “ g ˝D.

ĂM

X

U “ U 1

D φ φ1 D1

g g1
g

La connexité de ĂM permet d’affirmer que g est le même partout sur ĂM et finalement D1 “ g ˝D

sur ĂM . En utilisant la condition de la proposition on a : @γ P π1pMq, @x P ĂM, g.hpγq.Dpxq “

h1pγq.g.Dpxq, et donc on conclut que h1 “ ig ˝ h. l

Définition. L’application D s’appelle l’application développante, le morphisme h s’appelle le
morphisme d’holonomie (ou simplement holonomie) et H “ hpπ1pMqq est le groupe d’holonomie
de la structure géométrique.

L’intérêt de l’holonomie dans la théorie des déformations est dû au résultat suivant :

Proposition 6. [Principe d’Ehresmann-Thurston]
Soient M une variété compacte équipée d’une pG,Xq-structure et h0 son holonomie. Si h est
un morphisme suffisamment proche de h0 alors il existe une structure proche de la structure
initiale dont l’holonomie est h. De plus, deux pG,Xq-structures proches de la structure initiale sont
isomorphes par un difféomorphisme proche de l’identité si et seulement si leurs holonomies sont
conjuguées par un petit élément de G.

Démonstration. [BG04] l

Remarque. Le lecteur intéressé par ce sujet pourra se référer à [Thu97].

1.2.2 Application du résultat d’Ehresmann

Plaçons nous au morphisme trivial u0 et regardons le morphisme d’holonomie h0 associé.
Remarquons d’abord que la simple connexité de SL2pCq nous donne immédiatement le groupe
fondamental de notre variété M , π1pMq “ Γ.
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Lemme 2. L’application développante est l’identité et l’holonomie h0 est donnée par :
h0 :Γ ÝÑ G “ SL2pCq ˆ SL2pCq

γ ÝÑ pId, γq

Démonstration. En reprenant l’action donnée de Γ sur SL2pCq : px, γq P SL2pCqˆΓ ÝÑ upγ´1qxγ P

SL2pCq. Au morphisme trivial u0, on a h0pγq “ pu0pγ
´1q, γq “ pId, γq.

On s’assure facilement que l’identité vérifie la condition pour être l’application développante :
@γ P Γ, @X PSL2pCq, Dpγ.Xq “ γ.X “ pId, γq.X “ h0pγq.DpXq. l

La proposition d’Ehresmann montre que les pG,Xq-structures proches sont (à isomorphisme proche
de l’identité près) en bijection avec les classes de conjugaison de morphismes de Γ dans G, proches
de h0. Nous pouvons cependant préciser ce résultat en montrant que le plongement i de Γ dans
SL2pCq est rigide, ce qui implique qu’un morphisme proche de i sera exactement i. Cela revient à
dire que :

Lemme 3. Un morphisme d’holonomie h proche de h0 est de la forme : hpγq “ pupγ´1q, γq où u
est un morphisme suffisamment proche de u0.

Démonstration. Pour démontrer ce fait, nous avons besoin de deux théorèmes dus à A. Weil, nous
ne les démontrerons pas compte tenu de leur technicité, malgré leur apport majeur ici.

Proposition 7. [A. Weil] Soient G ĂGLnpCq un groupe algébrique (c’est à dire, un sous-groupe
Zariski fermé de GLnpCq) et ρ0 P HompΓ, Gq avec Γ un sous-groupe de type fini. Si H1pΓ, gρ0q

est nul alors ρ0 est localement rigide. [Wei64]

Proposition 8. [A. Weil] Soient G un groupe de Lie connexe semi-simple sans facteur compact
et Γ Ă G un réseau uniforme, on note i : Γ ãÑ G le plongement de Γ dans G. Si G n’est pas
localement isomorphe à SL2pRq, alors H1pΓ, giq est nul. [Wei62]

Ici, SL2pCq est bien fermé pour la topologie de Zariski (puisqu’il est le lieu des zéros de la fonction
polynomiale SL2pCqQ X ÝÑ detpXq ´ 1 P C), c’est donc un groupe algébrique. Nous avons déjà
vu que SL2pCq est aussi un groupe de Lie connexe simple sans facteur compact. SL2pCq n’est
évidemment pas localement isomorphe à SL2pRq (regarder par exemple les dimensions). Quant à Γ

nous l’avons supposé discret et co-compact, ce qui en fait un réseau uniforme. l

Remarque. Notons ici que c’est ce théorème de rigidité d’A. Weil qui a suscité l’intérêt d’E. Ghys
et mené à l’écriture de son article. En effet, l’existence de déformations des structures complexes
est fortement surprenante au vu de la rigidité du plongement des réseaux co-compacts dans SL2pCq.
Nous pouvons noter que dans son article, Etienne Ghys parle de théorème de rigidité de Weil-
Mostow en faisant référence à une série de résultats sur la rigidité, comme ceux énoncés par Weil,
ceux de Mostow ou encore ceux de Raghunathan...

Finalement, les lemmes 2, 3 et la proposition de C. Ehresmann permettent d’affirmer que toute
pG,Xq-structure suffisamment proche de M “SL2pCq{Γ est isomorphe à Mpu,Γq et dont l’holo-
nomie est hpγq “ pupγ´1q, γq.
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1.2.3 Action de Γ sur SL2pCq via u

Dans cette section, on considère un sous-groupe Γ de SL2pCq fixé. On va maintenant montrer
que :

Proposition 9. Si u est suffisamment proche de u0 alors u est admissible. C’est à dire que l’action
de Γ sur SL2pCq via u définie par : px, γq P SL2pCqˆΓ ÝÑ upγ´1qxγ P SL2pCq est libre et
proprement discontinue.

Lemme 4. Considérons la métrique riemannienne sur SL2pCq, donnée par le produit scalaire
hermitien sl2pCq, Kpx, yq :“ 4trpx, yq et notons d la distance induite. Munissons d’autre part
SL2pCq de la norme matricielle 1, c’est à dire ||pai,jq|| “ maxj“1,2

ÿ

i

“ 12|ai,j |. Alors il existe

une constante A ě 1 telle que la métrique de SL2pCq vérifie :
@x P SLp2,Cq, A´1dpx, Idq ď lnp1` ||x´ Id||q ď Adpx, Idq,

en particulier ces inégalités sont vérifiées pour tout γ P Γ.

Démonstration. Comme les géodésiques émanantes de l’élément neutre sont données par les
courbes t P R ÝÑ expptY q, avec Y dans sl2pC), on sait qu’il existe un élément X P sl2pCq tel que
la géodésique de x à Id est donnée par t P R ÝÑ γptq “ expptXq et vérifie γp0q “ Id et γp1q “ x.
Avec ces considérations, on peut écrire :

dpx, Idq “

ż 1

0

b

Kpγ1ptq, γ1ptqq dt

“

ż 1

0
2

b

trptXtXq dt

“ 2.

b

trpXXq
ż 1

0
t dt

“

b

trpXXq
Supposons X diagonale, de diagonale pλ,´λq, λ P C˚, on a :

dpx, Idq “

b

trpXXq “
a

2|λ|2 “
?

2|λ|

et lnp1`||x´Id||q “ lnp1`||eX´Id||q “ lnp1`maxt|eλ´1|, |e´λ´1|uq ě lnp|1`eλ´1|q ě |λ|

On a donc le résultat pour X diagonale.
Supposons maintenant X diagonalisable alors x est aussi diagonalisable, on se ramène au cas
précédent en remarquant qu’un changement de base ne modifie pas ni la norme ni la trace d’une
matrice puisque si P est la matrice qui diagonalise x, on a : ||PxP´1´Id|| “ ||P px´IdqP´1|| “

||x´ Id|| et trpPXP´1PXP´1q “trpPP´1XXPP´1q “ trpXX).
Enfin, par densité des matrices diagonalisables dans SL2pCq on en déduit le lemme. l

Démonstration. Fixons maintenant S une partie génératrice de Γ. Soient ε ą 0 et u P RΓ un
morphisme tel que pour : @γ P S Y S´1, ||upγq|| ď ε.
Par co-compacité de Γ, il existe une constante C ě 0 telle que pour tout x P SL2pCq, il existe
un γ P Γ tel que l’on ait dpγ, xq ď C. Cela montre que l’inclusion i : Γ ÝÑ SL2pCq, est une
quasi-isométrie et a fortiori est un plongement quasi-isométrique (le lecteur intéressé pourra (re)voir
les notions élémentaires de théorie géométrique des groupes dans [Cou18]).
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On a donc :
DB ě 1, DC ě 0, tels que @γ P Γ, B´1.lpγq ´ C ď dpγ, Idq ď B.lpγq ` C

Où l : Γ ÝÑ N est la distance "des mots" (associée à S), c’est à dire que lpγq “ m, où m est le plus
petit entier tel que γ s’écrive s0 ¨ ¨ ¨ sm avec si P S.
En combinant, on obtient : A´1pB´1.lpγq ´ Cq ď lnp1` dpγ, Idqq.

Considérons K un compact de SL2pCq et notons ΓK “ tγ P Γ|Dx P K tel que upγ´1qxγ P

Ku, il s’agit là de montrer que #ΓK ă 8. Quitte à translater K, on peut supposer que Id P
K. Par compacité, on sait qu’il existe une constante DK telle que K Ă BpId,DKq “ tx P

SL2pCq | dpx, Idq ď DKu qui ne dépend que de K.

Prenons γ P ΓK , il existe alors x et y P K tels que upγq´1xγ “ y, on a donc ||γ|| ď
||x´1upγqy|| ď D2

K ||upγq||. Pour simplifier on note D1K “ D2
K , donc ||γ|| ď D1K ||upγq||. Et

puisque @γ P SYS´1, ||upγq|| ď ε, alors : @γ P Γ, ||upγq|| ď εlpγq et finalement ||γ|| ď D1Kε
lpγq.

Donc, pour un tel γ, on obtient :A´1pB´1.lpγq´Cq ď lnp1`dpγ, Idqq ď lnp1`||γ||`||Id||q ď

lnp2`D1K .ε
lpγqq.

En posant η “ lnpεq, on écrit A´1B´1lpγq ´A´1C ď lnp2`D1Kexppηlpγqqq ce qui donne une
borne supérieure pour lpγq en prenant η ă A´1B´1 par croissance comparée lorsque lpγq ÝÑ 8.
Puisqu’il n’existe qu’un nombre fini d’éléments γ dans Γ tels que lpγq soit inférieur à une constante,
on sait que l’action de Γ via u est proprement discontinue.

Enfin, montrons que l’action n’a pas de point fixe. PrenonsK un domaine fondamental compact
pour l’action de Γ, il suffit de choisir η tel que la borne donnée au dessus de lpΓKq soit strictement
inférieure à 1 pour avoir lpγq “ 0 c’est à dire pour que γ soit l’élément trivial. l

1.2.4 Fibration d’Ehresmann et C8-difféomorphismes

Achevons la preuve du théorème A en montrant queMpu,Γq estC8-difféomorphe à SL2pCq/Γ.
Pour cela, nous avons besoin d’un résultat fondamental en topologie différentielle, le théorème de
fibration d’Ehresmann :

Lemme 5. [Théorème de fibration d’Ehresmann]
Soient M et N deux variétés différentielles au moins de classe C2. Si f : M ÝÑ N est propre et est
une submersion surjective alors f est une fibration localement triviale.

Démonstration. [Ehr95] ou [MK06] l

Soit ut Ă RΓ une courbe paramétrée par t P r0, 1s reliant u0 et u le morphisme considéré plus haut
(possible par connexité par arc des ensembles algébriques) telle que

@t P r0, 1s, @γ P S Y S´1, ||utpγq|| ď ε.

On définit une action de Γ sur SL2pCqˆr0, 1s via ut. Par hypothèse, pour tout t P r0, 1s l’action est
libre et proprement discontinue et le quotient admet une submersion sur r0, 1s. D’après le théorème
d’Ehresmann, la fibration obtenue est localement triviale, en particulier en 0, ce qui permet de
dire que toutes les fibres autour de 0 sont C8-difféomorphes à celle au dessus de 0, c’est à dire à
SL2pCq{Γ. Ceci achève la démonstration du théorème A. l
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1.3 Classification des déformations
Théorème B.

Soient Γi, i “ 1, 2 deux réseaux de SL2pCq et ui : Γi ÝÑSL2pCq, i “ 1, 2 deux mor-
phismes admissibles. Alors Mpu1,Γ1q est biholomorphiquement équivalente à Mpu2,Γ2q si et
seulement si il existe une conjugaison interne θ de SL2pCq et un morphisme ε : Γ1 ÝÑ t˘Idu

tels que Γ2 “ pε.θqpΓ1q et tels que pour tout γ P Γ1, u1pγq “ u2pεpγq.θpγqq

A l’instar des autres parties de ce mémoire, ce chapitre donnera lieu à une démonstration de ce
théorème.

1.3.1 Rigidité et condition suffisante

A condition d’avoir le théorème de rigidité de Mostow dans notre boîte à outils, la condition
suffisante du théorème B est assez évidente.

Proposition 10. [Rigidité de Mostow]
Soit G et G1 deux groupes de Lie connexes non-compacts semi-simples, sans centres et qui ne
soient pas localement isomorphes à SL2pRq. Soient Γ et Γ1 deux sous-groupes discrets co-compacts
respectivement de G et G1. Alors, tout isomorphisme θ : Γ ÝÑ Γ1 se prolonge en un unique
isomorphisme rθ de G dans G1.

Démonstration. [Mos73] l

Ici, on considère G “ G1 “SL2pCq, on a déjà vu la non-compacité et la semi-simplicité de SL2pCq.
Le centre de SL2pCq n’est par contre pas trivial il est formé de deux éléments : t˘I2u. Qu’à cela ne
tienne, on remplace G “ G1 par SL2pCq{t˘I2u. Le théorème appliqué dans ce cas nous dit qu’un
isomorphisme θ de Γ1 dans Γ2 se prolonge en un automorphisme rθ de PSL2pCq. Comme SL2pCq
est le revêtement universel de PSL2pCq, on peut relever l’automorphisme rθ en un automorphisme
de continu de SL2pCq en multipliant rθ par un morphisme ε : Γ ÝÑ t˘I2u, cela revient à écrire
θ “ ε.rθ|Γ1 .

Donc, si l’on considère deux morphismes admissibles u1 : Γ1 ÝÑ SL2pCq et u2 : Γ2 ÝÑ SL2pCq
tels que u1 “ u2 ˝ ε.θ alors rθ : SL2pCq ÝÑ SL2pCq passe au quotient en un difféomorphisme θ de
Mpu1,Γ1q vers Mpu2,Γ2q.

Lemme 6. Le groupe d’automorphismes continus de PSL2pCq (que l’on notera AutC0pPSL2pCqq)
est constitué de p˚ : x ÝÑ xq et des automorphismes intérieurs tig : x ÝÑ gxg´1ugPSL2pCq.

Démonstration. [Die71] l

On sait donc que θ sera holomorphe ou antiholomorphe si rθ est holomorphe ou antiholomorphe
(c’est à dire, selon que rθ soit composé ou non par l’automorphisme continu ˚).
Nous pouvons résumer cette partie dans ce diagramme :
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Γ1

θ

„

��

p
$$

� � // SL2pCq

„

ε.rθ

��

//Mpu1,Γ1q

„
θ

��

Γ1{t˘Idu

p˝θ

��

� � // PSL2pCq

„

rθ

��

yy

Rigidité de

Mostow
+3

Γ2{t˘Idu �� // PSL2pCq
ee

Γ2
�� //

p
::

SL2pCq //Mpu2,Γ2q

La condition suffisante étant établie, le reste de cette section donnera la nécessité et avec elle,
l’entièreté de la démonstration du théorème B.

1.3.2 Structure des isomorphismes et condition nécessaire

Pour la suite, on considère donc deux sous-groupes discret co-compacts Γ1 et Γ2 et deux mor-
phismes admissibles u1 : Γ1 ÝÑ SL2pCq et u2 : Γ2 ÝÑ SL2pCq tels qu’il existe un biholomorphisme
ψ entre Mpu1,Γ1q et Mpu2,Γ2q.

En relevant l’application ψ aux revêtements universels de Mpu1,Γ1q et Mpu2,Γ2q on obtient un
biholomorphisme Ψ de SL2pCq.
De surcroît, nous obtenons un isomorphisme θ entre Γ1 et Γ2 de sorte que θ et Ψ vérifient :

@x P SL2pCq, @γ P Γ1, Ψpu1pγ
´1qxγq “ u2pθpγ

´1qqΨpxqθpγq.

Γ1
θ // Γ2

SL2pCq
��
qq

Ψ
--

p1

��

ö ö

SL2pCq

p2

��

��

Mpu1,Γ1q

ψ

11

77

Mpu2,Γ2q

ψ´1

qq

gg

Ψ étant holomorphe, il est clair que l’automorphisme rθ : SL2pCq ÝÑ SL2pCq (le prolongement de
l’isomorphisme θ : Γ1 ÝÑ Γ2) sera lui aussi holomorphe. En reprenant le lemme caractérisant les
automorphismes continus de PSL2pCq, on sait donc que rθ est un automorphisme intérieur (c’est
à dire, qu’il existe g P SL2pCq tel que rθ “ ig). Quitte à composer ψ : Mpu1,Γ1q ÝÑ Mpu2,Γ2q

par un biholomorphisme construit précédemment, on peut donc supposer Γ1 “ Γ2 “ Γ et θ “ Id.
Finalement, sans pertes, on peut supposer que Ψ vérifie :

@x P SL2pCq, @γ P Γ, Ψpu1pγ
´1qxγq “ u2pγq

´1Ψpxqγ.

A présent, considérons l’ensemble T des fonctions holomorphes de SL2pCq vers M2pCq.
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Considérons aussi l’action de SL2pCqˆSL2pCqˆSL2pCq sur T suivante :
SL2pCq ˆ SL2pCq ˆ SL2pCq ˆ T ÝÑ C4

prg1, g2, g3s, fq ÝÑ rg1, g2, g3s.f

définie par : @x P SL2pCq, rg1, g2, g3s.fpxq “ g1fpg
´1
2 xg3qg

´1
3

Puisque SL2pCqĂM2pCq, le biholomorphisme Ψ est clairement un élément de T , on a pour tout
γ P Γ :

pu2pγq, u1pγq, γqq.Ψpxq “ u2pγqΨpu1pγq
´1xγqγ´1

“ u2pγqu2pγq
´1Ψpxqγγ´1

“ Ψpxq.

Ψ est donc fixe par le sous-groupeH :“ tpu2pγq, u1pγq, γq, γ P Γu de SL2pCqˆSL2pCqˆSL2pCq.

Lemme 7. Si un élément de T est fixe par un sous-groupe de SL2pCqˆSL2pCqˆSL2pCq, alors il
l’est aussi pour sa clôture de Zariski.

Démonstration. On commence par plonger SL2pCq dans C4, comme SL2pCq est une variété de
Stein, toute fonction holomorphe de SL2pCq dans M2pCq se prolonge en une fonction holomorphe
globalement définie sur C4. Pour tout k P N, on considère la restriction de chaque élément de T au
sous-espace Ckrx, y, z, ts de Crx, y, z, ts des polynômes homogènes de degré k. Si on appelle πk
la projection de T sur Ckrx, y, z, ts alors, si un élément f P T est invariant par un sous-groupe de
SL2pCqˆSL2pCqˆSL2pCq, ces projections πkpfq sont aussi invariantes. De plus, comme SL2pCq
est un groupe algébrique, son action est algébrique donc le groupe d’isotropie d’un vecteur est un
sous-groupe algébrique et on a finalement le lemme. l

Il résulte de ce lemme que Ψ est fixe par la clôture de Zariski de H . De plus, nous avons :

Lemme 8. La clôture de Zariski de H , notée H , contient le sous-groupe tIdu ˆ tIduˆSL2pCq.

Démonstration. Comme Γ est contenu dans la projection p3 de H ĂSL2pCqˆSL2pCqˆSL2pCq
sur le troisième facteur, on sait que SL2pCq tout entier est contenu aussi dans p3pHq (puisqu’un
sous-groupe co-compact de SL2pCq est dense au sens de Zariski). Il existe donc un morphisme
algébrique τ “ pτ1, τ2q : SL2pCq ÝÑ SL2pCq ˆ SL2pCq, tel que tpτ1pgq, τ2pgq, gq, g P SL2pCqu
soit dans H .
Comme de plus SL2pCq est semi-simple, il n’a pas de sous-groupes normaux connexes non triviaux,
il en résulte que τ1 et τ2 sont soit triviaux soit des conjugaisons internes.

‚ Si τ1 et τ2 sont triviaux, la preuve s’achève puisque
tpτ1pgq, τ2pgq, gq, g P SL2pCqu “ tIdu ˆ tIdu ˆ SL2pCq Ă H.

‚ Si τ1 n’est pas trivial et τ2 l’est, alors on a :
pτ1pgq, Id, gq.Ψpxq “ Ψpxq.

Et en particulier,
pτ1pg

´1q, Id, g´1q.Ψpxgq “ τ1pg
´1qΨpxqg “ Ψpxgq.

Ce qui est impossible, puisque l’action pg, xq ÝÑ Ψpxgq est libre alors que pg, xq ÝÑ
τ1pg

´1qΨpxqg ne l’est pas. En effet, si τ1 n’est pas trivial, on a déjà vu que c’est une
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conjugaison, il existe donc g PSL2pCq tel que
τ1 “ ig : SL2pCq ÝÑSL2pCq

x ÝÑgxg´1

Donc l’action est donnée par pg1, xq ÝÑ gg1´1g´1Ψpxqg1, en particulier pour g1 “ g,
pg, xq ÝÑ gΨpxqg´1 ne fournit pas une action libre.

‚ Si τ1 est trivial et τ2 ne l’est pas, alors, de la même façon on a :
pId, τ2pgq, gq.Ψpτ2pgqxg

´1q “ Ψpxqg “ Ψpτ2pgqxg
´1q

Par le même argument, on voit que ce n’est pas possible.
Si τ1 et τ2 ne sont pas triviaux, ce sont donc des isomorphismes. Et H est semi-simple, en effet,
les projections de H sur chaque facteur sont surjective et donc les projections du radical (le plus
grand sous-groupe fermé, connexe, résoluble et distingué) de H sont des sous-groupes normaux
résolubles de SL2pCq, donc triviaux (c’est à dire tIdu ou SL2pCq). On a donc plusieurs cas :

‚ Si H “ SL2pCqˆSL2pCqˆSL2pCq, encore une fois la preuve s’arrête là, puisque tIdu ˆ
tIdu ˆ SL2pCq Ă H .

‚ Si H est isomorphe à SL2pCqˆSL2pCq : supposons que tIdu ˆ tIdu ˆ SL2pCq et H se
rencontrent trivialement. Par semi-simplicité, la projection de H sur le produit des deux
premiers facteurs est injective (donc un isomorphisme). Il existe donc un automorphisme
τ de SL2pCq tel que H “ tpg, h, τpgqq, g, h P SL2pCq u ou H “ tpg, h, τphqq, g, h P

SL2pCq u. On a donc choisi τ1 et τ2 mais on aurait pu faire un autre choix pour lequel τ1 ou
τ2 serait trivial.

‚ Si H est isomorphe à SL2pCq, on a : H “ tpτ1pgq, τ2pgq, gq, g P SL2pCqu et en particulier
@γ P Γ, uipγq “ τipγq, i “ 1, 2. Donc u1 (resp. u2) est une conjugaison interne. A
conjugaison près on devrait avoir un biholomorphisme de Mpu1,Γ1q (resp. Mpu2,Γ2q)
dans MpId,Γq. Or, l’action de Γ1 (resp. Γ2q sur SL2pCq donnée par pγ, xq ÝÑ γ´1xγ n’est
évidemment pas libre et u1 (resp. u2) n’est donc pas admissible.

On conclut que tIdu ˆ tIdu ˆ SL2pCq Ă H . l

Dans notre cas, cela signifie que Ψ est fixe par les éléments de tIdu ˆ tIduˆSL2pCq. Autrement
dit :

@x P SL2pCq,@g P SL2pCq, pId, Id, gq.Ψpxq “ Ψpxgqg´1 “ Ψpxq

Cela traduit la commutativité de Ψ avec toutes les translations à droite. Or, les seuls éléments qui
commutent avec toutes les translations à droite sont les translations à gauche.
En conclusion, si Ψ est le relevé au revêtement universel d’un biholomorphisme ψ entre Mpu1,Γ1q

et Mpu2,Γ2q alors, quitte à composer ψ par un biholomorphisme construit dans la partie précé-
dente, nous venons de montrer que Ψ est une translation à gauche. Avec ces considérations, nous
pouvons affirmer que (par passage au quotient) ψ : Mpu1,Γ1q ÝÑMpu2,Γ2q est aussi une trans-
lation à gauche et donc, quitte à composer θ : Γ1 ÝÑ Γ2 par la translation à gauche inverse, nous
avons ramené ψ à l’identité. Ceci équivaut au fait que tout biholomorphisme entre Mpu1,Γ1q et
Mpu2,Γ2q est donné par un biholomorphisme construit auparavant, ce qui achève la démonstration
du théorème B. l

Page 24 sur 56



Nous pouvons aussi caractériser d’autres applications holomorphes entre deux variétés de type
Mpu,Γq non nécessairement biholomorphiquement équivalentes :

Proposition 11. Soient Γ1 ĂSL2pCq (resp. Γ2) et u1 (resp. u2) un morphisme admissible de sorte
que Mpu1,Γ1q (resp. Mpu2,Γ2q) ait un sens. S’il existe une application holomorphe surjective ψ
de Mpu1,Γ1q dans Mpu2,Γ2q alors ψ est un revêtement.

Démonstration. On considère le pullback de la métrique K de Killing définie sur Mpu2,Γ2q. La
métrique obtenue est non dégénérée en tous les points où dψ est de rang maximal (de rang 3) mais
comme ψ est surjective il existe au moins un tel point. On sait donc que ψ˚K est non dégénérée en
un point. Enfin, par translations, on sait que la métrique est non dégénérée partout et la différentielle
de ψ est donc de rang maximal partout. Ceci fait de ψ une application étale et par compacité de
Mpu1,Γ1q et Mpu2,Γ2q un revêtement. l
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Chapitre 2

Espace de Kuranishi

Le théorème A nous donne l’existence de déformations de Mpu0,Γq “SL2pCq{Γ “ M pa-
ramétrées par un voisinage de u0 dans RΓ et de fibres C8-difféomorphes à M . Le théorème
de Kuranishi permet d’assurer l’existence d’un morphisme C-analytique φ de cette famille de
déformations dans l’espace de Kuranishi HΓ.

L’objectif de ce chapitre sera de montrer que l’espace de Kuranishi de M est la base de cette
famille :

Théorème C.
L’espace de Kuranishi HΓ de SL2pCq/Γ est le germe de l’espace RΓ pointé au morphisme

trivial.

Pour démontrer ce théorème nous allons montrer que l’application φ : RΓ ÞÝÑ HΓ est un isomor-
phisme au voisinage de u0. Les différentes étapes de la preuve peuvent se résumer comme suit :

‚ Nous démontrerons l’injectivité locale de φ en exhibant l’isomorphisme entre les espaces
tangents de Zariski induit par la différentielle de φ au morphisme trivial u0 :
du0φ : TZaru0

RΓ
„
ÝÑ TZarsM

HΓ où sM est le point base de l’espace de Kuranishi.

‚ Enfin, nous vérifierons que tous les germes de déformations de M paramétrés par l’espace
C-analytique pointé pSM , sM q donné par le théorème de Kuranishi se retrouvent dans RΓ.
Pour ce faire, nous allons montrer que les germes en 0 de courbes holomorphes à valeurs
dans HΓ se relèvent en des courbes dans RΓ, ce qui nous donnera la surjectivité locale de
φ.

Remarque. Le théorème C implique que toute structure complexe sur SL2pCq{Γ suffisamment
proche de la structure initiale est biholomorphiquement équivalente à un Mpu,Γq, avec u P RΓ

assez proche de u0 le morphisme trivial.
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2.1 Injectivité locale de φ

2.1.1 Espaces analytiques complexes

Avant d’entamer la démonstration, remarquons que les espaces RΓ et HΓ ne sont pas des
variétés et qu’il est par conséquent impossible de travailler dans des cartes, ce qui rend le travail
plus difficile. Nous avons besoin d’une notion plus générale que celle de variété pour parler
d’isomorphisme local entre ces espaces. Nous donnons ici une (rapide) introduction tirée de [GR09]
aux espaces C-analytiques généralisant la notion de variété.

Définition. Un espace annelé pX,OXq est un espace Hausdorff X muni d’un faisceau d’anneaux
OX contenu dans l’ensemble des fonctions continues (que l’on appelle faisceau structural), sur X .
L’espace annelé pX,OXq est simplement noté X s’il n’y a pas d’ambiguïté sur le faisceau OX .

Définition. Soient pX,OXq et pY,OY q deux espaces annelés. Une fonction continue f : X ÝÑ Y

est un morphisme d’espaces annelés si pour tout x P X et pour tout h P OY,fpxq on a f˚phq :“

h ˝ f P OX,x. On dit que c’est un isomorphisme si f est un homéomorphisme et si pour tout
x P X, f˚ : OY,fpxq

„
ÝÑ OX,x.

Définition. Un ensemble analytique X est donné par le lieu des zéros communs à un ensemble fini
de fonctions holomorphes f1, , ¨ ¨ ¨ , fk, c’est à dire X “ V pf1, ¨ ¨ ¨ , fkq.

Sur un tel ensemble analytique X Ă Cn, on définit le faisceau OX comme le quotient de OCn par
IX “ă f1, ¨ ¨ ¨ , fk ą l’idéal engendré par les f1, ¨ ¨ ¨ , fk restreint à X .

Définition. Un C-espace analytique est un espace annelé pX,OXq tel que tout x P X admette un
voisinage ouvert U dans X tel que pU,OX |U q soit isomorphe à un ensemble analytique Y muni de
son faisceau OY .

La notion de variété complexe se retrouve en demandant que X ne soit pas localement mais globa-
lement un ensemble analytique et que OX soit le faisceau des germes de fonctions holomorphes
sur X .

Remarque. On définit un faisceau sur Y comme suit :
Puisque Y est une sous-variété d’un domaine D de Cn, il existe f1, ¨ ¨ ¨ , fk, k fonctions holo-
morphes telles que Y “ V pf1, ¨ ¨ ¨ , fkq (lieu des zéros communs à f1, ¨ ¨ ¨ , fk). On considère IY
comme étant l’idéal engendré par les fonctions fi et O un faisceau sur D. Alors, un faisceau sur Y
est le quotient O{IY restreint à Y .

Définition. On entendra par espace tangent TxX à X au point x P X l’ensemble des dérivations
de OX en x. C’est à dire l’ensemble des applications t : OX,x ÝÑ C telles que :
@a, b P C, @f, g P OX,x, tpaf ` bgq “ atpfq ` btpgq et tpfgq “ fpxqtpgq ` gpxqtpfq.

Proposition 12. Soient pX,OXq et pY,OY q deux espaces C-analytiques et pf, φq un morphisme
holomorphe. Pour tout x P X , f induit une application linéaire f˚ : TxX ÝÑ TfpxqY . De plus, si f
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est injective (resp. biholomorphe) en x, alors f˚ est injective (resp. isomorphe) en x. f˚ est appelée
différentielle de f .

Démonstration. On définit f˚ comme suit :
Pour t P TxX, f˚ptq “ t ˝ f˚. Alors si h P OY,fpxq, on a f˚ptqphq “ tph ˝ fq. Si f˚ est surjective,
clairement f˚ est injective et si f est biholomorphe alors pf´1q˚ “ pf˚q

´1 est inverse de f˚. l

Le théorème d’inversion locale échoue dans le cadre des espaces C-analytiques, cependant nous en
avons une version plus faible :

Proposition 13. [Théorème d’inversion pour les C-espaces analytiques]
Soient pX,OXq et pY,OY q deux espaces C-analytiques et f un morphisme d’espaces C-analytiques.
Si pour un x P X, f˚pxq est inversible, alors f est localement injective au voisinage de x.

Démonstration. [GR09] l

2.1.2 Cohomologie de M

On aura besoin de : H1pM,Oq » H1pΓ,Hq » H1pΓ,Cq » H1pM,Cq
où O désigne le faisceau des germes de fonctions holomorphes surM et H est l’espace des fonctions
holomorphes globalement définies sur SL2pCq. Ici H1pΓ, Xq fait référence à la cohomologie des
groupes (confère annexe A) où X est un Γ-module (nous verrons plus tard comment H peut être
muni d’une structure de Γ-module). Sauf mention contraire, la seule autre cohomologie que nous
utiliserons sera la cohomologie à valeur dans un faisceau.

Lemme 9. [D. Mumford] H1pM,Oq et H1pΓ,Hq sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. [Mum08] On veut construire φp : CppΓ,Hq ÞÝÑ CppM,Oq et montrer qu’il
s’agit d’un isomorphisme. Soit π :SL2pCq ÞÝÑM la projection naturelle. On choisit un recouvre-
ment tViuiPI de M vérifiant :

‚ π´1pViq “ Y
γPΓ

γpUiq, avec Ui Ă SL2pCq ouvert et tel que π|Ui
: Ui

„
ÝÑ Vi.

‚ @i, j P I, tels que Vi X Vj ‰ H, D!γij P Γ tel que Ui X γijUj ‰ H.

Quelques remarques d’abord :

‚ L’ensemble des sections ΓpSL2pCq, π˚Oq “ H0pSL2pCq, π˚Oq coïncide avec H.
‚ L’action de Γ sur SL2pCq par translation à droite fait de H est un Γ-module.
‚ γij .γjk “ γik, γ

´1
ij “ γji.

Soit f P CppΓ,Hq, pour plus de clarté, on note fγ0,¨¨¨ ,γp P H la fonction fpγ0, ¨ ¨ ¨ , γpq :

SL2pCq ÞÝÑ C.
On définit : pφpfqi0,¨¨¨ ,ip “ ri0¨¨¨ip ˝ fγi0i1 ,¨¨¨ ,γip´1ip

˝ pπ|Ui0
q´1

où ri0¨¨¨ip est l’opérateur de restriction res Vi0X¨¨¨ XVip : ΓpM,Oq ÞÝÑ ΓpVi0 X ¨ ¨ ¨ X Vip ,Oq.
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On vérifie alors que :
φp`1 ˝ pδfqi0,¨¨¨ ,ip`1 “

“ φp`1rγi0i1 .fγi1i2 ,¨¨¨ ,γipip`1
`

p
ÿ

j“1

p´1qjfγi0i1 ,¨¨¨ ,γij´1ij
.γij ij`1

,¨¨¨ ,γipip`1
` p´1qp`1fγi0i1 ,¨¨¨ ,γip´1ip

s

“ φp`1rfγi1i2 ,¨¨¨ ,γipip`1
˝Rγi0i1 `

p
ÿ

j“1

p´1qjfγi0i1 ,¨¨¨ ,γij´1ij`1
,¨¨¨ ,γipip`1

` p´1qp`1fγi0i1 ,¨¨¨ ,γip´1ip
s

“ ri1¨¨¨ip`1 ˝ fγi1i2 ,¨¨¨ ,γipip`1
˝Rγi0i1 ˝ pπ|Ui0

q´1 `

p`1
ÿ

j“1

p´1qj r
i0¨¨¨

_

ij ¨¨¨ip`1

˝ f
γi0i1 ,¨¨¨ ,

_
γij ij`1

,¨¨¨ ,γipip`1

˝ pπ|Ui0
q´1

“ ri1¨¨¨ip`1 ˝ fγi1i2 ,¨¨¨ ,γipip`1
˝ pπ|Ui1

q´1 `

p`1
ÿ

j“1

p´1qj r
i0¨¨¨

_

ij ¨¨¨ip`1

˝ f
γi0i1 ,¨¨¨ ,

_
γij ij`1

,¨¨¨ ,γipip`1

˝ pπ|Ui0
q´1

“ δČech ˝ pφpfq

Il vient :

C0pΓ,Hq δ // C1pΓ,Hq δ // C2pΓ,Hq // ¨ ¨ ¨

C0pΓ, H0pSL2pCq, π˚Oqq

φ0

��

δ //

ö

C1pΓ, H0pSL2pCq, π˚Oqq

φ1

��

δ //

ö

C2pΓ, H0pSL2pCq, π˚Oqq //

φ2

��

¨ ¨ ¨

C0ptViu,Oq
δČech

// C1ptViu,Oq
δČech

// C2ptViu,Oq // ¨ ¨ ¨

Ce qui induit une application naturelle Φ : HppΓ, π˚Oq ÝÑ HppM,Oq. l

Lemme 10. [D. Mumford] Si de plus H ipSL2pCq, π˚Oq “ p0q, @i ě 1 alors Φ est un isomor-
phisme.

Démonstration. On trouvera une preuve dans [Mum08]. l

Dans le cas qui nous intéresse, le théorème (B) de Cartan [Car53] (ou théorème fondamental
de Oka-Cartan) et une remarque suffisent à vérifier que H ipSL2pCq, π˚Oq “ p0q, @i ě 1. En
effet, le théorème de Cartan (admis ici) affirme que si X est une variété de Stein et que F est un
faisceau cohérent sur X alors H ipX,F q “ 0, @i ě 1. Ici, on peut voir que les conditions sont bien
vérifiées. En effet, toute sous-variété fermée d’une variété de Stein est aussi une variété de Stein.
En remarquant que SL2pCq » F´1pt0uq où F pa, b, c, dq “ ad´ bc´ 1 (en faisant l’identification
Mp2,Cq » C4) et que C4 est une variété de Stein, on a bien la première hypothèse. Enfin, en
notant que O est un faisceau cohérent sur M il vient que π˚O est aussi un faisceau cohérent sur
SL2pCq, ce qui achève la preuve. l

Profitons de cet instant pour citer le résultat de C.L. Wang qui affirme que, si Γ est un sous-
groupe discret co-compact d’un groupe de Lie complexe connexe N alors la variété N{Γ est
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kählérienne si et seulement si N est abélien. Dans le cas de SL2pCq, ce théorème justifie que M
n’est pas kählérienne. Cette remarque permet de mieux cibler le contexte de ce mémoire.

Lemme 11. H1pΓ,Cq » H1pM,Cq.

Démonstration. Considérons une représentation ρ. Soit ω une 1-forme sur SL2pCq à valeurs dans
slρp2,Cq qui soit ρ-equivariante.
On fixe un point x0 P SL2pCq, comme le π1pSL2pCqq est trivial, on sait que tous chemins de mêmes
extrémités sont homotopes et on peut poser :

@γ P Γ, fpγq “

ż γx0

x0

ω

Nous allons montrer que si ω est fermée alors f est un 1-cocycle.
Supposons donc ω fermée. Par équivariance de ω, si u P TxM , alors γ˚pωqxpuq “ ωγxpdxγpuqq “

ρpγqpωxpuqq.
Il s’en suit :

fpγγ1q “

ż γγ1x0

x0

ω “

ż γx0

x0

ω `

ż γγ1x0

γx0

ω

“ fpγq `

ż γ1x0

x0

γ˚ω “ fpγq `

ż γ1x0

x0

ρpγqω

“ fpγq ` ρpγq

ż γ1x0

x0

ω “ fpγq ` ρpγqfpγ1q

Finalement, on a prouvé que fpγγ1q “ fpγq ` ρpγqfpγ1q et donc que f est un 1-cocycle. l

Remarque. Par le même raisonnement, on pourrait étendre ce résultat aux groupes de cohomo-
logies supérieurs si les πipSL2pCqq étaient triviaux (ce qui n’est pas le cas). En fait on a même le
théorème de S. Eilenberg :
Soit Γ un groupe discret, soit k un anneau muni de l’action triviale de Γ. Soit M un espace topolo-
gique tel que π1pMq “ Γ et ayant un revêtement universel contractile (espace d’Eilenberg-MacLane
KpΓ, 1q). Alors

H˚pM,kq “ Ext˚krΓspk, kq “ H˚pΓ, kq.

Proposition 14. H1pM,Oq » H1pM,Cq.

Démonstration. En utilisant les deux lemmes précédents, il suffit en fait de démontrer que
H1pΓ,Hq » H1pΓ,Cq.

Pour commencer, le plongement naturel de C dans H est invariant par SL2pCq, ce qui nous
donne l’injectivité de H1pΓ,Cq ÞÝÑ H1pΓ,Hq.
Pour montrer la surjectivité, on va "découper" comme précédemment l’espace H en une suite

croissante d’espaces tPkukPN avec P0 “ C telle que tout élément c de H s’écrive c “
8
ÿ

k“0

ck avec

ck P Pk, @k P N et démontrer que @k ě 1, ck est un cobord. Cela montrera que c est cohomologue
à c0 P P0 “ C et donc la surjectivité attendue.

Remarquons en premier lieu que l’ensemble H des fonctions holomorphes globalement définies
sur SL2pCq s’identifie naturellement au quotient de l’anneau des fonctions holomorphes définies

Page 31 sur 56



sur C4 de coordonnées px, y, z, tq par l’idéal pxt´ yz ´ 1q.
De plus, SL2pCq agit sur M2pCq » C4 par multiplication à droite, ce qui permet de définir une
action de SL2pCq sur CrX,Y, Z, T s par

CrX,Y, Z, T s ˆ SL2pCq ÝÑ CrX,Y, Z, T s
˜

P pX,Y, Z, T q,

˜

a b

c d

¸¸

ÝÑ P paX ` cY, bX ` dY, aZ ` cT, bZ ` dT q

Considérons maintenant Pk le sous-espace de H des fonctions polynomiales de CrX,Y, Z, T s{pXT´
Y Z ´ 1q de degré exactement égal à k, on observe que ‘8k“0Pk “ H.
L’action de SL2pCq laisse invariant le sous-ensemble Pk puisque tous changements de coordonnées
par combinaisons linaires ne modifient pas le degré.

Lemme 12. H1pΓ,Pkq “ t0u, @k ě 1

Démonstration. [Rag65] l

Achevons la démonstration de la proposition 14.
Remarquons d’abord que le premier groupe de cohomologie H1pM,Θq est de dimension finie, il
en est donc de même pour H1pM,Oq. D’après le lemme 9, qui affirme H1pM,Oq » H1pΓ,Hq
on conclut que dimH1pΓ,Hq ă `8.

Ensuite, comme SL2pCq est un espace métrisable, il est possible de définir une distance (par
exemple distance uniforme) sur l’espace H des fonctions holomorphes de SL2pCq dans C. On
peut donc maintenant définir une topologie sur l’ensemble des cocycles Z1pΓ,Hq au moyen de la
convergence uniforme.

Il vient de ces deux considérations qu’une suite de cocycles tcku Ă Z1pΓ,Hq qui tend vers 0, alors
la classe qu’il représente dans H1pΓ,Hq est nulle et on a :
Si c P Z1pΓ,Hq est un cocycle et tcku les projections de c sur les sous-espaces Pk, alors la suite de

cocycles tτnunPN, τi “ c´
i
ÿ

k“0

ck tend vers 0. Mais d’après le lemme 12, H1pΓ,Pkq “ p0q, @k ě

1, ainsi, tous les ck sont des cobords sauf c0 et finalement, on obtient que c´ c0 est cohomologue à
la classe nulle ce qui est équivalent à dire que c est cohomologue à c0. l

2.1.3 Isomorphisme entre espaces tangents

Utilisons le théorème de Kuranishi au cas de notre variété M pour garantir l’existence d’un
espace analytique pointé pSM , sM q qui paramètre les petites déformations de M . L’espace tangent
de Zariski à SM en sM s’identifie naturellement au premier groupe de cohomologie H1pM,Θq

(confère [MK06]), où Θ est les faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes sur M .
En utilisant, le travail effectué dans la partie précédente nous avons :

Proposition 15. H1pM,Θq » H1pM,Cqb sl2pC).

Démonstration. La variété M étant holomorphiquement parallélisable, son fibré tangent est iso-
morphe à Mˆ sl2pC) et donc Θ » O b sl2pC).
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On a H1pM,Θq » H1pM,O b sl2pC)) » H1pM,Oq b sl2pC) » H1pM,Cqb sl2pC). l

Lemme 13. Tu0RΓ » H1pΓ,Cqb sl2pC).

Démonstration. Avant de lire cette preuve, le lecteur aurait tout intérêt à consulter l’annexe B des
rappels sur la cohomologie des groupes.
Etant donné une représentation u : Γ ÝÑSL2pCq, nous pouvons munir l’algèbre de Lie sl2pC) d’une
structure de Γ-module via la représentation adjointe :

Ad : Γˆ sl2pCq ÝÑ sl2pCq

pγ, gq ÝÑ Adupγqg “ upγqgupγq´1

On fera référence au Γ-module ainsi défini par sl2,upCq.
Soit u0 P RΓ (ici, u0 n’est pas forcément le morphisme trivial) et soit ut, t ą 0 un chemin émanant
de u0 que l’on suppose différentiable en t. On définit,

@γ P Γ, d0ptqpγq “ utpγqu0pγq
´1 et h0pγq “

Bd0pt, γq

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
Pour tout γ, γ1 P Γ, on a :
d0ptqpγγ

1q “ utpγγ
1qu0pγγ

1q´1

“ utpγqutpγ
1qu0pγ

1q´1u0pγq
´1

“
`

utpγqu0pγq
´1
˘`

u0pγqutpγ
1qu0pγ

1q´1u0pγq
´1
˘

et

h0pγγ
1q “

Bd0pt, γγ
1q

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ h0pγq
`

u0pγqu0pγ
1qu0pγ

1q´1u0pγq
´1
˘

`
`

pu0pγqu0pγq
´1
˘

u0pγqh0pγ
1qu0pγq

´1

“ h0pγq `Adu0pγqh0pγ
1q.

Considérons le cas particulier d’un chemin (encore de classe C1) gt P G avec g0 “ e et prenons
@γ P Γ, utpγq “ gtu0pγqg

´1
t . Alors,

d0ptqpγq “ gtu0pγqg
´1
t u0pγq

´1

h0pγq “ X ´ u0pγqXu0pγq
´1

“ X ´Adu0pγqX

où, X “
dgt
dt

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
P sl2,u0pCq.

On voit donc qu’à une représentation u0, il est possible d’associer un 1-cocycle h0 P Z
1pΓ, sl2,u0pCqq.

Le lecteur pourra vérifier l’isomorphisme donné par la construction.
De plus, au morphisme trivial u0, l’ensemble des cobords est nul, il en résulte queH1pΓ, sl2,u0pCqq “
Z1pΓ, sl2,u0pCqq. l

Remarque. En fait, il est possible d’étendre la proposition à n’importe quelle représentation
u P RΓ et avoir TuRΓ » H1pΓ, sl2,upCqq, mais ce résultat n’est pas nécessaire pour la suite.

Proposition 16. φ : RΓ ÞÝÑ HΓ est injective au voisinage de u0.

Démonstration. Reprenons quelques éléments : dans le chapitre précédent nous avons explici-
tement donné une déformation de M paramétrée par RΓ pointé au morphisme trivial u0. Par la
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propriété verselle (théorème de Kuranishi), on associe à cette déformation un germe de morphisme
C-analytique φ : RΓ ÝÑ HΓ (avec φpu0q “ sM , où sM est le point base de l’espace de Kuranishi).
De plus, on a déjà montrer que :
Tu0RΓ »

lemme 13.
H1pΓ,Cqbsl2pCq »

lemme 11.
H1pM,Cqbsl2pCq »

prop. 15.
H1pM,Θq »

rMK06s
TsMHΓ

Ainsi, le plongement i : Cb sl2pCq ÝÑ Θ, du faisceau des germes de champs vecteurs constants
dans le faisceau Θ des champs holomorphes induit un isomorphisme ri au niveau des premiers
groupes de cohomologie de M .
Par la propriété verselle, la différentielle de φ étant unique, elle coïncide forcément avecri. Ainsi,
la différentielle de φ en u0 est donnée par l’isomorphismeri entre les espaces tangents de Zariski
à RΓ en u0 et HΓ en sM , par le théorème d’inversion pour les C-espaces analytiques φ est donc
injective au voisinage de u0. l

2.2 Surjectivité locale de φ

Nous allons maintenant construire un faisceau F et identifier l’ensemble des classes de germes
de déformations de M paramétrées par l’espace C-analytique pointé pSM , sM q au premier groupe
de cohomologie H1pM,Fq. Puis nous allons montrer que les éléments de H1pM,Fq s’identifient
à des courbes formelles de RΓ issues de u0, ce qui assurera la surjectivité locale de φ.

2.2.1 Germes de déformations de M

Considérons l’espace analytique E “M ˆ SM et construisons le faisceau F comme suit :
Pour tout ouvert U ĂM , considérons l’ensemble F pUq des biholomorphismes f : W

„
ÝÑW 1, où

W et W 1 sont des ouverts de M ˆ SM contenant U ˆ tsMu, préservant chaque fibre U ˆ tsu et
tels que f

ˇ

ˇ

UˆtsM u
“ Id.

On pose FpUq “ F pUq{„ , avec f1 „ f2 ô f1 et f2 ont le même germe (c’est à dire qu’il existe
W voisinage de U ˆ tsMu tel que f1

ˇ

ˇ

W
“ f2

ˇ

ˇ

W
).

Le lecteur vérifira aisément que pour tout ouvert U Ă M, pFpUq, ˝q est un groupe non abélien.
Nous noterons par la suite indifférement Ui0 X ¨ ¨ ¨ X Uin et Ui0¨¨¨in .

Lemme 14. [A. Douady] H1pM,Fq s’identifie naturellement à l’ensemble des classes de germes
de déformations de M paramétrées par pSM , sM q. [Dou62]

Démonstration. L’idée de cette preuve est de construire des cocycles à partir d’une déformation
de M et de montrer qu’ils ne dépendent que du germe de cette déformation. Réciproquement, on se
donne un cocycle et on établit une déformation, ce qui terminera la preuve.

Soit pE,S, s, π, iq une déformation de M , on choisit un recouvrement d’ouverts tUiu de M
et un recouvrement d’ouverts tWiu de ipMq dans E tel qu’il existe des holomorphismes thiu
vérifiant :

‚ @i, D Vi voisinage de Ui ˆ tsu dans M ˆ S tels que hi : Vi
„
ÝÑWi.

‚ hi
ˇ

ˇ

Uiˆtsu
“ i

ˇ

ˇ

Ui
.

‚ π ˝ hi : M ˆ S ÝÑ S soit la projection naturelle.
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Ss

Ss

E
π

p2

ipMqM

Ui

Uj

hi
„

h´1
j

„

Wi

Wj

On pose fij “ h´1
i ˝hj . On vérifie que fij définit une section de FpUiXUjq et que fij ˝ fjk “

h´1
i ˝ hj ˝ h

´1
j ˝ hk “ fik. Les tfiju ainsi définis forment alors un cocycle f P Z1pM,Fq, que

l’on dira associé à la déformation pS, s, π, iq. On vérifie que si tU 1iu ă tUiu est un raffinement, le
cocycle f “ tfiju reste associé au nouveau recouvrement tU 1iu.

Vérifions que le cocycle ainsi défini ne dépend que du germe de cette déformation.
Prenons alors une deuxième déformation pE,S, s, π1, i1q deM localement équivalente à la première
et un cocycle f 1 associé à cette déformation. On peut supposer, quitte à raffiner les recouvrements,
que f et f 1 sont relatifs au même recouvrement tUiu. Les deux déformations étant équivalentes, il
existe un isomorphisme ψ d’un voisinage T Ă E de π´1psq dans un voisinage T 1 Ă E de π1´1psq

(cf définition d’équivalence de déformation).
Posons fi “ h1´1

i ˝ ψ ˝ hi.
On a : fi P FpUiq et fi ˝ fij “ h1´1

i ˝ ψ ˝ hi ˝ h
´1
i ˝ hj “ h1´1

i ˝ h1j ˝ h
1´1
j ˝ ψ ˝ hj “ f 1ij ˝ fj .

Ce qui nous permet de conclure que les cocycles associés à une déformation forment une classe de
cohomologie qui ne dépend que du germe de cette déformation.

Réciproquement, prenons un recouvrement localement fini tUiu de M et un cocycle f P
Z1pM,Fq. Pour chaque paire pi, jq telle que Ui X Uj ‰ H, il existe alors deux voisinages Vij
et Vji de pUi X Ujq ˆ tsu dans M ˆ S tels que fij réalise un biholomorphisme de Vij dans Vji.
Raffinons le recouvrement tUiu en un recouvrement tU 1iu et prenons un voisinage S1 de s dans S
de telle sorte que U 1ij ˆ S

1 Ă Vij et que fij ˝ fjk “ fik ait un sens sur Uijk ˆ S1. En recollant les
U 1i ˆS

1 selon les fij on obtient une déformation pS1, s, π2, Idq de M au dessus de pS1, sq où π2 est
la projection sur la deuxième coordonnée et E “

ğ

i

pU 1i ˆ S1q{„, où pz, ζq „ pz1, ζ 1q ô Dpi, jq

tels que pz, ζq P U 1j ˆ S
1, fijpz, ζq “ pz1, ζ 1q. l

2.2.2 Pseudogroupe, filtration et relèvement de biholomorphismes locaux

Définition. Un pseudogroupe sur une variété X (cette définition est vraie si X est un espace
topologique) est une collection P d’homéomorphismes entre ouverts de X satisfaisants :
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‚ Id P P .
‚ Si f P V , alors f´1 P P .
‚ Si f P P , alors pour tout ouvert U de X , f |U P P .
‚ Si U “ YiPIUi est un ouvert de X et f est un homéomorphisme de U dans X tel que
@i P I, f |Ui P P , alors f P P .

‚ Si f : U ÝÑ U 1 et g : V ÝÑ V 1 sont dans P avec U 1 X V ‰ H, alors g ˝ f |f´1pU 1XV q P P .

On peut aussi considérer un pseudogroupe en ne prenant que les biholomorphismes plutôt que tous
les homéomorphismes.

Définition. Soit P un sous-pseudogroupe du pseudogroupe des biholomorphismes locaux de M .
On introduit un sous-faisceau FP comme suit :
Un élément f P FpUq est dans FPpUq si la restriction de f à chaque fibre M ˆ tzu est dans P ,
(i.e. : @z P SM , f

ˇ

ˇ

Uˆtzu
P P).

Corollaire. H1pM,FPq s’identifie naturellement à l’ensemble des classes de germes de déforma-
tions de M dans P paramétrées par pSM , sM q.

Dans la suite, considérons Pg (respectivement Pd) (respectivement Pgd) le pseudogroupe des
biholomorphismes locaux de M qui se relèvent dans SL2pCq en une translation à gauche (respec-
tivement à droite) (respectivement composée d’une translation à gauche et à droite) ainsi que les
faisceaux associés.

Lemme 15. H1pM,FPgd
q » H1pM,FPg

q et H1pM,FPd
q “ 0

Démonstration. La deuxième affirmation résulte du fait que les déformations de M qui se relèvent
en des translations à droite sont triviales puisqu’elles sont données par le plongement du sous-
groupe Γ dans SL2pCq qui est rigide d’après le théorème de rigidité de G.D. Mostow [Mos73].
Le reste de la preuve découle immédiatement du chapitre 1 et en particulier du morphisme d’holo-
nomie décrit à cet endroit, faisons cependant quelques remarques :
L’action de G “SL2pCqˆSL2pCq sur X “SL2pCq est donnée par des translations à gauche et à
droite. Il vient que les 1-cocycles de M dans Pgd correspondent exactement aux déformations
de la pG,Xq-structure. Par le théorème A, on sait que ces déformations sont paramétrées par le
germe de RΓ pointé au morphisme trivial. Les déformations de M qui se relèvent en des trans-
lations à gauche étant paramétrées par le germe de RΓ en u0, on déduit la première assertion
H1pM,FPgd

q » H1pM,FPg
q. l

Pour terminer la preuve de la surjectivité de φ, on commence par équiper notre faisceau F d’une
filtration.
D’après sa définition les éléments de F coïncident avec l’identité sur U ˆ tsMu, ainsi tous ses
éléments sont tangents à l’identité au moins à l’ordre 0. Avec cette remarque, la filtration que l’on va
construire apparaît assez naturellement. On considère, pour tout k ě 1 le sous-faisceau Fk constitué
des biholomorphismes tangents à l’identité sur tout U ˆ tsMu à l’ordre k ´ 1 (c’est à dire que l’on
considère les biholomorphismes qui admettent un développement en série entière sur tout UˆtsMu
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du type fpz1, ¨ ¨ ¨ , znq “ pz1, ¨ ¨ ¨ , znq `
ÿ

α, |α|“k

pz1 ´ z
0
1q
α1 ¨ ¨ ¨ pzn ´ z

0
nq
αngαpz1, ¨ ¨ ¨ , znq, gα P

F). On a donc construit une filtration décroissante de F : F “ F1 Ą F2 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Fk Ą ¨ ¨ ¨ .
On introduit également :
Qk “ F{Fk`1 et Gk “ Fk{Fk`1.
On remarque immédiatement que Gk “ ker : Qk ÝÑ Qk´1, ce qui nous donne la suite exacte
courte suivante : 0 ÝÑ Gk`1 ÝÑ Qk`1 ÝÑ Qk ÝÑ 1

On peut équiper les sous-faisceaux FPg
, FPd

et FPgd
de la même filtration et obtenir les mêmes

résultats. Pour simplifier les notations, notons Qgk “ FPg
{FPg

k`1 et Ggk “ FPg

k {FPg

k`1.

Corollaire. En cohomologie on obtient deux suites exactes longues et en particulier on a :
H0pM,Qkq ÝÑ H1pM,Gk`1q ÝÑ H1pM,Qk`1q ÝÑ H1pM,Qkq ÝÑ H2pM,Gk`1q

De même avec Gg et Qg.

On va maintenant montrer que toutes les déformations de M peuvent se réaliser dans Pg, ce
qui achèvera la démonstration du théorème C.

Lemme 16. H0pM,Qgkq » H0pM,Qkq.

Démonstration. D’après la classification des déformations (partie 1.3) tous les biholomorphismes
globaux de M se relèvent en des translations à gauche de SL2pCq. Ce qui permet d’affirmer que les
sections globales de Qgk se retrouvent dans Qk. l

Lemme 17. H1pM,Gkq est naturellement isomorphe à H1pM,Θq et H1pM,Ggkq est isomorphe
à H1pM,Cˆ sl2pCqq.

Démonstration. La construction de l’isomorphisme est faite dans [MK06]. l

Lemme 18. H1pM,Oq » H2pM,Oq˚.

Démonstration. Rappelons la dualité de Serre, telle qu’elle est énoncée dans [MK06] :
Soit M une variété compacte complexe de dimension dimCM “ n et soit F un fibré vectoriel
holomorphe sur M . Alors :

HqpM,ΩppF qq » pHn´qpM,Ωn´ppF qqq˚.

Ici, comme M est holomorphiquement parallélisable, son fibré tangent est isomorphe à Mˆsl2pC).
Le faisceau des germes des 3-formes holomorphes sur M est donc isomorphe à O, puisque le fibré
canonique est le déterminant du fibré cotangent [GH94]. La dualité de Serre ici permet de conclure
que H1pM,Ω3q » pH2pM,Oq˚. l

Lemme 19. H1pM,Cq » H2pM,Cq˚.

Démonstration. Ceci découle de la dualité de Poincaré (voir proposition 22.). l

Corollaire. H2pM,Ggkq » H2pM,Gkq.
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Démonstration. D’après le lemme 17 et la dualité de Poincaré, on aH2pM,Ggkq » pH
1pM,Ggkqq

˚.
De la même manière, on trouve H2pM,Gkq » pH

1pM,Gkqq
˚. Puis, par le lemme 17, nous avons

H1pM,Ggkq » H1pM,Cˆ sl2pCqq » H1pM,Θq » H1pM,Gkq.
Finalement,

H2pM,Ggkq » pH
1pM,Ggkqq

˚ » pH1pM,Gkqq
˚ » H2pM,Gkq

l

Proposition 17. @k ě 1, H1pM,Qgkq » H1pM,Qkq.

Démonstration. Pour k “ 1, c’est exactement la proposition 13. (qui affirme H1pM,Oq »
H1pM,Cq) puisque Q1 “ O et Qg1 “ C.
Supposons le résultat vrai pour un entier k ą 1, on a :

H0pM,Qgkq

lemme 16 o
��

// H1pM,Ggk`1q

lemme 17 o
��

// H1pM,Qgk`1q

��

// H1pM,Qgkq

hypothèseo
��

// H2pM,Ggk`1q

corollaireo
��

H0pM,Qkq // H1pM,Gk`1q // H1pM,Qk`1q // H1pM,Qkq // H2pM,Gk`1q

Le lemme des cinq permet donc de conclure que H1pM,Qgk`1q » H1pM,Qk`1q. l
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Chapitre 3

Structure des variétés complexes
Mpu,Γq

Dans ce chapitre, nous fixons un sous-groupe Γ discret co-compact agissant librement et de
façon proprement discontinue et un morphisme u admissible. Nous allons ici, donner tous les
tenseurs holomorphes (de rang 1 et 2) sur les variétés compactes complexes Mpu,Γq.

3.1 Tenseurs holomorphes

Avant d’énoncer le résultat important et ses corollaires, il est important de rappeler le cadre
général dans lequel nous nous plaçons.

3.1.1 Généralités

Nous ne rappelons pas la définition de fibré vectoriel, néanmoins celle de fibré vectoriel
holomorphe mérite sa place ici :

Définition. Un fibré vectoriel holomorphe de rang k sur une variété complexe M est la donnée
d’une variété complexe E et d’une submersion holomorphe p : E ÝÑM localement triviale dont
les fibres ont une structure de C-espace vectoriel.
C’est à dire qu’il existe un recouvrement tUiuiPI de M et des biholomorphismes Φi : p´1

i pUiq ÝÑ

Ui ˆ Ck appelés trivialisations locales, tels que les changements de trivialisations
Ψi,j :“ Ψj ˝Ψ´1

i : pUi X Ujq ˆ Ck ÝÑ pUi X Ujq ˆ Ck

soient de la forme Ψi,jpx, vq “ px, gi,jpxqpvqq, avec gi,j : Ui X Uj ÝÑ Ck holomorphe.

Nous allons définir la notion de tenseur sur une variété et les étudier sur Mpu,Γq, mais avant cela
voici quelques rappels :

Définition. Soit E un K-espace vectoriel. Un tenseur sur V est une application multilinéaire
T : V ˚ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V ˚

looooooomooooooon

p fois

ˆV ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V
loooooomoooooon

q fois

ÝÑ K
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L’ordre (ou le type) du tenseur T est le couple pp, qq et le rang est donné par p` q.

Et sur une variété nous avons :

Définition. Soit M une variété complexe. Un tenseur holomorphe sur M est une section holo-
morphe de TMbp b TMbq.

Remarque. Un tenseur (holomorphe) est un outil très général, selon le cas, il peut représenter un
champ de vecteurs, des formes différentielles, des métriques etc.
Par exemple, si l’on considère une variété M complexe compacte sans bord et E le fibré vectoriel
holomorphe donné par le produit tensoriel du fibré cotangent pbT ˚pMqqp, alors les sections
holomorphes (resp. différentiables) de E sont des p-formes holomorphes (resp différentiables).

3.1.2 Cas des variétés Mpu,Γq

Comme π : SL2pCq ÝÑMpu,Γq est le revêtement universel de Mpu,Γq. Il induit aussi un revê-
tement au niveau des espaces tangents rπ : TSL2pCq ÝÑ TMpu,Γq, où rπpx, vq “ pπpxq, dxπpvqq.
De plus, SL2pCq est holomorphiquement parallélisable de fibré tangent

TSL2pCq » SL2pCq ˆ sl2pCq » SL2pCq ˆ C3

Enfin, comme Mpu,Γq est une variété complexe son fibré tangent est holomorphiquement paral-
lélisable [Voi14] et on peut le définir comme quotient du fibré tangent à SL2pCq par l’action de
Γ. Deux éléments de SL2pCq seront envoyés sur le même élément dans Mpu,Γq si et seulement
s’il existe un élément γ P Γ tel que x “ upγq´1yγ et deux vecteurs u et v tangent à SL2pCq
respectivement en x et y seront envoyés sur le même vecteur tangent à πpxq “ πpyq si et seulement
si l’un est égal à l’autre conjugué par upγq, où ce γ est le même que celui qui relie x à y.
Considérons une représentation linéaire σ : GL3pCq ÝÑ GLdpCq, avec d ě 1. On définit le fibré
vectoriel holomorphe Eσ par :

Eσ “ SL2pCq ˆ Cd{ „

où px, uq „ py, vq ô Dγ P Γ, x “ upγq´1yγ et u “ σ ˝Adupγq´1pvq.
Pour résumer, on a TMpu,Γq » SL2pCq ˆ C3{ „, pour la relation citée ci-dessus où σ “ Id.

On voit alors qu’un tenseur holomorphe de type pp, qq sur Mpu,Γq est une section holomorphe de
pEIdq

bp b pE˚Idq
bq.

Remarque. Dans notre cas, Ad : SL2pCq ÝÑ Autpsl2pCqq » GL3pCq (puisque dimCsl2pCq “ 3).

S’il existe un vecteur v P Cd qui soit fixe par σ ˝AdupΓq alors on obtient une section holomorphe
de Eσ en posant s : Mpu,Γq ÝÑ Eσ, spxq “ px, vq et donc un tenseur holomorphe sur Mpu,Γq.
Lorsque l’on relève ce genre de tenseur à SL2pCq, les tenseurs obtenus sur SL2pCq sont invariants
à droite. On pourrait donc penser qu’ils ne sont pas tous atteints avec cette construction, cependant,
nous avons le théorème suivant :
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Théorème D.
Tout tenseur holomorphe sur Mpu,Γq se relève dans SL2pCq en un tenseur invariant à

droite par SL2pCq et à gauche par upΓq.

Démonstration. Fixons une représentation σ : GL3pCq ÝÑ GLdpCq. Remarquons qu’en fixant σ,
nous fixons aussi le type de tenseur (par exemple, nous verrons plus tard que si σ “ Id, les tenseurs
obtenus sont des champs de vecteurs).
On se donne un tenseur

s : Mpu,Γq ÝÑ Eσ

x ÝÑ px, s1pxqq

(attention, dans la littérature, la section s est souvent abusivement amalgamée avec s1 et réciproque-
ment).
Ce tenseur définit, en se relevant, une application Ψ : SL2pCq ÝÑ Cd et a fortiori un tenseur
Ψ1 “ pId,Ψq : SL2pCq ÝÑ SL2pCq ˆ Cd.

SL2pCq ˆ Cd

Γ





//

p1





Eσ

p

��

SL2pCq

pId,Ψq

JJ

Γ

VV π
//Mpu,Γq

pId,s1q

UU

Selon ce diagramme, pour être correctement défini, Ψ doit vérifier la condition d’équivariance
suivante :

@γ P Γ, Ψpupγq´1xγq “ σ ˝Adupγq´1Ψpxq

Reprenons maintenant la même idée de démonstration que dans la deuxième partie du chapitre
précédent :
On considère l’ensemble T des fonctions holomorphes de SL2pCq dans Cd muni de l’action de
SL2pCq ˆ SL2pCq sur T suivante :

SL2pCq ˆ SL2pCq ˆ T ÝÑ Cd

prg1, g2s, fq ÝÑ rg1, g2s.f

définie par : @x P SL2pCq, rg1, g2s.fpxq “ σ ˝Adg1fpg
´1
1 xg2q

Encore une fois, la condition d’équivariance de Ψ définie plus haut, équivaut à l’invariance de Ψ

par le sous-groupe H “ tpupγq, γq, γ P Γu Ă SL2pCq ˆ SL2pCq.

Lemme 20. La clôture de Zariski de H , notée H , contient tIdu ˆ SL2pCq.

Démonstration. Supposons, au contraire, que H X tIdu ˆ SL2pCq “ tIdu ˆ tIdu.
Puisque la projection de H sur le deuxième facteur est un sous-groupe algébrique qui contient Γ,
elle est forcément surjective. Et comme nous avons supposé l’intersection triviale, la projection sur
le premier facteur doit être injective. A conjugaison près nous pouvons donc nous ramener au cas
où upγq “ γ, ce qui est impossible puisqu’un tel u n’est pas admissible. l

En utilisant ce lemme et en adaptant le lemme 7 qui affirme qu’un élément de T fixé par un
sous-groupe de SL2pCq ˆ SL2pCq ˆ SL2pCq est aussi fixé par sa clôture de Zariski, on obtient ici
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que Ψ est fixé par tIdu ˆ SL2pCq et donc :
@x P SL2pCq, @γ P SL2pCq, Ψpxγq “ Ψpxq

Ce qui achève la preuve du théorème B. l

3.2 Tenseurs de rang 1 et 2

3.2.1 Champs de vecteurs holomorphes

On veut maintenant étudier les champs de vecteurs sur Mpu,Γq, on place donc notre étude des
tenseurs au cas où σ : GL3pCq ÝÑ GL3pCq, σ “ Id. On a alors :

Eσ “ EId “ SL2pCq ˆ C3{ „

où px, uq „ py, vq ô Dγ P Γ, x “ upγq´1yγ et u “ Adupγq´1pvq, autrement dit x et y coïncident
dans Mpu,Γq et u et v définissent le même vecteur tangent à x (ou y) dans Mpu,Γq. Donc EId est
le fibré tangent à Mpu,Γq.

Reprenons un moment le morphisme de groupes Ad : G ÝÑ Autpgq où G est un groupe de
Lie. Par le théorème d’isomorphisme, Ad induit un isomorphisme entre G{KerpAdq et AdpGq. En
prenant G “SL2pCq, le noyau de Ad est exactement t˘Idu. On peut le vérifier à la main :
Les éléments dans le noyau de Ad sont les éléments qui commutent avec sl2pCq tout entier, en
particulier, en considérant la base de sl2pC), te1, e2, e3u donnée par

e1 “

˜

0 1

0 0

¸

, e2 “

˜

0 0

1 0

¸

, e3 “

˜

0 1

´1 0

¸

si X P KerpAdq, alors Xei “ eiX , après calcul on voit que X est de la forme

˜

a 0

0 a

¸

. Mais

X PSL2pCq, donc a “ ˘1.
Finalement, on aAdpSL2pCqq » SL2pCq{t˘Idu “ PSL2pCq. A fortiori,AdpupΓqq » upΓq{t˘Idu “

p ˝ upΓq, où p est la projection de SL2pCq sur PSL2pCq.
Avec ces considérations, voici un corollaire du théorème D :

Corollaire. Notons Ξ l’espace des champs de vecteurs holomorphes sur Mpu,Γq.
‚ Si p ˝ upΓq est trivial alors dimΞ “ 3.
‚ Si p ˝ upΓq est abélien mais non trivial alors dimΞ “ 1.
‚ Si p ˝ upΓq n’est pas abélien alors dimΞ “ 0

Lemme 21. Le centralisateurCsl2pCqpXq d’un élément non nulX P sl2pC) est au plus de dimension
1.

Démonstration. Soit X un élément de sl2pC). Reprenons la base de sl2pC), te1, e2, e3u.
Après calcul, on voit que s’il existe une paire pi, jq P rr1, 3ss2, i ‰ j telle que ei, ej P Csl2pCqpXq,
alors X est nécessairement nul. l

Démonstration.
‚ Si p ˝ upΓq est trivial, alors Ξ » sl2pCqAdupΓq “ sl2pCq.
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‚ Si p ˝ upΓq est abélien mais non trivial alors c’est un groupe monogène donc de dimension
1 et il est le centraliseur d’un seul élément non nul.

‚ Si p˝upΓq n’est pas abélien alors sa dimension est nécessairement supérieure à 1 et p˝upΓq
ne peut être le centralisateur d’aucun élément non nul.

l

3.2.2 Métriques holomorphes

Intéressons nous aux métriques holomorphes sur Mpu,Γq. Comme nous l’avons déjà vu, cela
revient à regarder les formes quadratiques sur sl2pC) invariantes par Ad ˝ upΓq, c’est à dire que
les métriques holomorphes sont des sections holomorphes de SympT ˚M b T ˚Mq. Ici aussi le
théorème D s’applique et nous avons :

Corollaire.
‚ Si p ˝ upΓq est trivial alors toutes les formes bilinéaires symétriques sur sl2pC) sont

invariantes par Ad ˝ upΓq. Donc toute forme bilinéaire symétrique non dégénérée q sur
sl2pC) définit une métrique sur Mpu,Γq.

‚ Si p˝upΓq n’est pas trivial mais contenu dans un sous-groupe à un paramètre (il existe donc
un vecteur 0 ‰ v Psl2pC) tel que le sous-groupe soit donné par la géodésique émanant de
l’élément neutre avec pour vecteur tangent v), les formes bilinéaires symétriques sur sl2pC)
invariantes par Ad ˝ upΓq forment un espace de dimension 2, constitué des formes du type :

@pα, βq P C2, @x, y P sl2pCq, qα,βpx, yq “ αKpx, yq ` βKpx, vqKpy, vq.

‚ Si p ˝ upΓq n’est pas abélien alors, les multiples de la forme de Killing sont les seules
formes qui définissent des métriques holomorphes.

Démonstration.
‚ Si p ˝ upΓq est trivial alors le résultat est évident.
‚ On sait déjà que les formes bilinéaires de la forme qαpx, yq “ αKpx, yq, avec x, y P sl2pCq

définissent une métrique sur Mpu,Γq, mais nous avons mieux, nous savons aussi que
expptvq est stabilisé par Ad ˝ upΓq. Ceci nous permet de dire que la forme qpx, yq “
Kpx, vqKpy, vq est une forme quadratique non dégénérée ainsi que ses multiples. Comme
précédemment, par argument de dimension, on voit que toutes les métriques sont données
par somme des deux métriques définies, c’est à dire que les métriques sont données par les
formes quadratiques

qα,βpx, yq “ αKpx, yq ` βKpx, vqKpy, vq.

‚ Si p ˝ upΓq n’est pas abélien alors il n’est le centralisateur d’aucun élément non nul et les
multiples de la forme de Killing sont les seules à être invariantes par Ad ˝ upΓq.

l
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Chapitre 4

Structure de la variété algébrique
RΓ

L’objectif de ce chapitre est de regarder la structure de la variété algébrique RΓ, au voisinage
du morphisme trivial, pour essayer récupérer quelques caractéristiques des morphismes admissibles
voisins de u0, définissant les variétés Mpu,Γq.

4.1 Nombres de Betti

Définition. Soit X une variété complexe, le n-ième nombre de Betti, noté bipXq (P NY t`8u)
est le rang du n-ième groupe d’homologie de X à valeurs dans Z, formellement, c’est la dimension
du Q-espace vectoriel HnpX,Zq bQ (en tensorisant par Q, on fait une réduction modulo torsion
et on obtient ainsi le rang).

Remarque. Cette définition peut bien sûr être généralisée à des espaces topologiques en prenant
l’homologie singulière mais dans notre situation, les espaces considérés sont des variétés donc
les homologies coïncident et la suite des nombres de Betti est beaucoup plus "raisonnable" (par
exemple, si X est une variété compacte de dimension n, tous ces nombres de betti sont finis et
même nuls à partir du rang n).

Nous avons vu dans le chapitre "Espace de Kuranishi" que l’espace tangent de Zariski à
notre variété algébrique RΓ, s’identifie au premier groupe de cohomologie H1pΓ, sl2,u0pCqq “
H1pΓ,Cq b sl2pCq. Nous aurons besoin de la dualité de Poincaré, que l’on rappelle ici :

Proposition 18. [Dualité de Poincaré] Soit M une variété fermée (c’est à dire compacte et sans
bord) orientée de dimension n, alors :

HkpM,Zq » Hn´kpM,Zq.

Remarque. En fait, l’anneau des coefficients Z pourrait être remplacé par d’autres anneaux, mais
nous n’utiliserons que Z ici.
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Corollaire. les k-ième et pn ´ kq-ième nombres de Betti d’une variété fermée, orientable et de
dimension n, sont égaux.

Remarque. En fait, à l’origine, le théorème de dualité qu’avait démontré H. Poincaré était ce
corollaire. Dans la littérature, on voit souvent ce théorème sous la forme de perfect pairing [Hat02].

Ce corollaire affirme dans notre cas que
b1pMpu,Γqq “ b5pMpu,Γqq “ dim H5pMpu,Γqq “ dim H1pMpu,Γqq.

De plus, nous avons montré que H1pMpu,Γq,Cq “ H1pΓ,Cq b sl2pCq.

Théorème E. Caractérisation des morphismes proches de u0

Si b1pΓq “ 0 alors u0 est un point isolé (c’est à dire que tout morphisme proche de u0 lui
est égal).
Si b1pΓq “ 1 alors tout morphisme u proche de u0, p ˝ upΓq est abélien.
Enfin, pour chaque entier k ě 2, il existe un sous-groupe Γ tel que b1pΓq “ k et il existe des
éléments de RΓ à images non abéliennes, arbitrairement proches de u0.

Démonstration.
b1pΓq “ 0 :

Avec les précédentes remarques, le cas où b1pΓq “ 0 est facile. En effet, d’après le lemme au
voisinage de u0, la variété algébrique RΓ se plonge dans son espace tangent de Zariski (par
définition du tangent, c’est une "approximation" de la variété en un point, localement on peut donc
plonger la variété dans son tangent) identifié à H1pΓ,Cq b sl2pCq (confère lemme 13) qui est donc
de dimension b1pΓq “ 0. Donc le morphisme u0 est isolé.

b1pΓq “ 1 :

Soit A : Γ ÝÑ C un morphisme non trivial, comme dim H1pΓ,Cq “ b1pΓq “ 1, tout autre
morphisme de Γ dans C sera un multiple de A.
On commence par montrer (par récurrence) que si ut est un germe de courbe holomorphe dans RΓ

(avec en t “ 0, ut “ u0 le morphisme trivial), alors ut s’écrit :
γ P Γ, utpγq “ exppApγqpta1 ` t

2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` t
kakq ` opt

kqq

avec ai P sl2pCq, i “ 1, ¨ ¨ ¨ k.
Pour k “ 1, on a par surjectivité de exp : SL2pCq ÝÑ sl2pCq (puisque l’on est dans GL2pCq) :

utpγq “ expptBpγq ` optqq.

avec B : Γ ÝÑ sl2pCq.
Puisque pour tout t dans un voisinage de 0, ut est un morphisme de Γ dans SL2pCq, on sait que B
est un morphisme de Γ dans sl2pC). Donc, il existe a1 P sl2pCq tel que B “ a1A.
Supposons maintenant que l’on ait le résultat jusqu’à k ´ 1.
On écrit alors :

γ P Γ, utpγq “ exppApγqpta1 ` t
2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` t

k´1ak´1q ` t
kBpγq ` optkqq

Utilisons encore le fait que ut soit un morphisme, on a donc :
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utpγγ
1q “ exppApγγ1q

k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kBpγγ1q ` optkqq

“ utpγqutpγ
1q “ exppApγq

k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kBpγq ` optkqq . exppApγ1q

k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kBpγ1q ` optkqq

En posant

X “ Apγq
k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kBpγq ` optkq et Y “ Apγ1q

k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kBpγ1q ` optkq

On a :
rX,Y s “XY ´ Y X

“pApγq
k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kBpγq ` optkqq.pApγ1q

k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kBpγ1q ` optkqq

´ pApγ1q
k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kBpγ1q ` optkqq.pApγq

k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kBpγq ` optkqq

“ApγqApγ1q
`

k´1
ÿ

i“1

tiai
˘2
´Apγ1qApγq

`

k´1
ÿ

i“1

tiai
˘2

`Apγq
`

k´1
ÿ

i“1

tk`iai
˘

Bpγ1q ´Apγ1q
`

k´1
ÿ

i“1

tk`iai
˘

Bpγq ` t2kpBpγqBpγ1q ´Bpγ1qBpγqq ` optkq

“optkq

En utilisant la formule de Campbell-Hausdorff on a :
utpγqutpγ

1q “ exppXq.exppY q

“ exppX ` Y ` optkqq

“ expppApγq `Apγ1qq
k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kpBpγq `Bpγ1qq ` optkqq

“ utpγγ
1q “ expppApγγ1qq

k´1
ÿ

i“1

tiai ` t
kBpγγ1q ` optkqq

On conclut donc que B est un morphisme et finalement qu’il existe un ak Psl2pC) tel que B “ Aak.
De ceci résulte que si γ est dans rΓ,Γs alors γ P KerpAq (puisque dans ce cas, il existe γ0 et γ1

tels que γ “ γ0γ1γ
´1
0 γ´1

1 , ainsi Apγq “ Apγ0qApγ1qApγ0q
´1Apγ1q

´1 “ 0) donc utpγq “ Id.
Finalement, utprΓ,Γsq “ rutpΓq, utpΓqs “ Id ce qui équivaut au fait que utpΓq est abélien.

b1pΓq ě 2 :

Dans son article, Etienne Ghys donne une construction explicite de morphismes uλ à image non
abélienne. Par manque de temps, nous ne traiterons pas ce cas, cependant le lecteur pourra consulter
son article [Ghy95] pour voir cette construction.

l

Parmis les résultats sur la structure de la variété algébrique RΓ, il en est un qu’il est important
de donner. Nous n’aurons pas le temps d’en faire la démonstration mais voici son énoncé :

Proposition 19. Si b1pΓq ě 1 alors la variété RΓ peut présenter une singularité en son point base.
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Annexe A

Cohomologie de groupes

Le lecteur trouvera plus de détails pour cette section dans [Mum08] ou bien [Bro94].

Soient Γ un groupe de type fini et V un Γ-module. On considère le complexe de chaînes
suivant :

¨ ¨ ¨ ÝÑ CkpΓ, V q
d
ÝÑ Ck`1pΓ, V q ÝÑ ¨ ¨ ¨

où C0pΓ, V q “ V et CkpΓ, V q “ tf :

k fois
hkkkkkikkkkkj

Γˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Γ ÝÑ V u

Et l’application de cobord d est donnée par :

dfpγ0, ¨ ¨ ¨ , γkq “ γ0.fpγ1, ¨ ¨ ¨ , γkq`
k´1
ÿ

i“1

p´1qifpγ0, ¨ ¨ ¨ , γiγi`1, ¨ ¨ ¨ , γkq`p´1qkfpγ0, ¨ ¨ ¨ , γk´1q.

Comme d’habitude, on appelle k-cocycle, un élément de Kerpd : Ck ÝÑ Ck`1q et k-cobord, un
élément de Impd : Ck´1 ÝÑ Ckq.

On définit alors le k-ième groupe de cohomologie HkpΓ, V q comme le quotient de l’ensemble
des k-cocycles par l’ensemble des k-cobords. On consultera une des références données pour
vérifier que ceci a bien un sens.

Nous nous intéresserons dans ce mémoire plus particulièrement aux cas, k “ 0, 1. Nous avons
donc :

k “ 0 :
Pour v P V “ C0pΓ, V q, @γ P Γ, dvpγq “ γ.v ´ v. Donc H0pΓ, V q est l’ensemble des éléments
de V invariants sous l’action de Γ. En bref, pour tout Γ-module V , on a montré que

H0pΓ, V q “ V Γ

k “ 1 :
Pour f P C1pΓ, V q, @γ0, γ1 P Γ, dfpγ0, γ1q “ γ0.fpγ1q ´ fpγ0γ1q ` fpγ0q.
Un 1-cocycle est donc un élément f : Γ ÝÑ V tel que f P Kerpd : C1 ÝÑ C2q, c’est à dire :
@γ0, γ1 P Γ, fpγ0γ1q “ fpγ0q ` γ0.fpγ1q.
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Annexe B

Fibré des repères d’une variété
hyperbolique

Mis à part l’intérêt de répondre par l’affirmative à la question de l’existence de déformations
des espaces homogènes de SL2pCq (alors que le théorème de rigidité de Mostow laisse à croire
l’inverse), il en est un autre qu’il est important de citer. En effet, nous verrons dans ce paragraphe
que notre variété SL2pCq{Γ peut être vue comme le fibré des répères d’une variété hyperbolique
réelle compacte de dimension 3.
Nous donnerons donc dans cette annexe, quelques résultats intéressants mais pas nécessaires pour
la compréhension de ce mémoire.

B.1 Variétés hyperboliques

Définition. Une variété hyperbolique est une n-variété riemannienne de courbure constante néga-
tive.

Il vient alors que si V est une variété hyperbolique connexe et simplement connexe alors elle
est isométrique à H3. En particulier, si V n’est pas simplement connexe, son revêtement est H3

donc on peut écrire V comme le quotient de H3 par un sous-groupe discret des isométries de H3.

Proposition 20. Le groupe des isométries de H3 préservant l’orientation (isométries directes), noté
Isom`pH3q est isomorphe à PSL2pCq.

Démonstration. [MR03] l

Corollaire. Si V est une variété hyperbolique réelle de dimension 3, on a :
V » H3{Γ, où Γ est un sous groupe discret agissant librement sur H3 de PSL2pCq
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B.2 La variété M vue comme fibré

B.2.1 Fibrés des repères

Soit V une variété riemannienne de dimension 3 et soit π : E ÝÑ V un fibré vectoriel de rang
k sur V . En chaque point x P V on peut donner une base de l’espace vectoriel Ex “ π´1pxq,
de façon équivalente, se donner une base de Ex revient à avoir un isomorphisme linéaire entre
Rk et Ex. Si, étant donné un x P V , on considère l’ensemble des repères Fx (qui est donc
homéomorphe, comme espace topologique, à GLkpRq), alors on voit qu’il est possible de munir
l’union disjointe F pEq “

ğ

xPV

Fx d’une structure de fibré induite par celle de E. Voici une

construction de trivialisation locale :
Soit pUi, φiq une trivialisation locale du fibré E. Comme nous l’avons vu, pour chaque x P V ,
φi|x : Ex ÝÑ Rk est un isomorphisme linéaire, ceci nous donne

ψi : π´1pUiq ÝÑUi ˆ GLkpRq

px, pq ÝÑ ψipx, ψi|x ˝ pq

où px, pq P F pEq est une paire composée d’un point x P V et d’un repère pris dans Fx.

Proposition 21. Soit V une variété hyperbolique réelle compacte de dimension 3. Son fibré des
repères orthonormés directs M est naturellement identifié à une variété de la forme PSL2pCq{Γ, où
Γ est un sous-groupe discret co-compact.

Démonstration. Isom`pH3q » PSL2pCq agit librement transitivement sur les repères orthonor-
més directs de H3 de sorte que l’espace homogène M » PSL2pCq{Γ est le fibré des repères de ce
revêtement, où Γ est le groupe fondamental de ce revêtement. l

B.2.2 Structure presque complexe et courbure

Lemme 22. Soient V une variété hyperbolique réelle de dimension 3, M le fibré de ses repères
orthonormés directs (c’est à dire de fibre SO3pRq). Alors, le fibré tangent à M est trivial et s’écrit :

M ˆ psop3q ‘ R3q

où sop3q est l’algèbre de Lie de SO3pRq constituée des matrices antisymétriques.

Démonstration. [KN96] l

On rappelle qu’une structure presque complexe sur une variété différentielle réelle est la donnée
d’une structure d’espace vectoriel complexe sur chaque espace tangent.

Lemme 23. On peut munir notre SO3pRq-fibré principal M d’une structure presque-complexe.

Démonstration. Considérons l’isomorphisme I qui, à un vecteur de R3, associe l’endomorphisme
du produit vectoriel avec celui-ci sous sa forme matricielle, c’est à dire :

I : R3 ÝÑsop3q

r : px, y, zq ÝÑ

¨

˚

˝

0 ´z y

z 0 ´x

´y x 0

˛

‹

‚
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L’application J donnée par :
J : sop3q ‘ R3 ÝÑsop3q ‘ R3

r : px, yq ÝÑp´Ipyq, I´1pxqq

permet de munir chaque espace tangent d’une structure espace vectoriel complexe, en effet :
@px, yq P TpM » psop3q ‘ R3q, J ˝ Jpx, yq “ p´IpI´1pxqq, I´1p´Ipyqqq “ p´x,´yq

l

Pour énoncer le prochain résultat, nous avons besoin de la notion de courbure. Nous n’allons
pas trop rentrer dans la théorie mais simplement utiliser la connexion de Levi-Civita pour définir le
tenseur de courbure.

Définition. SoitM une variété complexe. NotonsC8pM,TMq l’ensemble des champs de vecteurs
sur M (ce qui correspond à l’espace des sections holomorphes du tangent TM ). Une connexion
affine sur M est la donnée d’une application bilinéaire

∇ : C8pM,TMq ˆ C8pM,TMq ÝÑC8pM,TMq

pX,Y q ÝÑ∇XY

telle que pour toute application f P C8pM,Cq et pour tout couple de champs de vecteurs pX,Y q
on ait :

‚ ∇fXY “ f∇XY

‚ ∇ satisfasse la règle de Leibniz sur la deuxième variable, c’est à dire : ∇XpfY q “

dfpXqY ` f∇XY

Définition. Une connexion affine ∇ sur une variété complexe M munie d’une métrique riema-
nienne g est appelée connexion de Levi-Civita si :

‚ elle est compatible avec la métrique, c’est à dire ∇g “ 0

‚ elle est symétrique, c’est à dire si pour tous champs de vecteurs X et Y on a : ∇XY ´

∇YX “ rX,Y s

Définition. On appelle tenseur de courbure R, le tenseur associé à la connexion de Levi-Civita
donné par la formule :

RpX,Y qZ “ ∇X∇Y Z ´∇Y∇XZ ´∇rX,Y sZ
Si X,Y sont deux vecteurs unitaires orthogonaux, on appelle courbure sectionnelle déterminée par
X et Y la quantité :

ă RpX,Y qX,Y ą

Proposition 22. La structure presque complexe J sur M est intégrable, c’est à dire qu’elle munie
M d’un atlas holomorphe (ce qui en fait une variété complexe) si et seulement si la variété V est à
courbure sectionnelle constante ´1.

Démonstration. Si V est de courbure constante négative alors V est une variété hyperbolique
et nous l’avons vu plus haut, M » PSL2pCq est munie d’une structure complexe donc J est
intégrable.
Supposons maintenant la structure presque complexe J intégrable. Prenons la base canonique de R3,
pe1, e2, e3q et formons la base de sop3q ‘ R3 par pe1, e2, e3q ‘ pIpe1q, Ipe2q, Ipe3qq. Remarquons
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que SO3pRq agit via la représentation adjointe sur sop3q et sur R3 par composition de I´1 et de Ad.
Cette action préserve la structure presque complexe J . PrenonsX P SO3pRq, px, yq P psop3q‘R3q,
nous avons :

JpAdXpxq, AdI´1pXqpyqq “p´IpAdI´1pXqpyqq, I
´1pAdXpxqqq

“pAdXp´Ipyqq, AdI´1pXqpI
´1pxqqq

Ainsi, comme nous avons supposé la structure J intégrable, les 3 vecteurs Ipe1q, Ipe2q, Ipe3q

définissent des champs de vecteurs holomorphes sur M . Par isomorphisme, e1, e2, e3 sont aussi
des champs de vecteurs holomorphes. Le calcul de la courbure sectionnelle déterminée par e1 et e2

est fait dans [Mil63] et dans ce cas on trouve pour i ‰ j : rei, ejs “ ´rIpeiq, Ipejqs il vient donc :
ă Rpei, ejqei, ej ą“ pRpei, ejqeiq.ej “ p´pei ^ ejq ^ eiq.ej “ ´||ei ^ ej ||

2 “ ´1

l
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