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Introduction

Si B est une A algébre et M est un B-module, une A-dérivation est une application A-linéaired : B — M
vérifiant la régle de Leibniz

d(zy) = xd(y) + yd()

Cette notion améne & la notion plus générale de A-dérivation d’ordre n, ce sont les applications A-linéaires
telles que

d(UCO"'xn):Z(—l)s Z Tiy - xy d(xg By Ty, )

s=1 0<i1<--<is<n

C’est notamment H. Osborn qui a développé cet outil en 1967. Dans son article il introduit le module des
différentielles de Kéhler d’ordre n.

Dans ce mémoire on s’appuiera notamment sur Particle de Nakai [9] et sur l'article de Barajas et Duarte
[1]. Le but sera d’en faire une sorte de résumé. Nakal développe surtout des outils calculatoire autour des
dérivations et donne quelques propriétés fonctorielles. Barajas et Duarte étudient le module des différentielles
d’ordre n au cas des hypersurfaces. En particulier, et ce sera ce résultat qui nous guidera tout le long de ce
mémoire, ils donnent un lien entre la normalité d’une hypersuface et la torsion du module des différentielles.
Plus précisément le résultat est le suivant :

Théoréme Soient k un corps parfait, A = k[Xy,---, X], p un idéal premier de A et f € p supposé
irréductible. On pose B = A/(f) et R = By (y).

R est normal si et seulement si (Qp, /1 )tors = 0

Dans la premiére partie on définit le module des différentielles d’ordre 1 et on en verra quelques propriétés.
On cherchera a ne pas trop s’attarder dessus pour pouvoir généraliser au plus vite ces notions. On regardera
aussi quel est le lien entre les différentielles de Kéhler introduites ici et les différentielles de la géométrie
différentielle.

La seconde partie s’appuie pour beaucoup sur ’article de Nakai. D’abord on donnera la définition du
module des différentielles de Kéhler d’ordre n et on montrera que la plupart des propriétés du module des
différentielles d’ordre 1 s’étendent a l'ordre m. On finira par donner I'exemple important des anneaux de
polynoémes.

La troisiéme partie, un peu a part, a pour but de généraliser toutes les notions vu jusqu’alors au cas des
faisceaux. On verra que, de maniére analogue et naturelle au cas des anneaux, I’on peut définir les notions
de dérivation et de module des différentielles, et que certaines propriétés se généralisent dans ce cadre.

La quatriéme et derniére partie est essentiellement tirée de Iarticle de Barajas et Duarte. On commencera
par rappeler quelques notions d’algébre commutative : anneau normal, anneau local régulier... Ensuite on
introduira la matrice Jacobienne d’ordre n qui généralise la matrice Jacobienne que l’on connait. Cette
matrice permet notamment de donner une présentation simple du module des différentielles dans le cas
d’une hypersurface. On terminera par le preuve du théoréme énoncé plus haut.
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Les anneaux considérés seront toujours supposés commutatifs et unitaires. Dans la suite, sauf mention
expresse, A est un anneau, B est une A-algébre avec i : A — B le morphisme d’anneaux canonique, et M
est un B-module. Le morphisme ¢ confére & M une structure de A-module naturelle, ainsi on peut parler
d’application A-linéaire de B vers M.

Le produit tensoriel B ® 4 B jouera un role important ici, introduisons donc dés maintenant quelques
notations. B ® 4 B est une A-algébre, et méme une B-algébre puisqu’on a un morphisme v: B — B®a B
définit par v(x) = z ® 1. Une autre application naturelle est ’application produit u: B®4 B — B donnée
par pu(z ® y) = xy. Cette derniére est bien définie car elle est induite par passage au produit tensoriel par
Papplication A-bilinéaire B x B — B qui envoie (z,y) sur zy. Il est clair que u est en fait un morphisme
de B-algébres.

Désormais Ig,4 désignera le noyau de p, c’est un sous-B-module de B ® 4 B. Ainsi, on a une suite exacte
scindée de B-modules

0—Ipa—B®sB-"5B—0

car pov = Idp, et par conséquent B ®4 B =1Im (v) ® Ip/a.

1 Modules des différentielles d’ordre 1

1.1 Dérivation

Une A-dérivation de B vers M est une application A-linéaire vérifiant la régle de Leibniz. Une définition
équivalente est la suivante.

Définition 1. Une A-dérivation (d’ordre 1) d’une A-algébre B vers un B-module M est une application
d: B — M vérifiant

d(zy) = zd(y) + yd(z),Vx,y € B regle de Leibniz
d(z +y) =d(z) +d(y),Vz,y € B additivité
doi=0

ot i: A — B est le morphisme définissant la structure de A-algébre sur B. On note Der o(B, M) l’ensemble
des A-dérivations de B dans M .

En toute rigueur on devrait plutot parler de i-dérivation. Il est clair que Der 4 (B, M) est un sous- B-module
de Hom 4 (B, M), le B-module des applications A-linéaires de B vers M. Lorsque ’on fixe une A-algébre B on
obtient un foncteur (covariant) Der 4 (B, -) de la catégorie des B-modules Mod(B) vers elle-méme. Il apparait
que ce foncteur est représentable.

Théoréme 1. I existe un B-module Q}B/A et une A-dérivation dg/s : B — Q}B/A qui vérifient la propriété
universelle suivante :
Pour tout B-module M et toute A-dérivation D : B — M il existe une unique application B-
linéaire ¢ : Q}B/A — M telle que D = podpa-
De plus, Q}B/A est engendré par Im (dp,4) en tant que B-module.

On appelle QE/A le module des différentielles (de Kdhler) et dg/a est la différentielle de B relativement
a A.

Le B-module Q}B /a4 est donc unique & un unique isomorphisme prés. On va se servir du lemme suivant :

Lemme 1. Soient f: B — C, g : B’ — C deuzx morphismes de A-algébres et on suppose que N = ker f
vérifie N2 = 0. On note X [’ensemble des morphismes de A-algébres h : B’ — B wvérifiant g = foh. Si X
est non vide, alors :
— N est un B’-module, ’action étant donnée par b’ - x = h(b')x pour b € B, z € N et h € X.
— Pour hg € X fixé, lapplication Dera(B',N) — X est bijective.
d — ho+d



Autrement dit action de B’ sur N ne dépend pas du h € X choisi, et si hq, hy € X alors hy — hy est une
A-dérivation de B’ dans N.

Comme I%, /4 C Ip,4 = kerp, le morphisme p passe au quotient ce qui nous donne une application
A-linéaire f : B®4 B/IB/A — B, ot Ip;4 = ker . On définit alors Q /A =ker f = IB/A/IB/A, c’est un
idéal de B ® 4 B dont le carré est nul. On définit aussi hy,hy : B — QB/A par hi(z) =2 ® 1+ IB/A et
ho(z) =1®x+ I}_;/A. Par construction hy et ho vérifient Idg = f o h;. D’apreés le lemme dB/A = hg — hq est
une A-dérivation de B dans Q}B /A"

Soulignons que la structure de B-algébre standard de B @4 B/I% /4 €st celle induite par passage au
quotient, c’est-a-dire par multiplication sur le facteur de gauche. C’est donc la méme structure de B-algébre
que celle induite par hy. On aurait pu également se concentrer sur la structure de B-algébre induite par
ho, c’est-a-dire par multiplication sur le facteur de droite. Cependant, d’apreés le lemme h; et ho donnent la
méme structure de B-module sur Q}g /4, autrement dit :

be(utTh,,) = (bx) @yi+ 15 4= i ® (byi) + 154

pour tous b € B,u= ) 2;®y; € Ip/a.

Soit D : B — M une A-dérivation. L’application (x,y) — xDy induit par passage au produit tensoriel
une application A-linéaire ® : I < B®4 B — M. Cette application est méme B-linéaire : (b(z ® y)) =
O((br) ®y) =bxDy. Siu=3 2, @y;,v =) 2, @y; €I (ie Y zy; = Y wjy; = 0) alors

=> @i D(yy;) = Y _(wiyixyD(y}) + &z D(y;)) = 0
rJ ]
et donc Ifg 4 C ker @. Ainsi ® passe au quotient pour donner une application B-linéaire ¢ : Q}B A M
qui fait commuter le diagramme

I —2 M

| A

B/A

On calcule p(dp (7)) = ®(1@r—2®1) = Dr—2D1 = Dx,d’ott D = podg 4. Prenons ) x;Qy; € Ip)a,
on remarque que z; @ y; = (z; @ N1y — 1 @ 1) +zy; ® 1. Or D> (ziy; ® 1) = O_zy) ® 1 = 0, o
légalité > x; @y, "‘1129/,4 => zidp/a(ys) +1125,/A. On vient de montrer que la famille (dg,4(y))yep engendre
le B-module Q}B /a C€ qui suffit pour dire que ¢ est unique.

Démonstration du lemme. Le fait que, & h € X fixé, les relations b’ - & = h(b')z définissent une structure de
B’-module sur N est clair car h est un morphisme d’anneaux et N est un idéal. Prenons hq, hy € X, alors
f(hy(b') —ha(b)) = g(b') — g(t') = 0 donc hy(b') — ha(b') € N. Par hypothése N? = 0 donc hy (b')x = ha(V)x
pour tous & € B,z € N.

Fixons hy € X, on veut montrer que lapplication Der4(B’, N) — X est bijective. Montrons d’abord
qu’elle est bien définie. Si d € Dery(B’, N) alors hg + d : B’ — B est A-linéaire, et de plus

(ho + d)(b1bh) = ho (b)) ho(bh) + b - d(bh) + bh - d(b})
= ho(b})ho(b3) + ho(b7)d(b5) + ho(b5)d(b})
= ((ho + d)(b1)) ((ho + d)(b3))
Ainsi ho+d est un morphisme de A-algébres. De plus, il est clair que f o (hg+d) = g, ce qui implique que
ho +d € X. L’injectivité de 'application est immédiate. Si h € X, on pose d = h — hg, c’est une application

A-linéaire de B’ vers N car fod = 0. En utilisant le fait que b’ -z = h(V)x = ho(V’)x pour tous ¥/ € B',x € N
on obtient :

d(byb) = h(b))h(bs) = ho (V1) ho(by) = h(by)d(bs) — ho(bh)d(by) = by - d(by) — b - d(b))



et donc d est une A-dérivation telle que hg 4+ d = h, ce qui termine la preuve. O
En corollaire immédiat :
Corollaire 1. Si B est une A-algébre, alors pour tout B-module M [’application
HomB(QlB/A,M) — Dera(B, M)
@ > podp/a

est un isomorphisme de B-modules.

1.2 Propriétés fonctorielles

Dans cette partie on donne quelque propriétés fondamentales concernant le module des différentielles de
Kahler. On verra que ces propriétés se généralisent au cas des dérivations d’ordre n. C’est pourquoi, pour
éviter trop de redondance on se contentera de montrer ces résultats dans le cas général et il n’y aura donc
que trés peu de preuves ici. On pourra cependant retrouver ces résultats dans [7] & la section 6.1.1, on renvoie
également & [3] (chap. 16) et a [8] (chap. 9).

Proposition 1. Ftant donné un carré commutatif de morphismes d’anneaux

A—* B

| b
A i’ B’
il existe une unique application B-linéaire p : Q}B/A — QlB,/A, qui fait commuter le diagramme

d
B,

|, b

dB//A/
/ 1
B =50,

Théoréme 2. Soient A — B et j : B — C deux morphismes d’anneauz. On a une suite exacte de
C-modules

Qb0 @50 50k, 5 QL g —0 (1)

ot a et 8 sont définies respectivement par a(dp/a(r) ® a) = adcya(j(x)), Bldc/a(y)) = de/s(y).
Si de plus j est surjective et J = ker j alors on a une autre suite eracte

J)J? % 0L, 05 C S5 QL , =0 (2)
avec § telle que 6(z + J?) = dpja(z) ® 1.

Remarque Il faut noter que J/J? est bien un C-module d’aprés le lemme 1. On peut se demander quand
les suites
0= Qhu®pC 5 0L, 5k, >0

et
1) o

Une condition suffisante est donnée de dans [8] (théorémes 25.1 et 25.2) : il suffit que C soit 0-lisse sur B
(resp. sur A).

On dit qu’une A-algebre B est 0-lisse sur A si pour tout morphisme de A-algébres B — C'/N, ou C est
une A-algébre et N C C est un idéal tel que N? = 0, il existe un morphisme de A-algébres u : B — C
faisant commuter le diagramme



B —— C/N

=y

Lemme 2. Soit i : A — B un morphisme d’anneauz, T C B une partie multiplicative et M un T~!B-
module. Toute A-dérivation d : B — M s’étend de maniére unique en une A-dérivation dr : T~'B — M,
cette dérivation est définie par

x td(z) — zd(t)
O
t t2
Démonstration. L’application dr est nécessairement unique, en effet la condition dr($) = d(x) impose que

d(z) = dr(t2) = tdr(2) + Zd(t) et donc dp(2) = HA@rdd)
La seule difficulté est de montrer que dr est bien définie, les propriétés caractéristiques d’une A-dérivation

se vérifient aisément en utilisant le fait que d est une A-dérivation. Dans un premier temps on suppose que

M :T‘lﬁlB/A et d=dpa. Si u(tx — sy) =0 avec s,t,u € T et x,y € B alors

u? (t*(sdpa(z) — wdp a(s)) — s*(tdp/a(y) — ydp,a(t)))
=t (s@r—r®@s+1p,,) — sty -yt +13,,)
= 5tu®tum—tux@stu—stu®suy+suy®stu+[123/A =0

Donc (dp/a)r est bien définie. Si d est une A-dérivation quelconque on écrit d = podpg,4 ot ¢ : Q%/A — M
est B-linéaire. En localisant on obtient une application 7! B-linéaire ¢or : T 'Q} 4 — M telle que
@Y = @roYou: Q}B/A — T_lQ}B/A est le morphisme canonique. Finalement @7 o (dp/a)r est une
A-dérivation de T~ B vers M qui prolonge d. O

Corollaire 2. Soit i : A — B un morphisme d’anneaux et T une partie multiplicative de B. En notant
S =i"1(T) on a des isomorphismes

T 054 = Qr-1p/s5-14 = Q154

Proposition 2. On a les isomorphismes suivants :
1. Q}B/A ®p B’ ~ Q}B,/A/ ot A’ et B sont des A-algébres et B' = B®4 A'.
2. Q%®AC/A o leB@AC/B ® Q}E@AC/C ~ (Q}B/A ®p (B®a0))® (Qlc/A ®c (B®4 C)) ou B et C sont
des A-algébres.
3. colim QlBi/Ai = Q}B/A o A — B est la colimite d’un systéeme inductif de morphismes d’anneauz

Ai — B;.

Démonstration. On va se contenter de montrer 2. D’aprés 1. on a des isomorphismes de B ® 4 C-modules
Q}B®AC/B ~ Qé/A ®c (B®a O) et Q}B@)AC/C ~ Q}B/A ®p (B ®4 C). Le théoréme 2 nous donne deux suites
exactes 5
1 o 1 1 ol
Qps.c/B - Qpg.c/a — Qpgc/c — 0

et
1 o 1 B2 1
Qpgacic — Ysgacra — Ppgac/p — 0

De plus a est une section de 5 et as est une section de 31, d’ou I'isomorphisme

Qpe,cs ®g.cic — Upgac/a
(u,v) —  ag(u) + az(v)

dont Uinverse est (B2, 51). O



1.3 Exemples et lien avec les différentielles de la géométrie différentielle

Exemple Soient A un anneau et A un ensemble non vide, on pose B = A[X)]xea. On munit le B-module
libre @ B dX) de la A-dérivation

AEA
d:B — @ BdX,
/\eAaf
f — Eaxl\dX)\

qui est bien définie puisque I’ensemble des \ € A tels que f n’est pas constant en X est fini. On va montrer

que @ B dX) est canoniquement isomorphe a Q1 B/A"
AEA
On commence par étudier le cas ot A est un singleton. Soient M un A[X]-module et D : A[X] —

M une A-dérivation. Remarquons que pour tout polynéme f = > axX* on a D(f) = Y apD(XF) =
S kapr X ID(X) = f/(X)D(X). Donc l'application ¢ : A[X] dX — M définie par ¢(dX) = D(X) est
l'unique application A[X]-linéaire telle que ¢ o d = D. Ainsi on a bien Q}4[X]/A ~ A[X] dX.

On suppose maintenant que A est fini. Dans ce cas B = Q) A[X,] donc d’apres la seconde propriété de

AEA
la proposition 2 : 9119/,4 =6 (9,14[)@]/,4 Rarx,] B) = @ (A[X)\] dX\ ®4x,) B) = @ B dXxetd=dpa.
AEA AEA AEA
On prend maintenant A quelconque. L’égalité B = ACO/l\i%l‘ A[X)\]aea induit d’aprés la proposition 2 :
C ni

QB/A - ACCO/l\HglmQA[XA]AeA/A - ACCO/l\lrfrilnl @ A X)\ rea = @B “h

Exemple Soit A un anneau et f1,..., f € B = A[Xy, ..., X;,] des polynémes. On pose J = (f1,..., fr) et
C=B/J=A[X1,....Xn]/(f1, s fr). On va montrer que QC/A = (@ cdX;)/ Z Bdf;.

D’aprés I'exemple précédent on sait que 2} B/A = P B dX;, ainsi le C—module OF B/A®B C est isomorphe
AEA

a @ CdX;. D’apres le théoréme 2 on a une suite exacte
i=1

J)J? S @ CdX; — Ly — 0

i=1
ou 0 est définie par o(f + J2) > D 2L -dX; =: df. Comme J = (f1,..., fn) on a Im (6) = (df1,...,dfn), d’ott
Iisomorphisme Q, /A~ (@ CcdXx;)/ Z Bdf; souhaiteé.

Pour finir on va regarder quel est le lien entre le module des différentiels de Kéahler et module des
différentielles usuelles pour une variété lisse ou complexe ou complexe au sens de la géométrie différentielle.
On renvoie & [11] pour les définitions des termes utilisés ici.

Soit M une variété lisse, on prend A = C*°(M) le module des fonctions lisses (au sens de la géométrie
différentielle) de M sur R et on note (M) le A-module des 1-formes différentielles, c’est-a-dire le module
des sections du fibré cotangent T*M — M. On note d : C*°(M) — M la différentielle extérieure. On sait
(cf par exemple [11] p. 220) que d est une R-dérivation et que Q2'(M) est engendré par I'image de d en tant
que C*°(M)-module. 1l existe donc une application canonique

1
Qeoe(aryr — QM)
qui est surjective. Ainsi (M) est un quotient de Qém( M)/R> cependant cette application n’a pas de raison
d’étre injective.
Des considérations analogues peuvent étre faites dans le cas ot M est une variété complexe. On va voir

que dans le cas ot M = C l'application
Qyicyyc — AUC)

n’est pas injective.



Définition 2. Soit k — K wune extension de corps. On dit qu’une sous-famille B C K est une base
différentielle de K sur k si la famille (d(x))zep forme une K-base de Q}(/k.

Théoréme 3. Soit k — K une extension de corps de caractéristique nulle. Les bases différentielles de K
sur k sont exactement les bases de transcendance de K sur k.

En caractéristique p > 0 les bases différentielles aménent & la notion de p-base, on pourra par exemple
voir le théoréme 16.14 et appendice 1 de [3]. En rappelant que toute famille algébriquement indépendante
est contenue dans une base de transcendance, le résultat suivant en découle.

Corollaire 3. Soit k — K wune extension de corps de caractéristique nulle. Si x1,--- ,x,. € K sont algé-
briguement indépendants sur k alors d(x1),--- ,d(z,) sont linéairement indépendants dur K.

Revenons a notre exemple. L’anneau H(C) des fonctions holomorphes sur C est intégre par le principe
des zéros isolés, et son corps des fractions est I’ensemble des fonctions méromorphes sur C, notés M(C). En
notant S = H(C) \ {0} on a un morphisme de H(C)-modules

Quoyc — S Uy = Yoy e

Les applications Idc et exp sont algébriquement indépendantes sur C, la famille (d (c),c(Idc), da(c)/c; (€xp))
est donc libre et a fortiori la famille (dy(c)/c(Idc), dy(c)/c, (exp)) est libre également. Or il est bien connu
que d(e*) = e®dx, ce qui prouve que la non injectivité de 'application

Qicyc — UC)



2 Modules des différentielles d’ordre n

2.1 Dérivations d’ordre n

Définition 3. Soient B une A-algébre et M un B-module. Une A-dérivation d’ordre n € N* de B vers M
est une application A-linéaire d : B — M vérifiant

j : -1 j : -~ -«
d(l’o...xn) g (—1)8 :L’Zl ..-:L’Z-Sd(xo-.-xil -.-xis ...xn)
s=1 0<i; < <i:<n
pour tous xo, ..., T, € B, avec la notation x4, -+ i, -+ Ty = H Tj.
0<j<n
j;éilv"' 1is

On note Derff)(B, M) le B-module des A-dérivations d’ordre n.

Si on note i : A — B le morphisme d’anneaux canonique, alors comme pour les dérivations d’ordre 1
onadoi=0:

d(1) =d(1™th)y = (=1t Y d<1)=<2(—1>51(”“)>d<1>=(1+<—1)"+1)d<1>

S
s=1 0<i1<--<is<n s=1

En distinguant les cas sur la parité de n on obtient 1’égalité d(1) = 0 et par A-linéarité on a bien doi = 0. En
particulier les A-dérivations d’ordre 1 sont les A-dérivation définies dans la premiére partie de ce mémoire
(i.e. Der) (B, M) = Der4 (B, M)).

Introduisons quelques notations. Sid : B — M est une application A-linéaire on note d® : B, B — B
l'application définie par d® (z ®y) = zd(y), notons que cette application est B-linéaire. Si € B on introduit
I’application A-linaire

(d,z]: B — M
y +— dzy) — zd(y) — yd(z)

On obtient ainsi pour tout € B une application B-linéaire [-,z] : Homa (B, M) — Homyu (B, M). Na-

turellement il est possible d’itérer cette opérateur, pour faciliter les notations on écrira [d,x1, - ,x,] =
[ [[d,z1],22] -+ ,x,]. Si &1 = --- =z, = x on écrit [d, 2] = [d, 21, -, 2,].
Lemme 3. Soit f: B — M une application A-linéaire. Pour tous xq,--- ,z, € B on a

T

[f7:v17---,xr](wo)=2(—1)s Z @iy e (o gy ey, )

s=0 0<i; <+ <is<r

Démonstration. Pour éviter trop de lourdeur dans les notations on écrira ici BT = {(i1,--- ,is) € N°: 0 <
1< - <ig<r}(r,seN0<s<r)et

(21, 52r) _ . <
(7;1,‘“7148) — Zil P Zisf(zo .. .Zil e Zis .. .zT)

pour tous zg, -+ ,2, € B (i1, ,is) € ET, on veut donc montrer ’égalité

r

oy, aed(mo) = D> (1) Y F((Zozx)) 3)

s=0 (i1, ,is)EET
Remarque Si on fixe o une permutation de {0, - - - , 7} on constate qu’on obtient une bijection Ef — E”
qui envoie (iq,- - ,is) sur le s-uplet composé des éléments de {o (1), - ,0(is)}, d’ou I'égalité
- ( ) - ( )
s Lo, Ty _ _1\s Zo, Ty
DGR DI S AT (o VR SR J A
s=0 (i1, ,is)EET s=0 (i1, ,is)EET



En particulier on voit que si (3) est vraie alors [f, 21, -, z.](20) = [f,Zs(1), ", To(r)](T(0)) POUT toute
permutation o de {0,--- ,n}.

On procéde par récurrence sur r. Si r = 1 on retrouve la définition de [f, z]. En supposant la récurrence
établie au rang r — 1 et en posant (yo, ..., yr—1) = (ToZy, Z1, ..., T,—1) on calcule

- ) (@0 ) N ] (2or 2r) - ] (2or 20
Z(_l) Z F(i1,~~- ds) Z(_l) Z F(o,z'z,~-- Jis—1,7) + Z(_l) Z F(0¢i2,~- Jis)
s=0 (i1, is)EET s=2 11=0 s=1 i1=0

1s=T iS;ﬁT
r r—1
1D BEUD DEHEAEED DD DY ey
s=1 170 5=0 i1 70
ts=T G5 FET
r—1 r—1
=D 1 YD Rt w1 3G
s=1 i1=0 s=0
r—1 r—1
e D F T A " Y R
s=0 s=1 1170

r—1 r—1
=D R e 2 Y R

—SL’T[f7-'171,"' 7mT*1]($0)
:[fvxlv"‘ ;xrfl](xoxr) _xO[fvml,"' axrfl](xr)
*xr[fvl‘lv"' a‘rT—l](IO)

Z[fﬂ?h"' ,$r]($0)

On peut maintenant donner une nouvelle maniére de définir les A-dérivations d’ordre n :

Proposition 3. Soit d: B — M une application A-linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. d est une A-dérivation d’ordre n
n

2. d(1) =0 et d® <H (1® zx —xk®1)) = 0 pour tous z1,...,x, € B

3. d® s’annule sur ITm (v) @ I}
4. [d,z1,-+ 2] = 0 pour tous x1,...,x, € B

5. Sin>2,[d,x] est une A-dérivation d’ordre n — 1 pour tout © € B.

Démonstration. Remarquons les égalités

n+1
Z(_l)s Z (m“mh)@(xojllj“xn)
5=0 0<iy<-<is<n

n+1

:Z(_l)s Z (i, - @i, @) @ (T -+ gy -y, - Tppq)
s=1

0<ip<-<ig—1<n—1

n
+Z(71)S Z (Iil xﬁg)@(xoj“ jlg ...xn_lg_’;n)
s=0 0<i1 <+ <is<n—1

n

:(1®$n—xn®1)2(_1)s Z (xil"'xis)®($0"'ii1"'jis"'xn—l)

s=0 0<i1 < <is<n—1

10



Par récurrence on obtient

n+1 n+1
H(l@xkka@@l):Z(fl)s Z (i, - 5,) @ (T -+ Fgy -+ &g, -~ Tp)
k=0 =0 0<iy <-<ig<n

et ’équivalence entre les deux premiers points s’en déduit.
L’équivalence entre la premiére assertion et la quatriéme découle de 1’égalité

Z(_l)b Z x“wzbd(xoj;zlj;zbxn):[d7x17 ,xn](xo)
s=0 0<i; < <is<n
que 'on a montrée au lemme 5.
Il est trivial que 3. implique 2., réciproquement le fait que d(1) = 0 implique que d® ov = 0 et si
T ks T
u= Y v, @y €l =kerpalorsu=u—vu(u) = (7, @y —zy; ®1) = > 7 - (1®y; —y; ® 1), donc
k=0 k=1 k=1
I est le B-module engendré par les éléments de la forme 1 ®  — x ® 1 et par conséquent I"+! est engendré
n
par les éléments de la forme [ (1 ® zp —xr ® 1), d’ou le fait que 2. implique 3.
k=0
Le fait que 4. et 5. sont équivalents provient de ’équivalence entre 1. et 4. & 'ordre n — 1, ce que 'on a
déja montré. O

De la quatriéme caractérisation des dérivations on tire qu'une A-dérivation d’ordre n est aussi une A-
dérivation de tout ordre supérieur & n, ainsi on a une filtration croissante

Der)) (B, M) c Der? (B, M) C --- C Dex(" (B, M) C - -

Corollaire 4. Soient d,d' : B — B deux A-dérivations respectivement d’ordres v et s.
Alors d o d' est une A-dérivation d’ordre r + s et [d,d']| = dod — d' od est une A-dérivation d’ordre
r+s—12>1.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n =1 + s > 2. Lorsque n =2 (i.e. r =s=1) on a
[dd’, 2] (y) = dd'(zy) — zdd'(y) — ydd'(z) = d(zd'(y) + yd'(z)) — zdd'(y) — ydd'(z) = d(z)d'(y) + d'(z)d(y)

pour tous z,y € B et donc [do d',z] = d(z)d + d'(x)d est une A-dérivation d’ordre 1 et d o d’ est une
A-dérivation d’ordre 2.

[d, d'}(zy) = d(zd'(y)) + d(yd'(z)) — d'(xd(y)) — d'(yd(x)) = zdd'(y) + ydd () — zd'd(y) — yd'd(x)

= z[d,d'|(y) + y[d, '] (x)

donc [d, d’] est une A-dérivation d’ordre 1.
Remarquons que

[dd', 2)(y) =dd'(zy) — xdd'(y) — ydd'(z)
=d(d'(zy) — zd'(y) — yd'(x)) + [d(zd'(y)) — zdd'(y) — d'(y)d(z)]
+ [d(yd'(z)) — d'(z)d(y) — ydd'(z)] + d(z)d'(y) + d'(z)d(y)
donc
[dod ,z]=dol[d,z]+ [d,x]od + [d,d (x)] + d(z)d + d'(x)d

pour tout « € B. Par hypothése de récurrence c’est une combinaison linéaire de dérivées d’ordres (inférieurs)
an — 1, ce qui implique d’aprés la proposition précédente que d o d’' est une A-dérivation d’ordre n.

11



Aussi
[[d,d],z] =[dod z] — [d od,x]
=do[d,x]+[d,x]od + [d,d (z)] —d o[d,z] — [d,x]od — [d,d(z)]
=ld,[d', 2] - [d', [d, ]] + [d, d' ()] — [d', d(z)]
est une A-dérivation d’ordre n — 2 pour tout x € B, d’ou le résultat. O

Exemple On considére la R-algébre C*(U,R™) des fonctions de classe C>° d’un ouvert U C R™ vers

R"™. Les opérateurs % f — % sont des R-dérivations d’ordre 1 et donc pour tout multi-indice o =
o o (6 7%%
(a1, ..., ) € N™\ {0} l'opérateur 2 = (6%1) - (%) est une R-dérivation d’ordre |o| = g + -+ - +

Q-
On définit maintenant le module des différentielles de Kéahler d’ordre n.

Théoréme 4. II existe un B-module Q%/A et une A-dérivation d’ordre n dg/A : B — Q%/A qui vérifient
la propriété universelle suivante :
Pour tout B-module M et toute A-dérivation d’ordren D : B — M 1l existe une unique application
B-linéaire ¢ : Q}B/A — M telle que D = ¢ o d%,/A.
De plus, QlB/A est engendré par Im (d%/A) en tant que B-module.

On en donne deux construction. )

Premiére construction. On prend les B-modules libres BB ), B(ExB)  B(B) et B(4) dont on note
respectivement (€(zq.... 2.))(z0, - zn)eB+1s (€(a,))(@y)eBxBs (€z)zeB €t (€a)aca les bases canoniques. On
définit Q7 /4 comme le conoyau de ’application

U : BB ¢ BBxB) g B _, BB)
z0,,xn )1 €(z,y)r €a -1)° 17 ks Cro Ty T
(e ) €@y €a) = (1) > wp e

s=0 0<k1< - <ks<n

+ei(ayzty — Ha)es — €y

Ty

Par construction, I'application d 4 : B — Q4 définie par d’é/A(x) = e, +Im (V) est une A-dérivation
d’ordre n et Im (d / ) engendre 2%, en tant que B-module. Soit M un B-module munit d’une A-dérivation
d’ordre n D : B — M. Le noyau de 'application B-linéaire

BB — M
e; +— D(x)
contient Im (¥) car D est une A-dérivation, donc cette application passe au quotient pour donner 'application

B—linéaire. o:Qp  — M .voulue. L’applicationgo est nécessairement pnique car Im (d' / ) engendre Q7 e
Deuxiéme construction. De maniére analogue au cas des dérivations d’ordre 1 on prend Q7 /A=

IB/A/IE—}:}; et on définit d%/A :B— Q%/A par d%/A(x) =1l®r—2®1 —|—I]73’,'/j. Pour simplifier les notations

on va poserdzd%/A. Onad(l)=0etsiu=> a2,y EIE‘;}‘ C Ip/a alors

d®(u) =Y wd(y) = ) (¢ @y — vy @ 1) + 127,31 =u—p(u)®1+ 1237}1 =0

D’aprés la proposition 3, d est bien une A-dérivation d’ordre n.

Soit D : B — M une A-dérivation d’ordre n. On a donc ker D® C Ig;}j et 'existence et I'unicité de ¢

en découle immédiatement.

Corollaire 5. Pour tout B-module M [application

Hompg (7%,
est un isomorphisme de B-modules.
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On finit par un lemme qui nous resservira plus tard.
Lemme 4. Soient d : B — M une A-dérivation d’ordre n. On a les identités suivantes :
r—1
1. [daxl"'x’r]zz Z xil"'xik[d7x1a"'7xi17"'7xik7"'7$7“}
k=01<i1 < <ip<r

2. 3 (~1)F () akd(z ) = 0
k=0

53 (-0 () a2 ) = 0

Démonstration. 1. Le résultat pour r = 1 est trivial. En utilisant la remarque qui suit le lemme 3, pour r = 2
on a bien :

[d,2,y)(z) = [d, z,2|(y) = [d, 2] (zy) — x[d, 2|(y) — yld, 2](x) = ([d, zy] — z[d, y] — yd, 2])(z)
Et pour le cas général on procéde par récurrence :

[dvxl U 1'7«] :Hda Ty--- xrfl]xr] + xr[d7x1 e 1'7"71] +x1-- 'xrfl[d; xr]

r—1
:E E xi1“'xik[d7x17"'7577;17”'7j7ik7“')z7"]

k=01<i; < <ip<r—1

r—2
+x7‘§ E xil"'xik[d7x17“'7‘%2'17'”J‘fikvl"ﬂfol]
k

=01<i3 < <ipg<r—1

r—1
ZE E xil"'xik[dvxly"'ajin"'ajika"'vx’r]

k=0 1<iy <---<ipg<r

2. Encore une récurrence, cette fois-ci sur n. Pour n = 1 c’est 1’égalité bien connue d(x?) = 2d(x). Si la
propriété est vraie pour les dérivations d’ordre n — 1 elle lest en particulier pour [d, z| et donc

0= i(—nk (Z) 2 [d, 2] (e ) = 3 (~1)F (Z) 2k (d(@™1F) — 2d(z" ) — 2" Fd(2))

k=0 k=0
(o
4+ d(z™) + (—=1)"2"d(z)

)

(—1)* (” ; 1) ZFd(zmHF)

=

[}

= nzr ("+;_T)xk[d, xz("+1=7=F)] done, en utilisant le fait que ("':1) ("‘H_T) =

3.D’aprés 1. on a [d, z"177] 3 P
=0

o
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(n+1)! _ (n+1) (k+r), on obtient

(n+1—r—k)klr! = \k+4r r
g r n+ 1 r n+l—r n—r
> (=1 . )@y)lde (")
r=0
L r T +1 n+1-r k+r r (n+1—r—k) n—r
=S L)y [

(
(M) )
(

La derniére égalité provient de 3. et du fait que [d, z("*1~*)] est une dérivation d’ordre n — (n +1 — k) =
k—1. O

2.2 Propriétés fonctorielles

Proposition 4. Etant donné un carré commutatif de morphismes d’anneauz
p y4

A—* B

S

-/
K3

A - B

il existe une unique application B-linéaire p : Q}B/A — QlB,/A, qui fait commuter le diagramme

dB/a
B —— Q%/A

1, L

n
B’ /A’

B — Q%,/A,

Démonstration. Le morphisme 3 confére a €17, /4, une structure de B-module. L’application D = d}, Jar © 3
est une A-dérivation d’ordre n, d’ou existence et 1'unicité de p tel que dp/jar0p=D =po d%/A.

Considérons deux morphismes d’anneaux i : A — B et j : B — C. Par propriété universelle on peut
définir les applications C-linéaires

i, @50 — Oy, o B Ry
A a(x) @1 —  di),(i(2)) At aly) — dg p(y)

Il est clair que les deux suites
Oh)a @p C =5 QF ), — coker a, — 0

et
n Bn n
QC/A — QC/B —0

sont exactes. De plus on remarque que 3, o o, = 0, d’ot le diagramme commutatif.
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Bn Qn

Q¢ C/B

C/A

-]
coker ay,
ou m, : (0% P coker a,, est la surjection canonique.
Proposition 5. Pour tout C-module M [’application
Home (coker oy, M) — Derff)(C, M) Nker j*
p —> pomyo d’é /A
est un isomorphisme.

Démonstration. Si ¢ : coker a,, — M est C-linéaire alors ¢ o 7, o di, /4 €st une A-dérivation d’ordre n et
ends ) 4(3(x)) = emnom(dy 4 (2) ® 1) = 0, donc Papplication est bien définie.

Sion prend D : C — M une A-dérivation d’ordre n telle que D o j = 0 alors D se factorise ainsi :
D = ®odg,, avec & € Home (94, M). De plus an(dg, ,(z) ® 1) = D(j(x)) = 0 donc il existe ¢ :
coker o, — M telle que ® = pom, et alors D = pom, odp /- L’unicité de ¢ est immédiate puisque m,
est surjective et O, , est engendrée par Im (dg/A). O

Sion prend n =1 on a Derg(C, M) = Dera(C, M) Nker j*, on a donc des isomorphismes
Homc (coker o, M) ~ Derg(C, M) ~ HomC(Qlc/B,M)
pour tout C-module M, ce qui nous donne I’isomorphisme
Qé/B —  coker ay
deyp(z) +— w(doa(z))

Remarque En particulier, on a montré que la suite (1) dans le théoréme 2 est exacte, c’est-a-dire que
pour n =1 la suite
Opa®8C — Qs — Qg — 0

est exacte.

Théoréme 5. Sin > 2 on a une suite exacte de C-modules

Q%ﬁ‘ ®p coker a,,_1 — coker o, — Qgp —0

ot o et T sont définies par o(d%}i(x) ® Wn,ld’é?jl(y)) = [mn 0 dg) 450 (@)](y) et T(mnd 4 (2)) = di 5(2)-
Démonstration. Soulignons d’abord que 7 est bien définie parce que d’é/B € Derff)(C, QZ‘/B) Nker j*. Quant
a 0, elle s'obtient par produit tensoriel, notons tout de méme que dg,, ,(j(2)) = an(d, 4 (2) ®1) € Im (an)
donc o(djy 4 (2) @ Tp1dgs 1Y) = mndgl ) 4 (§(2)y) = () mndgl ) 5 ()-

La suite voulue est exacte si et seulement si la suite duale

0 — Homc (04, 5, M) R Home (coker av,, M) Al Hornc(Q%,ﬁ1 ®p coker a1, M)

est exacte pour tout C-module M. Or on a des isomorphismes Homc(Qg/B, M) ~ Dergl) (C, M), Homc (coker ay,, M) ~
Derff)(C, M) Nker j* et

HomC(Q%ﬁ1 ®p coker a,—1, M) ~ Homp (Q%ﬁ‘, Home (coker ay,—1, M))

~ Homp (Q%ﬁ‘, Derff*l)(C, M) Nker j*)

~ Der%fl) (B, Derilnfl)(c, M) Nker j*)
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le dernier isomorphisme identifie f € HornC(Qg,ﬁ1 ®p coker a,_1, M) avec la A-dérivation x — (y —

F(h @ a2 ().
Sous ces identifications la suite devient

0 — Derl"(C, M) ™5 Der (" (C, M) Nker j* 725 Der(" ™V (B, Der™ (€, M) N ker j*)

Ol T4er st inclusion et 0., est définie par o4e,(D)(z) = [D j(x)] pour tous D € Der (C’ M) Nker j* et

x € B. L’injectivité de 74, est immédiate. Fixons D € DerA (C’ M) Nker j*, 04er(D) = 0 si et seulement si
[D, j(x)] = 0 pour tout = € B, ce qui équivaut a dire que D( (z)y) = j(x)D(y) pour tous x € B,y € C ou

encore que D est B-linéaire. D’ou ’égalité ker oge, = Der A (C M) et s’en suit l'exactitude de la suite. O

Supposons maintenant que C'= B/J ou J C B est un idéal et que j est la surjection canonique. Puisque
d%/A est une A-dérivation d’ordre m, on vérifie que d%/A(xo < xp) ®1 = 0 dans Q%/A ®p C pour tous
o, -, Ty € J, ce qui permet de définir 'application B-linéaire

8o J)TH s Q@5 C
x+ I e A () © 1

Proposition 6. Si C = B/J, alors la suite de C-modules
0— (Im 6p)c — Uy ©C =5 QFy — 0

est exacte, ot (Im 6,)c est le sous-C-module de Q%/A ®p C engendré par Im 9§, et v est le morphisme
d’inclusion.

Démonstration. L’injectivité de ¢ est triviale. Soit M un C-module, la suite
(Im d,,)c —>QB/A®BC—>QC/A —0
en induit une autre
0 — Homc (¢4, M) “n, Home (2,4 ®@p C, M) N Home ((imdn) o, M)

Or Home (4, M) ~ Der'y” (C, M) et Homo (0, @5 C, M) ~ Homp (2} 4, M) ~ Der'y” (B, M), ce qui
donne la suite
0 — Der'?(C, M) 25 Der'? (B, M) “<5 Home ((imd,,) ¢, M)
Oll Qger €t Lger sont définies par age,(d) = d o j et tge, (D) : dpya(z) ® ¢ — cD(x), pour toutes dérivations
d € Dery"(C, M), D € Der( (B, M).
Qger est injective car j est surjective, et tgerager(d) = 0 pour tout d € Delrgl)(C7 M). Si D € ker 14, alors
D;;=0 donc D se factorise : il existe d : C = B/J — M telle que D = doj. Comme D est une A-dérivation

d’ordre n, il en va de méme pour d. On a montré ’exactitude de la derniére suite de morphismes, I’exactitude
des autres en découle. O

Remarque Si n = 1 alors J/J? est un C-module isomorphe a (Im §;), ainsi on vient de montrer que
dans le théoréme 2 la suite de C-modules (2) est exacte.

Proposition 7. Soient i : A — B est un morphisme d’anneauz, T C B est une partie multiplicative et M
un T~ B-module. Toute A-dérivation d : B — M d’ordre n s’étend de maniére unique en une A-dérivation
dr : T7'B — M, cette dérivation est définie par

dr (5 )z Wl ("H) thd(" )
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Démonstration. On montre ce résultat par récurrence sur n > 1. Le cas n = 1 a déja été traité dans le lemme
2, on suppose qu’on a montré le résultat pour les dérivations d’ordre n — 1.

Montrons d’abord 'unicité de dr. Si dr existe alors pour tous t € T,z € B on doit avoir [dr, 1]( i) =
dr(Z) — Zdp(L) — Ldp(%) = [d, t](x), ainsi [dr, £] est une A-dérivation d’ordre n — 1 qui prolonge [d, ] et
par unicité [dr, £] = [d, t]7. On doit donc avoir

ir (2) =4dte) = ) - Flactr (3)
o) )+ 0 Sy (7)1

{n+1

k=0
thnH 1 < > d(t" kg thnn 1 k+1( >tk+1d<tnlkx)
+ (-1 <:§<—1>k (’;)) L) + %du) - L)
EL(Q)
tn+1 (n + 1) bk )

D’ou 'unicité de dp. Maintenant on montre que dr est bien définie. On remarque, en utilisant le lemme 4

que si z,s,v € B alors

o Z (n + 1) sd(s"kx) — zn:(—l)k (n —IL— 1) (vs)*d((vs)" Fvx)

k=0

:i(_l)kc;:l)(v VEId, R (k) + s xz (n+1>v’“d(v”"f+1) o

k=0

Ainsi si on prend s,t € T et x,y € B tels que utz = usy, on a
1 - 1
(—=1)"(us)" gt Z (” + > skd(s"Fz) = (=1)"s" 2(71)’c (“Z >(uts)kd((uts)”kut:c)
1
= yrgntl Z (n * )(uts)kd((uts)"kusy)
1
( 1) US 71+1 n+1 Z (n + )tkd(tn—ky)

Donc dr est bien définie. 11 est clair que dr est A-linéaire. Maintenant on vérifie que pour tous x,y € B,t € T

2] (5) it (5) = 2 S5 (st =0

=0

car [d,y] est une A-dérivation d’ordre n — 1 (on utilise aussi le lemme 4). On vient de montrer que [dr, ¥] =
[d,y]T pour tout y € B. Or par hypothése de récurrence [d,y]r est une A-dérivation d’ordre n — 1. En

remarquant que
x 1 x x t 1 t| 1 x 1 x
dr,—|=-\|dr,=| — = |dr,=| — = | |dp, = |, = | = =|d — <ld, tlr — = |[d, t]r, —
[T’t} t{T’J tQ[T’J tHT’J’J (el = pld flr t[[’]T’t]
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on peut finalement dire que dr est une A-dérivation d’ordre n. O

Théoréme 6. Soit i : A — B un morphisme d’anneauz et T une partie multiplicative de B. En notant
S =i"YT) on a des isomorphismes

T 00 ~ Vp1pys1a ~ Ur1p/a
Démonstration. Considérons la A-dérivation d’ordre n
d=(dy,)r:T'B — T7'Q},
x (-nHm &

kgo(_l)k (n:l)tkd%/A (t"_kx)

t sn+1

Notons que Im d engendre T’lﬂ%/A en tant que 7' B module car Im d%/A engendre le B-module Q%/A.
Soit D : T~'B — M une A-dérivation, en composant avec le morphisme j : B — T~!' B on obtient la

A-dérivation Doj: B — M. Il existe une application B-linéaire ¢ : Q%/A — M telle que Doj = gpod%/A.

On peut étendre ¢ en une application 7! B-linéaire or : Tflﬁg/A — M. Comme @7 o d est une A-

dérivation qui prolonge D o j, en effet

erd (7) = eiyale) = D (3)

pour tout x € B, on conclut d’aprés le lemme précédent que ¢ od = D. Si on a une autre application
n

T~ B-linéaire p : Tle%,/A — M telle que pod = D = pp od alors p = o car Im d engendre T*IQB/A.
D’ott le premier isomorphisme T_lQ%,/A ~ Qril"*lB/A'

Pour 'autre isomorphisme il suffit de montrer que Derff) (T71B,M) = Dergn_)lA(Tle,M) pour tout
T='B-module M. L'inclusion Derl”, ,(T-'B, M) C Der'}"(T~'B, M) est triviale. Réciproquement si D :
T 'B — M est une A-dérivation d’ordre n alors Do j : B — M est aussi une A-dérivation d’ordre
n, oil on note encore j : B — T~'B le morphisme canonique. D’aprés le lemme précédent on doit avoir
(Do j)r =D et donc

D (&) =G S (M ent ey an = 20 ()
k=0
pour tous a € A,x € B,se S,teT.

Proposition 8. Si A’ et B sont des A-algébres et si B' = B®4 A’, on a un isomorphisme
Q%/A ®B/ ~ Q%//A'
Démonstration. Les applications

QpaxB — Qp 4 et BxA — Qp,@pbB
(dpja(z),u) +—— udp a(x) (r,a) = dpja(z)®(1®a)
induisent respectivement une application B’-linéaire ¢ : Q7 /4 OB B — QF, /ar €t une A’-dérivation d :
B — QY /A ®8 B'. Par définition de Q7, Jar la A’-dérivation d induit une application B’-linéaire v :
Q%,/A, — Q%/A ®p B’. 1l est facile de voir que ¢ = 1~ 1. O
Proposition 9. Si A — B est la limite d’un systéme inductif de morphismes d’anneaux A; — B; alors
colim Q%i/Ai = Q%/A.

Démonstration. D’aprés la premiére construction du module des différentielles d’ordre n et la proposition 4
les carrés commutatifs
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induisent des diagrammes commutatifs

B

Bz( i @ BZ_(BiXBz‘) e BZ(Az) BZ(Bz) Qn

i |

B; xBj) fa BJ(»Aj) BJ(BJ) Q%j/Aj 0

(BI+Y)
B;

& B!
ol les suites horizontales sont exactes. En passant & la colimite on obtient la suite exacte
B & BE*B) g B BB colim Q. — 0

et par conséquent Q B/A est isomorphe & colim Q}B JA: O]

Remarque Ces deux derniers résultats terminent la preuve de la proposition 2.

2.3 L’exemple des anneaux de polyndémes
On définit la relation d’ordre (partielle) sur Z° suivante :
a<p = Vje{l, - sha; <P

On convient que si «, 8 € N° sont des multi-indices, tels que 8 < a, et si x = (21, ,x5) € A® alors

|0<|=Sa ; (a)zs(ak> ; x“zsx"‘k
;’“ 8 jr:[lﬁk ]Hlk

Dans cette partie le but sera d’é¢tudier le module €2, dans le cas ou k est un anneau et A = k[X] =
kX1, -+, X,] (ici X = (Xq,---,X;)). Pour simplifier les notations on notera d = d% g
Si f € A on peut écrire f = > ao,X® avec a, € k. Dans A[T| = A[T1,---,Ts] on a

aENs
f(X+T)= Zaa (X+T)" = a0y ( >X“ﬁT5
e} B<a
— Z Ya (a> xo—B | 78
a>p B

On notera %Tf > oa ( )X @=F si bien que 'égalité précédente se rééerit
a>p

fX+T) =) L9 pe

al 90X«
aeNs
En particulier 4 o goé =f.
A[T] = k[X,T] est un A-module libre, la base canonique est formée des monémes X et T pour a € N°.
On a un isomorphisme de A-algébres
D k(X @k k[X] — K[X,T)
Xj ®1 — Xj
18X, — X;+7T;



En particulier ce morphisme envoie 1 ® f — f ® 1 sur f(X +T) — f(X), or on a vu dans la preuve de

la proposition 3 que I,/ est l'idéal engendré par les éléments de la forme 1® f — f® 1, f € A. Comme

O(f) = f(X+T) - f(X)= ¥ L2LTonalef-fol= FL(1®X -~ X®1)* ont L est identifie
la[>1 la[>1

a son image par ®~'. Ainsi la famille (1 ® X — X ® 1)*)|q>1 = (P(X¥))|a|>1 est libre et engendre 14y,

c’est donc une base du A-module 14y Il suit qu'une base du A-module Iz;“kl est (10X —X®1)%)a|>nt1

et on en déduit le résultat suivant :

Pr0p051t10n 10. QF , = IA/k/IZ/k est un A-module libre de dimension ("T°) — 1. En notant d(X) =
(d(X1),- -+ ,d(Xs)), la famille (d(7)%)1<|a|<n €en est une base et

an=Y 2L

1<|al<n
pour tout f € A.

Pour finir on va montrer que pour o € N® avec || > 1, 'application iaxiw : k[X] — k[X] est une k-

dérivation d’ordre |«|. Pour commencer notons que cette application est clairement k-linéaire. Si f, g € k[X]
alors

1 oof 1 0% 1 0°f 1 9%
f(X+T)9(X+T):<Za!3Xa ) ZﬁlaXﬁ e :%alaXaIBlaXﬁT

Si vy € N" vérifie || = 1 alors a4+ 8 = 7 si et seulement si & = v ou bien § = 7. Ainsi en identifiant le
coeflicient devant T on aboutit a ’égalité

10(fg) L9 . 10f
A oxv - Itaxy TINax

ol
'y‘ oOX
Soit f € k[X], on fixe j un entier compris entre 1 et s et on pose g = X, f, on a

ce qui signifie que est une A-dérivation d’ordre 1 = |v|.

Lof 10°f,
X +T) = (X;+T)fF (X +T) =) _X; —axe T+ —axa T

Si a € N*® alors en identifiant le coefficient devant T dans 1’égalité ci-dessus, on obtient

ls] o“~¢ .
0 (X f) _ X; 4 di(]; + @ 161), 5= 7Ef sia > e,
oX« X4 gxa sinon

oil e; € N* est le multi-indice dont le j-éme coefficient vaut 1 et tous les autres sont nuls.
D’aprés la formule du binéme de Newton on a

(X+17) =Y <Z)X‘lﬁTﬁ

B<a

10°X* _ (a o
B! X5 B
avec la convention usuelle que (g) = 0 pour tout S £ « (ie s’il existe un ¢ tel que oy < B¢). En particulier,

si a € N*\ {0, ¢e;} alors 2 %}{j = 0. Ainsi en utilisant 1’égalité (4) on vérifie que pour tout a € N°\ {0,¢;}

on a
1 ] 1 e
al 90X’ C (a—e)0Xxe

ce qui implique que
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Pour avoir une égalité similaire qui reste vraie méme lorsque || = 1 ou plus généralement lorsque a € Z?,
on introduit des applications k-linéaires 0, (« € Z%) définies par

1 o¢ ) s
5a_{ 5% si o € N¥\ {0}
0 sinon

Ainsi l'égalité (4) devient
[50”Xj} = 5a_ej,VOé ez’

On fixe a € Z*, on va maintenant montrer par récurrence sur |3| > 1 que

[0a, XP] = Z <§) XV04ny—p = Z (5) XV 004y—p

V#£B 0<~<B
Y#B

Le cas |8] = 1 a déja été traité. On suppose |8| > 1 et on écrit § = ' + §” avec |5”| = 1, par récurrence on
obtient

(60, XP] =[[00, X', X"+ XP' [0, XP"] + XP" [0, X7
! /
= (i)x7[5a+w—ﬁ'7Xﬂ |+ X7 60 pr + X7 (i)Xwaﬂ—ﬂ'

v#B v#B
B B g
=2 ((7 - X atymg+ D v X 0acr-p
y>p" v28"”
v#B v#pB
- Z (6> X" 00ty-p
v#B 4

Soit v € Z*%, si « = 0 ou a # 0 (ie un des «; est strictement négatif) alors ., = 0 est une A-dérivation
de tout ordre. Si |a] = 1 on a déja vu que J,, est une A-dérivation d’ordre 1. Si || > 1 alors, par récurrence,
la relation précédente nous permet de dire que [0, f] est une combinaison (k[X]-)linéaire de dérivations
d’ordres strictement inférieurs a ||, et ce pour tout f € k[X], donc d, est une k-dérivation d’ordre |c|.

Remarque Par définition des dnet d’aprés la proposition la famille (04 )1<|a|<n forme une base de Q7 Ik

d(f) =Y sa(N)d@)* = > bal(f)(d(@)"
a€Z" 1<]a|<n
pour tout f € A, car §, =0si a <0et (d(z))*=0si|a] >0 (o € N®).
On définit un ordre total sur N° par la relation
ol < 18]
a=xp = oua =,
oula| =|f|etilexisteun j € {1,---,s—1} telque B <ajeta,=Fsi1<i<j—1

et

Par exemple pour s =3 on a
C’est avec cette ordre qu’on ordonnera la base ((d(X))%)i<|a|<n de ;- Remarquons que si § < o
alors 8 = «; par contraposée si a < 3 alors 8 £ « et donc (g) = 0. La matrice M = (05(X®))1<|al|,|81<n =
((CB‘) X8 ) Casle est donc triangulaire et sa diagonale n’est composée que de 1, ainsi det M = 1 et M
1<|a|,|B|<n

est inversible. Or on a vu que d(X®) = Y 63(X%)d(X)” donc
1<[Bl<n

M(d(X)ﬂ)1§|,8|§n = (d(Xa))lﬁ\odﬁn

et par conséquent (d(X®))1<|a|<n est une A-base de Q) ;.
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3 Faisceau des formes différentielles

Dans cette section le but sera de généraliser les notions de dérivation et de forme différentielle aux
faisceaux. Dans un premier temps on définit ces notions pour un espace topologique X quelconque et ensuite
on se concentrera sur le cas des schémas. Dans tout ce qui suit X désignera un espace topologique.

Définition 4. Soit 0 : A — B un morphisme de faisceaur d’anneauz et F un faisceau de B-modules.
Une A-dérivation d’ordre n de B sur F est un morphisme de faisceaux de A-modules (pour la structure de
A-module induite par 0) d : B — F tel que pour tout ouvert U de X application dy : B(U) — F(U) soit

une A(U)-dérivation d’ordre n (pour le morphisme 0y ). On note Derff) (B, F) Uensemble des A-dérivations
d’ordre n de B vers F.

De maniére analogue au cas des anneaux on devrait plutot parler de #-dérivation. On remarque que, de
part les propriétés faisceautiques de B et F, pour vérifier qu'un morphisme de A-module d : B — F est
une A-dérivation d’ordre n, il suffit de vérifier que dy; est une A(U)-dérivation d’ordre n pour des ouverts U
formant base d’ouverts de X. On peut méme dire un peu mieux avec ce lemme :

Lemme 5. Soit 0 : A — B un morphisme de faisceaux d’anneaur et F un faisceau de B-modules. L’en-
semble Derff’) (B, F) coincide avec l’ensemble des morphismes de faisceauz d’ensembles d : B — F tels que
dy : B — F, soit une Ag-dérivation d’ordre n pour tout x € X (pour le morphisme 6,.).

L’ensemble Der%)(B,}') est un sous-faisceau de B-modules de Hom 4(B, F). Dans ce qui suit on va
montrer que le foncteur Der%) (B, ) est représentable.

Soit 0 : A — B un morphisme de faisceaux d’anneaux sur X. Pour tout ouvert U on a un morphisme
d’anneaux 0y : A(U) — B(U), donc B(U) est une A(U)-algébre, ce qui permet de définir Q50 40)-
Lorsque 'on prend deux ouverts V' C U on a le diagramme commutatif

AU) -2 BU)

Oéle ; lﬁVU
AV) =2 BV

D"aprés la proposit'ion 4 il existe une unique application B(U)-linéaire pyy : QZ’(U)/.A(U) — Q”BL(V)/.A(V) qui
fait commuter le diagramme

dBW)/AU)  ~n
B(U) by aw)
BVUJ/ lﬂvu

dB(V)/AV)  ~n
B(V) ——— Qw)/aw)

Il est clair que pyy est l'identité; si W C V C U sont trois ouverts de X alors :

(va o PVU) o dg(U)/A(U) = pwv © d§(v)/A(V) oBvu = dﬁ(w)/A(W) o Bwv o Bvu
= diw) aw) © Pwu = pwu © diwy aw)
Ainsi pwy = pwv o pyu.- De tout ¢a on tire que 'application U —— Q%(U)/A(U) définit un préfaisceau de

B-modules. Aussi, le diagramme précédent indique que les dérivations d%(U) JAU) définissent un morphisme
de préfaisceaux.

Définition 5. Soit X un espace topologique et 0 : A — B un morphisme de faisceauxr d’anneaux sur X. Le
faisceau des formes différentielles d’ordre n de B sur A est le faisceau de B-modules associé au préfaisceau
U+— Q%(U)/A(U) ; on le note Qg/A. On munit ce faisceau de la A-dérivation d’ordre n, notée dg/A, induite

par les d’é(U)/A(U).
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Pour étre clair (dsya)y « BU) — Qj, 4(U) est obtenue par composition de di ), 4.y et de linclusion
naturelle ¢y : (U JAU) < QB/A(U) Par construction dg, 4 est une A-dérivation d’ordre n.

Soit # : A — I un morphisme de faisceaux d’anneaux sur X . Pour tout faisceau de B-module F et toute
A-dérivation d’ordre n D : B — F il existe un unique morphisme de faisceaux de B-modules ¢ : Q3% 7 S F
tel que cpodg/A =D.

Démonstration. Si ¢ o d%/A =1o d%/A avec @, : Q%/A — F alors pour tout ouvert U on a ¢y oty o
dB(U)/.A(U) =tyowody (U)/A(U) et donc gy oy =Yy oy, d'ott por =1 or. Comme Q B/a est le faisceau
associé au préfaisceau U — B () A(U) O & nécessairement ¢ = ¢, d’ott 'unicité.

Pour l’existence considérons D : é — F une A-dérivation d’ordre n. Pour tout ouvert U il existe une
unique application B(U)-linéaire vy : B(U) — F(U) telle que Dy = ¢y o Ay a@)- On vérifie, grace a
Punicité des Yy, que ¥ = (¢y) est un morphisme de préfaisceaux. Il existe un morphisme de faisceaux de

B-modules tel que ¢ = 1) 0 ¢, on a donc ¢y o (dg/A)U =YpyoLyo (dg/A)U =y o dg(U)/A(U) = Dy pour
tout ouvert U, d’oi1 I’égalité ¢ o dg/A =D. O

Corollaire 6. 5i 0 : A — B est un morphisme de faisceaur d’anneauzx, alors pour tout faisceau de B-
modules F ’application

Homp (5,4, F) — Der (B F)
© — (podB/A

est un isomorphisme de faisceaux de B-modules.

D’aprés la premiére construction de Q%(U) JA(U)> bour tout ouvert U on a une suite exacte

B(U)(B(U)"“) @ B(U)BW*BW) ¢ () AW) — () BU) Q) aw) — O
Les morphismes de restrictions sont compatibles avec cette suite exacte, c’est-a-dire que le diagramme

n+1 n
B(U)(B(U) ) @ B(U)<B(U>XB<U)) D B(U)<A(U)) , B(U)<B(U)) > Q) aw) » 0

| | |

B(V)<B<V)”'“) @ B(V)BWIXBV) g By AV gy)BV) Qo) ayy — 0

commute pour tous ouverts V' C U. Ainsi on obtient des morphismes de préfaisceaux qui induisent des
morphismes sur les faisceaux associés. D’oul le résultat suivant.

Proposition 11. Soit 0 : A — B un morphisme de faisceauzr d’anneauzr sur X. On a une suite exacte
naturelle » .
BE") g BB ¢ BA) = BB — Qf , — 0

Autrement dit Q"/A est le conoyau de application U.

Corollaire 7. Soit f : X — Y wune application continue entre espaces topologiques et 6 : B — A un
morphisme de faisceauxr d’anneaux sur'Y. On a une identification canonique

FUy A~ Qg

et sous cette identification d}Lle/ffl.A = f_ldg/A.
En particulier si z € X =Y, en considérant l’injection {x} — X on obtient l’isomorphisme canonique

(QE/A) ~ QR 4,
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Démonstration. Le foncteur f~! est exact donc la suite
BB g BBxB) g gA) Y, pB) __, Qg —0
induit une suite exacte
-1 (B (BxB) W\ S 1 (a(B) —101
;7 (BB @ BEB @ g ) L%yt (BE)) — 0y, — 0
Sous les identifications
= (B(B"Jrl) o BBxB) g B(A)) _ (f—1B)(f7113n+1) o (f_llg)(f—lzsxfﬂg) o (f—lB)(fflA)

et
fa (B(B)) — (f—llg)(f’ll?)

on remarque que f _1Qg /A €t Q?,l B/ f-1.4 SONt conoyaux de la méme application, donc sont canoniquement
isomorphes. D’ou le diagramme commutatif

i ip/p1a

£ (59)

™~
7 (%)

et en composant avec inclusion 1B —s =1 (B®)) on aboutit au diagramme commutatif
p g

Q

n
dfflg/f—lA /

f—lB f—l (B(B))

77 (%)

n
f1B/fTA

Avec une preuve similaire on a un autre corollaire.

Corollaire 8. Soit § : B — A un morphisme de faisceaux d’anneaux sur X. Pour tout ouvert U on a une
identification canonique ((Qg/A) v’ (dg/A)W) ~ (leU/-A\U’dg\U/A\U>.

Définition 6. Soit (f, f7#): (X,O0x) — (Y,Oy) un morphisme d’espace annelés.

Si F est un faisceau de Ox-modules, une Y -dérivation d’ordre n de Ox sur F est est une f~1Oy-
dérivation, c’est-a-dire une dérivation pour le morphisme f~1Oy — f~1f.Ox — Ox. On note Dergf)(OX, F)
le faisceau (de Ox-modules) des Y -dérivations d’ordre n de Ox sur F.

Le faisceau des formes différentielles de X sur Y est le faisceau Q?(/Y = ng/f,loy munit de la
dérivation d}/y =doy /10y -
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Théoréme 7. Soit f : X — Y un morphisme de schémas. Si U C X et V C Y sont des ouverts affines
tels que f(U) C V alors il existe un isomorphisme de Oy-modules (Q}/Y)IU ~ Q"o (U)/0y (v) compatible
avec les dérivations.

En particulier Q7% /y est un faisceau quasi-cohérent de Ox-modules. Pour prouver ce théoréme on aura
besoin du lemme suivant :

Lemme 6. Soit f : X = Spec(B) — Y = Spec(A) un morphisme de schémas affines et F un faisceau de
Ox -modules. On a une bijection

Der\"(Ox,F) — Der'? (B, F(X))
d — dX

Démonstration. Dans un premier remarquons que Y est un ouvert contenant f(X) et donc on a un morphisme
A= 0y(Y) — f7lOy(X). Une f~1O0y(X)-dérivation d’ordre n de B sur F(X) est donc aussi une A-
dérivation d’ordre n. En fait, la composition A — =10y (X) — Ox(X) = B n’est rien d’autre que le
morphisme fff .

Soient d,d’ € DerglI )((’)XJ:) telles que dx = d%. Pour montrer que d = d’ il suffit de vérifier que
dpz) = d’D(w) pour tout z € B, ce qui est bien le cas car :

(_1)nx(n+l)de(w) (;7) B (Zn:(_l)r (n:— l)xrkdx(xk("—r)a)>

r=0 |D ()
" 1
- (Z(—w("j )mww-ﬂa))
r=0 |D ()

n,.(n+ l a
pour tout - € B,.

Réciproquement si § € Dera(B, M) (ie ¢ est une f#—dérivation), alors pour tout z € B il existe une
unique A-dérivation B, — F(X) qui prolonge ¢ et en composant avec le morphisme de restriction on
obtient une A-dérivation dpy) : B, — F(D(x)). Si D(x) C D(y) on a un diagramme

dp(y)

F(D(y))

N,
|

F(D(x))
sur lequel tous les triangles sont commutatifs par unicité des prolongements de §, et donc ce diagramme
commute. De ce fait, les dp(,) induisent un morphisme morphisme de faisceaux de groupes abéliens d :
Ox — F.

Notons 0 : f71Oy — Ox. Comme X et Y sont affines on a f(p) = (f#)*l(p) pour tout p € Y, donc
le morphisme 6, : (f~'Oy), = Oy ) = Ay — Ox,p, = By est en fait le morphisme induit par f;f par
localisation. On vérifie que d, coincide avec la dérivation B, — F, induite par d, ce qui fait de d une
f~1Oy-dérivation telle que dx = 4. O

dp ()

Démonstration. Ona (f~'Oy) v = f|Z;10V donc (Q}/Y)W = (Q%X/ffloy)lU s’identifie 8 Q7 = qu/fflov
U

(cf. Corollaire 8). On va montrer que €27} 1, est isomorphe a ﬁﬁB/A, ou B=0x(U) et A= 0Oy (V). Comme
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U et V sont affines, on a des bijections

Homp(B, F(X)) — Homo, (Oy,F) Dery (B, F(X)) +— Dery(Ou,F)
U > U d — d
Soient F un faisceau de Opy-modules et d : Oy — F une V-dérivation. Par propriété universelle de
Q%/A il existe une unique application A-linéaire ¢ : B — F(U) telle que podp;s = dy. Onad = @;EB//A,
or ((ZoJB/A)U =y o (CTB/A)U = @odg/a =dy doncd = go JB/A. Si 6 € Homp,, (Oy, F) vérifie aussi
d=20 OEZVB/A alors on a 0y odp,4 = dy, donc Oy = ¢ et par conséquent ¢ = 6. On a montré que f)TLB/A

munit de la dérivation d, B/A Vérifie la méme propriété universelle que Q%] v ce qui termine la preuve.
O

Théoréme 8. Soient f: X — Y un morphisme de schémas, A : X — X Xy X le morphisme diagonale
et p,q: X xy X — X les projections respectivement sur le premier et le second facteur. On note W le plus
grand ouvert de X Xy X contenant A(X) et T le faisceau d’idéaux quasi-cohérent définissant A(X) comme
un sous-schéma fermé de W. Alors

Sy = AT/

Démonstration. T est un faisceau quasi-cohérent sur W donc il en va de méme pour Z"*! et Z/Z"H!, ainsi
A*(Z/Z™*1) est un faisceau quasi-cohérent sur X. Soient U C X et V C Y des ouverts affines tels que
f(U) C V,on note B = 0Ox(U) et A= Oy(V). U xy U est alors un ouvert affine contenant A(U) et

isomorphe a Spec(B ® 4 B), et sous cette identification le morphismes Aﬁva devient

B®aB — B
TR®Y +——> 1Y
Drapres la deuxiéme construction de 7% ,, on a un isomorphisme QF , ~ (U xv U))Z(U xy U)? ~
(Z/Z" ) (U xy U) (le second isomorphisme est dii au fait que Z est quasi-cohérent). Finalement

ANZ/T ) = (@/TT U xv ) @04y wxy 1) Ox(U)) ™ = (Qp/a®@Be.BB) ™ ~ Qg4 ~ QO ~ (Vv v
O
La propriété suivante résulte des propriétés montrées auparavant dans le cas des anneaux.
Proposition 12. Soit f: X — Y un morphisme de schémas.
1. S1Y' est unY-schéma et X' = X xy Y’ alors
QT)L(/Y = (pl)*Q;L(’/Y’
avec p' : X' — X la projection sur le premier facteur.

2. Si X' est un autre Y -schéma alors on a un isomorphisme
Qﬁ(XYX, ~p XY @ (p’)*Qﬁc,/y
ot p est la projection sur X et p' est la projection sur X'.
3. Si'Y est un Z-schéma alors on a une suite exacte
)y — Qg — Uy — 0
4. Si Z est un sous-schéma fermé de X et J est le faisceau d’idéaur quasi-cohérent définissant Z, on a

une suite exacte
T/T? — Qx)y ®ox Oz — Q) —0

Exemple Dans [6] (théoréme 8.13) on pourra retrouver la preuve du résultat suivant : Si A est un anneau
et Y = Spec(A) et X = P’ alors on a une suite exacte

0— Qk/y — (Ox(-1)"" — Ox — 0
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4 Normalité des hypersurfaces

4.1 Quelques rappels d’algébre commutative

On donne ici quelques définitions et propriétés d’algébres commutative concernant la normalité des an-
neaux. Pour plus de détails on pourra notamment consulter [2] , [8] et [12].

Définition 7. Un élément x € B est dit entier sur A s%l existe un polynéme unitaire P € A[X] tel que
P(xz) = 0. Si tous les éléments de B sont entiers sur A on dit que la A-algébre B est finie.

On peut caractériser les éléments entiers de la maniére suivante :

Proposition 13. Soit x € B, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. x est entier sur A
2. Il existe x1,- -+ ,x, € B tels que Alz] = Ax;
3. Il existe un Alz]-module fidéle (ie le morphisme A[b] — End(M) est injectif).

Démonstration. [2], chap. V, théoréme 1 O

On peut montrer que ’ensemble des éléments entiers de B sur A est une sous-algébre de A (cf. [2] chap.V
Corollaire 1 de la proposition 4). Cet anneau s’appelle la fermeture intégrale de A dans B. Lorsque A est
intégre et B = K(A) est le corps des fractions de A, la fermeture intégrale de A dans K(A) est appelé la
cloture intégrale de A, on la note souvent A.

Définition 8. On dit quun anneau A est normal (ou intégralement clos) s’il est intégre et est égal a sa
cloture intégrale (A= A).

Par exemple Z est intégralement clos, plus généralement tout anneau principal intégralement clos (cf. [2]

chap. 5 proposition 10). Un exemple d’anneau non intégralement clos est Z[/5] car ¢ = % € Q[v5]\Z[V5]
vérifie p? = ¢ + 1. On peut également vérifier que si A est normal alors A[X] et A[[X]] sont intégralement
clos (cf. [2] chap. V corollaire 3 de la proposition 13).

Proposition 14. Soit A un anneau intégre et S une partie multiplicative ne contenant pas 0. On a S~1A =
S—1A.

En particulier si A est normal alors ST1A est normal.

O

Démonstration. [2]|, chap. V, proposition 16 et son corollaire 1.

Théoréme 9. Soit A un anneau intégre. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est normal
2. S71A est normal pour toute partie multiplicative S C A ne contenant pas 0
3. A, est normal pour tout idéal premier p

4. An est normal pour tout idéal mazimal m
Démonstration. [2], chap. V, corollaire 3 de la proposition 16. O

Définition 9. Un anneau local (A, m) est dit régulier si dimgryn(A) = dim 4/, (m/m?).
Un anneau A est dit régulier s’il est noethérien et si pour tout idéal premier p l’anneau local A, est
régulier.

Proposition 15. Un anneau régulier est normal.
Si A est un anneav normal et p est un idéal premier de hauteur 1 alors Ay est un anneau local régulier,

A= () 4

pESpec(A)
ht(p)=1

et
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Démonstration. [8], théorémes 11.5 (et 11.2) et 19.4. O

Définition 10. Soit M un A-module. Un idéal premier p C A est dit associé a M s’il existe un m € M tel
quep=ann(m) ={a € A:am=0,Ym € M}.

On peut montrer que si M est un A-module non nul sur un anneau noethérien, alors il existe toujours
un idéal associé a M.

Proposition 16. Soient k un corps, A = k[X1, -+, X, p un idéal premier de A, f € A irréductible et
R=(B/(f)ps)- Onnotec={r e R: 7R C R}, Q C R un idéal associé¢ a ¢ et (¢: Q) = {h € R: hQ C c}.
Alors Rg n'est pas normal et il existe un g € (¢ : Q)R \ Rq.

Démonstration. [1], lemme 4.5. O

4.2 Matrice Jacobienne et critére de Jacobi

On reprend les méme notations que dans la partie 2.3, on fixe J = (f1,---,fr) un idéal de A =
k[X1, -+ ,X,] et on pose B = A/J. D’aprés la proposition 6 on a une suite exacte

0—0 — Q) ®B—Q%, —0

ou O est le B-module engendré par I'image de 'application canonique J/J"*1 — QZ/I@ ®4 B. On va en
donner une description. Pour tout 7 compris entre 1 et r et tout S € N° on note

Fﬁi) = (d(x))Pd(f;) € Q% /k

En utilisant le fait que (d(X))* =0si |a| > n (o € N®) et que 6,(f) = %g;li si « € N° et §, = 0 sinon,
on obtient

B = Y 0@ = Y s ptfadr = Y 2w
agLs 1<]al<n I<|al<n
B, BFa

11 est bon de noter que Féi) = > d.(fi)[d(X)* =d(f:) et que F/gi) dés que |B| > n, ainsi la famille

1<|a|<n
qui va nous intéresser est (F/gl)) 1<i<r qui est de cardinal r("_i“).
0<|B|<n—1 ‘
Proposition 17. O est le B-module engendré par les F(i), ot i parcourt {1,--- ,r} et f € N° vérifie

0<|8l<n—1.

Démonstration. On va d’abord montrer que I'image du morphisme .J/J?*! — fo‘/k ®4 B coincide avec

lensemble E = {Z d(g)d(f) @1 +d(fi) ®Gi: 91, ,9r € A}, ol onanotteg =g+J € B/J. En
i=1

remarquant que (1® (fg) — (fg)@1) =1 f—fR1)(1Rg—g1)+ f(1Rg—g1)+9(1Q f—f®1)
on aboutit a l'égalité

d(fg) = d(f)d(g) + fd(g) + gd(f)

pour tous f,g € A. Soit w € Q’}Uk ®4 B, on a les équivalences :

w € Im (J/JvH — Q%) =391, 9 GA,w:Zd(figi)(@l
i=1

g1, 0 € Aw =Y d(fi)d(g:) ® 1+ (g:d(fi) @ 1+ (fid(g:)) @ 1

=1

= 3g1, g € Aw = d(f)d(g:) ®1+d(f;) @7

i=1
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car f; = 0, d’ou I’égalité souhaité.
Orsige Aona

= > dalg = > Sa(g)d(X)d(f) = > balg

1<|a|<n 1<|al<n 1<|al<n

puisque (1@ X - X @)1 fi—fi®l) e IZ‘/"kl des lors que |a| = n. Donc :

d(g)d(fi) @ 1+d(f)@g= > 6bulg) (FP@1)+g-(Fje1)

1<|al<n

On a montré que O C ((Fél)) 1<i<r )B- Réciproquement on a vu que la famille (d(X%))i1<|qaj<n est une

0<[Bl<n—1
A-base de 7} ;. on écrit alors dX)P = 3 gapdX®) et alors
1<fal<n
Fe1=d XOd(f;) @ 1+d(fi) ® X — X2 -d(f;) @1
®1=d(f;)(d = Y Tap- (AXNd(f) @ 1+d(fi) @ (fi)®1)
1<]a|<n

Comme d(X*)d(f;) ® 1 +d(f;) ® X* et d(f;) ® 1 sont dans I'image du morphisme J/J"!1 —s Q) ®aB

on conclut que F [gi) € 9, ce qui termine la preuve. O

Ce résultat combiné avec la suite exacte précédente et le fait que ((d(X))*)1<|a|<n forme une base de
QR /i, ous donne des isomorphismes de B-modules

Wy p = QA//NXU\B/ > B-(Fﬁ(i)®1): D B'(d(X))a/ > B'Fﬁ(i)

1<i<r 1<|a|<n 1<i<r
0<|B|<n—1 0<|B8|<n—1

Définition 11. On pose M = (”_;+‘9) et N = (”‘S"g) — 1 et on ordonne N* avec le méme ordre total qu’a la
fin de la partie 2.3.

On note Jacy,(fi) = (da—p(fi))i<jaj<n € Mu,n(A) la matrice dont les lignes sont les F[gi) vus comme
0<[BI<n
des éléments de AN par le choiz de la base ((d(X))™)1<|a|<n-
On pose

Jac, (f1)
Jacn(f1,--- 5 fr) = : € Myu,n(A)
Jacy, (fr)

Cette matrice est appelée la matrice Jacobienne d’ordre n de f1,--- , fr.

Remarque Si 'on identifie 2 L/k ®4 B avec BY et que 'on regarde 7 =* Jac,(f1,-- , f) comme une

application B-linéaire de B™ dans B", alors l'image de cette application est engendrée par les F . On
obtient ainsi une présentation de Q7% /K-

BM L BN —Qp, — 0
Remarque On suppose ici que r = 1 et que f = f;. Soient o, 5 € N*, on note ¢; € NS le multi-indice
dont le j-éme coefficient vaut 1 (1 < j < s). Si @ = f + ¢; alors da—p(f) = 0, (f) = 8X . En particulier
sif=(0,---,0,£—1) (1 <£<n)et|a] =/ alors ou bien @ =  + ¢; pour un certain j, et dans ce cas
da—p(f) = %, sinon 8 £ a et donc d,—g(f) = 0.
J

On affirme que si o < 5+ €3 alors do—p(f) = 0. En effet ’hypothése implique que 5+ e; £ «, on est
donc dans I'un des deux cas suivant : soit 3; > «a; pour un i # 1, soit 81 +1 > 1. Si §; > «; avec i # 1
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alors d,—g(f) = 0. On suppose désormais que o; = 3; si ¢ # 1, et donc 1 +1 > a, ie f1 < ay. Il n’est donc
pas possible que |a| = |8+ e1] = |8] + 1. Or par hypothése oo < 8+ ey, par conséquent |a| < |3+ 1 et il suit
que o < et que do—p(f) =0.

On a ainsi montré que la matrice Jac, (f) est échelonnée et a pour pivot 867){1'

Exemples Sin=1on a
Ofi
Jac(f) = (an>1<i<r

1<j<s

Pour illustrer on peut prendre f = 2® — y? € k[X,Y], pour n = 1,2 on obtient les matrices

3X2 —2Y 3X 0 -2
(3x% -2v) ; 0 0 3X> —2Y 0
0 0 0 3X2 -2y

Le résultat concernant la normalité que ’on va montrer s’appuie essentiellement sur le critére de Jacobi :

Théoréme 10. Soient k un corps parfait J = (f1,---, fr) un idéal de A = k[X1,--- , X] et p,q deux idéaux
premier tels que J C q C p et q est minimal parmi les idéaux premiers compris entre J et p. On pose
B=A/J etR= By, . Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La matrice Jaci(f1, -+, fr) mod p € M, (B/p) est de rang ht(q)
2. R est un anneau local régulier
3. Q}%/k est un R-module libre de rang r — ht(q)

Démonstration. (8], théoréme 30.3 et la remarque qui le suit. O

On suppose désormais, et jusqu’a la fin de ce mémoire, que k est un corps parfait, A = k[Xy, -, X,],
[ € Aest irréductible, B = A/(f), p est un idéal premier contenant f et R = By (). Dans ce cadre le critére
de Jacobi s’énonce de la sorte :

Corollaire 9. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. La matrice Jac1(f) mod p est de rang 1
2. R est un anneau local régulier

3. Q}%/k est un R-module libre de rang r — 1
L’équivalence entre les deux premiers poins se généralise pour la matrice Jacobienne d’ordre n.

Proposition 18 (Critére de Jacobi d’ordre n). R est un anneau local régulier si et seulement si le rang de
la matrice Jac,(f) mod p vaut M.

Démonstration. Si R est un anneau local régulier alors Jacy(f) mod p est de rang 1 par le critére de Jacobi,

on peut donc supposer sans perte que 88—)?1 ¢ p. Or on a vu dans la remarque précédente que Jac, (f) a est
échelonnée et a pour pivot 68—){1. Il suit que le rang de Jac,(f) mod p vaut M.
Supposons que Jac,, (f) mod pest derang M. Soit 8 = (0,--- ,n—1),onaFg= > Jo_p(f)(d(X))* =
1<]a|<n
n
S BL (d(X))P+es. Ainsi, la derniére ligne de Jac,, (f) contient un élément qui n’appartient pas a p. On choi-

£~ 0X;
Jj=1

sit un indice 1 < i < r tel que % ¢ p et par le critére de Jacobi on conclut que R est un anneau local

régulier. O

Pour finir on a ce lemme :

Lemme 7. Les Fg sont A-linéairement indépendants.

Démonstration. Comme f est irréductible I'une de ses dérivées partielles % est non nulle, sans perte on
J

suppose que j = 1. La matrice Jac, (f) étant échelonnée de pivot ;Tf elle est donc de rang M. Or les lignes
de cette matrice sont les Fg, par conséquent les Fig sont A-linéairement indépendants. O
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4.3 Lien entre la normalité de R et la torsion de Q}%/k

Soulignons qu’on a des isomorphismes de R-modules canoniques (on rappel que R = By, /5y = (A[X1, -, X]/()p/(p)

O, U ©p R~ (Qﬁ;/k@@AB)/ > B (F;®1)| ®pR
0<|B|<n—1

:(Qﬁ/k ®AR)/ Z R-(Fp®1)

0<|B|<n—1

Si > (d(X))*®aq € Q) ), ®a R on notera [ > (d(X))* ® aq | sa classe d’équivalence dans Q% /i
1<jal<n 1<jal<n

Mentionnons également que si K désigne le corps des fractions de B alors 27 /K ©A B s’injecte dans
Q% ), ® K car 0, est un A-module libre.

La preuve du résultat suivant est due a Barajas et Duarte ([1], 4.3).

Théoréme 11. Soient k un corps parfait, A = k[X1, -, Xs], p un idéal premier de A et f € p supposé
irréductible. On pose B = A/(f) et R = By(y).

R est normal si et seulement si (g /3 )tors = 0

Démonstration. On suppose d’abord que R est normal. Soit w = [ > (d(X)*®aa| € (Vg )tors et

1<]al<n

h € R\ {0} tel que hw = 0. I existe des bg € R (0 < || < n — 1) tels que

he Y (X)) ®an= Y  Fzeb

1<[al<n 0<|B|<n—1
Comme R est normal, on rappel que R = N Rg. On va montrer que pour tout idéal premier @@ C R
QESpec(R)
ht(Q)=1
de hauteur 1 on a bf € R, ainsi on aura montré que bhi €Retque Y, (d(X))*®as= > Fg@%,
1<]al<n 0<|Bl<n—1

donc w = 0.

Prenons donc @ C R un idéal premier de hauteur 1. On a Fg ®@bg = Y, (d(X))* ® (da—p(f)bs), or
1<[al<n
les (d(X))*®1 (1 < |a| < n) forment une R-base de )/, ®a R, ce qui nous donne I'égalité dans R

> ba—p(f)bs =haa,Ya €N, 1< |a| <n
0<|Bl<n—1

ce que l'on peut réécrire
tJacn (f)(bg)o<|g1<n—1 = (haa)1<|a|<n

ou on identifie Jac, (f) avec la matrice de Ms n(R) qu'elle induit.

Q est un idéal premier de R = By 5y = (A/(f))p/(s), il existe donc un idéal ¢ C A compris entre (f) et p
tel que Rg = By/(y). De plus R est normal, donc Rq aussi, et ht(Q) = 1, ainsi R = By/(y) est un anneau
local régulier. Par le critére de Jacobi d’ordre n, on sait que Jac, (f) mod q est de rang M. Par conséquent
il existe une sous-matrice L de Jac, (f) de taille M telle que det(L) ¢ q. L est donc inversible dans A et
L=t = dei U ot U € My n(A). Finalement on conclut qu’il existe des cg € R (obtenus en choisissant les

les bon a, et en leur appliquant *U) tels que bf = 12> € Rg pour tout € N, 0 < || <n—1.

Réciproquement on suppose que R n’est pas normal. On note R sa cloture intégrale. On note ¢ = {r €
R:rR C R} et on prend Q C R un idéal associé a ¢ et on note (¢: Q) ={h € R: hQ C c}.
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L’anneau local Rg n’est pas normal, donc n’est pas régulier. Il existe un idéal premier q compris entre
(f) et p tel que Rg = Byq/(s). D’aprés le critére de Jacobi d’ordre n, la matrice Jac,(f) mod q est de rang
strictement inférieur & M. Comme A/q est intégre le noyau de *Jac,(f) mod g est non trivial. On choisit
alors des (ag)o<|gj<n—1 € A tels que “Jac, (f)(ag) € q avec ag, ¢ q pour au certain fy. Autrement dit pour
tout e N, 0<|B|<n—1:

Z aﬁaa—ﬁ(f) €q

1<]a|<n

On pose bg = %(f) € R, notons que bg, ¢ Q car ag, € q. On sait qu'il existe g € (¢ : Q)R tel que
g ¢ Ro. Remarquons que

9 >, Fs®bg=g Y D> Sas(HAX)™ | ®bs

0<|B|<n—1 0<|8]<n—1 \1<|al<n

=0 > | X astass(NE)) | @1 €9Q (U 04 R)

1<|al<n \0<|Bl<n—1
Or par construction g@Q C ¢R C R, donc

9 Y. FyabseQ),®aR
0<|B|<n—1

et comme les (d(X))* ® 1 forment une R-base de 7} ; @4 R, on peut écrire

g Y, Fpobg= ) (X)) @u,

0<|Bl<n—1 1<]al<n

pour des u, € R. Si on écrit g = % avec k,h € Ret h # 0 on a donc

hi > @X)*@ua| =k| Y Fzbs| =0

1<]al<n 0<|B|<n—1

Par I’absurde supposons que (Q?z/k) =0.Puisque h #0ona | > (d(X))*®uq| =0 eton peut
tors 1<]la|<n

choisir des vg € R tels que

Yo @X) @ua= >, Fz®up

1<]al<n 0<|Bl<n—1

Il en découle I’égalité

Y Fzekbg= > Fzohug
0<|p|<n—1 0<|8|<n—1

On a vu que les Fg sont A-linéairement indépendant, donc les Fg ® 1 sont R-linéairement indépendants.

Ainsi on conclut que kbg = hvg pour tout 8 € N°,0 < |5]| < n — 1. En particulier g = % = Z% € R, ce qui
0

est une contradiction. O
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