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Introduction

Le but de ce mémoire est de prouver le théoréeme de CHATELET :

Soit X une k-variété de Severi-Brauer de dimension 7. Alors les assertions sui-

vantes sont équivalentes :
(1) X=PL
(2) X estbirationnelle a IPI’Z.
3) Xk # @.

On commencera par définir des notions de base, comme les k-variétés, les
points rationnels d'une k-variété, les applications rationnelles et les variétés pro-
jectives.

Pour cela, on prouvera le théoreme de LANG-NISHIMURA qui donne I'existence
d’un point rationnel pour une k-variété projective et réguliere.

Par la suite, on introduira la cohomologie des groupes dans le cas non commu-
tatif et plus particulierement, la cohomologie galoisienne. Cela servira a classifier
les formes d’une k-variété projective.

Enfin, le dernier outil pour prouver le théoreme de CHATELET, est le fameux

théoréme 90 de HILBERT dans sa forme la plus générale :

Soit K/k une extension galoisienne quelconque, alors

vneN*, H! (Gal (K/k),GL,(K)) = 1.
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1 RAPPELS

Dans toute la suite k désigne un corps quelconque.

1.1 Définitions des k-variétés

Commencons par établir quelques définitions de base qui nous serviront tout

au long de ce mémoire.

Ainsi, on définit les objets centraux qui nous intéresseront pour ce mémoire,

a savoir les k-variétés. On appelle k-variété, tout k-schéma séparé, integre et de
type fini. Définissons précisément ces trois termes :

— séparé : un k-schéma X est dit séparé si son morphisme structural 7y :
X — Spec (k) est séparé; c’est a dire que son morphisme diagonal associé,
A: X — X x X induit par (Idx,Idx) est une immersion fermée. Ce qui
signifie que A induit un homéomorphisme de X sur un fermé de X x X et
que son morphisme de faisceaux associé est surjectif.

— integre : un k-schéma X est dit integre s'il est irréductible et que pour
tout x € X, I'anneau local G, est réduit. Si un schéma vérifie la derniere
condition, on dit que le schéma est réduit.

— de type fini : un k-schéma X est dit de type fini si son espace topologique
induit est quasi-compact et si pour tout ouvert affine U de X, I'(U,0%) est
une k-algebre de type fini. Comme les corps sont noethériens, alors toute
section I'(U,0x) est une k-algébre noethérienne, ou U est un ouvert affine.
Dans un cadre général, si un schéma vérifie cette condition alors, on dit
que le schéma est noethérien.

Dans la littérature, la définition d’'une k-variété omet souvent I'intégrité du



k-schéma. On a donc, ici, fait le choix qu'une k-variété soit toujours integre.

1.2 Extension du corps de base

Si X est un k-variété et que K est une extension du corps k, alors on peut obte-
nir une K-variété a partir de X par le produit fibré X xj K. On appelle ce foncteur
entre la catégorie des k-variétés vers la catégorie des K-variétés, extension du

corps de base. On note Xk, la K-variété X x K.

1.3 Régularité

On définit maintenant le concept de variétés réguliéres. Si X est une k-variété
et x € X. On dit que x est régulier si 'anneau local Oy, est régulier, c’est a dire,
dimy () My / mfc =dimOy . On dira que X est réguliere si tous les points de X sont

réguliers. Les points qui ne sont pas réguliers sont dits singuliers.

1.4 K-points et corps des fonctions

Tout d’abord, on rappelle la définition d'un K-point, d'une k-variété ou K/k
est une extension de corps. Ainsi, on appelle K-point d'une k-variété X, tout k-
morphisme dans Homg(Spec (K),X). On note X (K), '’ensemble des K-points de
X. De plus, on appelle les k-points de X, les points rationnels de X. Grace a la

bijection suivante :
Homy (Spec (K), X) = Homy (I'(X,0),K),

on peut considérer les K-points comme étant les morphismes de k-algebres de la
section globale vers le corps K.

Dans le cas de k-variétés, on peut caractériser les K-points avec un élément de
X et une injection de corps. Pour cela, on définit au préalable le corps résiduel
en un point. Si X est une k-variété et x un de ses éléments. On appelle corps

résiduel en x le corps 6X,x/mx, ol m, estl'idéal maximal de I’anneau local Oy .



On note ce corps x (x). Maintenant, on peut énoncer la proposition suivante, qui

caractérise les K-points.

PROPOSITION 1.1. — Soit X un k-schéma et K/k une extension de corps. Se
donner un K-point sur X est équivalent a se donner un point x de X et un k-

morphisme de corps de x(x) vers K.

PREUVE : Considérons un K-point sur X, f : Spec(K) — X. Comme K est un
corps, Spec (K) ne posséde qu'un seul élément (0). Posons alors x I'image par f de
(0). Par ailleurs, on a aussi le morphisme de faisceaux associé a f, f*: f~'0x —
Ospecx)- On obtient alors un morphisme induit sur les germes : f&";) :0x,f0) —
Ospec(x),0)- Ainsi, on ale morphisme de k-algebres suivant f(’é) :0x » — K. Comme
[, estlocal et que (0) est 'unique idéal maximal de K, Ker f§ =m,. Il vient alors
le k-morphisme de corps x(x) — K.

Réciproquement, considérons un élément x € X et un k-morphisme ¢ : k (x) —
K. Construisons, maintenant, (f, f*) : (Spec (K),Ospeca) — (X,0x), un morphisme
de k-schémas. On définit f : Spec (K) — X par f(0) = x. Pour f*, on définit des
morphismes de k-algebres fg :I'(U,0x) — F(f_l(U),@spec(K)) pour U ouvert
de X. Soit U un ouvert de X, si x ¢ U, alors f~!(U) = ¢ donc Ospecao (@) = 0
d’ou f[ﬁ est le morphisme de k-algébres nul. Si x € U, alors f~!(U) = (0) donc

Ospecx) (0) = K. Ainsi, on définit fg :I'(U,0x) — K de la maniere suivante :

ru,cx) — Oxx — xx) — K

S — Sy > 7(sx) —— @om(sy).

Par conséquent, on a bien défini un morphisme de faisceaux. Il reste a montrer
que les applications induites sur les germes sont des morphismes locaux. Soit
y € X alors, si y # x, on obtient le morphisme nul f)’f qui est bien local. Maintenant,
si y = x, on constate que 'application induite sur les germes f7 est p o7 et que
son noyau est my, ce qui implique que f# est un morphisme de k-algebres locales.

En somme, le couple (f,f #) est bien un morphisme de k-schémas. O
De ce résultat, on peut en déduire une caractérisation des points rationnels.

COROLLAIRE 1.2. — Lensemble des k-points de X s’identifie a 'ensemble des

éléments de X de corps résiduel k.



Dans des espaces topologiques, il peut exister un ou plusieurs points distin-
gués que I'on appelle points génériques. Ces points sont les éléments qui sont

denses dans leur espace. Dans les k-variétés, un tel point existe et est unique :

PROPOSITION 1.3. — Soit X un schéma irréductible. Alors I'espace topolo-

gique induit par X contient un unique point générique.

PREUVE : Si X = Spec(A) estirréductible alors on sait que X possede un unique
point générique qui est 'unique idéal premier minimal de A a savoir son nilra-
dical. Si X est un schéma irréductible quelconque, un point générique doit, en
particulier, étre dans tout ouvert affine non vide de X car ce point est dense. Par
conséquent, cela prouve I'unicité de ce point.

Montrons a présent son existence. Si U = Spec (A) est un ouvert affine non
vide (donc irréductible) de X dont on note 7 le point générique. Alors, tout ouvert
non vide V de X vérifie UnV # @ (car X est irréductible) donc U NV contient 7,
vu que c’est un ouvert non vide de U. Ainsi {n} rencontre tout ouvert de X ce qui

montre que {1} est dense dans X, d’ol1  est un point générique de X. O

Ce point est tres particulier, car 'anneau local des germes en ce point est un

corps.

PROPOSITION 1.4. — Soit X un schéma integre, alors si 7 est le point générique
de X, I'anneau Oy, est un corps. De plus, ce corps est le corps des fractions de

I'(U,0x) pour tout ouvert affine non vide U de X.

PREUVE : Soit X un schéma inteégre. On vient de voir que le point générique 1 de
X est aussi le point générique d'un ouvert affine U = Spec (A). Par intégrité de X
on obtient I'intégrité de I'(U,0x) = A. Par conséquent, 1 = (0) et Ox , = Oy, o) =
A = Frac(A). O

On appelle ce corps, le corps des fonctions de X. On le note «(X). Par ailleurs,
Ox, étant un corps, son idéal maximal est I'idéal nul, donc on a I’égalité : x (X) =
x(n).

Maintenant que I’on a défini le corps des fonctions d’une k-variété, on peut
définir une relation d’équivalence sur les k-variétés. On dit que deux k-variétés

sont birationnelles si leur corps des fonctions sont k-isomorphes.
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1.5 Applications rationnelles

Dans cette partie, on posera plusieurs définitions concernant les applications
rationnelles entre deux k-variétés. Une application rationnelle étant une classe
d’équivalence d’une certaine relation, on commence donc par définir cette rela-
tion d’équivalence.

Soit X et Y deux k-variétés, U et V deux sous-schémas ouverts denses de X, ¢
et v deux k-morphismes de X vers Y. On dit que les couples (U,¢) et (V,y) sont
équivalents s’il existe W < U NV un sous-schéma ouvert dense de X tel que ¢ =
ww. Une classe d’équivalence d’'un tel couple (U,¢) est appelée application
rationnelle. On les note ainsi : X --» Y. Cette définition est équivalente avec la
suivante [POO, 3.6.1] :

(X--» Y}::li_r)nHomk(U,Y). (1.1)
U

On peut ainsi définir le domaine de définition d’'une application rationnelle
comme étant la réunion de tous les sous-schémas ouverts denses parcourant
la classe d’équivalence. Cette définition est utile car elle permet d’obtenir un
représentant canonique d'une application rationnelle. En effet, si W est le domaine
de définition d'une application rationnelle X --+ Y, oit X et Y sont deux k-variétés.
Alors, il existe un unique morphisme ¢ : W — Y tel que (W,¢) appartienne a la
classe d’équivalence, [POO, 3.6.3].

Avant d’aborder la notion d’application birationnelle, il manque la notion
d’application rationnelle dominante. On dit d'une application rationnelle qu’elle
est dominante s’il existe un représentant (U,¢) tel que ¢(U) est dense dans Y.
Dans cette définition, on aurait pu remplacer «il existe » par « pour tout », [POO,
3.6.6].

Ainsi, on peut parler d’applications birationnelles. Dans la catégorie ayant
pour objets les k-variétés et pour morphismes, les applications rationnelles domi-
nantes, les isomorphismes sont appelés applications birationnelles. Le fait suivant,
justifie la définition de k-variétés birationnelles. Le foncteur X — «x (X) entre la
catégorie des k-variétés munie des applications rationnelles dominantes et la

catégorie opposée des extensions de type fini de k munie des morphismes de



k-algebres est une équivalence de catégories, [HAR;, 1.4.4]. Ainsi, on a bien, deux
k-variétés X et Y sont birationnelles si, et seulement si, il existe une application
birationnelle X --» Y. De plus, on rappelle un résultat connu qui nous servira

dans la preuve du théoréme de CHATELET :

Soit X et Y deux k-variétés. Alors, X et Y sont birationnelles si, et seulement si,

il existe un ouvert U de X etun ouvertV deY tel que U soitisomorpheaV.

1.6 Variétés projectives

Dans ce mémoire, un certain type de k-variétés nous intéressera, celui des
k-variétés projectives qui sont bien des k-variétés selon la définition énoncée
dans la premiére partie.

Avant toute chose, on rappelle quelques notations. Soit B = @ ;¢ Bz un an-
neau gradué. On note Proj (B) '’ensemble des idéaux premiers homogenes de B
qui ne contiennent pas By := @ ;.9 Bg. Les ouverts principaux de Proj (B) sont les
D, (f) ={p € Proj(B), f ¢p}, ou f estun élément homogene de B. Les D, (f), avec
f de degré strictement positif, forment une base de la topologie correspondante.
Si p est un idéal premier homogene, alors on note B, 'ensemble des éléments
homogeénes de degré zéro dans le localisé de B par rapport aux éléments homo-
genes non dans p, c’est a dire, les éléments de la forme £, avec a,b homogenes
de méme degré et b ¢ p. Si f est un élément homogene de B, alors on note By le
sous-anneau de By constitué des éléments homogenes de degré zéro, oul'on a
gradué B par la formule deg (x/ f*) := deg(x)— k deg(f). Ainsi, B est]’ensemble
des a/ N, avec a homogene de degré N deg().

On peut décrire les k-variétés projectives comme suit [HARy, 1.24,1.25] : une
k-variété projective est un k-schéma de la forme Proj (klxo,- -+ ,x,]/p), ol p est un
idéal homogene premier et muni d'un faisceau O tel que Oy ~ (lc[xo, .- ,xn]/p)(q)
etO (D4 (f)) = (klxo, - ,xn1/p) ()- Par ailleurs, I'espace projectif Proj (k[xo, - ,n]),
que 'on note P}, est recouvert par les ouverts affines D (x;) et la section globale
est isomorphe a k, [HARy, p.20].

Les k-variétés projectives ont 'avantage d’étre propres. C’est a dire, que leur

morphisme structural est de type fini, séparé et universellement fermé. Si on note X



la k-variété projective, la derniere condition signifie que le morphisme structural
est fermé et que pour tout k-schéma Y, la projection X xx Y — Y est fermée.
On énonce un résultat important sur la propriété de projectivité des variétés

qui reste invariante par changement de corps de base.

PROPOSITION 1.5. [GOR, 14.55] — Soit X une k-variété et K une extension de
k. Alors, Xk est une K-variété projective si, et seulement si, X est une k-variété

projective.



2 THEOREME DE LANG-NISHIMURA

Le but de ce chapitre est de prouver le théoréeme de LANG-NISHIMURA, qui per-
mettra de démontrer le théoréme de CHATELET. Avant cela, on introduit quelques

notions qui sont en jeu dans le théoreme de LANG-NISHIMURA.

2.1 Complétion et théoreme de structure de COHEN

On rappelle la définition d'un anneau local complet :

DEFINITION 2.1 (Anneau local complet). [STA, 10.159.1] — Soit (4,m) un an-

neau local. On dit que A est complet sile morphisme canonique :
A—limA/m",
n

est un isomorphisme.

Pour un anneau local quelconque A on dit que [Lnn A/m" estle complété de
Aetonlenote A. A noter que le complété d’'un anneau local n’est pas forcément
complet. Par contre, sil’anneau est noethérien (ou plus précisément si son idéal
maximal est de type fini) alors le complété est complet, [STA, 10.159].

Voici un résultat intéressant qui applique le lemme de NAKAYAMA et qui sera

utilisé lors de la preuve du théoréme de LANG-NISHIMURA :

PROPOSITION 2.2 (KRULL). — Si A est un anneau local noethérien, alors le

morphisme canonique, A — mn A/m™ est une injection.

PREUVE : Explicitons, dans un premier temps la limite projective canonique du
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systéme ((A/m”)neN* , (:“ij)isjeN*)- Ainsi, on a [WIKj, 2] :

A\:{(xn)nEN* € l_[ A/mn, VlS]EN* , xi:,u,-j(xj)}.

neN*

Par conséquent, on peut expliciter le morphisme canonique comme suit :

A — A

(p ' a — (ﬂl(a),"‘,nn(a);"')»

ol 77, est la surjection canonique de A vers A/m”. Ainsi, il est clair que Ker ¢ =
N, m". Il reste a montrer que cette intersection est nulle. Pour cela on applique le

lemme de NAKAYAMA :

Soit A un anneau commutatif, M un A-module de type fini et I un idéal de A tel
que M c I M. Alors, il existe un élément a de I tel que (1 + a)M = 0.

Comme A est noethérien, le A-module (N,, m" est de type fini. Considérons I'idéal
maximal m de A. Alors, N, m” cm, m". En effet, si x € (), m”, alors pour tout
N e N*, x e m¥, donc pour tout N € N*, x € mm~~! d’ott pour tout N € N¥,
N-1
n

x em[), -, m" carlasuite (m") est décroissante. Ainsi, on obtient bien x € m(, m"

et donc l'inclusion. D’apres le lemme de NAKAYAMA, il existe a € m tel que
(1+a)(m"=0.
n

Comme m est ’ensemble des éléments non inversibles de A4, il est clair que 1+ a

est inversible. Par conséquent, on a bien :
[(m” =0.
n

On en conclut alors que A s'injecte dans A. O

Voici le théoreme de structure de COHEN qui sera aussi utile pour prouver le
théoreme de LANG-NISHIMURA.

11



PROPOSITION 2.3 (Théoreme de structure de Cohen). [BOU}, VIII.§5.n°2.cor3]

— Soit A une k-algebre locale, noethérienne et réguliere de dimension de Krull
égale a n dont le corps résiduel est k. Alors, son complété A est isomorphe a
k[[Xy, -+, Xnll.

2.2 Preuve du théoreme

Avant d’énoncer le théoréme, montrons quelques lemmes. Voici le premier
lemme qui donne une bijection entre les applications rationnelles de X vers Y et

les x (X)-points de Y.

LEMME 2.4. — Soit X et Y deux k-variétés. Alors, on a la bijection suivante :

{X--»Y}=Y(X)).

PREUVE : Avant de commencer la preuve de ce lemme on a besoin du résultat
suivant [EGA3, 8.14.2.2] :

v’

Soit A une k-algebre de dimension finie. Alors, pour tout systeme inductif fil-

trant (C;) de k-algebres, Uapplication canonique :

est une bijection.

Tout sous-schéma ouvert de X contient un sous-schéma ouvert affine. Cela signifie
que le systeme projectif filtrant (Spec (A;)) de sous-schémas ouverts affines de
X est cofinal dans le systeme de tous les sous-schémas ouverts. Par conséquent,
les A; forment un systeme inductif filtrant, [EGA?V, 8.1.2.a]. Ainsi, on obtient les

bijections suivantes :

12



—
—

(X--»Y} mUY(U)

lim Y'(A;)
h_n)1HomﬂSpec (AD,Y)
lim Homg ((T'(Y,0y), A;)
= Homy(I'(Y,0y),lim A;)
Homy (Spec (hi,n Ai), Y)
Y (lim A;)

Y (imT'(Spec (A;),0x))
Y(li_IQUF(U;@X))
Y(Ox )

= Y(x(X)).

*

oo

1l

Les isomorphismes *x se justifient par le fait que le systeme projectif filtrant
(Spec (A;)) est cofinal dans le systeme de tous les sous-schémas ouverts et par
I'application de [BOU,, E I11.66, Prop 8.]. O

On énonce un deuxieme lemme. Celui-ci utilise le critere valuatif de proprété

que 'on rappellera.

LEMME 2.5. — Soit Y une k-variété projective, K/k une extension de corps et
K((1)) le corps des séries de Laurent formelles sur K. Si Y posséde un K((#))-point,

alors Y a un K-point.

PREUVE : Comme Y est une k-variété projective, alors on sait qu’elle est propre.
Par ailleurs, K étant un corps, K[[#]] est un anneau de valuation discrete. Voici le

critere valuatif de propreté, [POO, 3.2.12] :

Soit Y une k-variété. Alors, Y est propre si, et seulement si, pour tout k-schéma
affine Spec (A), oit A est un anneau de valuation discreéte, Uapplication cano-

nique Y (A) — Y (Frac(A)) est une bijection.

D’apreés ce critére, on a la bijection Y (K[[#]]) = Y (K((#))). Par conséquent, si Y pos-
sede un K((#))-point, Y a un K[[¢]]-point. Maintenant, considérons r la réduction
modulo (#), K[[#]] — K. Sile morphisme de k-algebres f:I'(Y,0,) — K[[1]] est
un K[[¢]]-point, alors wo f : '(Y,0y) — K est un K-point. D’ou le résultat. O

13



Pour finir, on énonce et on prouve le théoreme de LANG-NISHIMURA.

THEOREME 2.6 (LANG, NISHIMURA). — Soit X --» Y une application ration-
nelle entre deux k-variétés projectives. Si X possede un k-point régulier, alors Y a

aussi un k-point.

PREUVE : Soit x € X(k), un point rationnel régulier, et posons 7 := dim X. Par hy-
pothese, Ox , est régulier et, d’apres Corollaire 1.2, x (x) = k. Ainsi dimOx x = n, et,
d’apres le théoreme de structure de COHEN, Proposition 2.3, ﬁX,x =k([t, -, ]l
Or, comme Oy x est neothérien, d’apres Proposition 2.2, O, . s'injecte dans @X, x
etk[[t,---,t,]] Sinjecte dans son corps des fractions F :=k((#))--- ((t,)). 1 s’en-
suit que Oy  s'injecte dans F, d’ou Frac(Oy ) = k(X) se plonge dans F. D’apres
Lemme 2.4, 'application rationnelle donne un élément de Y (x (X)) et donc un
élément de Y (F) par l'injection de x(X) dans F. Maintenant, d’apres Lemme
2.5, comme Y (F) = Y (k((t1))--- ((t5))) est non vide, Y (k((#1)) - ((t,—1))) est non
vide. On applique Lemme 2.5 n fois et on obtient le résultat voulu : Y (k) est non
vide. O

Ce résultat reste vrai pour les k-variétés propres. Il s’ensuit un corollaire im-

meédiat.

COROLLAIRE 2.7. — Soit X et Y deux k-variétés régulieres, projectives et bira-
tionnelles. Alors, X (k) # @ si, et seulement si, Y (k) # @.

14



3 FORMES ET COHOMOLOGIE

Le but de ce chapitre est de classifier les formes d'une k-variété projective

grace a la cohomologie galoisienne.

3.1 Cohomologie des groupes non-abélienne

3.1.1 Définitions de H? et H!

Dans cette sous-section, on va définir les deux premiers ensembles de coho-
mologie que sont H’ et H!. Tous les groupes introduits ne sont pas nécessairement
abéliens. Soit G un groupe topologique profini, c’est a dire que G est la limite
projecive de groupes finis discrets. Soit A un groupe muni d'une structure de
G-groupe discret. C’est a dire que ’'on muni A de la topologie discrete et que G
agit sur A continiment et de maniere compatible avec la structure de groupe de A.
Si G est fini alors il est discret. Ainsi, on ne se préoccupe plus des considérations

topologiques car tout est continu.

DEFINITION 3.1 (H%). — On définit H°(G, A) comme suit :
H’(G,A) = A°={a€ A|VseG, ‘a=a}.

On définit maintenant I'ensemble H'. pour cela, on introduit, d’abord, 'en-
semble des cocycles Z! (G, A) comme étant 'ensemble des applications continues

s— as de G vers A telles que :

Vs, t€G, ag; = as *a;.
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On définit sur Z! (G, A) une relation d’équivalence ~. Deux cocycles a et a’ sont

dit cohomologues (a’' ~ a) si:
dbe A VseG, a,=b"as°D.

Remarque. Méme si un cocycle n’est pas un morphisme de groupes, c’est un
morphisme d’ensembles pointés car un cocycle envoie I'unité sur I'unité. En effet,

si a: G — Aestun cocycle, alors aj, = aj,1, = a1, a1, = A1,a1,.- D'ollay, = 1 4.

DEFINITION 3.2 (H'). — On définit H' (G, A) comme suit :
H!(G,A) = Z! (G, A) / ~

On appelle cet ensemble, le premier ensemble de cohomologie de G dans A.

Contrairement a H(G,A) qui est un groupe, H' (G, A) n’est pas généralement
un groupe car on travaille dans le cas non-commutatif.

Le premier ensemble de cohomologie possede un élément distingué appelé
élément neutre qui est la classe du cocycle unité s — 14. On le note T4. Ainsi,

(H!(G,A),1,) est alors un ensemble pointé par rapport a son élément neutre.

3.1.2 Suites exactes

Soit A,B,C trois G-groupes munis de la topologie discrete. Soit ¢ : A— B et

¢ : B— C deux G-morphismes de G-groupes topologiques tels que la suite :

v @

1—A—B—C—1,
est exacte. On va construire une suite exacte longue induite par celle ci-dessus.
Mais avant cela, on prouve deux lemmes qui seront utiles pour cette construction.

LEMME 3.3. — Avec les hypothese ci-dessus, pour tout b,b’ € B, ¢(b) = ¢(b) si,
et seulement si, il existe a € A tel que b’ = by (a).

PREUVE : Commencgons par I'implication directe. Soit b,b’ deux éléments de B
tels que @ (b') = @(b). Alors, ona (b )@(b)~' = 1¢, donc @(b'b™1) = 1¢. Par consé-
quent, b'b~! € Ker ¢. Par hypothese, la suite étant exacte, b'b~! € Im . Ainsi, il
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existe bien un a € A, tel que b’ b!= w(a). On trouve bien le résultat escompté
b’ = by(a). Limplication réciproque est évidente car I’exactitude de la suite nous

donne oy =1¢. O
Voici un deuxiéme lemme qui caractérise les actions continues.

LEMME 3.4. — Soit A un G-groupe discret et G un groupe topologique. Alors,
I'action de G sur A est continue si, et seulement si, pour tout a € A, son stabilisa-

teur S, est un sous-groupe ouvert de G.

PREUVE : On commence par le sens direct. Supposons que 'action de G sur A est
continue. Soit a un élément de A. On définit 'applicationi: G — Gx A, pari(s) =
(s,a).Sil'onnote¢p: Gx A— Al'actionde G sur A, on trouve S, = (c[)oi)‘1 ({a}). Le
stabilisateur S, est bien ouvert car ¢ est continue par hypothese et i est continue
de maniére évidente.

Prouvons I'implication réciproque. Supposons que pour tout a € A, le stabi-
lisateur S, est un sous-groupe ouvert de G. Soit a € A. Prenons (s,b) € ¢~ (a).
Alors, sSp, x {b} est un ouvert du produit qui est envoyé sur *b = a. En effet, si
(st,b) € sSp, x {b}, alors ¢(st,x) = *'b = S(*b) = *b = a. Ceci prouve bien que

¢~ '(a) est ouvert et donc que ¢ est continue. O

PROPOSITION 3.5. — Avec les hypotheses de cette sous-section, il existe une
suite exacte longue d’ensembles pointés :

1 —HG,A XS HG,B) 2 HG,0) -2 H (G A L H (G,B) LS HG,O).

PREUVE : Tout d’abord, on définit les applications 1 et ¢ et on montre qu’elles
sont bien définies. Soit a € H(G, A), alors a € A et on pose Wo(a) = ¥ (a). Montrons
alors que vo(a) € H(G,B). Soit s € G, Swo(a) =*y(a) = y(a) = w(a) = yo(a).
Donc, yo(a) € H(G,B). On fait le méme raisonnement pour .

Maintenant, on définit les applications ¥ et ¢; et on montre qu’elles sont
bien définies. Soit a € Z!(G,A) un cocycle. Alors, posons, ¥ ([a]) = [y o a]. Mon-
trons que v est bien définie. Tout d’abord, comme ¥ est continue, ¥ o a est bien

continue. Ensuite, si g et s sont deux éléments du groupe G, alors ¥ o a(st) =
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v(ag) =viasay) =wla)wCay) =ylag) yla) =ypoals) *(woa(t)). Par consé-
quent, v o ¢ est bien dans Z!(G,B). A présent, on montre que cette application
ne dépend pas des classes de cohomologie. Soit @, @’ deux cocycles de G dans A

lagsa.

cohomologues. Ainsi, il existe un a € A tel que pour tout s € G, on a a’s =a"
Par conséquent, pour tout s € G, w(a’) = v(a) 'y (a,) Sw(a), ce qui montre que
[yoa] = [yoa']l. D’ouI'application y est bien définie. On raisonne de la méme
maniere pour montrer que ¢; est bien définie.

Pour finir, définissons I’application de connexion § qui fait le lien entre le
0éme et le premier ensemble de cohomologie. Considérons ¢ € H’(G,C) := CC.
Par hypotheése, ¢ est surjective, donc il existe un b dans B tel que ¢(b) = c¢. On
a alors I'égalité suivante, pour tout s€ G : p(°b) = *p(b) = *c = ¢ = @(b). Ainsi,
d’apres Lemme 3.3, il existe a; € A tel que °b = by (a;). Ce a; est unique grace
a l'injectivité de w. En effet, si a/, est un autre élément de A tel que °b = by (a’),
alors y(a,) = w(a’s), d'ol, as = a’s. On aimerait poser 6 (c) = [a]. Pour cela, il faut
montrer que « est un cocycle et que sa définition ne dépend pas du choix de b. Si
b’ € B est un autre antécédent de c par ¢, alors on obtient une autre application

a': G— A.llvient, pour tout s€ G:
wa) =b"" b = (by(@) ! by (@) =y(a) 'via) Sy(@) =ya e ‘a),

ol a est un élément de A donné par Lemme 3.3. Ceci implique que, si @’ et a sont
des cocycles alors ils sont cohomologues grace a I'injectivité de . Montrons que
a est bien un cocycle. Pour cela montrons d’abord la continuité de a. On fait le

calcul direct :
a (1)

{seGla;=1}

= (seGlylas)=1)
= {seG|b " *b=1}
= Sp.

Donc a~!(1) est bien ouvert car I'action de G sur B est continue et on applique
Lemme 3.4. Ainsi, a est continu. Maintenant, soit s,t deux éléments de G, alors
Y(as)=b 1 b=b"1 bbb =b"1 b5 (b~! 'b) = a; *a,. Ceci finit de prouver
que a est bien un cocycle, et § est bien définie. On notera, pour la suite a pour
0(c).
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Toutes ces applications sont des morphismes d’ensembles pointés. En effet,
5(1¢) = [a'c]. Et, pour tout s € G, w(aic) = 1;1 15 = 153. Comme v est injective,
on a bien [a'¢] = 1 . Le fait que les autres applications sont des morphismes
d’ensembles pointés est évident.

Apres avoir défini toutes ces applications, montrons qu’elles forment une suite
exacte.

Commencons par montrer que ¥/ est injective. On a Ker yo = {a € A® | yy(a) =
1} = Ker ¢ n AY = {1}. Donc 1 est bien injective.

Montrons que Im o = Ker ¢y. On a Im ¢ = Im w n BY = Ker ¢ n B¢ = Ker ¢y.

Montrons que Im ¢y = Ker 6. On commence par 'inclusion directe c. Soit c €

Im ¢y < C®. Considérons alors b € B¢ un antécédent de ¢ par ¢,. Ainsi, ¢q(b) = c.
Par conséquent, pour tout s € G, w(a$) = b1 b= b~1b = 1. Comme v est injective,
a$ =14 pour tout s € G, donc §(c) = 14. D’oty, c € Ker 6.
Penchons nous sur I'inclusion réciproque. Soit c € Ker § et b€ ¢~ 1(c). Un tel b
existe car ¢ est surjective par hypothése. Montrons que c est dans Im ¢y. Comme
c est dans le noyau de 6 alors [a‘] = 14 dans H!(G,A). Ainsi, il existe a € A tel
que, pour tout s € G, a’ = a”! *a. Donc, en appliquant v, on obtient b™! *b =
w(a)~! *(w(a)). En conséquence, w(a)b~! = S(y(a)) *b' = S(w(a)b™). Il vient
alors, ¥(a)b™! est un point fixe dans B. D’oti ¢! = @(b™!) = (@ (a)b~1) € Im ¢y.
Ce qui implique que c € Im ¢y. On a bien montré le résultat voulu.

Montrons a présent que Im 6 = Ker ;. Linclusion directe c est assez immé-
diate. En effet, soit [a] € Im §. Considérons c € C%, un antécédent de [a] par 5.
Alors, a = af. Par définiton, 1 ([a‘]) = [w o a®]. Par conséquent, si b € (p‘l (c), on
a bien, pour tout s€ G, woa=b"! b= b1 *b. Ceci prouve exactement que
[yoal=1p.

Pour l'inclusion réciproque. Soit [a] € Ker v;. Alors, le cocycle y o a est coho-
mologue au cocycle unité. C’est a dire qu’il existe un b € B tel que pour tout
s€G,woas=b"'%b.0r, b! Sb=woa?”. Par injectivité de v on obtient bien
as= a‘f(b) pour tout s € G. On sait que a?? est dans I'image de 8. D’oil, @ € Im 8.

Pour finir, montrons que Im 1} = Ker ¢;. On commence par I'inclusion directe.

Soit [B] € Im v,. Alors, il existe a@ un cocycle de G dans A tel que [B] = [woa]. Donc,

il existe b € B tel que pour tout s € G, B; = b~y (a;) *h. Ainsi, il est clair que, pour
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tout s € G, ¢(Bs) = (b~ y(ay) *b) = pb) Lo (as) ‘b)) = pb)~! Sp(b). Par
conséquent, ¢ ([B]) = [p o B] = Ic. Ce qui prouve la premiere inclusion.

Montrons 'inclusion réciproque. Soit [f] € Ker ¢,. Alors, [¢po ] = 1¢, donc, il existe
c e Ctel que pour tout s € G, @(f;) = ¢~ 1S¢c. Comme @ est surjective, il existe be B
tel que ¢ (b) = c. Ainsi, pour tout s € G, p(B;) = @(b) "' S(p(b)) = (b~ °b). D’apres
Lemme 3.3, pour tout s € G, il existe a € A tel que B = b~ Sbhy (a;). Alors, pour

tout s € G, ¥(a;) = b~ bf;,. On écrit maintenant :

Bs = b1 is(a’s)
— b—l Sbl//(as) sb—l Sh
= b ly(d) b,

ot 'on a utilisé le fait que ¥ (A) est normal dans B. Par conséquent, si a’ est bien
un cocycle, alors [f] appartient bien a Im 1. Il reste alors 8 montrer que a’ est un

cocycle. La continuité est évidente. Calculons a’;, pour tout s,z € G.

bBs: *'b!

= bps b

= bBs b7 b (B 'b7h
= bBs b (P b7
= y(ay ‘W(a))

= ylai ).

y(ay,)

Linjectivité de ¢ permet de conclure. O

3.2 Topologie de Krull

Soit k un corps et K/k une extension galoisienne, c’est a dire, algébrique,
normale et séparable. Notons & son groupe de Galois. Tout d’abord, on définit
une topologie sur ce groupe de Galois que I'on appelle topologie de Krull. Pour
cela, on sait, par un résultat de topologie des groupes, qu'il suffit de définir une

base de voisinages de I'unité.

DEFINITION 3.6 (Topologie de Krull). — Les sous-groupes Gal (K/F) de & ou

F parcours les extensions galoisiennes finies intermédiaires de K/k forment une
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base de voisinages de 'unité. On appelle la topologie sur & induite par cette base

compatible avec la structure de groupe, la topologie de Krull.

D’apres [BOR, p.113], un groupe de Galois muni de la topologie de Krull est
compact et totalement discontinu, c’est a dire que la composante connexe de tout

point x est le singleton {x}. En fait, tout groupe de Galois est un groupe profini.

PROPOSITION 3.7. [GUG, 1.4.7] — Notons & l'ensemble des extensions galoi-
siennes intermédiaires finies de K/k. Sil’on muni & de la topologie de Krull, alors

on a un isomorphisme de groupes topologiques :

& =[i£1Gal(F/k).
F

Pour aller plus loin, on a les équivalences suivantes :

PROPOSITION 3.8. — Un groupe topologique est profini, si, et seulement si,
il est compact et totalement discontinu, si, et seulement si, il est un groupe de

Galois.

Le fait qu'un groupe profini est un groupe de Galois est justifié par [GUG,
1.4.11].

3.3 Formes

On note Var. la catégorie des *-variétés projectives. On note 3§ : Vary — Varg
le foncteur covariant extension du corps de base restreint au variétés projectives :
si X est un objet de Vary alors on pose §(X) = Xk := X xx K. Ce foncteur est bien
définie car on sait que si X est projective alors Xk I'est aussi. Pour les morphismes
si f: X — Y est un k-morphisme alors on pose §(f) = f x Idspecag. On définit
maintenant une action a gauche de & sur Isok (Xk, Yx), ou X et Y sont deux objets
de Vary. Soit s € &, et f € Isog(Xg, Yk). On définit * f le K-isomorphisme qui rend

le diagramme suivant commuatif :
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XK Yk
Id xp x 8™ Idyg xs
XK Yk

ou s* estle k-automorphisme de Spec (K) induit par s. Ainsi, Idx, x s* n’est pas,
en général, un K-automorphisme mais seulement un k-automorphisme.

On a le résultat suivant :

PROPOSITION 3.9. [BRU, 3.2] — Sous toutes les hypothéses ci-dessus, on a les

assertions suivantes :

1. Soit X, Y et Z trois k-variétés projectives, et f: Xx — Yx, §: Yk — Zk

deux K-isomorphismes. Alors, pour tout s€ & :
*(gof)=("8)°(*f)-
2. Pour toutes k-variétés X et Y,ona:

F (sok (X, Y)) = Isog (Xk, ) ®.

Le fait que la variété est projective n’est pas necessaire pour la validité de ce
résultat.

Maintenant définissons ce que sont les formes d'une k-variété.

DEFINITION 3.10 (Forme). — Soit X une k-variété projective, on appelle K/k-

forme de X un élément de I'ensemble suivant :

k—isomorphisme

E(K/k,X) :={Y € Obj(Vary) | Xk = Yk} /

On verra E(K/k,X) comme un ensemble pointé dont I’élément distingué est la

classe de X.

On peut aussi définir les formes pour des k-variétés quelconques ou méme
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plus généralement a d’autres catégories avec un foncteur vérifiant les deux condi-
tions de Proposition 3.9, comme les k-variétés pointées.

Dans la suite, on va prouver que E(K/k,X) est isomorphe a H! (&,Autg(Xg)).
Mais avant tout, montrons que le groupe de Galois & de !'extension K/k agit
continuement sur Autg(Xk), pour justifier I'existence de ce premier ensemble
de cohomologie. Pour cela, voici un résultat de topologie des groupes qui nous

servira aussi pour le chapitre suivant.

LEMME 3.11. — Soit G un groupe topologique. Si H est un sous-groupe de G

contenant un sous-ensemble ouvert U # @, alors H est un ouvert.

PREUVE : Tout d’abord, on remarque que H = Upcy hU. En effet, montrons I'in-
clusion directe. Soit s € H et montrons qu'’il existe h € H tel que s € hU. Consi-
dérons t un élément de U (U étant non vide). Alors, t U contient I’élément
neutre. Par conséquent, posons h = st~ € H. Alors, hU = st"' U contient s. D’ot1
I'existence d’'un h = st~ € H tel que s € hU. Ainsi, on a bien H c Upcp hU.

Pour l'inclusion réciproque, soit s € Upcy hU. Alors, il existe h € H tel que
sehUcH.

On vient de montrer I'égalité H = J,cy hU. Comme les hU sont ouverts (car

les translations sont des homéomorphismes) H est bien ouvert. O

Montrons que ses stabilisateurs sont ouverts. Soit f € Autg(Xk), alors f estla
donnée d’'un nombre fini de polynémes homogenes et donc d'un nombre fini
de coefficients dans K. Si on note 22, '’ensemble de ces coefficients, alors k(£?)
est une extension finie de k car I’extension est algébrique et contenant 2. Par
conséquent, il est clair que le stabilisateur S contient Gal (K/k(£2)) qui est ouvert
par définition de la topologie de Krull. Ainsi, d’aprés Lemme 3.11, Sy est ouvert.
Par conséquent, d’apres Lemme 3.4, ’action est bien continue. Donc on peut

considérer le premier ensemble de cohomologie H! (&, Autk (XK)).

PROPOSITION 3.12. — Soit X une k-variété projective et soit Y une K/k-forme

de X, soit f: Yx — Xk un K-isomorphisme. On définit I’application suivante :

6 — Autg(Xk)
s — foS(f)

Ty .
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Alors, Ty € Z! (&,Autk(Xx)) et I'application :

CEK/KX) — H'(6Autk(Xk))
' Y] — [1y]

)

est injective. De plus, y est un morphisme d’ensembles pointés.

PREUVE : Avant toute chose, on prouve que y est bien défini. Pour cela, on montre

que 7 := Ty est un cocycle. Soit s et f deux éléments de &.

T(81)

[l
~
o

i

= fo’ldyo *'(f™)

= fo*(ftof)o s (f )

= fo*(f o fo("(f )
= (fos(F ) C(fer(f )

= 1(8)o S1(1).

Ainsi, T est bien un cocycle.
A présent, on montre que la classe de 7 ne dépend pas du choix de f. Considérons

un autre K-isomorphisme f’: Yx — Xk. Ainsi, on obtient I'application :

"y ® — Autg(Xg)

s — flos(f/—l) ’

Montrons que 7 et 7’ sont cohomologues. Soit s€ & :

Fros(r)
(fof~rof)os((floref) )
(flef™)ofos(fofo s
(For™) To(fosf o s(forh).

7/(s)

Posons h = fo f'~!. Lapplication h est bien un élément de Autg(Xk) et est indé-

pendante de s. On a alors :

7'(s)=h lot(s)o *h
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Ceci prouve bien que 7’ et 7 sont bien cohomologues et donc que la classe de 7 ne
dépend pas de f.

Pour finir, il reste a prouver que [7y] ne dépend que de la classe de Y. Pour cela,
on consideére une k-variété Y’', k-isomorphe a Y. Par conséquent, il existe un k-
isomorphisme a: Y’ — Y. Ainsi, §(a) : ¥y — Yk est un K-isomorphisme. Il vient
alors un K-isomorphisme de Yy vers Xk avec f o §(a). Avec ce K-isomorphisme,

on obtient I'application :

6 — Autg(Xk)
Ty’ . _ .
s = (feS@)e *((fo5@) )

Soitse B,ona:

Tyi(s) = foF(@) o *(F@ ™) o *(f71).

Or, d’apres la condition 2. de Proposition 3.9, * (S(a)_l) =% L.Dol, Ty =Ty.

En conclusion, on a bien montré que y est bien défini.

Montrons que y est un morphisme d’ensembles pointés. Prenons f = Idx,
alors f est bien un K-isomorphisme. Ainsi, pour tout s € &, fo ¥(f!) est égal
a l'identité de Xkx. En somme, on obtient bien [7x] = Taut(x), d'ott, y([X]) =

Tautk (Xg) - Ceci prouve bien que y est un morphisme d’ensembles pointés.

Enfin, prouvons que y est injectif. Soit [Y] et [Z] deux K/k-formes de X
telles que y ([Y]) = v ([Z]). Par définition Yx et Zk sont K-isomorphes. Notons
q : Zx — Yx un K-isomorphisme. Soit f : Yx — Xk un K-isomorphisme. Ainsi,
Y ([Y]) est représenté par Ty, avec pour tout Se &, 7y = fo * (f‘l). Ainsi, on ob-
tient un autre K-isomorphisme de Zk vers Xk avec f o q. Par conséquent, y ([Z])
est représenté par 7z avec, pour tout s€ &, 7(s) = (fog)o * ((fo q)_l).

Par ailleurs, I'hypothese y ([Y]) = y ([Z]) implique que Ty et Tz sont cohomo-

logues. C’est a dire, qu'il existe b € Autg (Xx), tel que pour tout s€ & :

7,(8)=btoty(s)o °h.
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Donc,
(fog)o*(a™ o (f)=b"ofo (f)o b
D’ot,
(g e (F M) (7)o f=glof TobT 0.
Enfin,

S(q_lof_lob_lof):q_lof_lob_lof.

Posons g’ = g 'o f~lob™lo f, alors g’ est un K-isomorphisme de Yi vers Zx. De
plus, pour tout s € &, °q’ = q’. D’apres I'hypotheése 2. de Proposition 3.9, il existe
un k-isomorphisme w : Y — Z tel que g’ = §(w). Par conséquent [Y] = [Z], ce

qui prouve bien I'injectivité de y. O
Maintenant, prouvons que cette application est surjective.

THEOREME 3.13. — Lapplication y, définie ci-dessus est un isomorphisme
d’ensembles pointés.

PREUVE : Tout d’abord, supposons que 'extension est finie. Soit ¢ un cocycle
de & vers Autg(Xk). Pour tout s € &, s induit un k-automorphisme sur Spec (K),
qui a son tour, induit un k-automorphisme sur Xk par (Id x s). On note ce k-
automorphisme s*. Par conséquent, on obtient une action de & sur Xk par c,-10s*.
En effet, ¢; o 1* =Idx, o Idx; = Idx,. Pour tout s1,s2 € &,

Cis;sp-10(8182)" = Csp15710 s508]

-1
— S. * *
= (51072 5108, 08
_ * *y—1 * *
= €108, 06510 (s;) " os,08]

_ % *
= (Csz‘l 05;)0 (Csl—l °s)).

Ce qui prouve que c’est bien une action.
Maintenant, on construit la k-variété quotient Y := Xk / B, ou & agit sur Xk
avec l'action définie juste ci-dessus. On admet que cette k-variété existe et qu’elle

est projective car Xk est projective. On admet aussi que Y est une K/k-forme
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de X. Supposons que y([Y]) = [c]. Dong, si [c] = [c/], pour un certain cocycle
¢’ alors, le cocycle ¢’ nous donne une autre &-action sur Xk, et notons Y’ la k-
variété quotient de Xk sous cette action. Ainsi, onay([Y']) = [¢'] = [c] = y([Y]). Par
conséquent, par injectivité de y, [Y] = [Y']. Ce qui prouve que Y est indépendante
du choix du représentant de [c]. Ainsi, Y est bien définie.

Prouvons ensuite que y([Y]) = [c]. Par définition de y, ona y([Y]) = [Ty], oU,
pour un certain K-isomorphisme f: Yx — Xk, Ty : s— fo S(f~1) est un cocycle
de & vers Autg(Xk). Soit s € &, d’apres [BOR, 2.6.] il existe un K-isomorphisme f
de Yx vers Xk tel que ® f = f o c;. Prenons cet isomorphisme dans la définition de
Ty. Par conséquent, Ty (s) = fo $(f}) = fo f~locs = c;. Ce qui finit de prouver
que y([Y]) = [c].

Maintenant supposons que I'extension est infinie. On admet que Aut.(X.) est
un foncteur en groupe, cf. Définition 4.1. Ainsi, d’apres Théoreme 4.7, on a un iso-
morphime H! (Gal (K/K), Autk(Xk)) = mF H! (Gal (K/F),Autg(Xg)) ou F, parcours
I’ensemble des extensions galoisiennes intermédiaires finies. Donc, d’apres ce
que I'on a montré dans le cas d'une extension finie, H! (Gal (K/k), Autg (Xg)) =
mFE(F/k,X). Il nous reste alors a montrer que MFE(F/k,X) ~ E(K/k,X). In-
dexons I'’ensemble de ces extensions intermédiaires finies par I, (F;);. On définie
les applications ¢; : E (F;/k,X) — E (K/k,X), par I'injection canonique. En effet,
si Y est une F;/k-forme de X alors Y est une K/k-forme de X. On obtient donc
une application ¢ : @F E (F/k,X) — E (K/k,X). Comme les ¢; sont injectives, ¢

'est aussi. La surjectivité, provient directement du résultat suivant [GOR, 10.80] :

Soit k un corps, X et Y des k-variétés telles que pour une k-algebre A, il existe
un A-isomorphisme X, = Y 4. Alors, il existe une extension finie F de k telle que
X F= YF.

Ceci acheve la preuve de ce théoréme. O

On notera que l'injectivité de y reste valable si’'on prend n'importe quelle
catégorie €y, Ck et foncteur covariant § : € — €k vérifiant les mémes propriétés
de Proposition 3.9. Par conséquent, I'injectivité demeure vraie en prenant comme
catégorie les variétés projectives pointées. Pour la surjectivité, on peut adapter

la preuve pour introduire les variétés projectives pointées. Ainsi, Théoreme 3.13
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reste vrai en prenant les catégories des variétés projectives pointées sur k et K, ce

qui nous servira pour la preuve finale du théoreme de CHATELET.
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4 THEOREME 90 DE HILBERT

Le but de ce chapitre est de prouver le théoreme 90 de HILBERT dans sa version

cohomologique la plus générale :
Soit K/ k une extension galoisienne, alors Vn € N*, H' (Gal (K/ k),GL,(K)) = 1.

Ce théoréme servira, par la suite, pour la preuve du théoreme de CHATELET. Dans
toute la suite, si K/k est une extension galoisienne, on note (’55 son groupe de

Galois.

4.1 Résultats préliminaires

Tout d’abord, on prouve des résultats qui serviront dans la démonstration
du théoreme 90 de HILBERT. Pour cela, on commence par définir ce qu’est un

foncteur en groupe.

DEFINITION 4.1 (Foncteur en groupe). — On appelle foncteur en groupe, tout
foncteur @ : Field : K/k — Grp, dont les corps de la catégorie de départ sont les

sous-corps de K contenant k vérifiant les propriétés suivantes :
1. L'action de (’55 sur ®(K) est continue.
K
2. Pour toute extension galoisienne intermédiaire finie F, ®(F) = (D(K)Qﬁk.

3. Si k c E c F c K sont deux extensions intermédiaires et si i]l; :E— Fest

'inclusion, alors ® (111;) est injectif.

La proposition suivante permet de faire un lien entre le premier ensemble de
cohomologie d'un groupe de Galois infini avec le premier ensemble de cohomolo-

gie de ses sous-extensions finies.
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LEMME 4.2. — Soit G un groupe profini. Soit A un G-groupe discret et A’ un
G'-groupe discret. Considérons f: A— A’ et ¢ : G' — G deux morphismes de
groupes continues et compatibles, c’est a dire f (‘/’("’) a) = 7' f(a), pour o’ € G et

a € A. Alors, f induit deux morphismes d’ensembles pointés :

H°(G,A) — HG,A)
a — f(a)

%

f*:HYG,A) — HY(G,A).

PREUVE : Pour f,, c’est clair. Maintenant, on se penche sur f* : H'(G,A) —
H'(G’,A"). On commence par définir I'application suivante :
7. 7'(G, A — ZY(G,A)
a —_— ﬁ

otl, pour tout 0’ € G/, By = f (@p(). Il est clair que pour tout o’,s' € G/, Byqr =
B s Bo. Maintenant la continuité de 8 provient du fait que 'on a la composition
d’applications continues suivantes :

g 2 ¢ o a4 L Al

O./ —_— (P(O-/) —_— a(p(o_/) —_— f(a(P(UI)) = ﬁo./.

Donc F‘ est bien définie. Montrons maintenant que I'on peut passer au quotient.

Définissons f* par le diagramme suivant :

r

71 (G, A) H!(G,A)
FI /
Zl (G’,A,)

Prouvons que I'on peut passer la source Z! (G, A) au quotient, pour pouvoir définir
f*:HY(G,A) — H'(G',A). Soit a et &’ deux cocycles de G vers A tels que [a] =

[a'] € H!(G,A). Montrons que § et 8 sont cohomologues dans H!(G',A"). Comme

30



[a] = [a'], il existe a € A tel que pour touto € G, al, = a la, “a.Soitg’ € G :

!

o = [ %(o'))

fla " agpon (p(a,)“)
F@Lf (apion) £ (#a)
f@ By ° fla).

La derniere égalité se justifie par la compatibilité des morphismes f et ¢p. Ceci
montre bien que f* est bien définie. De plus, il est clair que f* envoie I'unité sur

I'unité, ce qui acheve la preuve de ce lemme. O

On aimerait prendre la limite inductive des H' (6}, ®(F)). Pour cela, on ala

proposition suivante :

PROPOSITION 4.3. — Soit ® un foncteur en groupe. Si & désigne I’ensemble
des extensions galoisiennes finies de k contenues dans K, alors le systéme suivant,
{H' (6},2(P) | Fe #} est inductif.

PREUVE : Soitk c E c F c Kune tour d’extensions galoisiennes. On suppose que
E/k et F/k sont finies. Comme ces derniéres sont normales, on peut définir des

morphismes de restrictions :

oF — oF

F.
Resg : .
O — O

Le but est de définir un morphisme d’ensembles pointés entre H! (@E,(D(E)) et
H! (Q5E,®(F)). Pour cela, on utilise Lemme 4.2. On définit deux morphismes de
groupes continues et compatibles. Le premier est Resg défini plus haut et le second
est (i :E— F): D(E) — ®(F), ou i est'inclusion. On rappelle que ®(i) est injectif
par définition d’'un foncteur en groupe. Montrons la compatibilité de ces deux
morphismes. Pour cela, on considere le carré commutatif de gauche qui est envoyé

sur celui de droite par le foncteur @ :
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m
®(0)
- 5

F—% _F ®(F) ®(F)

i i (i) (i)
——— E O(E O(E
ResE (o) ® @ (Res;(0) ®

Le carré de droite est commutatif donc ®(i) et Resﬂ sont compatibles. Ainsi,

d’apres Lemme 4.2, on a un morphisme d’ensembles pointés :
o H' (6F,0(E)) — H' (8], 0(F).

Explicitons ces morphismes @gg. Toujours d’aprés Lemme 4.2, pgg([a]) = [B], avec,
pour tout o € QilF(, Bo = D(i) (aResE(U)). Par ailleurs, si k< D c E ¢ F c K sont des
extensions galoisiennes intermédiaires finies, alors, pour tout a € VA ((’511() ,(D(D)) et
pour tout o' € &} :

(per@pE(a]) (0) = ppr(lal) (0).

On le vérifie par un calcul direct. Par conséquent, cela termine la preuve de cette
proposition et on peut considérer le systeme inductif ({H' (6}, ®(F)) | F€ F},¢g¥)
et sa limite. O

Maintenant, prouvons que H' (85,0 (K)) = limH' (&;,®(F)). On commence

par des résultats préliminaires.

LEMME 4.4. — Soit a € Z'(G,A), o1 G est un groupe profini et A un G-groupe
discret. Alors, il existe un sous-groupe normal ouvert N de G et une application

a:G/N— Atelleque a =@om, ol m: G— G/N estla surjection canonique.

PREUVE : Puisque A est muni de la topologie discréte, 'ensemble I:= a~!(1) est
un ouvert fermé contenant 1. Essayons de trouver un sous-groupe normal N
de G tel que a soit constante sur les classes a gauche de N. Pour cela, posons
F = (G\I)NnI?. Lensemble F est fermé, car G\I est fermé et I aussi. En effet, I c I?

car 1€ Idoncsiie€ I, alorsi =il € I?. Par ailleurs, I est compact car I est'image
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réciproque d’'un compact par une application continue. De plus, comme G est

séparé car compact, on peut appliquer le résultat de topologie suivant :

Soit X un espace de Haussdorff. Si I c X est un sous-ensemble compact de X

alors X est fermé.

Ainsi, il en résulte que I? est fermé. Soit x € I. Comme I est compact et ouvert (car
I est 'image réciproque d'un ouvert), il existe Vy et W, des voisinages ouverts de
x et de 1 respectivement, tels que V,,W, c I et V,W, c G\F. En effet, le fait que
1,x € I implique I'existence d’ouverts V et W inclus dans I avec 1€ Wetxe V.La
continuité de la loi de groupe et le fait que G\F est ouvert implique I'existence
de deux ouverts V' et W' tels que (1,x) € W' x V' < u~1(G\F), ol1 u désigne la loi
de groupe de G. On peut prendre alors V, =V n V' et W, = W n W', La collection
{Vy | x € I} estun recouvrement d’ouverts de I et, par compacité de I, il existe n € N
ainsi que x,---,Xx, tels que I U?zl Vy,. Posons, W = ﬂ?zl Wy etZ=Wn w1l
Louvert Z est donc un voisinage ouvert de 1 qui est stable par passage a I'inverse.
Cependant, il n’est pas stable par produit. Considérons alors, I’ensemble suivant
H :=Upgen ZF, o1t Z¥ est 'ensemble des produits de k éléments de Z. Montrons
ainsi que le sous-groupe H de G est inclus dans I. Pour commencer, montrons
que [ Z c 1. Soit x € I Z, alors x € G\F (cela provient de la condition V, W, c G\F
ci-dessus et de la définition de Z). Ceci implique que x ¢ G\F ou x ¢ I2. Puisque
x € I?, alors x € I. Ainsi, IZ < I. Par récurrence, on a | VARS I, pour tout k € N.
En particulier, Z* c I, ce qui implique que H c I. Il reste 2 normaliser H. Pour
cela, on pose N :=(geg §H g~ ! qui est normal dans G. Comme G est compact
et que H est ouvert, il est d’indice fini. En effet, les gH pour g € G forment un
recouvrement de G. On peut donc en extraire un sous-recouvrement fini. Mais
comme les gH, (g € G) forment une partition de G, on en déduit que G/ H est fini.
Par conséquent, H ne possede qu'un nombre fini de conjugués. Ce qui implique
que N est ouvert. Enfin, montrons que a est constante sur les classes a gauche
de N. Comme a est un cocycle, a est continu et pour tout s,f € G, as; = a; *a;.
Soit g et g’ deux éléments de G telsque g =g' € G /N. Alors, il existe n € N tel
que g = g’n. Comme n € N c I, alors, on sait que a, = a = a;. Ainsi, on peut bien
définira: G/N — Atelle que a =@o. O
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PROPOSITION 4.5. — Soit G un groupe profini et A un G-groupe discret. Alors,

on a la bijection suivante :
Z'(G,A) =limZ' (G/N,A"),

ol N parcourt les sous-groupes normaux ouverts de G.

PREUVE : Montrons tout d’abord que I'action de G sur A se restreint en une action
continue de G/ N sur AV. Ainsi, posons, pourseGetae AN, Sa = Sa.1l est clair
que cette actlon est blen définie. Sis = ¢/, alors il existe n € N tel que s = s'n et

Sa=3Sa="a="a= Ya.Soit Mc N <, G, out <, signifie « sous-groupe normal
ouvert ». Alors, on a ¢y : G/M — G/N, un morphisme de groupes continu.
En effet, M < Ker ¢y = N. On utilise alors le théoreme de factorisation. Il est
facile de vérifier que le systeéme (G/N,py) est un systéme projectif. Par ailleurs,
on a les morphismes suivants : 7 : G — G/ Neti: AN < A. Ainsi, on obtient
un morphisme ¥y : Z! (G/N,AN) — Z!}(G,A), d’aprés Lemme 4.2. 1l est facile
de vérifier que les morphismes ¥ sont compatibles. Par conséquent, il vient le

morphisme suivant :
y:limZ' (G/N,A") — Z!(G,A).

Montrons que v est bijectif.

Injectivité. Comme ¢ y(a) = B, ol B¢ = i (Ar() = a7, pour tout o € G. Il est
donc évident que vy est injectif. En effet, soit a et @’ deux cocycles de G/ N vers
AN tels que wy(a@) = wn(a'). Alors, = ', donc pour tout o € G, B, = .. Par
conséquent, ag = a., d’'ott @ = a'. Linjectivité des vy implique I'injectivité de
w. Ce dernier fait est facile a vérifier lorsque 1'on considere la limite inductive
canonique.

Surjectivité. Soit a € Z 1(G, A), ainsi que N; <, G et @ comme dans Lemme 4.4.
On remarque que, puisque «a est continu, que G est profini et que A est discret,
il existe un N, <, G tel que Im a < A2, En effet, les hypothéses impliquent que
I'image de « est finie. Posons alors Im a = {ay,--,a,}. Comme |'action de G sur A
est continue, les stabilisateurs S, ,--- S, sont ouverts et fermés dans G, d’apres

Lemme 3.4. Ainsi, [ :=(}_, S4; est un ouvert fermé contenant 1, ce qui implique
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I'existence de N, <1, G avec N, c I (cf. preuve de Lemme 4.4) et doncIm a < ANz
On pose N = N; N N, qui est un sous-groupe normal ouvert de G, et on définit un
cocyle f: G/N — A qui est tel que fom = a, ot 7 est la surjection canonique, et
tel que Im 8 < AN. Lexistence d’un tel cocycle vient du théoréme de factorisation
pour a. Comme N c Nj, alors f3 est bien défini. Montrons que Im  c AN, Soit
a€Im B alors a = B5, avec 0 € G. Soit n € N alors n € N, et "7 = "Bro) =
"ay = ay = By, oll la troisieme égalité se justifie par le fait que Im a < A2, D’ol1
Im 8 < AN. On constate alors que v y(8) = a. En effet, soit 0 € G, v () = Bz = a.
Par conséquent, @ o pn(f) = a, ol g : Z' (G/N,AN) — limZ' (G/N,A"N). Ceci

prouve la surjectivité et donc la bijectivité. O

PROPOSITION 4.6. — Soit G un groupe profini et A un G-groupe discret. Alors,

on a la bijection suivante :
H'(G,A) =~limH' (G/N,A"),

ol N parcourt les sous-groupes normaux ouverts de G.

PREUVE : De la méme maniere que dans Proposition 4.5, on obtient un mor-
phisme induit :
y:limH' (G/N,AY) — H'(G,A).

Montrons que ¥ est bijective.
Surjectivité. La surjectivité de ¥ provient de celle de w dans Proposition 4.5.
Injectivité. Pour montrer I'injectivité de v, il suffit de la montrer pour les mor-
phismes H! (G/N,AN) — H!(G,A). Supposons que a et a’ sont des cocycles

I
(o)

tout o € G. Puisque B; = 1 pour tout cocycle §, on a, pour n € N, a’T =aa7"a

= aay) %a”!, pour
-1

tels que ¥y ([a]) =y ([a]). Ainsi, il existe a € A tel que a

si, et seulement si, a = "a, c’est a dire a € AN et donc [a] = [a']. Ce qui prouve

l'injectivité de w. O
Venons-en a la preuve du théoreme clé.

THEOREME 4.7. — Soit ® un foncteur en groupe pour K/k. Alors, on a un
isomorphisme :
H' (65,0(K) =~ limH' (&},®(F)),
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ol F parcours I'ensemble des extensions galoisiennes finies intermédiaires.

PREUVE : On ales isomorphismes suivants :

lim, H (6F,0F) = lim H' (600
= lim H' (6K /6K 000%)
2 H! (6K 0K).

Justifions ces isomorphismes.

1. Ce premier isomorphisme se justifie par la définition d'un foncteur en
groupe.

2. Ce deuxiéme isomorphisme, vient du résultat sur la théorie de Galois suivant
[LAN, VI,1.10] :

Si k est un corps et F une extension galoisienne finie de k. Si k c E c F est une

extension normale de k, alors on a 'isomorphisme suivant :

oy /6f =6},
3. Enfin, ce dernier isomorphisme provient de Proposition 4.6 O

4.2 Preuve du théoreme 90 de HILBERT

L'idée de cette preuve est de prouver le théoréme dans le cas d'une extension
finie et, par le théoreme clé précédent, de le généraliser aux cas des extensions
infinies.

Commencons par prouver une premiere version du théoréeme 90 de HILBERT

dans le cas des extensions finies.

PROPOSITION 4.8 (Théoréme 90 de HILBERT, cas fini). — Si K/k est une exten-

sion galoisienne finie, alors :

vneN*, H! (Gal (K/k),GL,(K)) = 1.
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PREUVE : Tout d’abord notons & le groupe de Galois de 'extension K/k. Soit
A:s— A; un cocycle de & vers GL,(K) et soit M une matrice quelconque a
coefficients dans K. Comme I'extension K/k est finie, le groupe & l’est aussi. On

peut alors considérer la matrice suivante :

B:=) A°M,
SEB

ol *M = (s(m;));,;. Montrons que pour tout t € &, ‘B = A;'B. Soit r € &, alors,

tB:t ZASSM

se®

=) TAPM=) A'AL BM.
NS) )

Ainsi,
‘B=A'Y A "M=A'Y A M.
se® se®
D’ou, ‘B = A;IB. A condition que la matrice B soit inversible, cette formule
montre que [A] = 1. Le but est donc de choisir une matrice M € .4, (K) telle que B
soit inversible. Pour cela, on distingue deux cas.
1% cas : Le corps K est infini. Pour ce cas, on va appliquer le théoréeme d’indé-

pendance algébrique des automorphismes [LAN, VI,§12,12.2] :

Soit Kun corpsinfinieto,,- - o ,, n éléments d’'un groupe fini d’automorphismes
de K. Alors, 04, -+ ,0,, sont algébriquement indépendants sur K. C’est a dire que
pour tout polynome P € K[ X,,---,X;] non nul, il existe un élément x € K tel que
P(o1(x),---,0,(x)) #0.

Tout d’abord, notons 0y, -- - ,0, les éléments du groupe & et pour tout k € [1,n],

notons Ay, := (afj’“ ) . Considérons le polynéme suivant :
1]

n n )
pP:=) E(T)HZX]'OZ?TJ(D e K[Xy, -+, Xp].
TES, i=1 jp

Montrons que P # 0.
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)
Il

Z E(T l_[ Z lT(l)

T€Sy, i=1k=1
n

= Z E(T) Z Hth lT(l)

reSn ki, kp=11i

- Z Z S(T)HXkl ”(l)

ki, ,kn—lTESn i=1
n

_ Ok;
- Z £(t) l_[ Xlal‘[(l) Z Z £(1) H in air(i)

T€S, ky-kn=1  TES, i=1

(k1,,kn)#(1,+,1)
n
—_ n
= det(As,) X"+ > > s(T)HXkla”(l)
ki—kn=1  TES,
(k- kn)#1,-,1)

La matrice Ay, est inversible, donc son déterminant est non nul. Par conséquent,
le facteur devant X' est non nul, ce qui prouve que P est non nul. D’apreés
le théoréme d’indépendance des automorphismes, il existe un m € K tel que
P(o,(m),---,0,(m)) # 0. Considérons un tel m et posons M := mld,,. On vérifie
facilement que det(B) = P(o(m),---,0,(m)). Par conséquent, det(B) # 0 et B est
alors inversible comme voulu.

27d ¢cas : Le corps K est fini. Soit x € K”, posons B(x) := Y s As *x. Montrons
que (B(x))xek» engendre K" en tant que K-espace vectoriel. Soit u une forme

linéaire de K" nulle sur les B(x). Alors, on a pour tout h € K:

0=u(Bhx)=u|) As°h°’x

se®

=Y ‘hu(As *x).
se®

Ainsi, comme I'égalité est vraie pour tout i € K, Y Su(As *x) = 0. On va montrer
que pour tout s € &, u(A; *x) = 0. Pour cela, on applique le théoreme d’indépen-

dance linéaire des morphismes de corps, [LAN, VI,§4,4.1] :

Soit K et L deux corps et ¢, -+ ,¢, : L— K (n = 1), des morphismes de corps
distincts. Alors, (¢1,---@,) est une famille libre, c’est a dire :

n
V() eL", VxeK | ) aijpi(x)=0=VYie[l,n], a;=0].
i=1
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Appliquons ce résultat aux éléments de &. Ainsi, on obtient bien u#(A; *x) pour tout
s€ ®, donc u(*x) =0 pour tout s € & car A € GL,(K) d’'ot1 u = 0. Par conséquent,
siles B(x), x € K" appartiennent a un hyperplan, alors il existe une forme linéaire
non nulle u telle que u(B(x)) = 0, pour tout x € K”. Ce qui est absurde d’apres
ce qui précede. Dong, il n'existe pas d’hyperplan contenant tous les B(x). D’ou
(B(x)) ek engendre K” en tant que K-espace vectoriel. D’apres le théoreme de la
base extraite, il existe x1,---,x;, € K" tels que y; := B(x;), (i € [,1,n]) est une K-base
de K". Posons M := [xy,---,X,] et calculons la matrice B correspondante. Si (e;)

est la base canonique de K”, pour tout i € [1,n] :

Bej=) As*Me;=) As’xi=B(x;)=y;.
NA) se®
Par conséquent, B est inversible car (y;) est une base de K”. Ceci termine la preuve

de cette proposition. O
Prouvons le théoreme 90 de HILBERT dans le cas infini.

THEOREME 4.9 (Théoréeme 90 de HILBERT, cas infini). — Soit K/k une extension
galoisienne, alors :
vneN*, H' (6,GLy(K) = 1.

PREUVE : Pour commencer, on prouve que GL, est un foncteur en groupe qui
satisfait les hypotheses de Définition 4.1.

Montrons le premier point de la définition qui est que l'action de 65 sur
GL,(K) est continue. Tout d’abord, on remarque que le stabilisateur Sy; < (’5}5
d’'un élément M € GL, (K) contient (’5% ou F est une extension galoisienne finie
intermédiaires telle que M € ./, (F). En effet, posons F := k ((ml- i, j), alors comme
les m;; sont algébriques sur k, F/k est une extension finie contenant tous les m; ;.
Par conséquent, Sy, est ouvert. En effet, on applique Lemme 3.11, car (’55 estun
ouvert de (’5}5 pour la topologie de Krull.

Montrons le deuxiéme point de la définition, a savoir que pour toute extension
galoisienne finie intermédiaire F, GL,, (F) = GL, (K)ég. Soitk c F ¢ Kune extension
galoisienne intermédiaire finie. On rappelle 'action de & sur GL, (K) : soit o € BF
et X € GL,(K), alors ? X = GL,(0) = (U(x,-j))l.’j. Posons ¢ : GL,(F) — GLn(K)QSE
le morphisme d’extension des scalaires. Montrons que ¢ est bien défini. Soit
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X € GL,(F) alors, sio € 055, Tp(X) = X = X = ¢(X). Ce qui prouve bien que ¢
est bien défini. Par ailleurs, I'injectivité est évidente. Pour la surjectivité, prenons
Ye GLn(K)"jg. Montrons que les y;; sont dans F. Soit i, € [1,n]. Par définition
deYona Uyl-j = yij. Donc y;; est dans K%F . Par conséquent, d’apres [LAS, 6.5.1],
yij € F. Ainsi, Y € GL, (F) et ¢(Y) = Y, d’oui la surjectivité.

Le dernier point de la définition est clair.

Ainsi, d’apres Théoreme 4.7 et le théoreme 90 de HILBERT dans le cas fini, on

obtient bien :

VneN*, H' (6,GLy(K)) ~limH" (&},GL, (F)) = lim{1} = {1}.
F

O

PROPOSITION 4.10 (Théoréme 90 de HILBERT, cas additif). — Soit K/k une
extension galoisienne. Notons & le groupe de Galois de I'extension et K, le groupe
additif du corps K. Alors, & agit continuement sur K}, pour n € N*, et pour tout
e N*, H (6,K") = {0}.

PREUVE : Tout d’abord on montre que & agit continuement sur K de la méme
manieére que dans le cas infini du théoreme 90 de HILBERT.
Soit a : & — K, un cocycle. Posons b = ) ;¢ (as+ k), avec k € K. Alors, b

est bien dans K”. Soit o0 € &, alorson a:

b = Y (Cas+ 7k
se®

= ) (ags—as+ 7°k)
se®

= ) (ags+ 7°k)-ag
se®

= b_ao'.

Par conséquent a est bien cohomologue au cocycle unité, ce qui finit de prouver

cette proposition. O
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5 THEOREME DE CHATELET

Pour ce dernier chapitre, on montre le théoréme de CHATELET. On note kg la
cloture séparable de k et &y le groupe de Galois absolu, a savoir, Gal (kg/k).
Commencons par définir ce que I'on appelle les k-variétés de Severi-Brauer.

DEFINITION 5.1 (Variété de Severi-Brauer). — On appelle k-variété de Severi-
Brauer de dimension n € N, toute kg/k-forme de la k-variété [F"I’Z. C’est a dire une

k-variété X telle que Xy, est k-isomorphe a P’ .

THEOREME 5.2 (CHATELET). — Soit X une k-variété de Severi-Brauer de dimen-

sion n. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
~ N
D) X=Pg.
(2) X estbirationnelle a Py’.

3) Xk # 2.

PREUVE : Démontrons ce résultat en prouvant les implications successives.

(1) = (2) : Ce résultat est immédiat. En effet, X est bien un ouvert dans
lui-méme, pareillement pour P’

(2) = (3) : Cette implication se justifie avec le corollaire du théoreme de LANG-
NISHIMURA. En effet, on sait que P} est projective et reguliére car recouvert par
des ouverts isomorphes a I’espace affine qui est régulier. Maintenant, concernant
X, on sait que X est ks-isomorphe a IP’I’ZS, donc Xy, est projective et réguliere,
ainsi, X est projective et réguliere d’apres Proposition 1.5. Pour finir, montrons
que P possede un k-point. Considérons comme point I'idéal p := (X,---,X5).
Alors, p est bien dans Pl’z. En effet, p est homogene, premier et ne contient pas

I’ensemble des polyn6mes non constants. De plus, le point p est bien rationnel.
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En effet, montrons que x (p) := Gy, /mp =~ k. On sait que 0y = (k[Xp, - -- Xy]) (. Donc,

définissons le morphisme d’anneaux suivant :

0, — k
¢ p P10, ,0) -
Q Q(L0,--,0)

Ce morphisme est bien défini. En effet, Q(1,0---,0) # 0 car, par définition, Q ¢
p:=(Xy,---,Xy). On vérifie facilement que ¢ est surjective. De plus, son noyau est
forcément 'idéal maximal de 0, car, étant un anneau local, G, possede un seul
idéal maximal. Ceci prouve bien que p est rationnel.

(3) = (1) : Supposons que X posséde un point rationnel x. Comme X est
une k-variété de Severi-Brauer de dimension n, il existe un k;-isomorphisme
Xk
IPI’ZS pour que x soit envoyé sur p := (X3,---,X,) € Pﬁ. Ainsi, (X,x) peut étre vue

o IPI’ZS. Composons ce ks-isomorphisme avec un kg-automorphisme de
comme une k;/k-forme de la k-variété pointée (P,p). Les ks-automorphismes
de ([P’l’z ,p) sont les kg-automorphismes de [P’l’(‘ qui fixent p. D’apres [GOR, 11.46],
PGL;+1(ks) est isomorphe en tant que groupe a Auty, (P, ). Par conséquent, les

ks-automorphismes de (Pﬁs,p) forment un sous-groupe de PGL,,+1 (ks) :

* ok * * *

0 * - % * *
Auty, (Pﬁs,p) =|. . . |modkj=

0 = * 0 = *

Considérons I'application qui a une matrice de taille (n+ 1) x (n+ 1) rend une

matrice de taille n x n en supprimant la premiere ligne et la premiere colonne.

Cette application est un morphisme de groupes de Auty ([F"l’z ,p) vers GL, (k). Ainsi,
S

on obtient une suite exacte courte de &-morphismes de groupes :
1— (k)" — Auti, (PL,p) — GLy (k) — 1.
Par conséquent, d’apres Proposition 3.5, on a la suite exacte suivante :
H' (6, (k,)") — H' ((’5k,AutkS (Pﬁs,p)) — H (B, GLy (ky)) .
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D’apres les deux versions du théoréeme 90 de HILBERT dans le cas additif et dans le
cas infini, les premiers ensembles de cohomologie aux extrémités sont nuls, ce qui
implique que H! ((’5k,Autks (Pl’zs,p)) est nul également. Par conséquent, d’apreés
Théoreme 3.13, la k-variété pointée ([P’l’z,p) n’'a pas de k;/k-formes non triviales.
Ainsi, (X,x) = (Pl’(’,p). En particulier, X est k-isomorphe a IPI’(Z, Ce qui acheve la

preuve du théoreme. O
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