COHOMOLOGIE L? DES VARIETES QALE
GILLES CARRON

REsuME. Nous donnons une interprétation topologique des espaces de formes
harmoniques L2 de certaines des variétés QALE introduites par D. Joyce.
Nous introduisons pour cela un critére analytique qui nous permet d’utiliser
des bouts de suites exactes de Mayer-Vietoris.

1. INTRODUCTION

Sur une variété riemannienne compacte, le célébre théoréme de Hodge et de
Rham identifie les espaces de formes harmoniques L? aux groupes de cohomologie
réels de la variété. Lorsque (X, g) est une variété compléte et non compacte, ses
espaces de formes harmoniques L2

HF(X) = {a € L*(A*T*X),da = d*a =0}
peuvent étre identifiés aux espaces de L? cohomologie réduite :
HF(X) 2 HY(X) = {a € L*(A*T*X),da = 0} /{da,a € L2(AF-1T*X),da € L2}

ot 'adhérence est prise pour la topologie L?. Cependant cette cohomologie L?
réduite n’est pas en général pratique & calculer, car elle ne vérifie pas les suites
exactes de Mayer-Vietoris. La cohomologie L? non réduite définie par

"HF(X) = {a € L*(A*T*X), da =0} /{da,a € L*(A"'T*X), da € L?}

peut se calculer & I’aide de suites exactes de Mayer Vietoris, cependant ces espaces
ne coincident que lorsque I'image de d est fermée et dans le cas contraire les espaces
de cohomologie L? non réduite sont de dimension infinie : ils ne permettent pas de
récupérer la cohomologie L? réduite.

De nombreux travaux donnent une interprétation topologique de ces espaces de
cohomologie L? réduite en fonction de la topologie et de la géométrie & l'infini. Par
exemple, dans [1], M. Atiyah, V. Patodi et I. Singer calculent la cohomologie L?
réduite des variétés a bouts cylindriques, les travaux de A. Borel, B. Casselman, E.
Looijenga, L. Saper, M. Stern et S. Zucker ont permis d’identifier la cohomologie L?
des variétés hermitiennes localement symétriques ! & la cohomologie d’intersection
de leurs compactifications de Borel-Serre-Satake ([3, 4, 24, 35, 40, 41]), les variétés
A courbure négative ou asymptotiquement nulle ont aussi fait ’'objet de nombreux
travaux ([25, 27, 29, 39, 9]).

Récemment, A. Sen a utilisé une dualité issue de la M-théorie pour prédire
lexistence de formes harmoniques L? sur 'espace réduit des monopoles de charges
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k sur R? ([37]). Grace & des arguments également issus de la physique théorique,
il existe aujourd’hui de nombreuses prédictions concernant les espaces de formes
harmoniques L? sur certaines variétés riemanniennes complétes 4 holonomie excep-
tionnelle. Dans un papier remarquable, N. Hitchin montre qu’une variété hyperkih-
lerienne compléte de dimension réelle 4d obtenue par réduction hyperkihlerienne
de R*" ne peut porter de formes harmoniques L? qu’en degré 2d [16]; pour cela il
utilise une ameélioration due a J.Jost et K.Zuo ([21]) d’un résultat de M. Gromov
([14] cf. aussi [6, 26]). N. Hitchin détermine aussi les formes harmoniques L? de
certaines de ces variétés dont 'espace réduit des monopoles de charge 2 et il vérifie
dans ce cas les prédictions de A. Sen. En fait les travaux de G. Segal et A. Selby
montrent les prédictions de A. Sen équivalent & démontrer que pour ces variétés la
cohomologie L? réduite est isomorphe & I’image de la cohomologie & support com-
pact dans la cohomologie absolue ([36]). Un travail fondamental de T. Hausel, E.
Hunsicker, R. Mazzeo interpréte les espaces de cohomologie L? réduite des variétés
dont la géométrie a l'infini est de type "fibred boundary" (& bord fibré) ou " fibred
cusp (& pointe fibré) en terme de cohomologie d’intersection de la compactification
obtenue en écrasant les fibres de la fibration & l'infini ([15]). Ces géométries intro-
duites par R. Mazzeo et R. Melrose modélisent les variétés localement symétrique
de Q-rang 1 et certaines géométries (ALE, ALF, ALG) des variétés a holonomie
exceptionnelle ([28]) et ce travail leurs permet de confirmer ou d’infirmer certaines
des prédictions issues de physique théorique (cf. la septiéme partie de [15] pour plus
de précisions).

L’objet de ce travail est la classe de variétés a holonomie SU(n) ou Sp(n/2)
construite par D. Joyce (théoréme 9.3.3 de [22]) :

Théoréme A. Soit G C SU(n) un sous groupe fini et X —— C"/G une résolution
crépante de C" /G, si X porte une métrique kihlerienne QALE asymptote ¢ C"/G
alors elle porte aussi une métrique Kihler-Einstein plate ; de plus si G C Sp(n/2)
alors cette métrique est hyperkdhlerienne.

Nous ne donnons pas la définition de résolution crépante (cf. [22] page 126
par exemple), nous signalons uniquement qu’une telle résolution n’existe pas tou-
jours. Nous dirons plus loin deux mots sur la géométrie des variétés QALE (Quasi-
Asymptotiquement Localement Euclidienne). Certaines de ces résolutions comme
les schémas de Hilbert sur C? sont aussi connues sous le nom d’espace des instantons
non commutatifs ([33, 32]). Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme B. Soit G C SU(n) un sous groupe fini, on suppose que le lieu singulier
de S>"~1/G (le quotient de la sphére par G) soit de la forme S1.GUS2.GU...USk.G
ou les S; sont des sous-sphéres de S*" 1 deux a deux disjointes® .

Si X " C"/G une résolution crépante de C"/G équipée d’une métrique QALE
asymptote 4 C"/G alors

H*(X) ~Im (HY(X) — H*(X)).
Les travaux de Y. Ito et M. Reid, V. Batyrev, J. Denef et F. Loeser permettent
de décrire la cohomologie usuelle de X a 'aide des classes de conjugaison de G

(([20, 2, 13]). Notons C(G) ’ensemble des classes de conjugaison de G, en corollaire
de ce théoréme nous obtenons :

2(est le cas lorsque G C SU(3) ou G C Sp(2).
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Corollaire 1.1. Soit G C SU(3) ou G C Sp(2) un sous groupe fini et X — C"/G
une résolution crépante de C" /G équipée d’une métrique QALE asymptote a C" /G,
alors :

xr2(X) = i(—nk dim HF(X) = zn:dimHm(X)
k=0 =0

= card {[g] € C(G), ker(g —}d) = {0} }.

En particulier, nous démontrons que l’espace des formes harmoniques L? de
Hilb?(C?) est de dimension 1 et qu’il est formé de formes de degré 4. Notre théoréme
répond par Paffirmative & une question de E. Hunsicker. Lorsque G agit sans point
fixe sur S~ ! alors X est une variété ALE : au dehors de 7~ 1{0}, X est quasi
isométrique au bout de cone {z € C",||z|| > 1}/G et dans ce cas ce théoréme B est
déja connu ([31, 7]).

Décrivons rapidement la géométrie a l'infini des variétés QALE considérées ici :
nous supposons donc que G C SU(n) soit un sous groupe fini vérifiant les hypothéses
du théoréme B. Notons S C S?"~1 /G ce lieu singulier ; c’est le quotient par G' d’'une
réunion de sphéres. Si (X, g) est une variété QALE asymptote & C"/G alors au
dehors d’'un compact K C X,

X\ K =U_,E;

ot By est quasi-isométrique & un bout cone sur (S?~1/G) \ S° oi S° est un &
voisinage de S C §?"~1 /G et chaque E; a un revétement fini quasi isométrique a

{(y,v) € Yix Vi, 1< o], [Imi(y)|| < 2e}

onV; CC" v, = 1d} # {Id} et m; :
Y; — Vit /A; est une résolution de V- /A; équipée d’une métrique ALE asymptote
avzt/A.

L’outil important introduit ici est une suite de Mayer-Vietoris entre cohomologie
L? 3 poids réduite. Pour alléger les discours on introduit la définition suivante :

Soit (X, g) une variété riemannienne (non nécessairement compléte) et p, w des
fonctions strictement positives (lisses) sur X, on suppose de plus que w est bornée.
On peut définir la cohomologie a poids :

HE(X) = {a € LZ(A*T*X),da = 0} /{da, o € L2(AF1T*X), da € L2(AFT=X)}

ou l’adhérence est prise pour la topologie Li associée & la mesure udvol,. On
note aussi Di~1(d) = DE1(X,d) = {da,a € L2 (A" 'T*X),da € L (A*T*X)} le
domaine de d.

Définition 1.2. On dira que I'image de d : DE~'(d) — L2 (A*T*X) est presque
fermée (en degré k et par rapport a w) si lorsqu’on introduit 'espace
k—1 2 k—1rx 2 ko
Chol(X) = {a € L2, (A" 1T X),da € L2(A"T*X)}
alors 'image de d : Cﬁful (X) — L? (AkT* ) est fermée et son image est exactement
dDy~ N (d) = {da,a € LZ(AF1T*X),da € L2}

Cette notion de "presque fermeture" de I'image de d est trés pratique car elle
permet d’obtenir des suites de Mayer-Vietoris :
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Théoréme C. Si X =U UV (U, V C X ouverts de X ), on suppose que l’image
de d est presque fermée (en degré k et par rapport ¢ w) sur X, U,V et UNV et que
la suite suivante est exacte :

(0} - k- l(x) ekl oy ekl (v) 2 ekl unv) — (o)

alors la suite courte suivante est exacte :
k-1 k-1 5 k-1 bk ™k k § ik
Hep, (U)@ku (V) — Hy,, unv) — HM(X) — HN(U)@HH(V) — H,(UNV).
Cette suite exacte permet en principe de déterminer ]H[E(X ) lorsqu’on connait
les autres espaces et les différentes fléches de cette suite exacte.
Gréce & un résultat de L. Hormander ([17]) et & nos précédents travaux sur la
non parabolicité a I'infini, nous obtiendrons :

Théoréme D. Soit (X,g) une variété riemannienne compléte et w une fonction
strictement positive lisse bornée sur X (vérifiant 3.2), nous notons d}, = w™'d*w
ladjoint formel de Uopérateur d : L? (A*='T*X) — L2 (A*T*X) alors il existe un
compact K C X telle que

Vo € CE (AT (X \ K)), llle, < Cllldyellze + lldel 2]

si et seulement si les images ded : C2(X) — L2 (AF'T*X) et ded : Cf;ll (X) —
L2(A*T*X) sont fermées et si dimHE1(X) < oo.

Ceci est a rapprocher de la définition que nous avions introduite dans [8] et
utilisée dans [9] pour déterminer la cohomologie L? réduite des variétés plates au
dehors d’un compact :

Définition 1.3. Soit (X, g) une variété riemannienne compléte, on dit que 'opérateur
d+ d* est non parabolique a I’infini s’il existe un compact K C X tel que pour tout
ouvert borné U de X \ K, il existe une constante C' > 0 telle que

Vo € G (ATH(X\ K)), Cllelzw) < [(d+d%)e.

Décrivons maintenant ’organisation de ce papier : dans une premiére partie, on
rappelle les définitions des espaces de cohomologie L? & poids, dans une deuxiéme
partie nous décrivons notre critére de presque fermeture de I'image de d et nous
y donnons des conditions pour que l'image de d soit presque fermée sur U U V'
lorsqu’elle I'est sur U, V et UNV et pour qu’elle soit presque fermée sur U lorsqu’elle
I'est sur UUV et UN V. On compare aussi cette condition & la non parabolicité
a 'infini et nous montrerons le théoréme D. On calcule ensuite la cohomologie L?
réduite des cones et a titre d’illustration nous reprouvons un résultat de R. Melrose
([31]) & propos de la cohomologie L? des variétés a bouts coniques. On décrit ensuite
la géométrie des variétés QALE. Enfin dans la derniére partie nous prouvons notre
résultat principal (le théoréme B), en fait notre méthode permet aussi de déterminer
la cohomologie L? des variétés QALE asymptote & C"/G et pas seulement des
résolutions crépantes. La description de ces variétés faite plus haut implique qu’il y
aun compact K sur lequel la variété X se rétracte. Et le bord de K est une résolution
de S?"71/G. Les singularités de S>*~1/G sont de la forme (C™i/A; x S?"~1)/B;
ou A; C SU(m;) agit sans points fixes sur C™ \ {0}, B; agit sans point fixe sur
C™: JA;\{0} et sur S~ ; ces singularités sont résolus par (Y; xS*"i~1) /B;. Notons
Y = U,;Y;/B;, on dispose d’une application f : Y — 0K, on peut considérer le sous
complexe de C*°(A*T* K) formé par les formes différentielles dont le tiré en arriére
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par f est nulle et on note H*(K,ker f*) la cohomologie de ce complexe : un cas
particulier de notre résultat est le suivant

Théoréme E. Soit G C SU(n) et (X, g) une variété QALE asymptote ¢ C"/G, on
suppose que le lieu singulier de S>"~1 /G vérifie I’hypothése formulée au théoréme B
et que la dimension réelle de ces singularités est plus grande ou égale a trois alors
H¥(K,0K)~ HF(X) sik<2
H*(X) ~ { H*(K, ker f*) si k€ [3,2n — 2]
H¥(K) ~ H*(X) sik>2n—2

Remerciements. Je tiens & remercier C. Sorger pour avoir répondu patiemment
4 mes questions naives sur la cohomologie des résolutions crépantes. Je remercie
Eugenie Hunsicker dont les commentaires sur une version précédente de ce papier
m’ont permis d’y repérer une erreur; je la remercie également avec T. Hausel et
R. Mazzeo et 'A.LM. pour avoir organisé et accueilli la conférence "L? Harmonic
Forms in Geometry and Physics" au cours de laquelle cette question a été soulevée.
Enfin, ce travail a débuté alors que je bénéficiais d’une délégation partielle au

C.N.R.S.

2. L? COHOMOLOGIE (A POIDS).

Nous présentons ici les espaces de cohomologie L?, on trouvera d’autres présen-
tations dans les articles de J. Cheeger, S. Zucker, J. Lott ([11, 40, 25] et de fagon
plus abstraite dans le papier de J. Briining et M. Lesch ([5]) .

Si (X, g, 1) est une variété riemannienne équipée d’une mesure lisse y(z)d voly(z)

(ou méme seulement dans L{? ), on introduit Iespace Li(A’“T*X ) des formes dif-

férentielles qui sont de carré sommables pour cette mesure, la norme de cet espace

de Hilbert est :
ol = [ laudvol.
X

On note (, ), le produit scalaire associé.

L’espace des k-formes L? fermées est Pespace Z}'(X) des formes a € L2 (A"T* X))
qui sont fermées au sens des distributions, i.e. celle qui vérifie :

Vp € G (AMIT*X), (o, d;,5),= 0
Ou d}, est I'adjoint différentiel formel de I'opérateur
d: CP(AFT*X) — L2(AM T X)
si la variété X est orientée et si x est 'opérateur de Hodge on a
* —1
d,==+p " *dxp
le signe étant fonction du degré. Lorsque x4 = 1, on ne mentionnera pas la référence

a la fonction 4 : on notera L3 = L%, d* = dj...
Le domaine (maximal) de d est

k _ 2 ks 2 k+1mpx
D,(d) ={a € L,(A"T*X), da € L,(A""T"X)}.
C’est a dire a € DF(d) si et seulement si o € L% (A*T*X) et s’il y a une constante

C tel que
Vo € CR(AITX), |, dpo), | < Cllollu
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Maintenant on fait ’hypothése suivante :

(2.1)
La variété X est I'intérieur d’une variété a coins X et la métrique g

et le poids p s’étendent & X et X est complet pour la distance géodésique.

Ceci implique que chaque point 2 € X a un voisinage diffeomorphe 4 un ouvert du
type
{(z1,..x) €B", 21 >0, ..., 21, >0},

et que la métrique et le poids s’y prolongent de fagon lisse, et que pour un point
o € X la fonction x +— d(o,z) est 1-Lipschitzienne et propre. On note alors
Cs°(A*T* X) I’espace des formes différentielles lisses et & support compacte dans X
et C5°(A*T*X) 'espace des formes différentielles lisses et & support compact dans
X c’est a dire celle dont le support est borné dans (X, g), c’est & dire qu’il existe un
o € X et un réel positif R tel que le support soit inclus que {z € X,d(o,z) < R},
ce support peut donc rencontrer 0X.

Avec cette hypothése, C5°(A*T*X) est dense dans Dﬁ(d) lorsque ce dernier es-
pace est équipé de la norme

a = [lally + [|daf,.
La L2-cohomologie non réduite de (X, g, u1) est définie par
k _ ok k—1
nTHu(X) _ZM(X)/dD# (d)’

ol Zl’j(X) ={a € Li(AkT*X), doa = 0}. La L? cohomologie non réduite est la
cohomologie d’un complexe mais lorsque 'image de d n’est pas fermée ce n’est pas
un espace de Hilbert, c’est pourquoi on introduit la Li—cohomologie réduite :

HE (X) = Z3(X)/dDj; ™' (d) = Z5(X) /dCge (AF1T*X).

On notera BF(X) = dC§°(AFT*X) ot I'adhérence est pris dans L?. Evidemment
lorsque I'image de d : Di~1(d) — L2(A*T*X) est fermée ces deux espaces coin-
cident. L’objet de cet article est la cohomologie L? réduite, pour alléger le discours
on omettra de signaler I’adjectif réduite.

La cohomologie Li se représente a l’aide de certains espaces de formes har-
moniques. On introduit le domaine de dj,, ou plus exactement de l’adjoint de
d : Di~l(d) — LZ(AFT*X) : lorsque « € L2(A*T*X) alors o € D¥(d},) si et
seulement §’il y a une constante C' telle que

Vo € C (AT X), | (e, dy), | < Ol

Lorsque v € Cg°(A*!'T*X) alors « € D(d},) si et seulement si le long de la
partie lisse du bord de X, a n’a pas de composante tangentielle.
Lorsque Dk(d/’j) est équipée de la norme du graphe

a |laflu + ldzall,

alors C§°(AFT* X) est dense dans D* (d},). On introduit donc :

HE(X) = {a € ZHAT*X), a € D(d}) et dj,oa =0},
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La décomposition de Hodge-deRham nous apprend que :
ks _ gk KAk ETL R
Li(A T*X) =H,(X)® B,(A"T"X) © d;D*+1(dr)
= H(X) ® dCP(AF-1T*X) @ d;,C° (AFHIT*X)

I’adhérence étant bien entendu prise pour la topologie de Li(AkT*X) et on sait de
plus que
k _ a4k AN
Z,(X) =H,(X) ® B(A"T*X).
Donc on en déduit I'isomorphisme :
k ~ gk
H; (X)) ~ M, (X).

On peut aussi définir la Lz cohomologie relative (4 0X ou & Y C 90X une
hypersurface de X) en considérant I'espace DF(d,Y) des formes o € L2 (A"T*X)
pour lesquelles il existe une constante C' telle que

Vo € CEAMITH(X UY), [{a,dpe), | < Cllell,.

On définit alors
ZNX,Y)={aeDi(dY), da=0}
et
Bi(X,Y) = dD; ' (d,Y).
k _ 7k k
H,;(X,Y) =Z,(X,Y)/B(X,Y).

Ces espaces admettent aussi une interprétation en terme de formes harmoniques : on
introduit pour cela I'espace Df(d%,Y) des formes o € L2 (A*T*X) pour lesquelles

12 J7a
il existe une constante C' telle que,

Vi € CE(ANITH(X UY)), | (aydg), | < Cllgl, -
Si on définit
HMNX,Y) ={a € Z(X,Y)NDi(d}.Y), d,a =0}
alors nous avons ’isomorphisme
k ~ gk
H;(X,Y) = H(X,Y).
Lorsque X est orientée®, Iopérateur * de Hodge induit un isomorphisme :
HE(X) ~ HZ;’“ (X,0X).

Remarque 2.1. On peut aussi introduire comme implicitement L. Hérmander [17,
18] et plus explicitement N. Teleman [38] la L2, -cohomologie. C’est la cohomologie
du complexe des formes différentielles qui sont dans L2, . ainsi que leur différentielle.
Selon la proposition 3.3 [38], la cohomologie de ce complexe calcule la cohomologie
de X (la cohomologie de de Rham). La dualité de Poincaré dit que la cohomologie
de X est isomorphe au dual de la cohomologie & support compact, en particulier il
n’y a pas lieu de distingué la L? . cohomologie réduite ou non réduite car I'image
de d est fermée sur L7 . En effet, une forme fermée L7  nulle en cohomologie
L? . réduite est exacte en restriction & chaque domaine compact & bord lisse de
X, elle définit donc une forme linéaire nulle sur ’espace de cohomologie & support
compact, elle est donc exacte en cohomologie L1200' Aussi une forme fermée de Li

3Lorsque X n’est pas orientée, un résultat analogue est valide en considérant les formes &
valeurs dans le fibré d’orientation.
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2
loc

De plus lorsque X est compacte alors la LZ

2 . .
(. cohomologie) est isomorphe

nulle en cohomologie Li réduite est nulle en cohomologie L
la différentielle d’une forme dans L .
cohomologie (qui est évidemment isomorphe a la L

a la cohomologie de X.

en particulier elle est

3. LA CONDITION DE PRESQUE-FERMETURE DE L'IMAGE DE d ET LA SUITE DE
MAYER-VIETORIS

On introduit maintenant une condition qui permet d’obtenir un petit bout de
suite exacte de Mayer-Vietoris.

3.1. Définition. On considére donc (X, g, pt) une variété riemannienne équipée de
la mesure p(z)dvol, et w : X —]0, 0o[ une fonction lisse bornée, on dira que
limage de d : Dl’j_l(d) — Li(AkT*X) est presque fermée (en degré k et par
rapport & w) si lorsqu’on introduit ’espace

Chli(X)={ae L (AT X),do € L2 (A"T*X)}
alors Bfi(X) = dCl- 1 (X).

Il est évident que lorsque 'image de d est fermée elle est presque fermée. Remar-
quons que lorsque w’ < w, alors

k—1 k—1 .
Coop (X)cC Cw,’“(X) ;

ainsi si I'image de d : Dﬁ_l(d) — Li(AkT*X) est presque fermée par rapport a w
alors on a
k k—1
BE(X) C dekiL(X),

w’
mais on n’a pas forcément égalité. Dans (lemme 3.1 de [10]), nous avons obtenu un
critére qui assure l'inclusion inverse (cf. aussi les articles de N. Hitchin, P. Li , J.

Mc Neal, J. Jost et K. Zuo [16, 23, 26, 21]) :
Proposition 3.1. Si (X, g,u) vérifie (2.1) et si w'(z) > m (oW o est un
point fizé de X ) ou la fonction ¢ vérifie

*°dt

e(t)
alors
dcy; 1 (X) C Bi(X).

Définition 3.2. Lorsque w’ vérifiera les hypothéses de cette proposition on dira que
w' est & décroissance parabolique.

Un corollaire de ce résultat est donc le suivant :

Corollaire 3.3. Si (X, g, u) vérifie les hypotheéses (2.1) et si l'image de d : D”j_l(d) —
Li(AkT*X) est presque fermée en degré k et par rapport a w alors pour tout poids
w' < w a décroissance parabolique, limage de d : Di~'(d) — L2(A"T*X) est
presque fermée en degré k et par rapport a w encore presque fermeée.

Par exemple, sur la doite réelle R, il est facile de voir (grace a 'inégalité de
Hardy) que pour w(t) = 1/(1+[t[)?, 'image de d : C}, ;(R) — L*(T*R) est fermée,
et puisque w(t) = w(t) = [1+[¢| (1+log(1+ [t|) )] =2 est & décroissance parabolique
et est inférieur & w alors Pimage de d : Cy | (R) — L*(T*R) est aussi fermeée.
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De plus lorsque (X, g, u) vérifie ’hypothése (2.1) et que w est a décroissance
parabolique alors 'image de d : Di~!(d) — L2(A*T*X) est presque fermée en
degré k et par rapport & w si et seulement si I'image de d : Cji ! (X) — L2, (AFT*X)
est fermée. Dans ces conditions une forme L? fermée o € Zﬁ(X ) est nulle en
cohomologie L2 si et seulement si il existe § € L2, (A*'T*X) telle que a = df3 4,
3.2. Suite de Mayer-Vietoris.

Théoréme 3.4. Si X =U UV (U, V C X ouverts de X) et w : X —]0,00[ une
fonction lisse, on suppose que l’image de d est presque fermée (en degré k et par
rapport o w) sur X, U,V et UNV et que la suite suivante est exacte :

{0} - cil(x) el oy, (v) el unv) — {0}
alors la suite suivante est exacte :

HEL (U)ol (V) -5 BE- V) - Bk () s 1 (0)emt (v) - BEUAY),

Démonstration. Si A C B C X on note ¢4 p I'inclusion t4 p : A — B et on note
W=UnV.
Montrons 'exactitude de la derniére fleche i.e ker 6 = Imr* : soit donc (o, 3) €
k k
Zy(U)® Z;(V) telle que
L*‘ZV)Uoz — L;;V,Vﬁ S B/’j(W)
Ily a alors ¢ € Cff,ful(W) tel que tjy ;o — tjy 8 = dip et par hypothése il y a aussi

(Yy,vy) € Cf,j;}(U) &) C{f;l}(V) tel que iy v — Gy vy = Y. Alors si v est la
k-forme Lﬁ sur X telle que

L*U,XW =a—dyy et LT/,XV = [ —dyy

alors ~y est fermée sur X et on a bien tf; yy — a € BE(U) et o, xy — B € BE(V).
On montre maintenant ’exactitude de la fleche du milieu i.e. kerr* = Imb.
Rappelons comment b est défini, soit

k—1 k—1
NE Zy, UNV)CC, ,(UN V),
alors par hypothese, on trouve (¢y,¥v) € ChH(U) @ C-H(V) tel que
n= L*W,U7/}U - L;V,va

alors la forme ¢ définie sur X par : (j;0 = dyy et 1, = dipy est un élément de
Z fj(X ), sa classe de cohomologie Li ne dépend que de la classe de L2 ., cohomologie
de n, et alors

Soit, donc € Z(X) telle que

WX € Bﬁ(U) et Ly x7 € Bl,j(V)y

on trouve donc (Yy,9y) € CioH(U) @ Cl- M (V) tel que : 1y vy = dpy et 1j v =
dpy. Alors iy Yy — Ly vy € ZE (W), et évidemment on a

b[LT/V,U"/JU - L’{/V,V'l/}V] =[]

4au sens des distribution.
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On montre finalement I’exactitude de la premiére fléche : c’est & dire Im § = ker b.
Soit, donc n € Z} 1 (W), tel que si on choisit (¢, 4yv) € Ch-H(U)@Ch~ (V) vérifiant

WL w, @

n = tyuYu — L.y Yy alors la k-forme L? fermée ~ définie par

L xY = ddu et iy xy = dy
est nulle en cohomologie Li. Par hypothése il existe ¢ € Cfl',,_ul(X ) telle que v = dé.
Mais alors on a o = Yy — 1y x¢ € Zi;l(U) et =19y — 1 x¢ € Z{B;l(V) d’ot

¥ *
n=tlwu®— LW,Vﬂ'
O

Remarques 3.5. i) On peut évidemment énoncer un théoréme analogue pour
la cohomologie LZ relative & une hypersurface ¥ C X a condition d’intro-

duire espace C ! (X, Y') des formes o € L2, (A*~1T* X)) telles qu'il existe

une constante C' avec

Vo € CE (AT (X UY)) | (e ), | < Cligllu-

ii) La preuve indique aussi que pour avoir I’exactitude au niveau des deux
derniéres fleches, on a uniquement besoin que l'image de d soit presque
fermée sur U NV, pour 'exactitude au niveau des deux fléches du milieu,
il suffit que 'image de d soit presque fermée sur U et V et au niveau des
deux premiéres fléche il suffit que I'image de d soit presque fermée sur X.

3.3. Condition pour assurer la presque fermeture de 1’image de d. Si on
découpe la variété en petits bouts sur lesquels 'image de d est presque fermeée,
il n’est pas clair que I'image de d soit presque fermée sur la variété; voici une
proposition qui assure ceci (c’est en quelque sorte un voyage de la cohomologie vers
Panalyse fonctionnelle).

Proposition 3.6. Soit (X, g) une variété riemannienne vérifiant (2.1) et p, w,w’
des fonctions strictement positives lisses sur X. On suppose que X = UUV (U,V C
X ouverts de X ) et que les conditions suivantes sont vérifiées :
— limage de d est presque fermée sur U et V par rapport au poids w.
— Le poids w est a décroissance parabolique.
cy 2 (UNV)=BEXUNV).

— Vopérateur C*72 (U)@ CF72 (V) 2, k2 (UNYV) est surjectif,

w’ ,wp w’wp w’ ,wp
) . _ _ _ b )
~ la suite suivante HY, '(U) @ HEH(V) — HE H(UNV) — HE(X) est aussi
exacte,
alors l'image de d est presque fermée sur X par rapport au poids w.

Démonstration. Soit donc v € Bl’j(X), évidemment on a aussi
L x7Y € BS(U) et 1y, x7 € Bﬁ(V)
Iy a donc (¢y,¢v) € C HU) & CE- (V) tels que
1y xY = dyu et vy xy = dipy.

On définit alors n = iy yYu — Ly Yy € Z{f,;l(W) et cette forme vérifie par
construction b[n] = 0. Il y a donc ¢ € ijTQw#(W) et (ay,av) € ZEHU)@ ZEH(V)
tels que

n=d¢+ L*W’UOZU — L;;Vyvozv.
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Et on trouve aussi (¢u, ¢v) € CH2 (U) @ CE2 (V) tels que

w’ wp xnm
L*W,U¢U - L>kw,v¢v = ¢.
Siy e CZT;(X) est défini par
XV =Y —déu — au et 1y x =Py —dov — ay,
alors on a bien v = dv. Ainsi, nous avons obtenu l'inclusion :
Bi(X) cdciH(X).

L’inclusion réciproque est une conséquence du fait que w est & décroissance para-
bolique. ([

Nous avons bien évidemment un énoncé analogue pour la cohomologie Li relative
aY CcoX.

On a aussi un critére qui assure que 'image de d est presque fermée sur U
lorsqu’elle ’est sur X et UNV.

Proposition 3.7. Soit (X, g) une variété riemannienne telle que (2.1) soit vérifiée
a coins et p,w des fonctions strictement positives lisses sur X. On suppose que
X =UUV ou U vérifie aussi (2.1). Les conditions suivantes

— L’image de d est presque fermée sur X et U NV par rapport au poids w.

— Le poids w est a décroissance parabolique.

. _ r* _ _ S _
~ la suite {0} — Ck-N(X) — cEi N U)a i (V) — CEHUNV) — {0} est
exacte,

—rx HF(X) — HE(U) est injective

impliquent que 'image de d est presque fermée sur U par rapport auw poids w.

Démonstration. Soit v € Bfi(U) on a donc tjy, ;e € BE(W) et on trouve de méme
(v, yv) € Chr M U)o ClL (V) tels que dijy v — dijyyiby = Gy . Maintenant
siy € Z)(X) est défini par
L xY =a—dpy et vy xy = —dipy.
Alors v est fermé et 1f; v € Bl’j(U) donc par hypothése : v € Bﬁ (X) et on trouve
¢ € Chm1(X) tel que v = dg, ainsi @ = dipy + duj; x¢. D’ott 'inclusion
Bi(U) c dci HU).
L’inclusion réciproque est une conséquence du fait que w est & décroissance para-

bolique. O

Remarque 3.8. On remarque que ’on peut remplacer '’hypothése que l'image de d
est presque fermée sur X par I’hypothése que si a € Bl’f (X) alors il y a une forme
B € L, tel que a = dpj et L xBE Lim.

La preuve de la proposition précédente montre méme le résultat suivant :

Corollaire 3.9. Si en plus des hypothéses précédentes, on a Hﬁ(U nVv) = {0},
alors

HE(U) ~ HE(X).
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3.4. Comparaison avec la non parabolicité. Dans [9], nous avons utilisé une
condition similaire & la presque fermeture de 'image de d :

Définition 3.10. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, on dit que I'opé-
rateur d + dj, est non parabolique a I'infini §’il existe un compact K C M tel que
pour tout ouvert borné U de M \ K, il existe une constante C' > 0 telle que

Vp € Cgo (AT (M \ K)), Cllellz2w) < I(d+dp)ell-

Soit K un compact contenant K dans son intérieur, on note W (A*T*M) le
complété de C§°(A*T*M) pour la norme :

a = a2 gy + (d+ dy)ell

Cet espace ne dépend pas du compact K choisi, il s’injecte donc naturellement dans
W,..2. De plus Vopérateur (d+d) : W(A*T*M) — L2(A®T*M) est Fredholm et
on a
k _ k—1mx
B (M) = dW (A" "T*M).
Si l’on fait I’hypothése de coercivité suivante :
Vo € Co° (AT (M \ K)), Cllellwn < I(d+d2)ellu,

alors l'opérateur d + dj, est clairement non parabolique a I'infini et I'image de d
est presque fermée sur M pour le poids w. Dans ce cas une norme sur ’espace
W (A*T*M) est

= [|@llwp + I(d + d) el -

Alors le noyau dans W de I'opérateur d+d;, est le noyau wa de l'opérateur d+dj, ;
et il y a donc une constante C' > 0 telle que si p € C§°(A*T* M) vérifie

(0, ), =0, Vh € kerpz (d+d),)

alors
Cllellwn < [[(d+dy)ellu

L’avantage de cette définition est qu’elle ne dépend que de la géométrie & 'infini
de M et qu’avec un peu d’analyse on peut obtenir une suite exacte longue en coho-
mologie Li Mais ceci ne permet pas de découper la géométrie a I'infini en morceaux
sur lesquels on ferait une analyse similaire. La condition de presque fermeture pour
I'image de d est assez souple mais nous ne savons pas si elle ne dépend que de la
géomeétrie a l'infini : par exemple si (X, g) est une variété riemannienne qui vérifie
nos hypothéses (2.1) et u une fonction lisse strictement positive sur X. Soit K ¢ X
un compact, est-il vrai que la presque fermeture de I'image de d sur X implique la
presque fermeture de I'image de d sur X \ K (et vice versa) ? Notons par exemple
que ’hypothése de presque fermeture de 'image de d ne requiert pas la finitude de
la dimension des espaces de Li cohomologie.

Lemme 3.11. Supposons que (X, g, ) vérifie la condition (2.1) et que w soit a
décroissance parabolique, alors CS°(A*~1T*X) est dense dans Cff;/}(X) lorsque ce

dernier espace est équipé de la norme du graphe o — ||04H12D# + [ dex] .-

Démonstration. C’est en fait une re-formulation du lemme (3.1) de [10]. Grace aux
hypotheses (2.1), il suffit de démontrer que si 3 € Cl~!(X), alors on peut trouver
une suite (5;); d’éléments Cfv;} (X)) a support compact qui converge vers (3.
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Rappelons que w est & décroissance parabolique :

1
v 2 )
ol o est un point fixé de X et ¢ vérifie
Codt
Wt) =

On introduit alors les fonctions de troncature de [10] : si r, R deux nombres réels
tels que 0 < r < R, on leurs associe la fonction ¢, r définie par

1 si s<r
-1
(3.1) brr(s) = fSR % X (ITR %) si selrR]
0 si s>R

Il existe alors par hypothése des suites r; < R; telles que lim;_,, 7 = 00 et

/R’dt R
o W(t) -

On considére alors §; = ¢y, g, (r(x))Bour(x) = d(o, ). Il est clair que lim;_, . || —
Blwyu = 0. De plus puisque df; = ¢y, r,dB + ¢;, ,dr A\ B et que par construction :

2
HQS/n,RldT A ﬁH/t < *”ﬂ”w/t )
on déduit immédiatement que lim;_, ||df; — df||,, = 0. O

Introduisons maintenant I'opérateur

T:=(d:Ch2(X)— L, (AT X))

w,w

et T* son adjoint, le domaine de T™ est aussi ’espace D(T*) des (k — 1)-formes
ae L2, telles que

Vo € C5°(X), ¢a € DH(dy,)

et telles. que .dwuoz € Li. En utilisant que dyu B = Ory Ry, B — qﬁ’le inty, 3, une
preuve identique montre que l’'on a aussi :

Lemme 3.12. Supposons que (X, g, 1) vérifie la condition (2.1) et que w soit a dé-
croissance parabolique, alors C3° (AP~ 1T*X)ND*~1(dy, ) est dense dans CH(X)N
D(T*) lorsque ce dernier espace est équipé de la norme du graphe o — ||a|\fw +

lded + | el -

Gréce a ce dernier lemme, un théoréme de L. Hérmander (théoréme 1.1.2 de [17])
implique néanmoins le résultat suivant qui établit un premier lien entre les notions
de non-parabolicité a l'infini et de presque-fermeture de I'image de d.

Théoréme 3.13. Soit (X, g) est une variété riemannienne orientée de dimension
d qui vérifie nos hypothéses (2.1) et p,w des fonctions lisses strictement positives
sur X ot w est a décroissance parabolique. Les images des applications

d: ChmHX) — L(AFT*X)

etd:Ch 2 (X)— L2, (AT X)

w, W
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sont fermées si et seulement si il y a une constante C > 0 telle que si ¢ €
Ceo(APIT*X) N DRI (dy,,) vérifie
_ k—1
<<)07 h>wu_ 0’ Vh e Hw,u, (X)
alors
Cllells,. < ldelly, + llds . ell

On peut aussi re-visiter une partie de nos travaux sur la non-parabolicité a
Iinfini & partir de cette inégalité. Nous remarquons que si en plus des hypothéses
de ce théoréme nous supposons que Hx, ' (X) est de dimension finie alors on trouve

K C X un compact et C' une constante strictement positive telle que
Vo € O (AT (X \ K)) N DA (ds,),
Cllglla. < ldolls + ds .ol
En effet si {hy,...,h;} est une base orthonormée de 'Hfj,;l(X), nous avons pour

¢ € C(AF17*(X \ K)) N DF—1(d%,,)

W

Cllgl1z < N7 + a5, Il + C D | hay,
Il suffit de choisir alors K afin que

1
2
zi: 1hillzz, ) < 15 -

Ce résultat s’accompagne en fait d’une réciproque :

Théoréme 3.14. Supposons en plus que w soit a décroissance parabolique et que
pour un compact K C X, il existe une constante C' > 0 telle que

Vo € Cg° (AT (X \ K)) N DF1(d,)
Cllollz,, < 1dollZ + lId5,,. %

alors ’image de d est presque fermée en degré k pour le poids w, Hﬁ;l (X) est de
dimension, finie et l'image de d : Ci-2 (X) — L2 ,(AF"1T*X) est aussi fermée.

w, W

(3.2)

Démonstration. On s’inspire largement de [8] : soit K un compact contenant K dans
son intérieur, on lui associe la norme Ny définie sur Cg°(A*~1T*X) N D*~1(ds, )
par

1/2
N () = ( [ 16+ ol + |d;*:,,t<z>|,i) .

Cette norme est en fait équivalente a la norme :

. 1/2
Nu(9) = (o115, + Idollf + I, 0ll5) "
En effet la norme N, est & un facteur prés plus grande que la norme Nz, il suffit

donc de montrer Pestimation réciproque. Soit donc p une fonction qui vaut 1 dans
un voisinage de X \ K et a support dans X \ K. Si ¢ € Cg° (A" 'T*X)nD*F~1(dy, ),
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on a

115 < 201 = p)l5, + 2llpgIl%,

<c /K 6 + C [Ild(d)? + 5, (00)]2]

<o /K 6 + C [Ildo|? + 5, 012]

Ou on a utilisé d’abord I'inégalité de non parabolicité (3.2) et ensuite que
ld(pd) 17 + lldr (PO} < C/R 67 + C [ldgll7, + lld3,.0117]

Soit donc W le complété de C5°(A*~1T*X) ND*~1(d;,,) pour la topologie induite
par ces normes. Nous allons montrer que I'opérateur

* . 2 k= 2 k—1r*
(d+di,) : W — L2(AFT*X) @ L2 (AR 1T X)

est semi-Fredholm : son noyau est de dimension finie et son image est fermée.

Gréce au critére trés commode de L. Hérmander (prop. 19.1.3 de [19]), il suffit
pour cela de montrer que si {; }; converge faiblement dans W' et que {(d+d;,,)a:}i
converge fortement dans LZ alors la suite {a;}; converge fortement dans W.

Il suffit donc de démontrer qu’une telle suite converge fortement dans L? (Ak_lT*f( ).
Mais par hypothése une telle suite est bornée dans T/Vlif et converge faiblement dans
I/Vlif, puisque l’inclusion de I/Vlloc2 dans L? (f( ) est compacte, le résultat est immé-
diat. On vient de démontrer que l'image de d : W — Li est fermée. Grace au
lemme 3.12, on en déduit que les opérateurs d : CZTI} (X) — Li et T ont leurs
images fermées, c’est donc aussi le cas de T

On montre maintenant que Hﬁ,;l (X) est de dimension finie, on sait que kery (d+
d,,) € HEZH(X). On va vérifier que ces deux espaces coincident. Soit b € HE 1 (X),
on veut montrer que h est dans W, il faut donc trouver une suite (h;); de C§° (A*=1T*X)N
DF1(d;,,) telle que ||dhy|, — O et ||}, ll, — 0. On reprend les fonction de
troncature (3.1), et on considére alors h; = ¢,, g, (r(x))h ot r(z) = d(o,z). On a
dh; = ¢;’l,Rl dr A het dj, by = _¢LL,R1 inty, h on obtient donc

" 2
ldhallye + Ndwplulle < 31 7llwp
d’ou le résultat. O

La conclusion de cette discussion est donc la suivante :

Théoréme 3.15. Lorsque (X, g, 1) vérifie (2.1) et que w est ¢ décroissante para-
bolique, la conjonction des trois conditions suivantes ne dépend que de la géométrie
a Vinfini de (X, g, 1) :

(1) La dimension de HE ' (X) est finie.
N . k— ks s
(2) L’image de d : Cji,N(X) — L2 (A*T*X) est fermée.
(3) L’image de d : CE72 (X,0X) — L% (A*"1T*X) est fermée® .

w, W

5CET2.(X, X \ X) a été défini A la remarque 3.5 i).
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Et elles équivalent a Uexistence d’un compact K C X tel que :
Vo € Co°(AF'T*(X \ K)) n D (d},,)
Cllgll%, < ldgllZ + NIy, .07
On peut également énoncer un résultat analogue relativement a4 Y C 0.X.

3.5. On donne maintenant le critére qui plus loin nous permettra d’affirmer que
la suite

_ r* _ _ 5 _
{O} - Cfu,ul(X) - quj),,u,l(U) D Cq’j),;Ll(V) - Cfu,p,l(U N V) - {O}
est exacte.

Proposition 3.16. Si X = UUV 0a 0VNU C Q ou 2 est quasi isométrique au bout
de cone sur|—1,1[xX : Q ~ C1(]—1,1[xX). On suppose que OVNU = C1({0} x )
et VNQ=Ci(] —1,0[xX). On considére un poids p qui est radial sur Q et des
poids w,w, p tels que si on note r la variable radiale sur Q alors en restriction a
Q:w=r"21+log(r))2, p=(1+log(r))=2 et w=r"2. Alors on a

LA 8 _
i (U) 7= Col(UnV) — {0}
et également pour tout ¢ € Ck-H(UNV), il existe ¢ € CE=L(U) tel que

W,pH
LEmv,U¢ =1.

Démonstration. Les arguments de la preuve sont en fait empruntés & J. Cheeger
(lemme 4.2 de [11]) : on considére s : Q —] — 1, 1] la projection sur le deuxiéme
facteur Q =]1,00[x] — 1,1[xX, on note QF = {£s > 0} et o Iinvolution de © qui
échange QF avec QF. Soit ¢ une fonction lisse sur Q qui ne dépend que de s tel que
E) C0,1]et £ =0sis>1/2,et & =15sis<1/3.0n étend cette fonction & UUS
en lui imposant la valeur 0 sur le complémentaire de 2. Lorsque « € Cff;ul(U nv),
on étend o & (UNV) U en reflétant « le long de 0V NU = C;1({0} x X), i.e. sur
Q\V, a=0c"aet on pose & = {a. On vérifie facilement que si v est une fonction
positive sur X qui est radiale sur €2 alors

lallzz @) < 2llallzz@+)-
Les arguments de J. Cheeger montre que si a € Cf,;l}(U NV) alors
da = da+ dé N a
puisque le gradient de £ est borné sur 2 par 1/r, la proposition est bien démontrée.
|
4. L? COHOMOLOGIE DES CONES.

4.1. Inégalités de Hardy. On rappelle ici quelques inégalités de type Hardy qui
seront utiles un peu plus loin & propos de la L? cohomologie des cones et des variétés
QALE. Pour plus de détails sur ces inégalités nous renvoyons le lecteur au traité
([34]) et dans un cadre un peu plus général nous conseillons le survol de E.B. Davies

([12)).

Lemme 4.1. Soit p : [1,00[— R% une fonction positive telle que

/°°pc(i§)<oq
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G(t)/tw[f(lj),

alors pour tout ¢ € I/Vlif([l, oof) tel que ¢’ € L2([1,00[, pdt) et limy_. () =0 on

Si on définit

a
1/“(6’(@)2 ) R
= ot ptdtﬁ/ @' (t)]"p(t)dt.
1] (&) reoramar< [ e oro
Démonstration. La preuve est standard, on pose ¢(t) = /G(t) — G(T) u(t) et on
a alors
r / 2 r 112 / U 1 2 G/2
t t)dt = G-G(T G + —u*———| p(t)dt
[ = [P - o) e+ e ot
En intégrant par partie le terme du milieu, on obtient :
T 2 2 T 2
1)% —u(T) 1 G
() Pp(tydt > “W- =@ 7/ 2 p(t)dt
J A ) AR e 0
On obtient alors le résultat en faisant tendre T' vers linfini. O
Lorsque | o % = 00 la méme preuve fournit :

Lemme 4.2. Soit p : [1,00[— R% une fonction positive telle que
/Oo dt
o~
p(t)

g(t)zflt/j(lj),

alors pour tout o € W22([1,00]) tel que ¢’ € L2([1,00], pdt) et (1) =0 on a

loc

1 (9'(”)2 0P < [ I 0P

g9(t)

De ceci on en déduit les résultats de continuité pour les opérateurs

Si on définit

sk—l

My (v) = /toO v(s)ﬁjds

t gh—1
et mg(v) = / v(s)tk—_lds
1
Proposition 4.3. (1) si a > 2k et b € R, alors l'opérateur My, est borné de
L2([1, 00[, 7% 1 (1 4+ log(r))®dr) dans L*([1, cc[,7*~3(1 + log(r))dr),
(2) sia <2k etbeR, alors opérateur my, est borné de
L3([1, 00[, 7% 1(1 4+ log(r))®dr) dans L*([1, o[, 72~ 3(1 + log(r))’dr).
(3) Sia=2k etb<1 alors Vopérateur my, est borné de
L3([1, 00[, 7% 1(1 +logr)bdr) dans L?([1, 00[,7¢=3(1 + logr)b~2dr).

(4) Sia=2k et b>1 alors 'opérateur My, est borné de
L2([1,00[, 747 1(1 + log )bdr) dans L*([1, 00[, 7%~ 3(1 + logr)*~2dr).
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On considére maintenant (V,h) une variété riemannienne de dimension d — 1,
non forcement compacte et on note C(V') le cone sur V, c’est la variété ]0, co[xV
équipée de la métrique

g=dr® +r’z*h
ou r,7 sont les projections sur le premier et second facteur. Pour R > 0 on note
Cr(V)={r> R} et Vg ={R} x V C C(V). Pour R > 0, les variétés Cr(V') sont
quasi isométriques entre elles.

4.2. Annulation de la L? cohomologie des cones.

Proposition 4.4. Si k < d/2 alors H*(C1(V)) = {0} et sik > d/2 alors H* (C1(V), V1) =
{0}

Ce résultat est bien connu mais la preuve nous fournira des renseignements
supplémentaires sur B*(C1(V)).

Démonstration. On considére le champ de vecteur X = r% et ®; son flot :
(I)t (Tv 0) = (etra 0)

Sia € Zk(C1(V)), grace a la formule de Cartan, nous avons pour t > 0 :
¢
a—Pia=dp avec [ = —/ O (intx a)dr.
0

ou intx est 'opérateur produit intérieur par X. Avec 'estimation :
|®ral(r, 0) < eMal(elr, 0),

/ ‘@IO&F < e(2krfd)t/ |a|
C1(V) Cet (V)

Ainsi pour k < d/2 on a a = L?lim;_ .., dB; et puisque B; € L? on a bien a €
BY(C1(V)). Remarquons que puisque

|®* (intx )| (r,0) < *r|al(e7r, ),

nous obtenons :

l'on a aussi

1 et’r
8100 < g [ lols.0) s
Et donc on a pour k < d/2 : a = dB*a avec

1 o0
|BTa|(r,0)] < =) / |Oé|(3’9)5k*1ds_

Et avec (4.3), nous obtenons :
(4.1) Ir="B% o < Clla.

Dans le second cas, si a € Z§(C1(V), V1) alors I'extension par zéro de a & C(V)
est encore fermée, on notera encore « cette extension et si ¢ < 0 on a encore

®ra € ZE(C1(V),V1). Grace a la formule de Cartan, nous obtenons de méme pour
t<0:

a—Pia=ds
On a maintenant
1 s
Bl(r,0) < —/ (s, 0)s*ds.
| |( rk=1 inf{etr,1} | )
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a et ®a définissent donc la méme classe dans H*(C(V), V1), mais pour k > d/2,
;o tend faiblement vers 0 dans L? lorsque ¢ — —oo (en méme fortement si k >
d/2). Donc cette classe de cohomologie relative est nulle. Cela prouve la deuxiéme
annulation. On obtient ici & = dB~« avec

1 I
|B~al(r,0)| < ﬁ/ |a|(s,0)sk*1ds.
r 1

d’ot d’aprés (4.3) :

lr~—tB~al < Clla|, lorsque k > d/2

et |(rlogr) B~ al| < C|la||, lorsque k = d/2.

4.3. L? cohomologie des cones.

Proposition 4.5. On suppose de plus que sur (V, h) limage de d est fermée. Alors
pour k > d/2, Uapplication de restriction © = Lo, (v)\cy(v),cy(v) induit un isomor-
phisme :

L HFN(CL(V)) — HNCL (V) \ Co(V)) ~ HE (V).

Et si de plus V' est une variété compacte a bord alors pour k < d/2 alors Uappli-
cation d’extension par zéro est un isomorphisme :

H*(CL(V)\ Co(V), V1 U Vo) ~ HFY(V)) — HF(Cy(V), V1).

Démonstration. L'image de d est fermée sur C1 (V) \ Co(V) car C1(V) \ Ca(V) est
quasi isométrique au produit |1, 2[xV et de plus H*(Cy(V), V2) = {0} pour k > d/2,
donc d’aprés (lemme 2.2 de [10]), on sait alors que r* est injectif. De plus

7 L2(ART*V) — L2(A*T*Cy (V)

est justement continue pour k > d/2 et puisque r* o * = Id, r* est aussi surjectif.

On va maintenant démontrer le second isomorphisme : nous commencons par
démontrer que cette application est surjective : soit a € Z¥(C1(V), V1) ot k < d/2.
Nous avons obtenu :

a=dBTa

et si p est une fonction lisse sur C1 (V') valant 1 sur un voisinage de C1(V)\ C3/2(V)
et nulle sur C7/4(V') alors

a=d(pBta)+d((1-p)Bta)

mais puisque grace a Pestimée (4.1) et & (3.1), on sait que d[(1 — p)Bta] est nul
dans H*(Cy(V), V1) et puisque 7*d(pBTa) € Z§(C1 (V) \ Ca(V), V1 U Va), on a
bien montré que cette application d’extension par zéro est surjective. On montre
maintenant qu’elle est injective : soit donc o € H*~1(V') alors la forme Td,d%/\ﬁ*a
est harmonique sur C1(V), c’est un élément non nul de H*(C1(V)) qui représente
donc un élément non nul de H*(Cy (V).

O
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4.4. Presque fermeture de 1’'image de d. On suppose maintenant que V est
une variété compacte a bord éventuellement non vide.

Pour k # d/2, , nous notons wy =72 et wy/2 = (r(1+logr))~? alors ces poids
sont évidemment & décroissance parabolique sur C7(V) et nous avons montré que
pour k > d/2 on a

ey 5 (C(V), Vi) = BY(Cy(V), 1)
et pour k < d/2 on a:
dCy,, L (C1(V)) = B (C1(V))

En fait cette derniére identité est encore valable pour k > d/2. En effet soit
a € BF(C1(V)), il existe donc ¢ € L, tel que a = di, on a alors pour la fonction
p précédente :

a=dpp+d (B (a—dpy))
On a bien B~ (a — dpy), py € Cff):ll (C1 (V).
Notons que I’argument donné ici a une portée plus générale :
Proposition 4.6. Sid : Cfu)_“l (X,Y) — LZ(A’“T*X) a son image fermée et si
— w est a décroissance parabolique,
~ Y C 0X a un voisinage V dans X quasi isométrique & Y x [0, 1] avec Y x
[0,1[C 0X etd : Cl N (V) — LZ(AFT*V) a son image fermée

- HE(X,Y) = {0},
alors d : C}-N(X) — LZ(AFT*X) a aussi son image fermée.

On peut aussi montrer le résultat suivant
Proposition 4.7. Sid : Cff},_,} (X) — LZ(A’“T*X) a son image fermée et si

- Y C 80X est compact et a un voisinage dans X quasi isométrique & Y x [0,1]

et Y x [0,1[C 0X.

— Dapplication naturelle HF=1(Y) — H*(X,Y) est injective,

— w est a décroissante parabolique.
alors d : C}-N(X,Y) — L%(AFT*X) a aussi son image fermée.

Démonstration. Soit donc a € BE(X,Y'), on trouve alors ¢ € Ci~H(X) tel que
a=di.

Soit p une fonction lipschitzienne a support compact dans Y x [0, 1] et valant 1 prés
de Y =Y x {0}. Nous avons aussi

a = d(py) +d[(1 = p)¥].
Puisque (1 — p)y € C{Z;}(X, Y), d(py) est donc dans le noyau de l’application
naturelle
HF1(Y) ~ HF (Y x [0,1],Y x {0,1}) — H*(X,Y),
il est donc nulle par hypothése. Il existe donc ¢ € DF1(d,Y x [0,1],Y x {0,1}) tel
que d(pyp) = d¢. Si ¢ est 'extension par zéro de ¢ & X, on a bien
a=d+d[(1 - p)y]
et o+ (1—p)p € ChHX,Y). O
Grace a ces résultats et au corollaire (3.3), on obtient donc
Proposition 4.8. Siw = (r(1 +1logr))~2, alors
dCy 1 (C1(V), V1) = By (C1(V), V1) et dCyy 1! (Ci(V)) = B (C1(V))

w,1
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4.5. L? cohomologie a4 poids. Les arguments présentés auparavant se généra-
lisent aisément & la cohomologie & poids : soit a,b € R, on introduit Lgﬁb(AkT* (V)
I'espace des formes différentielles de carrés sommables pour la mesure 72%(1 +
log r)?*d vol, et on notera

Coy (CL(V)) ={a € Li_y , 1 (AM'T*Co(V), da € L (AT C1(V))}
et _

Cop' (C1(V) ={a € L ,(A*1T*C1(V)), da € L ,(A*T*C1(V))}

et on notera de la méme facon : C*1(Cy(V), V1), C(I;bl(Cl( ), V1), H’; »(C1(V)),
H ,(C1(V), V1)... La méme preuve montre :

Théoréme 4.9. Lorsque V est une variété compacte a bord lisse et (k, %) # (% +
a,b) alors

d : CiH(CL(V)) = Bay(Ci(V)) et d = €M (C1(V), Vi) — By (C1(V), 1)
ont des images fermées. Méme mieux si k # g + a alors

d : Cy (C1(V)) = By y(Cr(V)) et d = Ciy ' (C1(V), Vi) — BE(CL(V), W)
ont des images fermées. De plus

- Si(k,—2) < (£+a,b)% alors HY ,(C1(V)) = {o}

- Si(k,—2) > (£ +a,b), alors HE ,(C1(V)) = H*(V).

- Si (k, %) > (% + a,b), alors H’;’b(Cl( ), V1) = {O}

- Si (k,3) < (4 +a,b), alors H} ,(C1(V),V;) =HF (V).

Démonstration. Les mémes arguments que précédemment montrent que pour (k, %) <

(4 + a,b), alors dcj’gl(cl(V)) = nyb(Cl(V)) et pour (k, %) > (% + a,b), alors
ey (C1(V), V1) = ZF,(C1(V), V). On obtient de la méme fagon les isomor-
phismes :

— si (k,—3) > (% +a,b), alors HE ,(C1(V)) = HF(V),

- si (k,3) < (£ +a,b), alors HF ,(C1(V), V1) = HF1(V).
Et grace & (4.6,4.7), on conclut de méme que pour (k, 3) # (% +a,b) alors 'image de
d est presque fermée en tout degré par rapport & w (ou mémed w =r 2sik # %—i—a).
Il reste donc & montrer que si k = % +aet b € [—1, 1], alors HY ,(C1(V)) = {0}.

L’application de restriction * : HY ,(C1(V)) — H*(C1(V) \ Co(V)) ~ HF (V) est
comme précédemment injective. Il suffit donc de montrer que pour ces valeurs de
k,a,b, cette application est nulle. Pour cela, on montre que si a € Z* »(C1(V)) et

B € HA==k(V4,0V4) alors
c:/ GjaNB =0,
141

ot on note ¢, : {1} x V.— {r} x V. Pour cela on procéde comme dans la preuve de
la proposition (3.7) de [10] : on a bien sur

2
2= (/VlL;fa/\ﬁ)

< 1B]12 12" / (af2(t, 8)dvoly:
1%

6’ordre est ici I'ordre lexicographique
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(oo}
¢ [ e dog e < 1 ol
1 “

Sik= g +aetb> —%, on obtient bien la nullité de c.
O

Nous devons néanmoins améliorer quelque peu ce résultat lorsque k = % +a:

Proposition 4.10. Soit V une variété compacte a bord lisse et k = g +a,b# %
alors :

i) Sile (k —1)-groupe de cohomologie de V' est nul, b_1(V) =0, alors
d : Cy ' (C1(V)) = By y(C1(V)) et d = Cgy (CL(V), Vi) — By, (CL(V), V1)

ont des images fermées.

i) Siby_1(V) # 0, notons H*(V, h) lespace des formes harmoniques L? sur
V' qui vérifient la condition absolue :

H*(V,h) = {a € L*(A*T*V),da = 0,d*a = 0,inty o = 0}
ot on a noté 7 : OV — TV le champ normal unitaire entrant de V. Alors
sia € ng(Cl(V)) , alors il existe u € ny;l(Cl(V)) etv € Cf;l(Cl(V))
telle que
into v=0 etVr>1.ve HE(V, h)
tels que
a = du+ dv.

De méme si o € B, (C1(V), V1) alors il existe u € Cf;l(Cl(V),Vl) et
vE Cf);l(C’l(V), V1) tel que

into v="0 etVr> 1w € H¥(V, h)

avec
o = du + dv.

Démonstration. On ne montre que la deuxiéme assertion (la premiére en étant un
cas particulier) pour le cas absolu et b > 1/2 (le cas relatif & V; et b < 1/2 est
identique & une modification évidente prés). Dans les autres cas s’en déduisent
grace aux propositions (4.6,4.7).

Pour la commodité des notations, on se sert du difféomorphisme : & : Ry xV —
C1 (V) défini par

6(t,0) = (¢',6)

qui est conforme lorsque R4 x V est équipé de la métrique riemannienne produit
(dt)? + h. Alors ®* est isométrie entre L2 ,(A*T*C1(V)) et L2 (A*T*(Ry x V)
ol prap(t,0) = ePa=2k+D(1 4 )28 Pour le degré k = 4 + a, nous avons donc
Phap =pp = (1+ t)?°. On travaille donc sur R, x V. Et on identifie :

L, o(APT* Ry x V) = dt A Lo (Ry, LHA 1T (V) @ Lo (Ry, LA(AFTH(V))).
Soit donc a € Bf, (R;. x V), on peut donc écrire :
a=dt\ag+ a;
avec

ap € LRy, A*7IT*(V)) et oy € LA(Ry, A*T*(V))
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on sait (cf. 2.1) qu'il existe 3 = dt A 8o + 31 € LE (AFT* (R4 x V)) tel que
a =dg.
Si on note dy Popérateur de différentiation extérieur sur V' alors

{ a1 (t) = dof(t)
ao(t) = B1(t) — dofo(t)

On veut modifier 3 pour qu’il satisfasse nos conditions. Nous utilisons maintenant
la décomposition de Hodge de L?(A*T*V); notons

DF = {u € WH2(APT*V), intyu = 0 le long de OV}

ott nous avons noté W12(A®*(T*V)) Pespace de Sobolev des sections de A*(T*V) qui
sont dans L2 ainsi que leurs premiéres dérivées. Nous savons que si a € L2(A*T*V)
alors il existe un unique triplet (h, f, g) € H*(V) @ DF¥~1 @ DF+! telle que

a=h+dof+dig et fog LH(V), dif =dog =0,
de plus il existe une constante C' telle que
Ido fIl+ 1LF1 + lldogll + llgll < Clle
ot on a noté ici || .|| la norme L? sur V. Nous décomposons alors pour i = 0, 1
a;(t) = dou;(t) + diui (t) + w;(t) et Gi(t) = dofi(t) + digi(t) + hi(t)
Et nous obtenons les équations :

v1:w1:0

et

(4.2) a1 = dour = dodjg1,
(43) hll = wo,

(4.4) dgg1 = dgvo
(4.5) do f1 — dodpgo = doug
Afin de résoudre (4.5), nous supposons que

dfi = go
et alors (4.5) devient :
(4.6) g6 — dodigo = gi — (dodyy + diydo)go = douo.
Mais pour p > 0 Popérateur
Lf=f"—nf
sur L2(Ry, (1 + t)?°dt) avec les conditions de Dirichlet en ¢ = 0 est inversible et

qu’il existe une constante C' indépendante de p tel que si L, f = g avec f(0) =0
alors

A+ 1Dl + 111l < Cliglls
| ll» étant la norme de L?(R,, (1 + t)%°dt).
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Ainsi en utilisant la décomposition spectrale de l'opérateur (dodf + dido) sur
L2(A*(TV)) (pour les conditions absolues sur le bord de V') on trouve une solution
unique go de (4.6) telle que

(4.7) go(0) =0
' 196110, + ld5g0l1, + llg0llp, < Cllduoll,

Nous posons alors

0o
v(t) = —/ wo(s)ds
t
et
u = dt A dggo + go + ua,
nous obtenons alors
a=du+dv

L . . sz . . 2 2
de plus u et v vérifient bien les propriétés requises : u € L7 et v € L7, | (]

4.6. Cohomologie L? des variétés a bouts coniques : Nous pouvons grace a
ces calculs déterminer la cohomologie L? & poids des variétés dont un voisinage de
I’infini est un bout de cone.

Théoréme 4.11. Soit (X%, g) une variété riemannienne dont un voisinage de l’in-
fini est isométrique a un bout de cone C1 (V') sur une variété riemannienne compacte
VA= et soit pu,w des fonction lisses sur X telles que sur C1(V)

u(r,0) = r2e et w(r,0) = r_2(1 + logr)_2.

Alors image de d : Dﬁ(d) — Li est presque fermée en tout degré par rapport @ w
et on a

HE(X) sik<d/2+a
HY (X) =< Im(H¥X) - H¥(X)) sik=d/2+a
H*(X) sik>d/2+a

Ce résultat est en fait bien connu, une preuve différente est faite dans 'article de
T. Hausel, E. Hunsicker et R. Mazzeo ([15]); on peut aussi en donner une preuve
avec les arguments de N. Yeganefar [39] et de [9]. Nous montrons ici comment
utiliser nos résultats précédents pour prouver ce théoréme :

Démonstration. Nos résultats précédents impliquent que les images des applications

d:Ch2 (Ci(V)) = L2, (AT (Cy(V)))

et de
d : Ci N (C1(V)) — L2 (AFT* (C1(V)))

sont fermeées; de plus HY '(C1(V)) est bien de dimension finie. Grace a (3.15),
nous pouvons affirmer que 'image de d est presque fermée sur X en tout degré par
rapport & w. Si K C X est le compact dont le complémentaire est C1(V') alors on
a la suite exacte de Mayer Vietoris :

(4.8)
HYY(K) @ HE,H(C1 (V) “SH 1 (0K)

b

r

L HR(K) @ HE(CL (V) -2 HE(OK).
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Lorsque k < d/2 + a, on sait que
H,,,' (C1(V)) = H (C1(V)) = {0},

cette suite exacte se réduit donc a :

HE-L(K) - BE1(0K) 2 HE(X) 5 BE (K) - B (0K).

Puisqu’on a aussi la suite exacte :

HL(K) -5 BF1(0K) 2 HE (K, 0K) 15 HRN(K) =5 B (OK),

Le lemme des cinq fleches impliquent que ’application naturelle
H*(K,0K) ~ Hf (X) — Hj(X)
est un isomorphisme.
Lorsque k > d/2 + a, on sait que
HELHCL(V)) = HYH(0K) et HE(C1(V)) = HY 1 (9K),

donc les premiéres et derniéres fleches de la suite (4.8) sont surjectives. On en déduit
que application de restriction

H*(X) — H*(K) ~ H*(X)

est un isomorphisme.
Lorsque k = d/2 + a, on a montré que

HE, (C1(V)) = HYH(0K) et BE(CL(V) = {0},
Dans la suite exacte (4.8) la troisiéme fleche est donc injective et donc
H*(X) ~ ker (H*(K) — H*(0K)) = Im (H"(K,0K) — H*(K)).
O

Remarque 4.12. Nous avons en fait un peu mieux si k #d/2+aousi k=d/2+a
et bg—1(V') = 0 alors 'image de d : Df(d) — L2 est presque fermée en degré k par
rapport a

w(r,0) =r 2

Nous utiliserons plus loin uniquement le cas ou V est le quotient de la sphére
S9! par un sous groupe fini G C SO(d) (G agit donc sans point fixe sur S*~!) on
dit alors que X est une variété ALE (Asymptotiquement Localement Euclidienne)
4 un seul bout :

Corollaire 4.13. Soit (X%, g) une variété ALE a un seul bout alors on a pour la
cohomologie L? de X :

HKX) sik<d

Hk(X):Im(Hf(X)—)Hk(X)):{ Hk(X) k>0

En particulier, l’application H*(X) — H"(X) est toujours injective, et I’application
HF(X) — HF(X) est toujours surjective. De plus si d > 2, alors l'image de d :
Dk(d) — L? est presque fermée en tout degré par rapport i w.
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4.7. Une formule de Kiinneth. On considére deux variétés riemanniennes (X1, g1)
et (Xs,g2) et la varieté X = X; x X5 équipée de la métrique produit. Un corollaire
direct des arguments de S. Zucker ([40]) est le suivant :

Proposition 4.14. Supposons que l'image de d : Dy, (X1) — L7 (A*T*X,) soit
fermée et que limage de d : Cu, 0, (Xo) — L2 (A*T*Xy) soit fermée alors si
(e, ) = pr(x1)pa(z2) et w(xy, za) = wa(xrs) 'image de
d : Copu(X) — L2(AT*X)
est fermée de plus
= P H, (X1) @ HE, (X2).
p+q=k

Il n’est néanmoins pas clair que si I'image de d est presque fermeée sur chacun des
facteurs alors elle est presque fermée sur le produit. Il est possible qu’en utilisant les
techniques introduites par R. Mazzeo et A. Vasy ([30]), on puisse dans certains cas
démontrer de tels résultats. En fait, nous aurons uniquement besoin d’une version
trés affaiblie :

Proposition 4.15. On suppose que limage de d : Cy, , (X1) — L2, (A*T*X1) est
fermée. On considére X = X1 x Cy(S?1) équipé de la métrique riemannienne pro-
duit et de la mesure (w1, 22) = p1(x1), on pose wa (w1, 32) = |a| ™2 et wo(x1,22) =

|2 ~2(1 + log |z2|) ™2 et on définit
Y =X x 8Cl(Sd_1) = X5 X Sd_l c 00X

alors
i) sid>2 : alors pour o € Bi(X), il y a By € ChL(X) et By € CE- LX)
tels que
a = dp + dPa,
de plus
= P H, (X)) @HP(Cy(S*7)) = HE T (X))
p+q=k
de mémepouraeB (X,Y), zlyaﬂgecw,z#( Y) et f € Ch 1 (X)Y)
tels que
a = dﬁl + d/827
de plus
HE(X,Y) = @D HE (X)) @ HP(Cy(S*1),8471) = HE (X))
p+q=Fk
it) Sid=2 : alors pour a € Bi(X), il ya B € ClL(X) et f1 € ChTL(X)
tels que
a =dp + dPa,
de méme pour o € BE(X,Y), il y a 3o € Chi 1 (X,Y) et 1 € Chi 1 (X,Y)
tels que
a =dp + dPa,
de plus

HE(X) = {0} et H}(X,Y)={0}

On commence par démontrer le lemme suivant, :
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Lemme 4.16. i) Soit d > 2, il existe un opérateur continu
B : LX(Ci(8"7)) — L, (C:(8"71))
tel que pour si o € L*(C1(S%™1)), alors Ba € Wlif et int o Ba = 0 sur
St = aC1(S?1). De plus si o € D(d) alors
a = h(a) + dBa + Bda,

ot h est un projecteur continu sur H*(C1(S*~!)) = R+ 4+ De la méme
facon, il existe un opérateur continu

Bre : LH(C1(ST71)) — L3, (C1(S877)
tel que si a € L*(C1(S%™Y)), alors Ba € Wl})f et Lyo, ga-1y B = 0. si
a € D(d, S 1) alors
a = h(a) + dBa + Bda
ot h est le projecteur orthogonal sur H®*(C1(S41),S471) = R4+

i) Si d =2, alors il existe un opérateur continu B, : L? — L?Uz vérifiant
les mémes propriétés que si dessus et tel que si o € D(d,S?1) alors
a = dBa + Bda
Démonstration. On montre d’abord le premier cas et on expliquera les aménage-

ments nécessaires pour démonter les deux autres cas.
Grace a l'opérateur

Aabs = dabs (dabs)* + (dabs)*dabs

on dgps est la restriction de d & D(C1(S?71)), on batit un opérateur continu

By = (daps)* /01 e~sBavsds o L2(APT*(Cy (S1))) = DF1(d) N PR (dE,,)

abs

De plus, nous avons pour a € D(C;(S?1))
a = Sa+ dBa + Bda

ou S = e “ebs commute avec dgps, de plus Sa est un forme C°° sur Cl(Sdfl).
On peut alors comme dans [7] effectuer la moyenne de Sa suivant SO(d), on
obtient

A

Sa = Ma + dBysa + Bada
ou
By : L*(Ci(S™Y)) — L, (Ci(8*71)
est continue. Et M« est une forme SO(d)—invariante elle est donc de la forme :
Mo = ug + urdr + ug—1 *dr + ug * 1

ou ug, U1, ug—1,uq sont des fonctions C°° de carré sommables sur [1, 00|, de plus
u1(1) = ug(1l) = 0. On pose alors

s ([ os) ([ i)

Grace & nos estimées (4.3), I'opérateur Bs : L? — L2 est continue de plus il est

clair que

*d!

Ma = ug-1(1) = + dBsa + Bsda
T
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L’opérateur B = B + B + B3 convient alors.

Dans le cas relatif, la méme preuve convient & condition de considérer 'opérateur
A, et de modifier le dernier opérateur Bs par I'opérateur

= ([ ) ([t} ([ i)

Lorsque d = 2, il faut considérer 'opérateur
- " " ds xdr
Bs pei = (/ ul(s)ds> + (/ ud(s)dl) pa
1 1 s r

On peut maintenant prouver la proposition :

Démonstration. On le fait d’abord dans le cas ou d > 2. Suivant S. Zucker (preuve
du théoréeme 2.29 de [40]), on déduit du lemme précédent un opérateur borné

B : LZ(A*T*X) — L2 (A" X),
tel que si a € Z(X) alors
a = h(a) + dBa,
Ot h(a) est une projection de a sur les formes qui sont dans L2 (A*T*X,) ®
H*(C1(S?"1)). A proprement parlé, nous n’obtenons pour « € Z%(X) directement
que l'égalité
pa = h(pa) + dB(pa) + B(dp A «)

pour toutes les fonctions p qui ne dépendent que de la seconde variable et dont le
support est inclus un voisinage borné de X; x (9(C1(S?71))), on conclut alors en
choisissant une suite judicieuse de telles fonctions.

On sait que H®*(C1(S? 1)) est de dimension un, ’hypothése que I'image de d est
presque fermée sur X; implique que I'image de

d: Ch, L (X1) @ HH(Co(ST) — L (AT X)) @ H(C1(ST71)

wi,H1
est aussi fermée. En particulier si H est le projecteur orthogonal de Li (AT*X) sur
Hu(X) = Hp (X1) @ H(C1(S?71)) alors on trouve

ﬂl € Hul (Xl) & Cwm#z (XZ) - Cwm#(X)

tel que h(a) = H(c) + df3y, si alors on pose 32 = Ba, on obtient bien le résultat
annonce.

La preuve pour le cas ou d > 2 et concernant la cohomologie Li relative de X est
identique. Il reste & démontrer le résultat pour le cas d = 2 et pour la cohomologie
L? absolue, et cela est une conséquence des propositions (4.6) et (4.14).

O

On peut évidement adapter cette preuve lorsqu’on considére d’autre poids sur
X = X, x X3, et une preuve identique montre que

Proposition 4.17. On suppose que limage de d : Cy, 4, (X1) — L2 (A*T*X))
est fermée. On considére X = X, x C1(S9™1) équipé de la métrique riemannienne
produit et de la mesure pu(xi,x2) = pi(x1), et on pose wo(wy,w2) = |1a|72 et
U/Q(Ztl,xg) = |$2‘72(1+10g |CC2|)72 et on déﬁmt Y =X, xﬁC’l(Sdfl) = X5 x §d-1 C
0X. Soit Z=0ouZ =Y.
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i) Lorsque pour d > 2, on considére sur X1 X Xa, le poids
(w1, wa) = pa (1) (1 4 log |za]) 72,

alors pour o € ij(X, Z),ilyafs e CE;L(X, Z) et € CS;L(X, Z) tels
que

a=dp +dps,
de plus
HE(X) = HE-TH (X)) et HE(X,Y) =HH(Xy).
it) Lorsque pour d > 4, on considére sur X1 x Xs, le poids

g1, 2) = pa (1) |2| (1 + log|a]) >
ou
(w1, w2) = pa (1) |ze| 72 (1 + log [aa])~*
alors pour o € Bﬁ(X, Z),ilyafse CE;L(X, Z) et € CS;L(X, Z) tels
que
a=dp +dps,
de plus
HE(X) = HE (X)) et HE(X,Y) =H ' (Xy).
ii1) Lorsque pour d < 4, on considére sur X1 X Xo, le poids
pu(x1,2) = pa (1) |2| (1 + log|a]) >
ou
p(x1,w2) = pa (1) |ze| 72 (1 + log [aa])~*
alors
k _
et pour d > 2 alors
k k—d+1
Hy(X) = H 77 (X0)
par contre pour d = 2 alors :
Hy, (X) = Hy, (X1) @ Hy H(X0)
Si de fl%s d # 4 alors pour a € Bl’j(X, Z),ilyaps € Cg;L(X,Z) et
B1 € Cyy (X, Z) tels que
o = dﬂl + dﬂg
Mazis lorsque d = 4, alors pour o € BI’j(X, Z),ilyafse C{Z;L(X, Z) et
b1 € Cﬁj;}l(X, Z) telle que a = df1 + dfs.
iv) Lorsque pour d > 2, on considére sur X, x Xo, le poids
p(@1,w2) = pa (1) |2|* (1 + log [a2])?
ou
p(wy, ) = 111(»’51)|CU2|2
alors pour o € B;j(X7Y), ilyapPy€CEl(X,Y) et B €CETL(X,Y) tels

wa, b w1,
que

a=dfp + dfs.
De plus
H (X, Y) = Hi ' (Xy).



30 GILLES CARRON

v) Lorsque pour d = 2, on considére sur X, X Xo, le poids

p(x1, 22) = pa (1) |2o
alors pour o € BE(X,Y), il y a B2 € CE1(X,Y) et By € CETL(X,Y) tels
que
a=dfp +dfs.
De plus
HY (X, Y) = HJ, M (Xq).
vi) Lorsque pour d =2, on considére sur X7 x Xo, le poids

g1, w2) = pa (1) |2 |* (1 + log [a2])?
alors pour o € BZj(X7 Y),ilyapBs€ CfU;L(X, Y)etpe Cful_,L(X,Y) tels
que
a=dp1 +dfs.
De plus
HE(X,Y) = Hy N (X)) @ HE 2 (X)),

5. LA GEOMETRIE DES VARIETES QALE.

Dans le livre [22], D. Joyce construit non seulement de nouvelles variétés com-
pactes & holonomie exceptionnelle, mais aussi il construit de nouveaux exemples
de variétés complétes non compactes Kahler-Einstein & courbure scalaire nulle sur
certaines résolutions de C"/G. Nous intéressons ici aux espaces de formes harmo-
niques L? sur ces variétés, puisque la dimension de ces espaces est un invariant de
quasi isométrie, nous nous contentons de décrire la géométrie de ces variétés & quasi-
isométries prés et au dehors d’'un compact. La construction part d’un sous-groupe
fini de G C SU(n) et d’une résolution localement en produit 7 : X — C"/G de la
variété singuliére. Rappelons d’abord ce qu’est une telle résolution :

5.1. Résolution localement en produit. On note V = C" et I une indexation
des sous-espaces vectoriels de C™ qui sont fixés par un sous groupe de G

{Vi,i e I} = {VH H sous — groupe de G}.
On note aussi
A;={g9€G,gv=vYveV}
N(Vi)={g9 € G, g(Vi) =V}, et B; = N(V;)/A;.
On suppose que 0,00 € I et que Vo =V et Voo = {0} = V. On met sur I I'ordre
partiel suivant :
1<je VDV

Si on note W; = V;* alors

1<je W, CcW;.
On a donc V/A; ~ (W;/A;) x V;. On note aussi

S = (Vienoy Vi) /G
le lieu singulier de V/G. Fixons un réel R > 0 assez grand, alors pour ¢ € I on
définit

S; = U v)/4= U Vi | /A

jeN{0},izj JEN{0},ViZV
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et
Définition 5.1. m : X — C"/G est une résolution localement produit si pour tout
i € 1,1l y a une résolution 7; : Y; — W;/A; (qui sera forcément aussi localement
en produit) de W;/A; telle que si on note

Ui = (m x1d)"Y(Ty) CY; x V;

alors il y a un biholomorphisme local ¥; : (Y; x V;) \ U; — X qui rendent le
diagramme suivant commutatif :

(Vi x V)O\U; —— x

\meld \Lﬂ'

(Wi/Ai) x Vi \ T; e V/G

ou ¢; est I'application naturelle ¢; : (W;/4;) x V; — V/G.

Le groupe G agit naturellement sur I, D. Joyce montre alors que lorsque (X, 7)
est une résolution localement en produit de V/G alors il existe un biholomorphisme
g+ Y; — Yy, qui rend le diagramme suivant commutatif

Y; ? Yy

LT

Wz/Az i) Wgz/Agz

On peut décrire ce qui se passe en dimension n = 3. Soit donc G C SU(3) un
sous-groupe fini, si ¢ € G \ {Id} alors on a forcément dimker(g —Id) < 1. En
particulier, si I = {0,1,...N,00} alorson a V;NV; = {0} sii # jet 4,5 € {1,..N}.
Ceci signifie exactement que le lieu singulier de S°/G vérifie ’hypothése faite au
théoréme B. Notons S = vazl V; et S°¢ le e-voisinage de S. La topologie a 'infini de
X est le produit d’une résolution de S°/G avec une demi-droite. Cette résolution
de S%/G peut étre décrite topologiquement de la fagon suivante : notons B;(e) la
boule de rayon ¢ dans W; et Y;(¢) = m; *(B;(e)) Sur S°\ S¢, l'action de G est
libre (pourvu que € > 0 soit choisi assez petit) et le quotient est difféomorphe &
Yo = (8°\5%)/G

Supposons que ’action de G sur {1,..., N} ait [ orbites GV1,...,GV;. Alors le
bord de (S°\ S¢)/G a exactement | composantes connexes chacune difféomorphe a
un

G.(0B;(e) x (V;NS?)) /G = (8B;(e) x (V; NS?))/N(V;)
= ((0B;(e)/A;) x (V; NS®))/B;.
Pour ¢ =1, ...,1, nous notons
5 = G.(Y(e) x (Vin§9)/G
= (Yi(e) x (V; NS%)) /B;.
Alors cette résolution de S°/G est diffeomorphe a

Yo#(Uieqr,...,.11 24)
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ol on a recollé chaque (9B;(g) x (V; NS®))/B; avec
(9Yi(e) x (VinS®))/B; C (Yi(e) x (V;NSP))/B;.

5.2. Métrique Quasi-Asymptotiquement-Localement-Euclidienne (QALE).
Une métrique Quasi-Asymptotiquement-Localement-Euclidienne (QALE pour faire
court) asymptote & C™ /G sur une résolution localement en produit 7 : X — C"/G
est une métrique g sur X telle que dans le cadre de la définition précédente ;g
soit asymptote a la métrique produit g; & h;, ot h; est une métrique QALE sur Y;
et h; la métrique euclidienne sur V;.

La vitesse & laquelle 9]¢ tend vers la métrique produit dépend des distances &
S; et & Dorigine. Puisque nous intéressons qu’a la classe de quasi isométrie de ces
variétés, nous ne retiendrons que ;g est la métrique produit g; ® h;.

5.3. Cas des groupes G de longueur 2. Nous intéressons en fait a la classe la
plus simple des variétés QALE (aprés celle ou G agit sans point fixe sur S>*~1, la
variété étant alors ALE).

Définition 5.2. Soit G un sous groupe de SU(n), on appelle longueur de G,
L(C",G) = max{k, il y aig < i1... < ip,i; € I}.

Ainsi la longueur de G vaut 1 si et seulement si S = {0} i.e. si et seulement si G
agit sans point fixe sur S?*~1. Et la longueur de G vaut 2 si et seulement si S*"~1 /G
vérifie 'hypothése formulée au théoréme B; par exemple lorsque G C SU(3) ou
G C Sp(2), on a forcément L(C3, G) < 2.

Lorsque la longueur de G vaut 1, une métrique ALE sur une résolution de
C"/G est au dehors d’un compact quasi isométrique a une métrique plate sur
(C"\ B(R))/G.

On peut aussi décrire la géométrie de variétés QALE asymptote & C" /G lorsque
la longueur de G est 2 :

On numérote G.V1, ..., G.V}, les différentes orbites de I \ {0, 00} sous 'action de
G. Le sous groupe A; agit sans point fixe sur W; \ {0} et notons m; : Y; — W;/A;
une résolution localement en produit de W;/A;. Si y € Y; on note |y| = ||m:(y)|| et
B la boule unité de C". Chaque Y; est donc muni une métrique g; plate au dehors
d’un compact. On équipe maintenant Y; x (V; \ B) de la métrique produit et on
définit

Ci ={(y,v) € Yi x (Vi \ B), |y| < 2¢|v[}
Lorsque g € G on a donc une application g : C; — Cj;, notons Ej; le quotient
G.C;/G, on a aussi E; = C;/B;. Soit maintenant

Eo = (@" \ (BU {veC™, i d(v, Vi) < ed(v, Wi)}))/G

Si on note Sf = {v € S~ d(v,V;) < ¢} alors Ey est un bout de cone sur

(SN (U;21 55))/G. Pour € assez petit les S sont deux & deux disjoints et &

quasi isométrie prés nous identifions :
X\ 77 YB) = U_,E;
ou
E,NE; =0, lorsque i # j et i,j #0
et B;NEy=Cr( (S NS 1)\ S5) /G)
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6. L? COHOMOLOGIE DES VARIETES QALE.

Nous allons maintenant déterminer la cohomologie L? des variétés QALE asymp-
totes & C™/G lorsque la longueur de G est 2. Soit X une telle variété, rappelons
qu’au dehors d’un compact K C X, O = X \ K est la réunion de Ey, Ey, ..., E;. Ou
pour € > 0 assez petit :

Ej est un bout de cone sur (S?"~1\ S¢)/G avec

S={veC", JgeG\{ld},gv =0}
et
5S¢ ={ve s ! dv,S) <el

L’ensemble S est en fait une réunion de sous espace vectoriel de C" ne s’inter-
sectant qu’en {0} et G agit sur cette famille de sous-espaces vectoriels. On suppose

S=uU_ GV
avec
GV;NG.V; ={0} si i#j.
Notons W; = Vit, A, = {g € G,Yv € V;,gv = v}, N(V;) = {g € G,g9(V;) = V;}
et B; = N(V;)/A;. Soit m; : Y; — W, /A, une résolution de W;/A; équipée d’une
métrique ALE asymptote & W;/A; alors on suppose que B; agit sur Y; x V; et
Ei = Ez/Bz ol
E; ={(y,v) €Y; x Vi, e < |vl, |mi(y)] < 2¢v]}.

alors E;NEy est quasi isométrique & un bout de cone sur (Sw, /A; x Sy, x]e, 2¢[) /B;
ol on note Sy = S~ NV la sphére unité d’un sous espace vectoriel V C C™.

6.1. La cohomologie de X \ K. On commence par calculer la cohomologie de
O = X \ K. On sait que O se rétracte sur 0K et que 0K = U._3; ot Sy =
(S?=1\ S9)/G et ¥; = {(y,v) € Y; x Sy, |y| < 2¢}/B;. Compte tenu du fait que
la, cohomologie de la sphére S?*~! est nulle en degré k # 0,2n — 1, on a pour les
degrés k €]0,2n — 2[, on a :

(6.1) H*(20) @ H*(S NS 1H¢ ~ H*(9%).

Et compte tenu du fait que H?"~2(S N S?>"~1) = {0}, nous obtenons aussi la suite
exacte :

(6.2) {0} — H*™ %(%g) — H* 2(9%) ~ R — H>" (8?19 ~ R — {0}.

oll si un groupe G agit linéairement sur un espace vectoriel H on a noté H®, le
sous espaces des vecteurs G-invariants.
En effet, notons ¥y = S?7~ 1\ S¢, la suite exacte courte

{0} = CE2(AFTS*" 1) — G5 (AP T S0)@C3° (AFT™5%%) — C° (AFT™(57°\57)) — {0}
induit une suite exacte courte sur les parties (G invariante de ces espaces vectoriels
qui induit une suite longue en cohomologie qui permet d’en déduire les suites exactes
(6.1) et (6.2).
On utilisera la suite exacte de Mayer-Vietoris :
l 1
6.3)  @PH(D) - H(0%) — HY(OK) — P HY(S:) — H*(0%0).
i=0 i=0
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Notons n; = dim V;. Remarquons que B; agit trivialement sur la cohomologie de
Sy, ainsi

l
HY(S NS 19 = P H"(Sv,)

et
Hk(zz) _ Hk(Y;)BL o Hk72ni+1(}/i)Bi

En particulier, Papplication H*(3;) — H”(Sy,) est surjective. Avec (6.1), on en
déduit que pour k # 0,2n — 2,2n — 1, application

!
P " (=) — HM0%0)

=0

est surjective. Et donc pour k # 0,1,2n — 2,2n — 1, la suite exacte (6.3) implique
que la suite

l
{0} — H*(0K) — @ H () — H*(050) ~ H*(S0) @ H*(5 18> )¢ — {0}

i=0
est exacte ; ainsi pour ces degrés H¥(OK) est isomorphe &
l

@ker (Hk(zz) N Hk(SVL)Bz) — @ Hk 2m+1 @ @Hk

i=1 i,k>2n;—1
Pour les degrés k = 1,2n — 2 : on obtient notamment grace a (6.3) :

K)~@PH (V))?
i>1

Mais, nous avons toujours 2n; — 1 > 1, en conséquence il est aussi vrai que :

H'(OK)~ @ H'™mH(y, @EBH

,1>2n;—1

Nous obtenons aussi avec (6.2) :
H2n_2(8K) ~ @HQdiin—l(Y—Z_)Bi.
Mais puisqu’on a toujours 4 < dimY; = 2n — 2n; < 2n — 2, il est aussi vrai que

H2"_2(3K) ~ @ H2n 2—2n; +1 @@HQH 2

,2n—2>2n,;—1
On obtient donc

Proposition 6.1. Pour k ¢ {0,2n — 1}

H*O0)=HF0OK)= € H (Y, @@H’“

ik>2n;—1
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6.2. Cohomologie L? de O. Nous considérons sur O les poids w(z) = |z|~2 et
w(z) = |z|72(1 + |logz|)"2 ot si 7 : O — C"/G, on note |z| = ||7(x)|. On sait

que
O:U&
i>0
et que Ey, FyNE; sont des bouts de cones on sait que 'image de d y est presque fer-
mée en tout degré et par rapport au poids w, de plus on connait leurs cohomologies
L?. On doit donc maintenant calculer la cohomologie L? de E;.

6.2.1. Cohomologie L? de E;. On sait que E; = E/Bl et donc :
HF (E;) = HF(E;)™
E; est une partie de Y; x (Vi \ B) (on note B la boule unité de C"). Sur E;, @
est comparable @' (y,v) = |[v]| 72 et w a w'(y,v) = ||v||72(1 + |log ||v|]|)~2. Notons
également wy (y,v) = |y| =2
Nous commengons par remarquer que (4.15) :
H*(Y; x (V; \B)) ~ €D HP(Y;) @ HY(V; \ B)
p+q=Fk
De plus si Y = {y € Y}, |y| < €} alors puisque application HP(Y;) — HP(Y?) =
HP(YF) est injective (cf. 4.13), il en est de méme de l'application
B (; x (Vi \ B)) — HE (Y€ x (Vi \ B)).
Ainsi puisque Y7 x (V;\ B) C E; CY; x (V; \ B), Papplication de restriction :
%i:HWEx(W\BD—aHWEQ
est aussi injective. R
On suppose maintenant que k < n. Soit a € B¥(FE;). Posons
Q= C1(Je/2, 2e[x ¥~ x 1) C |
ou n; = dim¢ V; et m; = n —n;. Puisque Y; x (V; \ B) = EUVi avec VlvﬁE = Q;,
nous avons
1h,a € BF(Q )—de (),
il y a donc v € Cf%_ll(Qi) tel que
Lo, 00 = dp

Maintenant grace a (3.16), nous savons qu'il existe ¢ € Cgfll(ﬁi) tel que Laiﬂ; = ).
En particulier, 'extension par zéro de a — dip & Y; x (V; \ B) est fermée :
a—dip e Z8(Yi x (Vi \ B))
Mais I'image de la classe de cohomologie L? de cette forme par L%_ est la classe de
cohomologie L? de o € B (E ), puisque cette application est injective, la proposi-
tion (4.15) nous permet de trouver u € Cwl_ll(Y x (V;\B)) et v € C’;T%(Yl x (V;\B))
tels que
a—dy =du+ dv

Compte tenu du fait que sur B, @y > Cuw' et que w’ et comparable & w, alors

¢ =1 +15 (utv) €CLIN(E) et a=do.
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Si nous partons d’'un « € Z¥(E;) alors puisque Z*(;) = B¥(€;) lorsque k < n,
alors nous obtenons qu’en fait ’application :

v s HE(Y x (Vi \B)) — H* (E})

est un isomorphisme. Remarquons également que puisque ’application d’extension
par zéro
HE(Y;) ~ HP (Y7, 0Y)) — HP(Y3)
est surjective (cf. 4.13), il en est de méme de I’application :
HN(YF % (Vi \ B),0Y; x (Vi \ B)) — H*(E,).
Nous avons donc démontré :
Proposition 6.2. Si k < n, alors dCfZTll(Ei) = B’“(Ei) de plus

R k—2n; ; si
HF (E;) ~ @ HP(V;) @ HY(V; \ B) = { ]?%)} ) si nz i 1

p+q=k
Et Uapplication d’extension par zéro
HM(YF % (V; \ B),0YF x (V; \ B)) — H*(E))
est surjective.

En considérant la cohomologie relative & Y; x S?”~!, nous obtenons également :

Proposition 6.3. Si k > n, alors dCfvjll (EZ, Y; x §?i—1) = Bk(Ei, Y; x §?i1) de
plus
HEL(Y;)  sing > 1

HF(E;, Yy xS 1) ~ @ HP (Y;) @ HY(V;\ B, S* 1) = { {0} sin; =1

ptq=Fk
Et Uapplication d’extension par zéro
HF (Y x (Vi \ B),0YF x (V; \B)UY; x §271) — HF(E}, Y; x $771))
est surjective.

Il reste maintenant & déterminer la cohomologie L? de E;en degré n. Le raffine-
ment présenté en (4.10) montre que cette méme preuve est valide lorsque b,, 1 (S?™i 1 x
S?ni=1) = 0, c’est a dire lorsque n; # m;. Et méme mieux si de plus n; > 1 alors,
on trouve que ngfll (E;,Y; x S2ni=1) = B"(E;,Y; x S2i—1),

Supposons donc que n; = m; = n/2. Alors nous avons forcément n; > 2. Notons :

p = (log(||v]| + 1)~2. On reprend nos arguments si o € Z"(E;,Y; x $2~1), alors
nous trouvons comme précédemment ¥ € Cgfll(ﬂi, Y; x §?mi71) tel que

Lo, = dyp

Maintenant grace & (3.16), nous savons qu’il existe ¢ € Cg:; (E;,Y; x S2ni=1) tel
que 5 ¥ = 9. En particulier, I'extension par zéro de a —dy a Y; x (V; \ B) est
fermée :

a—dp e ZNY;ix (V;\ B,Y; x %71,
Les mémes causes produisant les mémes effets, il est également vrai que 'applica-
tion :

L*Ei : HZ<Y;‘ x (V; \B)aY; X SZn,;—l) — H;L(E“Y; % SQ?’Li—l)
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est injective. Et puisque n; > 1, d’aprés (4.17), lapplication naturelle :
H™(Y; x (V; \ B),Y; x 271 — HX(Y; x (V; \ B),Y; x §7%71)

est un isomorphisme. B

Mais l'image de la classe de cohomologie Lf) de a — dy par L*Ei est la classe
de cohomologie de o € Z (E;), la proposition (4.17) nous permet de trouver u €
Chl(Yix (Vi\B),Y; xg%fl) veCE (Y x (V;\B),Y; xS?™~1) et h € H™(Y; x
(Vi \B),Y; x Si~1) tels que

a—dp =h+du+dv

Si-on pose ¢ = ¢ + 1% (u+v) alors a = 13 h+d et ¢ € L2 (A"~1T*(E;)). Nous

avons ainsi montrer que la proposition (6. 3) est encore valide pour k = n.
En revenant & F;, nous obtenons

Proposition 6.4. i) Sik <n, alors dCZTll(Ei) = B*(E;) de plus
HF=2nit1(V))Bi sing > 1

k(.Y ~ P q i i
H (El) - @p+q:kH (Y) ®@H (V \B) { {0} sin; =1

Et lapplication d’extension par zéro
H* (Y7 % (Vi \ B))/Bi, (97 x (Vi \ B))/B;) — H"(E;)
est surjective.
it) Si k> n, alors dCff;ll(Ei, 00) = B*(E;,00) de plus

H*(E;, 00) ~ @, o HP (Y;) P @HI (V;\B, S2 1) B :{ %’“}‘1(%)31‘ 2 Zz i}
Et lapplication d’extension par zéro
HE((YF x (Vi \ B))/Bi, 00 U (8Y] x (V; \ B))/B;) — H"(E;,00)
est surjective.

iti) De plus sin; # 1 et n; #n alors en fait dCy | (E;,00) = B"(E;,00).

6.2.2. Cohomologie L? de ©. Nous pouvons maintenant déterminer la cohomologie
L? de O. Nous commencons en degré k < n. Remarquons que puisque

(Y7 x (Vi\B))/Bi c O
et que

H* (Y7 x (Vi \ B))/Bi, (0YF x (Vi \ B))/B;) — H*(E;) — {0},

alors ’application
— @Hk(E )
i>1
est surjective. Nous allons montrer que cette application est injective : soit donc
a € Z8(0) tel que pour tout i > 1 :

Uy, a € BF(E;) = dC L(E).
Remarquons que puisque k < n et que Ey est un bout de cone, on sait que
Ui, € B (Eg) = dCi (Eo).
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On trouve donc pour chaque 7 > 0, ¥; € CZT(EZ-) tel que
g, o = dip;
Pour ¢ > 1, nous posons alors
i = Upnpe Wi — Uknge %o € Zy ' (Ei N Ey).
Mais E; N Ey est un bout de cone et k — 1 < n — 1, donc d’aprés (4.9) nous avons
25N (BN Ey) = By (E; N Ey) = dCl 2(E; N Ep)
Alors grace a (3.16), nous trouvons u; € Cf}fj(El) tel que

AL, nE i) = M-
La forme ¢ définie sur O par (3 ¥ = o et 1 1 = 1; — du; est bien un élément de
Cﬁ),_ll (Ez) et
dy = a.

Puisque w est & décroissance parabolique, nous avons montré que o € B*(O) et
aussi que l'image de d est presque fermée sur O en degré k < n par rapport au
poids w.
Evidemment une preuve identique permet de conclure en degré k > n et pour la
cohomologie L? de O relative a 9O.

Nous traitons maintenant le cas de degré k = n pour la cohomologie L? relative :
Il nous faut donc démontrer que si o € Z™(O, 00) est tel que

Vi>1, tp,a € B"(E;,00)
alors
a € dCy M0, 00).

Remarquons que si pour tout ¢ > 1, nous avons b,_s(F; N Eyg) = 0 (par exemple
si n est pair) alors la preuve précédente est valide. Nous supposons donc que n est
impair. Alors on remarque que b, _1(Xg) = 0 et que pour tout i > 1, b, _1 (S~ ! x
S?mi=1) = 0. Ainsi grace & (4.10), nous pouvons trouver 1y € ngl (Eo, 00) tel que

Up,e = dibg.
Nous savons également qu’il existe ; € CZ}I(EZ-, 00) tel que
tp,a = di);.

Pour ¢ > 1, nous posons alors
N = g, Vi — Uing %o € Zi ' (E; N Eo, 00).
Nous avons maintenant trois différents cas a traiter :
(1) Si b,—2(E; N Ep) = 0, alors comme précédemment nous trouvons u; €
Ch 2(E;,00) tel que
(g, nm, i) = -

(2) Simaintenant b,,_o(F;NEg) # 0 mais que n; > 1, alors la preuve précédente
montre que nous pouvons en fait supposer que ; € Cgfll(E,-, 00) et donc
que

ni € Zy ' (E; N Ey,00) = By~ ' (E; N Ey,00) = dCy 2 (E; N Ey, 00)
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On trouve donc u; € Cj 2 (E;, 00) tel que
d(L*EmEOU'i) = "i-

(3) Il reste le cas ou n; =1 et b,—2(E; N Ey) # 0 c’est & dire le cas ou n = 3.
Dans ce cas grace au raffinement proposé en (4.10,ii) nous trouvons u €
C'Llﬂ,w (E,' N Eo, 80) et

v = f(|a) € C]

w,w (EZ N E07 80)
[ott o est le tiré en arriére de la forme "volume" de S' sur E; N By ~
C1(Je/2,2¢e[xS? x S')/B;] tels que n = du + dv. Nous pouvons évidemment
trouver @ € Cj, ,(E;, 00) tel que ¢}, np @ = u et on peut aisément étendre
v a F; grace a

(6.4) b= f(s(2))o

ou on définit d’abord s sur EZ par

2 2 Dyl > €
)= { VEEERE stz sl
V14 (e/2)?|vll  sily] < 5ol

cette fonction est clairement B;-invariante et v est bien définie et il est clair

que o € Cp, ,,(E;,d0). On pose alors u; = @+ v € C,, ,(F;, dO) et nous

avons également

d(L*EmEoui) =T;.

La forme ¢ définie sur O par v 1 = o et ¢, ¥ = 1; — du; est bien un élément de
ChN(E;, 00) et

dy = a.
Nous avons donc démontré que :
Proposition 6.5. i) Si k < n,alors dC’fujll((’)) = B*(O) et
Hk(o) _ @ Hk*Qnrkl(m)Bi.
7,n;>1

i) Sik >n,alors dCjy;'(0,00) = B*(0,00) et
H*(0,00) = @ H'(v;)".
i,m;>1

6.3. Cohomologie L2 de O. Les mémes arguments nous permettent de démon-
trer que

i) si k <n, alors Bi1(0) = dCk72(0) et
Hy'(0)= D H(Y)PeH(C\B) = DE ()P e B BT,

p+q=k—1 7
ii) si k> n, alors BE™H0,0) = dCE72(0,0) et

HyH0,00)= @ H(Y)P @HL(CY\B,S™ ) = @ H ()P
p+q=k—1 1,M>2

i,n,;:l

Comme précédemment le point délicat est le cas de degré Kk — 1 = n — 1. Nous
reprenons nos arguments en commengant par calculer la cohomologie L2 de E; en
degré n — 1, celui ci se traite de facon similaire au cas de la cohomologie L? :
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(1) Si b, _o(S?™i~! x §2mi~1) = (, alors nous montrons comme précédemment
que

BU (B Y x ST = dC A (B Vi x 8
et que
BN (B Vi x 8 = HTUY x (€7 \ B),Y; x 8P
avec de plus si n; # 2 :

B (B Y x 81 = dC 2 (B, i x 87

(2) Supposons maintenant que b, o(S?™i~1 x §27i~1) £ 0, c’est & dire que
|n; —m;| = 1, alors nous avons deux cas :

i) le premier est celui ot 2n; —1 =n—2:soit o € Bﬁfl(ﬁi? Y; x S2ni—t)
alors le raffinement présenté en (4.10) nous permet de trouver : u €
Corad (0, Yy x 21y et v € CL2(Q4,Y; x SP71) tels que v = f(r)o,

o étant le tiré en arriére de la forme volume de S?*~! par la projection

sur le dernier facteur de Q; = C1(C1(Je/2,2e[xS?™i~1 x §2mi~1) et

Lo, = du + dv

On peut alors comme (6.4) étendre u, v en 0,u € Ci -2 (€, Y x $*i~1)
et en posant ¢ = 4 + 7, les arguments précédents ménent de la méme
facon au résultat voulu : 'extension par zéro de o — dip 4 Y; x (V; \ B)
est fermée :

a—dip € Z"7HY; x (Vi \B),Y; x 2 1)
Mais I'image de la classe de cohomologie L2, de cette forme par L%_

est la classe de cohomologie de a € Bgfl(ﬁi,Yi x §27i—1) | puisque
comme précédemment cette application est injective, la proposition
(4.17) nous permet de trouver f € C22,(V; x (Vi \ B),Y; x S?™~1) et

w1 ,w’
g €C2 (Vi x (Vi \ B),Y; x 821 tels que
o —dip = df + dg
Compte tenu du fait que sur El :w; > Cw' et que w' et comparable
a w, alors

¥ =D+ (f+9) € CL2(E;, Yi x 877,
Ainsi
Co 2 (B Yi x ¥ 1) = By (B, Vi x 8207

et de la méme facon ’application :

CHDN(YE x (Vi \B),Y; x §2 ) — (B, Y x S

~

est un isomorphisme et ’application d’extension par zéro
B (Y % (Vi \ B), (Y7 x (Vi \B)) UY x 8771 — H7H (B, Y x 8771

est également surjective.
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ii) Supposons maintenant que 2m; — 1 = n — 2, remarquons qu’alors
m; = (n—1)/2 et n; = m; + 1 puisque m; > 2, ainsi n; > 3. Soit donc
o€ ngl(E'i, Y; x §27:~1) alors nous trouvons comme précédemment
Y eC™2,(0,Y; x S 1) tel que

w’ w’!
*
1o, = dip

Maintenant grace 4 (3.16), nous savons qu'il existe v € Cg:plw/(ﬁi, Y; x

S2ni=1) tel que L;kzi’l/; = 1. En particulier, extension a Y; x (V; \ B) par
zéro de a — dip est fermée :

a—dip e Z" MY x (Vi \B),Y; x §2i—1),

pw’
Les mémes causes produisant les mémes effets, il est également vrai
que Papplication :
vy HEN(YG X (Vi \B), Y, x 8271 — HP UM (B Y x 821

est injective. Et également d’apreés (4.17), Papplication naturelle :
Hy ' (Y; x (Vi \B),Y; x 8271 — HIH(Y; x (Vi \ B), Y x §2771)

est un isomorphisme

2

Mais I'image de la classe de cohomologie L7

de a — dy par i} est

i

la classe de cohomologie de o € Z;LUT,I(E), Y; x §?mi~1) la proposition

(4.17) nous permet de trouver u € C% 2 (Y; x (V;\B), Y; xS?% 1) v €

w1 ,pw’

Coi 2 (Yix (V;\B),Y; xS? =1y et h € Hy (Vi x (Vi \B), Y; x §2~1)

w’, pw’ w’

tels que
a—dp=h+du+dv

Sion pose ¢ = P+ (utv) alorsa = 7 h+dpet ¢ € L%w/)? (A" 2T+ (E)).

Nous avons donc obtenu le méme résultat qu’en (i).
En revenant 3 E; = F; /Bi, nous avons démontré que dC;2(E;, 00) = By~ (E;, 00)
méme mieux si |n; —m;| # 1 et n; # 2 alors

dCy 2 (E;,00) = By~ (E;, 00).

De plus
HF1(Y;) B sing > 2

n—1/1. ~ (v \Bi q g 2n;—1\B; _

p+g=n—1
Et Papplication d’extension par zéro
Hyy (Y7 > (Vi \ B))/B;, 00 U (9YF x (V; \ B))/Bi) — Hy ' (E;, 00)

est surjective.
On peut maintenant calculer la cohomologie L2, de O relative & 9O en degré
n — 1 : pour les mémes raisons ’application

H;;(0,00) — (D H; (£, 00)
i>1
est surjective. Il nous faut donc démontrer que si o € Z771(0, 00) est tel que

Vi>1, iy o € Bl E;,00)
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alors
a € dCy }0,00).
Nous pouvons d’abord trouver ¢ € Ci~2(Eo, dO) telle que

w
L, = diby.
Nous savons ensuite qu’il existe ¢; € CJi-2(E;, 00) tel que
Up,a = di);.
Pour ¢ > 1, nous posons alors
n; = L*Eiﬂquibi — LE,-OEUQ/}O € ZZ;Q(EZ N Ey, 60)
Et nous avons maintenant trois cas a traiter :
Premier cas: supposons que n est impair et n > 3 puisqu’alors nous avons
b, _3(S?mi~1 x §2ni=1) = 0, la proposition (4.10), nous permet de trouver
u; € Cg;fz (E; N Ep, 00) tel que n; = du;, on peut grace & 3.16 étendre u;
en u; € CZ;; (E;, 00) et alors la forme 1) définie sur O par 13, ¢ = 1 et
U, ¥ = 1b; — di; est bien un élément de Ci-2(0,d0) et
dip = o
Deuxiéme cas: sin = 3, alors nous n’avons clairement pas b,,_3(S*xS!) = 0.
Cependant grace a (4.10), nous pouvons en fait trouver pour chaque i > 0,
fi €CY 2(E;NEy,00) et g; € CO . (E;N Ey,d0) une fonction radiale tel
que
n; = df; + dgi,
on étend alors aisément ces fonctions & F; pour obtenir une fonction u; €
Co) 2 (Ei, 00) tel que
L*EiﬂEodai = Ni,
Ceci permet alors de conclure comme précédemment.
Troisiéme cas: supposons que n est pair alors nous avons forcément pour
tout ¢ : |n; — m;| # 1 et également b, _5(Xg) = 0, alors nous pouvons en
fait trouver vy € c;},jj(Eo, 00) tel que

L, = diby.
Nous savons également qu’il existe ¢; € CJi72(E;, 00) tel que
Up,a = dip;.

Pour 7 > 1, nous posons alors
M = Uy ngo Vi — Ui,ne, Y0 € Z1'5 2 (E; N Ey, 00).
Nous avons ici trois situations différentes :

(1) Sib,—3(F; N Ep) =0, alors comme précédemment nous trouvons @; €

Cl (B, 00) tel que
(g, g, Ui) = M-

(2) Simaintenant b, _3(E;NEy) # 0et n—3 = 2n;—1 alors grace a (4.10) et
en reprenant Pargument utilisé dans (6.4) on trouve @; € CZ;E’Q (0,00)
tel que

d<LEmEOUi) ="i-
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(3) 1l reste le cas ou b,—3(F; N Ey) # 0 mais que 2m; — 1 = n — 3 et
2n; —1 = n+1, remarquons que puisque m; > 2, nous avons forcément
n > 6 et n; > 4 > 2 en particulier, nous pouvions en fait choisir
Y; € Ci2(EB;, 00) et alors n; € Zjh,*(E; N Ey, 0O) et on trouve alors
u; € Cg—jw (E;NEy, 00) tel que du; = n;, cette forme peut étre étendue
en @; € C22 (E;,00).

w,ww

La forme ¢ définie sur O par (3 ¢ = o et 1 Y = ¥; — diu; est bien un
élément de CJ272(0,00) et

dy = a.
Nous avons donc obtenu :

Proposition 6.6. i) Sik <n, alors dC}2(0O) = Bff,_l((’)) et

Hk—l(o) @Hk 2m @ @ Hk 1
[ i,n;=1

ii) Si k > n,alors dCF-2(0,00) = B¥=1(0,00) et

w,w

H1(0,00) = @ H (V)P

1,m;>2

En conséquence pour k < n, les images de d : CE2(0) — L2(A*'T*0O) et
de d : Cfujll((’)) — L2(A*T*0O) sont fermées et I'espace HE~1(O) est de dimension
finie, grace au théoréme (3.15), il en est de méme sur toute variété isométrique
a (’) au dehors d’un compact; par exemple pour les degrés k < n, les images de

2 CFH0,00) — L2(A*T*O) et de d - Cff;ll(X) — L?(AFT*X) sont fermées.
Grace a la version relative du méme théoréme, on peut affirmer que pour k > n,
les images de d : C:f;ll((’)) — LE(A*T*O) et de d : Cff;ll(X) — L}(A*T*X) sont
fermées.

Nous devons également connaitre la L? Jw cohomologie de O relative & dO en
degré (k + 1) pour k > n. Lorsque k > n, nous obtenons de la méme fagon que
dct, ,,,(0,80) = By (0,90) et

HY 1 1(0,00) @Hk e P HN(Y)P

7,n;=1

Concernant le degré k£ = n+ 1, nous pouvons reprendre les arguments précédents
mais nous ne pouvons conclure que lorsque n # 3. En effet, ces arguments ne
permettent pas dans ce cas de déterminer la Lf Jw cohomologie de F; relative &

Y; x (V;\B). Nous ne pouvons en effet conclure que lorsque b, (S =1 x §27i—1) = (),
ou lorsque b, (S*™i =1 x §?i=1) £ 0 et que n; > 1 ou encore lorsque n; = 1 et que
H"(S?mi=t x§2mi—1) ~ H™(S?"~1) ; mais nous ne pouvons conclure dans le dernier
cas ol by, (S?™i=1 x §2i=1) £ (0, n; = 1 et n = 2m; — 1, ce qui se produit exactement
lorsque n = 3. Nous obtenons ainsi :

Proposition 6.7. Si k > max{n,4}, alors dC* 1w

(0,00) = B}/,;(0,00) et

HY /2 (0,00) @Hk Bo @ ()P

i,nizl
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Nous pouvons maintenant déterminer la cohomologie L? de O en degré k >
max{n,4} . En effet, on dispose maintenant de la suite exacte :

H*1(90) — H"(0,00) — H*(0) — H*(00) — H (0, 90).

Nos calculs de la cohomologie de K (6.1) et de la cohomologie L? relative de
O (6.5) montre que la premiére fleche de cette suite exacte est surjective, nous
obtenons donc

H*(0) ~ ker (Hk(aO) - H’;/tj(o,am) .
Puisque pour k € [1,2n — 2]
Hk 80 @Hk @ kazniJrl(Y'i)Bi

i,k>2n;—1

HEF1(0,00) @Hk e P ()P

i,nizl

et

nous obtenons également :
H*(O) ~ @ HF—2ri+1 (y;) B
iyni>1
Pour k = 2n — 1, nous avons alors H;7? (O0,00) = {0} et donc
H?*" 1 (0) ~ H*"1(O) ~R.

Remarquons que nous pouvons également déterminer la cohomologie L? de O
en degré n = 3, car nous avons

H?(0,00) = {0}
et grace a la dualité induite par I'opérateur de Hodge nous obtenons également
H3(0) = {0} = P B2+ (v) P
i,mn;>1

On peut de méme déterminer la cohomologie L2 de O pour les degrés k—1 > n—1
grace a la suite exacte :

H*2(00) — H:1(0,00) — HEHO) — HY1(00) — H*(0,00).

Comme précédemment la premiére fleche de cette suite est surjective et grace a
(6.6), on obtient également :

Hﬁ) 1 @Hk in @ @ Hk 1
i>1 i,n;=1
Nous avons donc obtenu :
Proposition 6.8. Pour k € [1,2n — 2|, la cohomologie L? de O est donnée par
(6.5) HYO)~ @ HF ()P~ B ()P
i,m;>1 i,k>2n;—1,n;>1
Et en degré (2n — 1) :
H"1(0) ~ H*""1(O) ~ R,
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En degré k — 1 € [0,2n — 2], la cohomologie L2, de O est donnée par :
Hﬁ_l(O) ~ @Hk—Qm (}/z)Bl @ @ Hk_l(}/i)B"’

(6 6) i>1 i,mn;=1
~ @ Hk_zni(}/i)Bi @ @ Hk:—l(y'i)Bi.
i>1,k>2n; in;=1,k>1

6.4. Cas des résolutions crépantes.

6.4.1. Cas général. Supposons que X —— C™ /@G soit une résolution crépante. Nous
pouvons dans ce cas donner une description explicite de la cohomologie L? de X.
En effet, on connait la cohomologie de X en fonction des classes de conjugaison
de G : si g € G on note age(g) = 61 + 02 + ... + 0, ou les valeurs propres de
g sont (2701 2702 ¢i2m0n) avec 6; € [0,1], puisque detg = 1 on a forcément
age(g) € NN [0,n[, il est aussi clair que age(g) ne dépend que de la classe de la
conjugaison de g [g] € C(G). Les résultats de Y. Ito et M. Reid (n = 3) et V.
Batyrev et indépendamment J. Denef et F. Loeser sont les suivants ([20, 2, 13]) :
la cohomologie de X est nulle en degré impair et en degré pair

dim H?*(X) = card{[g] € C(G), age(g) = k}.
Notre résultat est le suivant :

Théoréme 6.9. Soit G C SU(n) un sous groupe fini de longueur 2. Si X —— C"/G
une résolution crépante de C"/G équipée d’une métrique QALE asymptote ¢ C"/G
alors
H*(X) ~ Im (HF(X) — H*(X)) .
Démonstration. Nous avons obtenu la suite exacte suivante :
(6.7)
B (K)eHE 1 (0) -5 B (0K) 2 BN (X) 15 BY(K) @ HF(0) == HF(0K).
Si k est pair : alors puisque les Y; sont des résolutions crépantes de W;/A;, elles
n’ont de cohomologie qu’en degré pair ainsi d’aprés (6.8) et (4.13) on a forcément
H*(O) = {0} ; de plus d’aprés (6.8), on sait que
Y (0) = QD HE 2 (v)”
i>1

et aussi (6.1) :

HYoK)~ @  HFr(y,)P.

i>1,k>2n;
Or lorsque [ > 0, H!(Y;) = H'(Y;), on obtient donc I'isomorphisme :
HE-1(O) ~ HF1(0K).

La suite exacte (6.7) se réduit a :

{0} - H*(X) — H*(K) — H"(0K),

Donc H*(X) est isomorphe au noyau de H*(K) — HF(OK) qui est exactement
I'image de H*(K,0K) — H*(K). Puisque X se rétracte sur K, on a bien démontré
le résultat.

Si k est impair : dans ce cas on sait H*(K) = {0} et H*(K,0K) = {0} donc

H*Y(K) — H*Y(0K) — {0} .
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De la suite exacte (6.7), il ne reste que
{0} —» H¥(X) — H*(O) — H*(0K).

Or
Hk(o) — @ Hk72ni71(}/i)3i
i>1,m;>1
et
Hk(@}() — @ Hk_Qn"'_l(Y;)B"'7

i>1,k>2n;—1
sauf pour k = 2n — 1 ot H?*"~1(0) ~ H?*"~1(§K). La derniére fleche de cette suite
est donc injective ; la cohomologie L? de X est donc nulle. O

On peut étudier maintenant étudier deux cas particuliers :

6.4.2. le cas particulier o G C SU(3). On suppose ici que G est un sous groupe fini

de SU(3), alors C3/G admet toujours des résolutions crépantes et soit X —— C3/G
I’'une d’entre elles. Lorsque g € G, on a forcément

dimker(g —Id) € {0,1, 3}

et donc le lieu singulier de S°/G est une réunion disjointes de cercles. En particulier,
si K =7"1(B) et O = X\ K alors pour k < 3 : H*(O) = {0} et pour k > 3
H* (0, 00) = {0}. Puisque d(;”u{)’_l1 (0) = Z¥(O) pour k < 3, on en déduit facilement,
que lapplication naturelle H¥(X) — H*(X) est surjective pour k < 3. Puisque O
est connexe et que H(O) = {0}, le lemme (2.1) de [10] montre que cette application
est aussi injective pour k < 2. De plus, puisque pour k > 3, H*(0,00) = {0}, le
lemme (2.2) de [10] implique que I’application H¥(X) — H¥(X) est injective pour
k > 3; on en déduit immeédiatement :

Théoréme 6.10. Soit G C SU(3) un sous-groupe fini et 7 : X — C3/G une
résolution crépante, on équipe X d’une métriqgue QALE alors
{0} si k#2/4
HF(X)={ H?*X)~Im(H*(X) — H*X)) si k=2
HY(X) ~Im(H}(X) - HY(X)) si k=4
En général, pour toute variété (M, g) isométrique au dehors d’un compact avec X
alors

HE(M) si k<2
HE (M) ={ Im(H>(M) — H*(M)) si k=3
H(M) si k>4
On revient au cas de X une résolution crépante de C3/G :
6
xrz(X) = Z(—l)l dimH'(X) = 2dim H*(X) = 2 card{[g] € C(G), age(g) = 2}.
1=0

Mais on a toujours
age(g) +age(g™ ") = 3 — dim ker(g — Id),
ainsi
ker(g —1d) # {0} & age(g) = age(g™ ') =1
et
ker(g — Id) = {0} & {age(9), age(9 )} = {1,2}.
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On a donc montré le résultat suivant

Corollaire 6.11.
xr2(X) = dim H?(X) + dim H*(X) = card{[g] € C(G), ker(g —Id) = {0}}.

Considérons ’exemple 9.3.5 du livre de D. Joyce : G =~ Z4 est le groupe engrendé
par (21,22, 23) + (—21,i22,i23). Si X est la résolution crépante de C?/G équipée
d’une métrique QALE alors :

dimH?(X) = dimH*(X) = 1

Si on considére 'exemple 9.3.6 de ce méme livre : G = Z3 est le sous groupe de

SU(3) formé par les matrices diagonales a entrée +1- Dans ce cas tous les éléments

de G fixe au moins une droite de C? et donc les résolutions crépantes de C*/G ne
portent pas de formes harmoniques L2.

6.4.3. le cas particulier ot G C Sp(2). Soit donc G un sous groupe fini de Sp(2) et
X = C"/G une résolution crépante’. Mais la dimension du noyau d’un élément
de G est 0,2 ou 4. Puisque que les variétés ALE hyperkihlerienne de dimension
complexe 2 ne portent des formes harmoniques L? qu’en degré 2 et qu’en ce degré
la, cohomologie L? est la cohomologie ordinaire, on obtient que pour

kE#5,7HNO) =H: (O) = {0} et H>(O) = =P v
1>1
Pour la cohomologie ordinaire de O on sait que : H*(O) = {0} pour k = 3,4,6,8
et de plus H°(0) = @5, H*(Y:)?' ~ H°(O) et aussi H'(O) ~ H'(O). Grace a
nos suites exactes de Mayer-Vietoris, on obtient alors facilement : H*(X) = H*(X)
dés que k£ > 4. En fait cette analyse est valide pour toute variété isométrique au
dehors d’'un compact avec X, on obtient donc :

Théoréme 6.12. Soit G C Sp(2) un sous-groupe fini et 7 : X — C*/G une
résolution crépante, on équipe X d’une métrique QALFE alors

{0} si k#24,6

H?(X) ~Im(H?*(X )—>H2(X)) si k=2
H*(X) = H4(X) ~ HY(X) ~ H*(X) sio k=4

HS(X) ~Im(HS(X) — H5(X)) si k=6

En général, pour toute variété (M, g) isométrique au dehors d’un compact avec X
alors

HY (M) =

HE(M) si k<4
HE(M) si k>4

Remarquons que si une résolution crépante de C*/G n’existe pas toujours, il
existe toujours une résolution crépante de (C*\ B)/G.

Revenons maintenant au cas d’une résolution crépante de C*/G. Lorsque g €
Sp(2) on a de méme :

age(g) + age(g™') = 4 — dimker(g — Id).
En conséquence on a aussi

dimker(g — Id) = 2 < age(g) = age(g™') = 1.

7Cela n’existe pas forcément.
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Et puisque dim H?(X) = dim H®(X) = card{[g] € C(D), age(g) = 3} et dim H*(X) =
dim H*(X) = card{[g] € C(D),age(g) = 2}, on obtient encore :

Corollaire 6.13.
xz2(X) = dim H?(X) 4 dim H*(X) + dim H(X)
= card{[g] € C(G), ker(g —1d) = {0}}.

Etudions maintenant les exemples du livre de D. Joyce : le premier (exemple
9.3.9) est le schéma de Hilbert de 3 points sur C?. Dans ce cas G est le groupe S3
des permutations de {1,2,3} agissant sur {(z,y,2) € (C®)%,z +y+ 2 = 0} ~ C%.
Ce schéma de Hilbert de 3 points sur C? peut étre muni d’une métrique hyperkih-
lerienne QALE et alors la variété obtenue ne porte de formes harmoniques L? qu’en
degré 4 ou cet espace est de dimension 1.

Le deuxiéme exemple est en fait le schéma de Hilbert de 2 points sur une surface
hyperkihlerienne ALE, le groupe G en question est le produit semi-direct de Z,
avec le produit H x H ou H est un sous-groupe fini de SU(2) = Sp(1). Dans ce cas
si Y est la résolution crépante de C2/H, ce Schéma de Hilbert Hilb*(Y') ne porte
de formes harmoniques L? qu’en degré 4 et

dim HA (Hilb2 (V) = b2(Y)(bz2(Y) + 1).
6.5. Le cas général. Nous allons maintenant donner une interprétation topolo-
gique des espaces de formes harmoniques L? des variétés QALE. La réponse est ici
moins lisible que pour les résolutions crépantes car on ne connait pas la cohomolo-
gie des résolutions localement en produit de C"/G. Soit donc X une variété QALE
asymptote & C"/G ou G est un sous groupe de SU(n) de longueur 2. Nos résultats
précédents impliquent que la suite exacte courte suivante est valide :

LK) oH1(0) -5 B L(0K) 2 HF(X) 15 HE (K)o HF(0) - H*(OK).

On peut déja déterminer la cohomologie L? de X en degré 1 : nous avons en effet
HO,(0) = {0} et

H'(©O)= @ B7Y)={0};

1>2n;—1,n;>1
On conclut comme dans la preuve du théoréme (4.11) que
HY(X) ~ HY(X).
De la méme facon, nous obtenons :
H* (X)) ~ H"1(X).

On va grace & cette suite interpréter H¥(X) a l'aide de la cohomologie d’un sous
complexe de O (A*T*K). Notons

Y = U Y. /B;
7,m;>1
et
Ye={JYi/Biu | (¥ixSv)/B;

i,nizl

on dispose d’applications

f:Y>0KCK et fp:Yp—0KCK.
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On note H*(K, ker f*) (resp. H*(K, ker f})) la cohomologie du sous complexe de
C>®(A*T*K) formé par les formes nulles lorsqu’elle sont tirées en arriére par f
(resp. fp). Notre résultat est le suivant :

Proposition 6.14. Pour k € [3,2n — 2], nous avons l'isomorphisme
H*(X) ~ Im (H* (K, ker f) — H* (K, ker f)).

Démonstration. Soit U ~ [0, 1[x9K un voisinage tubulaire de 0K dans O, le bord
de U est constitué de deux copies de K, on suppose que le bord de D := K UU est
{1} x 0K, on peut aussi considérer les applications f : Y — dD et fp : Yp — 0D
et on a évidemment :

H*(D,ker f*) ~ H*(K ker f*) et H¥(D,ker f5) ~ H*(K, ker f}).
On peut aussi calculer la cohomologie du complexe des formes différentielles sur U

dont le tiré en arriére par f (ou par fp) de leur restriction & {1} x 0K est nulle.
En effet, on dispose des suites exactes :

(6.8) H*=Y(U) - H* YY) — H*(U,ker f*) — H*(U) — H*(Y)

(6.9) H*YU) — H* Y (Yp) — H*(U, ker f3) — H*(U) — H*(Yp).
Notre calcul de la cohomologie de U (6.1) pour les degrés k € [1 2n — 2]
Hk(U) ~ @ Hk 21’7,1-‘,-1 @ @Hk:
i,k>2n,—1
et les isomorphismes
= @ H )P et H'(Yp)= @ H* @@Hk
,m;>1 1,m;=1

impliquent que la premiére fleche de la suite (6.8) est surjective dés que k > 2 ainsi
dans ces degrés :

H*(U,ker f*) ~ ker (H*(U) — H’“(Y))
(6.10) ~ EB HF-2nit1(y,) B g @ HA (Y
i,k>2n;—1 i,n;=1

De méme pour k > 3, la premiére fleche de la suite (6.9) est surjective, on obtient
donc pour k € [3,2n — 2] :

H"(U, ker f§) ~ ker (H*(U) — H*(Yp))
~ @ Hk72ni+1(}/i)3i

i,k>2n;—1,n;>1

(6.11)

Mais on sait que pour k # 0 alors H*(Y;) = H*(Y;). Ainsi si on compare (6.11)
avec (6.8, 1)) on obtient pour k € [3,2n — 2] :

(6.12) H*(O) ~ H*(U, ker f})
et en comparant (6.10) avec (6.8, ii)), on obtient pour k € [3,2n — 2] :
(6.13) HEHO) ~ H1(U, ker £7).

Puisque Y C Yp nos obtenons le diagramme commutatif suivant ou les fléches
horizontales sont exactes :
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HYV(K) @ H* (U, ker f3) —> B (U) —

| i

HY(K)® H YU, ker f*) —— HF1(U) ——

— H¥(D,ker f},) — H*(K) ® H*(U, ker f3) — H*(U)

| l |

——> H*(D, ker f*) — H¥(K) @ H*(U, ker f*) — H*(U)

De plus nos calculs montrent que la premiére et la quatriéme fléches verticales
sont injectives et les deuxiéme et derniére fléches verticales sont des isomorphismes.
Alors on se sert du lemme suivant qu’on montrera un peu plus loin :

Lemme 6.15. Dans le diagramme commutatif suivant :

A B C D E
A B’ c’ D’ E’

on suppose que les fleches horizontales sont exactes, que les quatriéme et derniére
fleches verticales sont injectives et que la deuziéme fleche verticale est surjective
alors la suite suivante est exacte :

A" B ~Im(B— B') - Im(C - C')— D ~Im(D — D) - E~Im(FE — E).
Pour en déduire que la suite suivante est exacte :
HY(K)o H (U, ker f*) — H* 1 (U) —
— Im [H"(D, ker f3) — H"(D,ker f*)] — H*(K) & H*(U, ker f}) — H*(U)
En comparant cette suite exacte & notre suite exacte :
H*YD)® H1(0) - HY(U) - H*(X) — H*(D) @ H*(0) — H*(U),
a l’aide des isomorphismes (6.12,6.13), on en déduit l'isomorphisme voulu. O

Prouvons maintenant le lemme (6.15).

Démonstration. Donnons des noms aux différentes fléches de ce diagramme com-
mutatif :

A $1 B p2 C ¥Y3 D Pa E
l fo lfl \Lb l f3 lfz;
A 1 B’ 2 ' #3 D’ ¢4 E

Puisque f; est injectif, nous avons :

ker f4 0 @4 = ker g = ker ) o f3
et donc
ker o) NIm f3 = fa(ker ps) = fa(Impz) = Tm gy o fo.
Ceci montre ’exactitude de la derniére fleche.
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Remarquons que puisque f; est surjectif, 'image de ¢} est forcement incluse
dans 'image de fo, elle est en fait égale & 'image de f2 o 5. Et donc de la suite
exacte A’ — B’ — (', on en extrait la suite exacte A’ — B’ — Im fo.

Nous obtenons également :

ker o5 NIm fo = fao(ker 3) = fo(Imps) = Imh o f1 = Im ).

O
Il ne reste que le cas de degré 2. Dans ce cas, on sait aussi que
H(0)= € H' (V)P et H(O)= P H ()P ={0}.
i,m;=1 ,3—2n;>1n;>1

Si pour chaque ¢, on considére un point p; € Sy,, alors un petit calcul montre que
la cohomologie de U relative & Z = 0K \ (U, ,,,—; (Yi x {Bi.pi})/B;) vaut en degré

1:
H'\U.Z)= @ H'(Y)™.
i,’nizl
Les mémes arguments montrent a 1’aide du lemme (6.15) que
H*(X) ~ Im [H*(K,0K) — H*(K, Z)] .
Ainsi nous avons obtenu :

Théoréme 6.16. Soit (X, g) une variété QALE asymptote 4 C"/G ot G C SU(n)
ot la longueur de G est 2 alors

H*(K,0K) ~ H*(X) sik<1
() I (P (,0K) — HP (K, 2)) si k=2
7 ) Im (H(K ker f}) — H*(K ker f*)) sik € [3,2n — 2]
HF(K) ~ H*(X) sik>2n—1

Si de plus la dimension des singularités de S*"~'/G est supérieure ou égale a 3
alors :
HF(K,0K)~ H¥(X) sik<2
H*(X) ~ { H*(K, ker f*) si ke [3,2n— 2]
HF(K) ~ H*(X) sik>2n—2

6.6. Cohomologie L? a poids. Si on considére le poids u tel que p = ||z[|** en
dehors d’un compact, alors nous pouvons également déterminer la cohomologie L?
a poids des variétés QALE asymptotes a C"/G lorsque la longueur de G est 2;
lorsque a > n, on trouve

Hy,(X) ~ H;(X)
et pour a < —n, nous obtenons

H (X) ~ H*(X).
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