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Résumé

Nous obtenons un analogue de la formule de Weyl (ou plutét sa ver-
sion intégrée) pour les domaines non-bornés d’une variété riemannienne
compléte. Cet asymptotique concerne la fonction de décalage spectral de
M. Krein. On donne aussi des formules reliant cette fonction et la (-
régularisation du déterminant de quelques opérateurs.
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déterminant relatif, opérateur de Gauss-Bonnet, états résonnants d’énergie nulle.

Abstract

We obtain a analogue of the Weyl’s law (more precisely its integrated version)
for unbounded domain of a complete Riemannian manifold. This asymptotic is
for the spectral shift function of M. Krein. We also give a formula relating this
function and the (-regularisation of the determinant of some operator.

Keys-words : spectral shift function, Dirichlet-to-Neumann operator, relative
déterminant, Gauss-Bonnet operator, zero energy resonnance.
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1 Introduction.

L’objectif de cet article est d’étudier les opérateurs de type laplacien sur les
variétés riemanniennes complétes non-compactes, et particuliérement certaines
de leurs propriétés spectrales. Une partie de notre étude est motivée par le trés
bel article de F. Gesztesy et B. Simon. Dans [G-S 2|, les auteurs étudient la
fonction Xi, dite de décalage spectral, du couple

(H,Ho) = ((—=d*/dt* + V), (=d?/dt* + V),) , sur L*(IR, dt)

ou V : R — IR est une fonction bornée inférieurement et Hy est 'opérateur
—d?/dt?> +V avec les conditions de Dirichlet en 0 € IR. Ainsi H est une per-
turbation de rang 1 de Hy et selon la théorie de M. Krein, il y a une unique
fonction & € LY(IR, d\/(1 + A\)?) telle que £(\) = 0 si A << 0 et telle que, pour
tout réel positif ¢, on a

+oo
Tr (et — e o) = —/ ¢(N\, H, Ho)te "dA.

— 00



De plus grace au théoréme 1.1 de [G-S 2|, on a la formule

&(A)=— lim 1 Arg G(A +1ig,0,0), p.p. A > 0.
e—0t T
Ou on a noté G(z,z,y),z € C, z,y € R le noyau de Green de l'opérateur
(H—2)~L.

Notre objectif est de faire de méme sur les variétés riemanniennes. Soit donc
(M™, g) une variété riemannienne compléte, soit A = d*d le laplacien associé a
la métrique. Dans cette introduction, on se contentera de décrire le cas de cet
opérateur, mais notre étude est valable pour tout opérateur de type laplacien
raisonnable : les opérateurs de Schrodinger du type A4V, ou V' est une fonction
bornée inférieurement, le laplacien de Hodge-deRham agissant sur les formes
différentielles, etc. Soit 3 une hypersurface compacte lisse de M qui sépare M

M—%=M_UM,;

on peut alors définir 'opérateur autoadjoint non-borné sur L?(M) qui corres-
pond au laplacien, on note encore cet opérateur A, et on peut aussi construire
un autre opérateur auto-adjoint qui correspond au laplacien pour les conditions
de Dirichlet sur ¥, on le note Ag. Notre premier résultat est le suivant :

Théoréme. 1.1 Soit v un entier tel que v > (n—1)/2, alors pour z € C—IR4,
les opérateurs
(A=2)"" = (Ao —2)""

sont a trace.

Ce théoréme assure que les opérateurs d’ondes

W*=5— lim e "20p,
t—F oo

existent et sont complets; oll on a noté Py le projecteur spectral de Ag cor-
respondant au spectre absolument continu. Cependant, ceci est trés abstrait
ici, puisqu’il se peut bien que les opérateurs A et Ay n’aient pas de spectre
absolument continu !

De tels résultats, concernant plutot la différence des opérateurs de la chaleur
e tA — e~tAo ont été montrés par U. Bunke, [B], ceci avec 'hypothése supplé-
mentaire que la variété soit & courbure bornée ; notre étude montre que ce n’est
pas nécéssaire méme pour le laplacien sur les formes différentielles.

Encore ici, le principal outil est la fonction Xi, de décalage spectral de M.
Krein. La théorie de M. Krein nous apprend qu’il existe une unique fonction

d\
EON A, Ng) € L <1R+, (1+/\)“)

tel que pour tout z € C — R4

T (A-2)" — (Ao —2)") = OOOW’A’AO’(A—@)M'



De plus selon M. Birman et M. Krein, presque partout sur le spectre absolument
continue de Ay, la fonction —27¢ coincide & un entier prés avec la phase de la ma-
trice de scattering. De fagon similaire au théoréme 1.1 de [G-S 2], nous obtenons
une description de la fonction Xi en fonction de 'opérateur de Green (A —z)7L.

Ceci se fait par 'intermédiaire de 'opérateur de Dirichlet-to-Neumann :

Définition 1.2 Soit z € C — Ry, alors l'opérateur de Dirichlet to Neumann
N(z) : C®(E) — C=(X) est défini de la fagon suivante : si f € C>(X) alors
il y a une unique fonction f € L>(M) telle que

{ (A=2)f=0 surM—-%

f=r le long de

La fonction f est alors continue sur M et sa dérivée présente un saut le long de
Y, alors N (2)f est précisément ce saut :

J = 0 =
N == — ,
(2)f n+f\M++ 8n*f|M’
ot nT et n~ sont les normales unitaires extérieures le long de .

De facon similaire au cas des variétés compactes, I'opérateur de Dirichlet-to-
Neumann est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 1 elliptique inversible. Et
son noyau de Schwartz est le noyau de Schwartz de (A — 2)~1, c’est a dire, que
si on note G(z,z,y) ce noyau, alors on a

N(2) " f(@) = / Gz 2,y f(y)dy.

b

Ceci permet de définir le déterminant régularisé de 'opérateur de Dirichlet-to-
Neumann. Suivant [R-S], on définit la fonction zeta

((s) =Tr N(2)7%,

c’est une fonction holomorphe sur Pouvert {s € C,Rs > n — 1}. De plus,
cette fonction admet un prolongement méromorphe & C tout entier et elle est
holomorphe en 0. On définit alors

det N(z) = e~ dsle=0¢(s),
Nous obtiendrons alors le résultat suivant

Théoréme. 1.3 Pour presque tout A > 0, on a l’égalité
1
ENAAg) = lim = Arg det N(\ + ig).
e—0+ T
Ce théoréme peut étre vu comme une généralisation du théoréme 1.1 de [G-S 2].

En effet, dans ce cas I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann est simplement I'opé-
rateur de multiplication par 1/G(z,0,0).



Une autre partie de notre travail est motivée par un article de W. Miiller ;
dans [Mu 2], I'auteur donne des conditions pour que le déterminant relatif de
deux opérateurs autoadjoints soit bien défini ; et il donne de nombreux exemples.
Dans un cadre euclidien, ces déterminants relatifs avaient été étudiées par V.
Bruneau [Br|. Dans son papier W. Miiller remarque que grace aux résultats de
U. Bunke, on peut définir le déterminant relatif des opérateurs (A — z, Ag — 2).
Nous obtenons ici le résultat suivant :

Théoréme. 1.4 Il y a un polyndme a coefficients réels P de degré inférieur a
(n —1)/2 tel que pour tout z € C — R4

det (A —z,Ag—2) =ePPdet N(2).
De plus, lorsque M est de dimension 2, ce polyndome est nul.

Dans le cas des variétés compactes de dimension 1 ou 2, ce résultat est du a
S.Levit, U. Smilansky ([L-S]), R. Forman ([F]) et & D. Burghelea, L. Friedlander,
T. Kappeler ([B-F-K]) ; récemment, A. Hassel et S Zelditch ont obtenue une telle
formule dans le plan euclien. Dans ces travaux, il est montré que ce polynéme
est nul. ’addition de ces deux derniers théorémes montrent que nous avons
obtenu le résultat suivant : pour presque tout A > 0, on a 1’égalité

E(N A Ap) = lim 1 Arg det (A — X —ig,Ag — X\ — ie).
e—0t T
Ce qui est a posteriori un heureux résultat puisque la fonction de décalage
spectral est définie & partir d'un déterminant de Fredholm reliant A et Ag.
Nos résultats permettent aussi d’étudier le cas ou on considére I'opérateur
laplacien au dehors d’un obstacle avec les conditions de Dirichlet sur le bord.
Nos résultats sont alors les suivants :

Théoréme. 1.5 Soit (M™, g) une variété riemannienne compléte et O un do-
maine compact de M & bord lisse. Et soit Apnj_o opérateur auto-adjoint de
L?(M — O) qui correspond au laplacien pour les conditions de Dirichlet sur O.
Alors si v est un entier, v > n/2, alors pour tout z € C — IRy, les opérateurs

(A=2)7"=(Apm-0—2)""

sont a trace. De plus si N'(z) est Uopérateur de Dirichlet-to-Neumann de 0O C
M et No est la fonction de comptage des valeurs propres du laplacien sur O avec
les conditions de Dirichlet sur 00. Alors pour presque tout A > 0, la fonction
de décalage spectral du couple (A, Ay—o) vérifie

1
ENL L) = lim+ = Argdet N (A +ie) — No()).
e—0tT T
A notre connaissance, cette derniére égalité n’était pas connue y-compris dans
le cadre euclidien. Nous pouvons ici donner une formule asymptotique pour la
fonction Xi du couple (A, Apy—p) :



Théoréme. 1.6 Lorsque A tend vers l'infini, on a

vol@®  An/2+1
(A2 T(nj2 +2)"

A
/ SN A, Any_o)dA ~ —
0

La fonction de décalage spectral doit étre pensée comme une version régularisée
de la fonction de comptage des valeurs propres; c’est donc a 'asymptotique de
Weyl qu'il faudrait s’attendre :

vol O An/2
(4m)"/2T(n/2 + 1)

_§(>\a A? AM*O) ~

Cet asymptotique de Weyl a été obtenue dans dans de nombreux cadres géo-
métriques : le cadre euclidien ([Bu], [J-K], [M-R], [CdV], [Gu], [P-P], [Me], [R],
[C1], [C2],[P3] ); pour les variétés & bouts cylindriques ([C-Z], [P1]), pour les
surfaces hyperboliques de géométrie finie ([Mu 1], [P2], [G-Z]). Cependant, ce
type d’asymptotique est siirement faux en général, notre résultat montre que sa
version integrée est toujours vrai.

La derniére partie de notre article est consacrée au cas du laplacien de Hodge-
deRham sur les formes différentielles. Nos résultats sont des généralisations de
ceux de N. Borisov, W. Miiller et R. Schrader ([B-M-S]). Soit (M™, g) une variété
riemannienne compléte, on note d l'opérateur de différentiation extérieure et
0 son adjoint formel. Suivant Chernoff [Ch], on sait que l'opérateur (d + 9)
est essentiellement auto-adjoint sur C§°(AT*M) C L*(AT*M); on note A =
(d+ 6)% = dd + &d son carré, c’est 'opérateur auto-adjoint associé au laplacien
de Hodge-deRham. Si O est un domaine compact & bord lisse, on considére sur
M — O, Vopérateur (d + ¢) pour les conditions absolues au bord

D ((d+ ) aps) = {o € L2(AT*M), (d + 8)a € L?, et int,,a = 0},

oun : X — TQ est le champ normal unitaire extérieur & M — O. On notera
A aps le carré de cet opérateur. Les théorémes de Hodge-deRham et de P. E.
Conner assurent que lorsque M est compact, les noyaux de ces laplaciens sont
reliés aux groupes de cohomologie réelle de M et M — (O, on a les isomorphismes :

Ker AN L*(APT*M) ~ H?(M,TR)
Ker Ay N L2(APT*(M — O)) ~ HP(M — O,R).

Notons 7 'endomorphisme de APT* M qui est (—1)PId. Alors, grace au théoréme
de MacKean-Singer, on a

Tr 7 (efm - eitA““'s) =x(M) — x(M — O) = x(0,00).

Un de nos résultat est que cette identité est encore valable sur les variétés non-
compactes :

LA _e—thavs est g trace, de plus

Théoréme. 1.7 Pour toutt > 0, l'opérateur e~
on a

Tr 7 (e_tA - e_tAAbS) = x(0,00).



Ce théoréme a été obtenu par N. Borisov, W. Miiller et R. Schrader lorsque
la variété est asymptotiquement euclidienne ([B-M-S]. De plus dans ce cadre
euclidien, il est montré que les espaces

Ker AN L*(APT*M) et Ker Ay N L2(APT*(MO))
sont de dimensions finies, et que si n > 2, on a 1’égalité :

Tr 7 (64A — (ftAA”S) = x(0,00)

(—=1)Pdim Ker A N L*(APT*M)

I
M=

=
I
o

(—1)Pdim Ker Aaps N LA2(APT*(M — O))

NE

S|
I
<

Dans [C], nous avons donné des conditions qui assurent que cette égalité est
vraie. Pour finir, nous étudierons le cas de IR? oi1 ’obstacle est le disque euclidien
ID de rayon 1. Le théoréme de N. Borisov, W. Miiller et R. Schrader montre que

2 2_
Tr 7 (e_m]R — e 1A% D) =1 = x(ID,0D).

Cependant les noyaux L? des opérateurs A, A 455 sont nuls. Ainsi, on s’attend

2 2
tART efmn‘ -

a ce que 'allure de Tr 7 (e_ Abs ), lorsque t tend vers l'infini, soit

dictée par les états résonnants d’énergie nulle. Nous préciserons la contribution
des quatres états résonnants d’énergie nulle de A 4p;.

Remerciements : Je tiens a remercier L. Guillopé et L. Hillairet qui ont
gentillement et patiemment répondu & mes questions sur la théorie de scattering.
Je remercie aussi Y. Colin de Verdiere de m’avoir suggéré le théoréeme 1.4. Une
amélioration de ce théoréme m’a été suggéré par un rapporteur, je le remercie
pour son aide.

2 Scattering sur les variétés non-compactes.

L’objet de cette partie est d’établir des résultats relatifs & la théorie du
scattering pour les laplaciens généralisés sur les variétés riemanniennes non-
compactes. On va commencer par décrire le cadre dans lequel nos résultats sont
valides :

2.1 Les laplaciens généralisés.

Soit (M™,g) une variété riemanienne compléte et soit V. — M un fibré
hermitien de rang [ au dessus de M.

L:Cy(M,V)— C(M,V)



est un opérateur différentiel d’ordre 2 symétrique dont le symbole principal est
la métrique; i.e. L est un laplacien généralisé, et en coordonnées cet opérateur

s’écrit 5 5
L=-— 6J Id A;— + B.
izj:g 8.%18.%] Va + 27: axl +

Selon P. Gilkey, [Gi], il existe une connexion orthogonale sur V,

VE . CR(M, V) — C(M, T*M @ V)
et £ € C* (Sym(V)), un champ d’endomorphisme symétrique de V, tel que

L= (VE*VE+E. (2.1)

2.2 Une hypothése spectrale.

Nous faisons I'hypothése que L : C§°(M,V) — C5°(M,V) est essentiel-
lement auto-adjoint sur L?(M, V). D’aprés Chernoff (|[Ch]), c’est aussi le cas
lorsque L vérifie la propriété de propagation & vitesse finie : les solutions de
I’équation

2
%u +Lu=0
vérifient
support{u(t,.)} C {z € M, dist(z, support{u(0,.)}) < |t} (2.2)

Alors un tel opérateur a une unique extension auto-adjointe & L?(M, V). On
note cet opérateur auto-adjoint £. Le domaine de L est

D(L) ={ue L*(M,V), Luc L*(M,V)}.

Nous faisons aussi I’hypothése que L est borné inférieurement : il y a une
constante A telle que

A/ o S/ < L, ¢ >:/ IVE*+ < Ep, 0 >, Vo € C5°(M, V).
M M M
Pratiquement, nous ferons I’hypothése que cet opérateur est positif i.e.
0 S/ < Lo, >, Yo e Cg°(M, V).
M

Quitte & ajouter a 'opérateur L 'opérateur —Ald, nous pouvons toujours nous
ramener a ce cas la.

Ceci est par exemple assurer si le potentiel £ de la formule 2.1 est borné
inférieurement.

De par nos hypothéses, le spectre de £ est inclus dans IR;. Ainsi pour
z2€ C— 0,00, (£ —2)"! est un opérateur borné de L?(M, V).



2.3 Des exemples.

De tels opérateurs sont trés fréquent :

— Le laplacien sur les fonctions A : C§°(M) — C§°(M).

— Si V est un fonction réelle bornée inférieurement alors 'opérateur de Schro-
dinger L = A + V est de ce type.

- SiV = M x C est le fibré trivial, on peut changer la métrique de ce
fibré par un poid, e, ou p est une fonction lisse sur M, la connexion est
'opérateur d, = e*/2deP/? ; et son adjoint est ds = e P2d*eP/? et donc
Popérateur est Lf = Af— < dp.df > +e ?/2AeP/? est de ce type.

— Si L est le carré d’un opérateur différentiel symétrique d’ordre 1, L = D?,
alors L est de ce type. De plus, on sait que D lui-méme est essentiellement
auto-adjoint sur C§°(M, V) C L?*(M,V) (|Ch]). Par exemple, c’est le cas
du laplacien de Hodge-deRham agissant sur les formes différentielles.

2.4 Liens avec le déterminant de l’opérateur "Dirichlet-
to-Neumann".

Un des objectif de ce papier est d’obtenir une formule analogue & celle de D.
Burghelea, L. Friedlander et T. Kappeler. Dans [B-F-K], les auteurs obtiennent
notamment la formule suivante : si S est une surface riemannienne compacte et
si ¥ est une courbe plongée lisse dans S alors on a

det (A+)X) =det (Ag + A)det R(N),VA € C—] — o0,0].

ou A est le laplacien associé & la métrique sur S, Ay, est 'opérateur laplacien sur
S —3 pour les conditions de Dirichlet sur X3, et R()) est 'opérateur de Dirichlet-
to-Neumann, c’est un opérateur pseudo-différentiel sur ¥ et il est défini de la
fagon suivante : si f € C°°(X), alors le probléme de Dirichlet suivant admet une
unique solution

{ (A+XN)f=0 sur §—%

f=r le long de ¥

et on a 5 5

Rf =~ (gl + 5=t )
ol n™ sont les normales intérieures a My le long de ¥. Les déterminants sont
des déterminants régularisés. En fait, les auteurs obtiennent un résultat plus
général qui améliorait un théoréme de R. Forman [F].

Dans cette partie, (M, g) est une variété riemannienne compléte de dimension
net L : CP(M,V) — C§(M,V) est un opérateur de type laplacien comme
précédemment. On note VL : C5°(M,V) — C§°(M,T*M ® V) la connexion
associée a L, c’est & dire que L — (VE)*V’ est un opérateur d’ordre 0. Et on
considére ¥ C M une hypersurface compacte lisse, par commodité on suppose
que X sépare M ie. M — X = My UM_.Si z € C—1R4, on peut définir
l'opérateur de Dirichlet-to-Neumann N(z) : C®°(X,V) — C®(%,V) de la
fagon suivante :

+



si f € C*°(X,V), alors le probléme de Dirichlet

{ (L—2)f=0 sur M —%

f=f le long de X

a une unique solution f € C™(M — %, V) N L?(M, V). Cette solution s’obtient
de la fagon suivante : si f € C§°(M, V) est une extension quelconque de f alors
on a

f=F—=(Lo—2)""L-2)f.
Ou Ly est I'opérateur associé & L avec les conditions de Dirichlet sur . C’est
I’extension de Friedrichs de la forme quadratique

J»—>/ <LU,0>=/ |VEo|?+ < Eo,0 >,
M M

définie sur le complété de C§°(M — 3, V) pour la norme

Un—>\/||a\|iQ+<La,a>Lz.

De plus cette solution est continue sur M et lisse sur M, et M _ ; sa dérivée
normale présente un saut le long de ¥ et A (z)f est précisément ce saut; si
nt : ¥ — TM est le champ normal unitaire & ¥ entrant dans My , alors

N)f == (VE(Flar) + V5 (Flar)) -
On a alors le

Théoréme. 2.1 Si z € C — Ry, alors lopérateur de Dirichlet-to-Neumann
N (z2) est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 1 elliptique inversible. Son sym-
bole principal est scalaire :

o(N(2))(x,€) = 2v/g2(£,€) Idv,, (x,8) € T*M.

De plus, z — N(z) est une fonction holomorphe de z & valeurs dans les opéra-
teurs pseudodifférentiels, et ddz—y./\/(z) est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre
1—2v.

Preuve .— Ce théoréme est bien connu dans le cas compact, il repose sur le
fait que si (G(z,z,y), ,y € M) est le noyau de Schwartz de l'opérateur (£ —
z)~1 alors N(2)~! a pour noyau de Schwartz (G(z,,y),z,y € X). C’est a dire
G(z,z,y) € Hom(V,, V) =V, ® V. et on a les identités suivantes

(£ =27 f@) = [ Glanf)dy, €M, f € POLY)
N (=) f(x) = / G(z.x.y)f(y)dy, €5, | € C=(S,V).

10



Ceci est encore vrai dans notre cadre et ceci repose sur la formule de Green.
Soit f € C*°(X%,V), on note dx ® f la distribution :

gaecs”(M,vw/ <o f>,
>

alors la distribution
(L-2)7"1(0z®f)

est donnée par

o€ Ce(M,V) H/

/ < (), G(z,2,9) f(y) > dedy =< p,u >r2 .
yexX JxeM

Ot u € L*(M,V) est défini par u(z) = [, G(z,2,y) f(y)dy, ainsi on a (L—z)u =
ds ® f au sens des distributions, en particulier (L — z)u = 0 sur M — 3. Or la
formule de Green montre que pour ¢ € C5°(M,V) on a

<L -2pu>r  =(L-2ulp)

z/ <Lgp,u>—<<p,Lu>—|—/ < Lp,u>— <, Lu >
My M_

:/ <V7Ll+g0,u>—<@,Vﬁ+u>+<v7€_gp,u>—<cp,V£_u>.
b

Mais ¢ est lisse, on a donc V{;gp + Vf;,(p =0 le long de ¥ et
(L —2)u=0s ® N (2)ul),

et finalement
N(2)(ulz) = f.

Ce qui montre I’assertion relative au noyau de Schwartz de 'opérateur N'(z) 1.
Comme Popérateur (£ — z)~! vérifie les conditions de transmission, 'opérateur
N(z)~! est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre —1 et donc N(z) est un
opérateur pseudodifférentiel d’ordre 1. L’holomorphie de l'opérateur A/(z) par
rapport au parameétre z en découle aussitot. Comme l'opérateur ddzyy ()7L est
un opérateur dont le noyau de Schwartz est (v — 1)!G¥(z,x,y) ; ou G (z,z,y)
est le noyau de Schwartz de I'opérateur (£ — 2)~%, on en déduit que L N (2)~!

dzv
est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 1 — 2v, assertion sur “-N(2) en
découle immédiatement. Q.E.D.

On va maintenant relier le déterminant de 'opérateur de Dirichlet-to-Neumann

a la trace de 'opérateur (£ — z)™" — (Lo — z)~”. Rappelons comment est défini
le déterminant de 1'opérateur N (z). Puisque N(z) est un opérateur pseudodif-
férentiel elliptique d’ordre 1 inversible, pour s € C, ®s > n — 1, 'opérateur
N (2)7* est un opérateur a trace sur L%(3, V). La fonction ((s) = Tr N(z) % est
bien définie et c’est une fonction holomorphe sur l'ouvert {s € C,Rs > n — 1}.
De plus, Cette fonction admet un prolongement méromorphe & C et elle est
holomorphe en 0. On définit alors

det N(Z) = 67%‘5:0 C(S)
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Ici, pour v > "7_17 on a

v

d‘iy log det N'(2) = Tr (j;ll szj\f(z)) N(z)—l]) . (2.3)

En effet si v > 251, alors di%ill [(LN(2)) N(2)7'] est un opérateur pseudodif-

férentiel d’ordre —2v, il est donc a trace sur L?(3, V). De plus suivant [B-F-K],
on a

d

d% log det N(z) = Fp,_q (S Ty (dzN(Z)> N(z)—s—l) |

ol pour h une fonction méromorphe sur C, on a noté Fp,_qh le terme constant
dans le développement de Laurent de h en 0. En dérivant (v — 1) fois cette
expression, on obtient le résultat 2.3. Notre résultat est ici le suivant :

Théoréme. 2.2 Soit v un entier tel que v > "7*1 et z € C— Ry, alors

Vopérateur (L — 2)7" — (Lo — 2)7Y est a trace, de plus

dd;, logdet N(2) = (v —1)! Tr ((£L—2)"" = (Lo—2)"").

Preuve .— Soit Go(z,z,y) le noyau de Schwartz de 1'opérateur (Lo — )~ L.
Siz e Xetye M, onnote 0Gy(z,x,y) = VﬁJrGo(z,x,y) + VrLL,GO(z,x,y), ol
la dérivation porte sur z € M, dans le premier terme et sur € M_ dans le
second. Si f est une section de V' définie sur un voisinage de ¥, C! sur M, et
C' sur M_ alors on définit §f(z) = V{;+ (f ’MJr) + V{;_ (f |M7)

Gréace a la formule de Green, nous avons 'identité suivante

G(Z,Z,y) 7G0(Zaxay) = / G(vaat)(;tGO(zatay)dt'
P

En dérivant ceci (v — 1) fois et grace a la formule de Leibniz, on en déduit que
le noyau de Schwartz de opérateur (£ — 2)™" — (Lo — z) ¥ est

> [ e ennacy e
prg=v—17%

ot on a noté G (2, ¢, y) le noyau de Schwartz de lopérateur (Lo —z)~ 19, On
introduit alors pour p € IN — {0} les opérateurs

A, C®(X,V) — L*(M,V) et

B, : C&(M,V)— L*(%,V),

dont les noyaux de Schwartz sont respectivement G et §Gh ; c’est a dire que
Af@) = [ @)y, v e M
b

Byg(r) = /M 5.2 (=2, 9)9(y)dy, T € 5.
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On a donc 'identité

(L—2)"=(Lo—2)""= > Ap10Bg1. (2.4)

ptg=v—1

Nous allons montré que chacun des opérateurs A, o B, est & trace dés que
p+qg>(n—1)/2+1.

A cet fin, nous introduisons les espaces de Banach suivant : si Hy et Hs sont
des espaces de Hilbert alors S,(H1, Ha) est I'espace des applications linéaires
A . H — Hstel que VA*A est un opérateur a trace ; ce qui équivaut & ce que
VAA*" soit un opérateur a trace. De plus si A € S, (H, Hs) et B € Sg(Hs, Hy)
avec é—k% > 1 alors AB et BA sont des opérateurs a trace et Tr AB = Tr BA.

Soit p € IN — {0}, 'opérateur A;A, a pour noyau de Schwartz

/ GP(2, 2, 0)GP (2 1, y)dt,
M

c’est donc un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 1 —4p sur X. Il est donc dans

Sa(L*(2,V), L*(,V)) pour a > o= ; ainsi on a

Ap S Sa(Lz(Ea V)aLz(Ma V))7 pour o > 2;:11

Et si ¢ € N — {0}, I'opérateur B,B; a pour noyau de Schwartz

5, [ Gilen0GYE
M

c’est donc un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 3 — 4¢ sur X. Il est donc dans

Sp(L*(%, V), L*(,V)) pour § > =4 ; ainsi on a

1
B, € S3(L2(M, V), L2(%,V)), pour 3 > 2:(17_3.

Et donc opérateur A,B, est a trace sur L?(M, V) si 45:11 + 3;1_713 > 2 cest &
diresip+¢>(n—1)/2+1.

On déduit donc de I'identité 2.4 que opérateur (£ —z)™" — (Lo — z) 7" est
a trace si v est un entier tel que v > ”51.

De plus par cyclicité de la trace, on en déduit que

Tr (L—2)"=(Lo—2)7") = Z Tr Byt1 0 Apy1.

pg=v—1

Le second membre est la trace d’un opérateur sur L*(%, V) dont le noyau de
Schwartz est

[V[ 5IG8+1 (Z7 z, t)Gp+1 (Z> ta y)dt
pt+q=v—1
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C’est donc le noyau de 'opérateur

1 dufl
—— z . 2.
o | [ Gt 06 Gt )t (25)
Or l'opérateur (- A(z)) N(2)~! a précisément pour noyau de Schwartz
—/ 0:Go(z,x,t)G(z,t,y)dt (2.6)
M

Ceci se montre comme dans le cas des variétés compactes : si on fixe u €
C>(3, V), on note @ la solution du probléme de Dirichlet

(L—2z)u=0 sur M — X%

U=u le long de ¥
On a alors da/dz = (Lo—2) ' et 1a solution du probléme de Dirichlet précédent
avec pour valeur au bord N (z2) f est u(x) = [ G(z,z,y)f(y)dt. Le théoréme est
maintenant une conséquence des formules (2.3), (2.5) et (2.6). Q.E.D.

2.5 Existence des opérateurs d’ondes.

De ce théoréme, nous pouvons en déduire le résultat suivant :

Corollaire 2.3 Les opérateurs d’ondes

W* =5— lim eFe itfop,
t—JF oo
existent et sont complets. Ou on a noté Py le projecteur spectral de Ly sur
l’espace correspondant a son spectre absolument continu.

Ce qui montre que 'on peut faire de la théorie de la diffusion sur toutes les
variétés riemanniennes complétes. Bien-sir, il est impossible d’obtenir en toutes
généralités des renseignements précis concernant la nature de spectre : est-il ab-
solument continu? Y-a-t-il des valeurs propres dans le spectre continu ? Néan-
moins, nous espérons donner ici quelques résultats intéressants.

3 Déterminant et la fonction Xi.

Dans cette partie, nous allons donné un lien entre le déterminant de I'opé-
rateur de Dirichlet-to-Neumann et la fonction de décalage spectral introduite
par M. Krein. Nous commencons par rappeler les résultats de la théorie de M.
Krein, que nous exposons de fagon & ce qu’ils s’appliquent & notre cadre. Nous
renvoyons le lecteur au survey trés complet de M. Birman, D. Yafaev [B-Y] et
aux articles originaux [K1], [K2], [BK].
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3.1 La fonction de décalage spectral.

Soit A, Ay deux opérateurs auto-adjoints sur un espace de Hilbert H. On
les supposent positifs. On suppose de plus qu’il y a un v € IN — {0} tel que
Vopérateur V- = (A+1)"" — (Ap+ 1)~ est un opérateur a trace. On peut alors
introduire la fonction

A(z) =det (Idg +V((Ag+1)"" —2)"1), z€ C—0,1].

Ou le déterminant est le déterminant de Fredholm d’un opérateur de la forme
"identité plus opérateur a trace". Alors la fonction A est holomorphe et on a

lim A(z) =1,

Sz—+oo
pour z € C,z € Ry, ceci permet de définir les fonctions ArgA(z) et log A(z).

On a alors

Proposition 3.1 La limite

lim * ArgA(X +ig) = £(N)

e—0t T

existe pour presque tout A € IR.

Remarquons que comme V et Ay sont auto-adjoint, on a A(z) = A(Z), ainsi on
a aussi

- .1 logA(X+ie)
= lim — ————.
5 =20+ 21 log A(X — i)

Définition 3.2 La fonction de décalage spectral du couple (A, Ag) est la fonc-
tion
€A Ag) = =€ ((1+ X))

M. Krein a montré le théoréme suivant

Théoréme. 3.3 La fonction de décalage spectral vérifie

o dA
/0 \f()\)\m <00

et de plus

vdA

T ((A+ )7 = (o)) == [ 60 A AN T

FEt si on introduit

G=1{g:R—C, geL, /R<1+|p|>|g<p>|dp<oo}

alors si f : Ry — C est telle que la fonction (y — f(y=v — 1)) € G alors
Dopérateur f(A) — f(Ao) est a trace et on a

T (F(A) = £(4a)) = [ 60 A A0S
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De plus, selon le travail de M. Birman, M. Krein, la fonction de décalage spectral
est relié a 'opérateur de scattering. De par les hypothéses faites et le principe
d’invariance de T. Kato, on sait que les opérateurs d’ondes

WE(A, Ag) = s — lim eAe~Aopy,

t—JFoo

existent et sont complets. Ou on a noté Py le projecteur spectral de Ag sur
I’espace correspondant & son spectre absolument continu. Alors l'opérateur de
scattering

S(A, Ag) = (W) W™

est un opérateur unitaire de Im Py, et il commute avec Ag; ainsi dans la dé-
composition spectrale de Ag |im p,

Im Py = /ea HN)dp(N)

Ay :/ )\IdH()\)dE)\ s
Spae(Ao)

on peut écrire

S(A, Aq) = / SO\ A, Ag)dE,
Spy.(Ao)

o S(A, A, Ag) est un opérateur unitaire de H(A). Cet opérateur est en fait de
la forme identité plus opérateur a trace. On peut donc définir son déterminant
de Fredholm, le résultat de M. Birman et M. Krein est le suivant :

Théoréme. 3.4 Pour presque tout A € Sp,.(Ao), on a l'égalité

detFT S()\, A, Ao) = 6721-7‘-5()‘»’4’140)_

3.2 Lien avec le déterminant de 'opérateur de Dirichlet-
to-Neumann.

Notre but est de montrer le résultat suivant :

Théoréme. 3.5 Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte et
L:CP(M,V) — CX(M,V)

un laplacien généralisé comme précédemment; on note encore L [’opérateur
auto-adjoint non-borné qui lui correspond sur L*(M,V). Soit ¥ C M une hy-
persurface compacte lisse de M, on note Lq ’opérateur non-borné sur L2(M, V)
correspondant a l'opérateur L avec les conditions de Dirichlet sur 33, alors pour
presque tout A > 0, on a l’égalité

1
lim — Arg det N(A+ie) =&\ L, Lo).

e—0t T
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Preuve .— Fixons v un entier strictement supérieur & (n — 1)/2, on introduit
alors la fonction

() = Al(1+2)7) =det |(Idpziu) +V ((Lo+ )7 = (1+2)7) 7],

ou
V=(L+1)"—(Lo+1)".
Cette fonction est définie pour z dans 'ouvert de C suivant
N={zeC, (1+2)"¢[1,00[} = C—UJ’CS (=1 +w[1,00]),
ol w = eXp(2i7r/ v). Remarquons que 2 est un ouvert simplement connexe et

que d’aprés la théorie de M. Krein, on a pour presque tout A > 0 :

1
lim = Arg (A +ie) = &(\, L, Lo).

e—0t T

Nous allons exprimer la fonction ® en fonction du déterminant de I'opérateur
de Dirichlet-to-Neumann. Pour cela, nous commencgons par dériver la fonction

[0}
q)/(z) I Py —v—1 él 1
3z YU R <<1+z>v>'

Or, on sait que

2O = T (L) -0 - (4D -0

= Tr ((Lo+1)"A=¢(Lo+ 1)) = (£+1)"A = C(L+1)")7)

_ 1o < 1 - 1 >
S\ Ery T G

D’ou on obtient la formule :

'(z) _ —v(142)" " Tr ( : - : ) |

d(2) L+ —=(1Q+2)» (Lo+1)Y—=(1+2)"
(3.7
On utilise maintenant la décomposition en éléments simples de la fraction
v—1 ;
1 1 Jj(1—v)
= d . (3.8)

XY —a¥  pav1l 4 OX—wja
J:

Et on arrive a la formule

1 1

[(£+1) — (142w (Lo+1)— 1+ 2)w

'(2) _ = j(1—v
B - o > W

=0

On voudrait maintenant différencier cette expression (v — 1) fois. Nous n’avons
pas le droit de dériver sous la trace dans cette derniére formule ; cependant on a
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le droit de dériver expression (3.7) et alors la différentiation de la décomposition
en éléments simples (3.8) permet d’obtenir 'identité

V) — 1 - 1
T e R P (P e e (e

Or d’aprés notre théoréme 2.2 , ceci vaut exactement

v v—1

Z logdet N ((1+ z)w’ —1).

C’est a dire, on a 'identité

dv av v-1 .
= J
T D(2) T ;} log det N((1 4 2)w’ —1).

Par connexité de €2, on en déduit qu’il existe un polynome P de degré inférieur
av—1, tel que :

v—1
log ®(2) = log H det N((1 4+ 2)w? —1)| + P(z+1).
j=0

Maintenant P doit vérifier 'identité P(zw) = P(z) puisque les autres termes de
cette identité sont des fonctions de (1 + 2z)¥. Ainsi P est un polynoéme en z” de
degré inférieur & v — 1, c’est donc un polynoéme constant. De plus, les identités

d(2) = ®(2), et det N((1+ 2)wi —1) =det N((1+ 2)w™? —1)

assurent que P est une constante réelle. Et donc pour une certaine constante
réelle ¢, on a la formule

v—1

log ®(2) = log H det N((1+2)w? —1)| +ec.
=0

Comme pour presque tout A > 0, la limite

im Lo [ 2+ i)
ok 2r B\ BN —ie)

existe et vaut £(\, £, Ly), on a de méme pour la limite

s det N((14 A+ ie)w’ — 1)
li —1 -
e 8 H det N((14+ X —ig)wi —1)
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Or si j # 0, le nombre complexe —1 + (14 A)w’ n’est pas dans le spectre de Lo,
ainsi on a

lirr%) det N((1+ X +ig)w’ —1) =det N((1+ N’ —1).

Ainsi il reste a la limite

1 (det N (X +ie)
&\ det N(X — ie)

lim —
e—0+ 27

) =¢&(N L, Lo).

Q.E.D.

4 Déterminant relatif et formule & la Burghelea-
Friedlander-Kappeler.

Notre but est ici de relier le déterminant reelatif des opérateurs £ et Ly
en fonction du déterminant de l'opérateur de Dirichlet-to-Neumann. Comme
Ion fait dans le cas des variétés compactes R. Forman et D. Burghelea, L.
Friedlander et T. Kappeler. Une telle formule a récemment été obtenue pour
le laplacien sur IR? par A. Hassell et S. Zelditch [H-Z|. Nous commengons par
rappeler les hypothéses qui permettent, selon W. Miiller, [Mu 2], de définir un
déterminant relatif.

4.1 Déterminant relatif.

Soit H un espace de Hilbert séparable et A, Ag deux opérateurs autoadjoints
positifs sur H. On suppose :
— Si et et e t40 sont les semi-groupes de la chaleur associés a A et Ag,
alors pour tout ¢ > 0, Vopérateur e~ *4 — e=*40 est a trace.
— Lorsque t — 07T, il y a un développement asymptotique de la forme

oo k()

Tr (71 et 303t (og)',

=0 k=0

ot {e;}; est une suite croissante tendant vers 'infini. De plus, on suppose
que ajr =0sia; =0et k> 1.
Alors pour tout nombre complexe z de partie réelle strictement négative, on
peut définir un déterminant relatif

det (A —z,Ag — 2).
Ce déterminant est obtenu a partir de la fonction zeta :

dt

C(s,2) = /OOOTr (e7t4 — i) etzts_lw.
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Ces hypothéses assurent que la fonction s — ((s, z) existe lorsque la partie réelle
de s est assez grande et qu’elle admet un prolongement méromorphe & C. De
plus, cette fonction se trouve étre holomorphe au voisinage de 0, on pose alors

det (A—2z,A9—2) = e~ Bsls=0C(s:2)

Ces déterminants ont été définis et étudiés par W. Miiller. Dans [Mu 2], 'auteur
donnent de nombreux exemples ot de tels déterminants apparaissent. Dans un
cadre euclidien, ces déterminants relatifs avaient déja été définis et étudiés par
V. Bruneau [Br]. On a alors

Proposition 4.1 La fonction z — det (A — z, Ag — z) est une fonction holo-
morphe sur {z € C, Rz < 0}.

4.2 Dans notre cadre.

On suppose toujours que (M", g) est une variété riemannienne compléte et
L:CP(M,V) — CX(M,V)

un laplacien généralisé comme précédemment mais on suppose de plus qu’il véri-
fie la propriété de propagation & vitesse finie (2.2) ; on note encore £ I'opérateur
auto-adjoint non-borné qui lui correspond sur L?(M, V). Soit ¥ C M une hy-
persurface compacte lisse de M, on note Ly 'opérateur non-borné sur L2(M, V)
correspondant a I'opérateur L avec les conditions de Dirichlet sur . Gréace au
théoréme 3.3, on sait que pour tout t > 0, I'opérateur e ** — et£0 est a trace;
et que

Tr (e " —e ') = —t/ e (N L, Lo)dA.
0

La seconde hypothése est vérifiée grace a un résultat de U. Bunke : dans [B],
I’auteur montre que si {2 est un voisinage de l'infini ne rencontrant pas 3 alors
il y a une constante positive C telle que lorsque ¢t — 07 :

_c

Tr (19 (e_tﬁ - e_tﬁ") 19) =0(e™ 7).

Ceci est obtenu a partir de la propriété de propagation a vitesse finie et de
la formule de Duhamel. Alors grace au fait que les noyaux de Schwartz des
opérateurs et et et admettent des asymptotiques lorsque t — 0%, qui ne
dépendent que de la géométrie locale; on en déduit que lorsque ¢ — 0% on a
I’asymptotique

Tr (e_w - e_wo) ~ Z a;t!’?. (4.9)
j=—(n-1)
On a méme a_,_1) = lvol 00 /(4m)("~1/2 ot | est la dimension des fibres de V/

Ceci montre que le déterminant relatif det (£ — z, Ly — z) est bien défini. Notre
résultat est le suivant
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Théoréme. 4.2 Il y a un polynéme a coefficients réels, P, de degré inférieur a
”Tfl tel que
det (L —2z,Lo—2) = eP@det N(2),

Ou N (z) est l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann défini dans la deuzieme partie.

Preuve — Ceci découle des résultats précédents. En effet, si v est un entier
v > (n—1)/2 alors on a

o0 A
C(s,2) = —/0 S()\E(Z))Hld/\'

Ce qui est bien défini si Rs > v. Selon 3.3, nous savons que lorsque Rs > 3v ou
lorsque s = v alors ceci vaut précisément la trace de I’opérateur

(L—2)"7°=(Ly—2)"".
On peut dériver ceci, et si on dérive v fois on obtient

£N)

(>\ _ Z)s+u+1

v

ozV

C(s,z)z—/ooos(s+1)...(s+1/) dX, Rs > v.

Or cette intégrale est maintenant absolument uniformément convergente pour s
de partie réelle positive ou nulle. Et on a donc

dv ov 0
e logdet (L —z,Ly— 2) 92 B8 ls=0+C(5,2)

(v—1)! /0 V()\_(Z))V—i-ldA
= w1 Tt (L—2)" —(Lo—2)").

On conclut alors grace au théoréme (2.2) que

dv dv
dz”det (L—2Ly—2)= 7

log det N (z).

ZV

Le fait que P soit a coefficients réels découlent des identités suivantes :

det (L—2z,Ly—2)=det (L—Z2,Ly—Z)

det N'(z) = det N (2).

Q.E.D.
Ceci, nous permet d’affirmer que l'on a le résultat suivant

Corollaire 4.3 La fonction de décalage spectral du couple (L, L) et le déter-
minant relatif vérifient que pour presque tout A > 0,

1
E(N L, Ly) = 1iI(I)1+ = Arg det (L — X\ —ie, Lo — X — ig).
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4.3 Asymptotique pour le déterminant relatif.

Notre but est ici de montrer comment nous pouvons utiliser les résultats
de (|[B-F-K]) afin d’estimer le polynoéme apparaissant dans le théoréme (4.2).
Comme dans les articles [B-F-K]| et [H-Z|, nous commencons par montrer que
le déterminant relatif admet un développement asymptotique lorsque |z| tend
vers +o0o

Proposition 4.4 Si L : C§*(M,V) — C§°(M,V) un laplacien généralisé
vérifiant la propriété de propagation a vitesse finie, alors lorsque p — +oo, le
logarithme du déterminant relatif admet le développement asymptotique suivant :

+oo
logdet (£ + p, Lo+ p) =~ Z w2,
j=—(dim M-1)

De plus les coefficients m; apparaissant dans cette formule ne dépendent que du
germe de L prés de X3

Preuve .— On utilise encore le résultat suivant de U. Bunke ([B]) : si © est un
voisinage de l'infini ne rencontrant pas ¥ alors il y a une constante positive C'
telle que

<
t

’Tr (19 (e_w — e_tLO) 1Q)| <e”
Ceci permet d’écrire la fonction zeta comme une somme
C(57 7”) = CM—Q(Sa 7:“’) + CQ(Sa 7#)7
avec J
& t
Cals,—p) = / Tr (19 (e_w - e_wo) ].Q) P A p—
0 I'(s)

L’estimée de U. Bunke assure que la fonction s — (q(s,—u) est une fonction
entiére sur C. De plus on peut majorer sa dérivée en 0 grace a la formule de

Cauchy :
SC’/ / ef%eft“tg%s*ldﬂdﬂ
Is|=1/2 Jo

Maintenant, il est facile de majorer cette intégrale

> — & _tuRs—1 c —1/Cu.
e te Pt dt < ———e¢ ;
/0 L(Rs+1)/2

ds
2ims?

d
‘dSCQ(O;—H)‘ = ‘/|s—1/2 Ca(s, —p)

On a donc lorsque p — +00,
d
‘dsgg(o, —u)’ < Ce VOr,

Ceci montre que la dérivée en zéro de la fonction ((s, —p) — Cpr—a(s, —p) vérifie
la méme estimée. Or les travaux de ([B-F-K]) montre que lorsque p — 400,
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la dérivée en zéro de la fonction s — (pr_q(s, —p) admet un dévelopement

asymptotique
+oo

R ED DR
j=—(dim M-1)
De plus les coeflicients 7; apparaissant dans cette formule ne dépendent que du
germe de L prés de 2. Q.E.D.
Le déterminant de 'opérateur de Dirichlet-to-Neumann admet lui aussi un
tel développement asymptotique, les coefficients du polyndéme apparaissant dans
le théoréme (4.2) sont alors déterminés par ces développements asymptotiques.

Corollaire 4.5 Les coefficients du polynome apparaissant dans le théoréme (4.2)
ne dépendent que du germe de [’opérateur prés de 3.

Grace au calcul fait par Burghelea-Friedlander-Kappeler nous pouvons en dé-
duire la généralisation d’un résultat de [B-F-K]| pour les surfaces compactes et
de [H-Z] pour le plan euclidien.

Corollaire 4.6 Si (M, g) est une surface compléte et 3 une courbe compacte
plongée dans M, alors pour le laplacien associé a la métrique on a :

det (A — 2,Aq — 2) = det N(2).

Il est maintenant intéressant de calculer ce polynéme dans certains cas afin
de savoir s’il est toujours nul :

Proposition 4.7 Supposons que sur un voisinage de l’hypersurface 3, l’opéra-
teur L soit un produit

62
L= 52 + A.
Et que les métriques de M et de V' respectent cette géométrie, alors
— st la dimension de M est paire, le polynéme apparaissant dans le théoreme
(4.2) est nul.

— Si la dimension de M est impaire, ce polyndme n’est pas nul.

Preuve .— Gréace, au corollaire (4.5), il suffit de calculer ce polynéme lorsque
la variété est un produit riemannien M = IR x X, V est le tiré en arriére d’'un
fibré hermitien sur X et A : C°(%,V) — C°(X, V) est un laplacien généralisé
sur 2.

Alors il est facile de calculer la trace de opérateur e 4 — e~*40_ puisque les
noyaux de ces opérateurs de la chaleur sont le produit des noyaux corespondant
sur R (ou IR — {0}) et sur . Mais le noyau de la chaleur sur IR est

1 loe—y|®

p(t,z,y) = Tt 3t

et sur IR — {0} pour les conditions de Dirichlet en 0 il est

1 lz—y|? |z +y|?
po(t,m,y):\/ﬁ e & —e # lg50);
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on obtient donc

Tr (e_w — e_wo) = %Tr e 4.

Et donc, on a ((s, —p) = $Ca(s, —p) et donc

1
det (L+p, Lo+ p) = 5det (A+p).

Puis diagonalisant 'opérateur A et en séparant les variables, il est facile de
calculer explicitement ’opérateur de Dirichlet-to-Neumann :

N(=p) =2/ A+ p.

Ainsi on a
1
log det N'(—p) = 3 logdet (A+ p) +1og2 C4(0,—p).

La valeur en 0 de la fonction ¢ s’exprime grace au développement asymptotique

o0
Tr e 4 ~ Z ajtf(”fl)/zﬂ-, t—0+.
§j=0

On a méme ag = Ivol B/(47)™~1/2 ot | est la dimension des fibres de V. Tl est
bien connu que (4(0, —p) s’annule si ¥ est de dimension impaire, c’est a dire si
M est de dimension paire. Puis si cette dimension est paire, donc n = 2p + 1
est impaire, on a

P o(=1)p-i
Ca0,—p) =) %%’M’H

= =i
qui est bien un polynéme non nul car ag est non nul. Q.E.D.
Ceci montre plutdt que la normalisation choisie ici et dans les autres réfé-
rences pour l'opérateur de Dirichlet-to-Neumann n’est pas la bonne, il faudrait
diviser cet opérateur par deux. Il serait intéressant de calculer les premiers
termes du développement asymptotique des déterminants régularisés pour sa-
voir si le polyndéme est toujours nul en petite dimension, lorsque 1’on normalise

convenablement 'opérateur de Dirichlet-to-Neumann.

4.4 Cas du scattering avec obstacle.

Soit @ C M un compact & bord lisse de M, on note ¥ le bord de O et
Q=M — O. Alors L est la somme de deux opérateurs :

Lo=Lo® Lq.

Ou Lo (resp. Lq) est I'opérateur associé a L sur O (resp. §2) avec les conditions
de Dirichlet sur le bord. Puisque O est compact, 'opérateur e~ *4© est un opé-
rateur A trace et on peut bien définir le déterminant relatif de (£ — z, Lq — 2)
et on aura
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Proposition 4.8 Il y a un polyndome a coefficients réels P de degré inférieur a
(n—1)/2 tel que

det (£ — z,Lg — 2) = e’ Edet N(2) det (Lo — 2).

On peut aussi retrouver la fonction de décalage spectral associée au couple

(L, Lq).
Proposition 4.9 Pour presque tout A > 0,0n a
f(A,ﬁ,EQ) g(A"Ca‘CO) _NO()\)
lim 1 Argdet N (A +ie) — No(A).

e—0t T

Ou No est la fonction de comptage des valeurs propres de Lo :

No(M\) = Card{u € Sp Lo, u < A}

4.5 Cas de deux opérateurs isométriques a ’infini.

Soient L; : C§°(M;,V;) — C§°(M;,V;), i = 1,2, deux laplaciens généralisés
vérifiant la propriété de propagation & vitesse finie. On suppose qu’il y a des
compacts K; C M;, au dehors duquels les opérateurs L et Ly sont isométriques.
Nous pouvons alors étudier le déterminant relatif det (£1 — z, Lo — 2).

Pour ceci, on peut supposer que les compacts K; sont & bords lisses. On
identifie alors les bords de ces deux compacts et on le note ¥. De méme on
identifie M, — Ky a My — Ko, on notera cet ouvert {2; et on notera aussi V'
le fibré V7 (ou Va) au-dessus de Q et L lopérateur L; sur . Les opérateurs
(L; — z)7¥ agissent naturellement sur 1’espace

LK, 1) @ L*(, V) @ L*(Ky, Vo) = LA(My, Vi) @ L*(Ky, Va)
L*(K1, Vi) ® L*(Ma, Va).

De plus si v est un entier, v > n/2 alors 'opérateur
(Lr—2)" = (L2 —2)7"

est a trace. En effet, si Lq est I'opérateur associé a L pour les conditions de
Dirichlet sur 052, alors on a

(L1=2)"—(La2)™" = [(L2— )™ — (Lo —2) ]~ [(L2— 2™ — (La — 2)7"] |

c’est donc une différence d’opérateur a trace, il est donc & trace. Et on aura
donc

_det (L1 —2,Lq — 2)

~det (Lo —2,Lq—2)

Et si on note N; les opérateurs de Dirichlet-to-Neumann associés (ce sont des
opérateurs agissant sur C° (%, V)), et Lk, Vopérateur associé a L;,: C3°(K;,V;) —
C§°(K;,V;) avec les conditions de Dirichlet sur K alors :

det ([,1 -z, EQ — Z)
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Proposition 4.10 [] existe un polynome a coefficients réels P de degré inférieur
a(n—1)/2, tel que

eP(Z) det ([:Kl - Z) det Nl(Z)

det (L1 —2,Ly —2) = det (Lk, — z) det ./\[2(2)

Nous pouvons améliorer quelque peu cette égalité. Les opérateurs de Dirichlet-
to-Neumann A7 et N ne différent que d’un opérateur a noyau lisse, en effet
I'opérateur Ni(2)~1 —Na(2) ! est un opérateur a noyau lisse. En effet, le noyau
de Schwartz de cet opérateur est la différence des noyaux de Schwartz des opéra-
teurs (£; —2)~!, et comme les opérateurs L; sont isométriques dans un voisinage
de ¥, leurs résolvantes différent bien d’un opérateur lissant. On peut donc écrire

Ni(z) = Na(z) (Id + 8(2)),

ot §(z) est un opérateur a noyau lisse sur C°°(X, V). Ainsi le déterminant de
Fredholm de lopérateur Id +S(z) est bien défini et grace & une remarque de M.
Kontsevich et S. Vishik ([K-V]), on a

det Ni(z) = det Na(z)detp, (Id + S(2)) .
Ainsi on obtient le

Théoréme. 4.11

det (L, — %)

det (L1 — 2, Lo — 2) = " Pdetp, (Id + S(2)) det (L z)
Ky —

De plus, si £(\, L1, L2) est la fonction de décalage spectral associée au couple
(L1, L2) alors on a pour presque tout A > 0 ’égalité

1
f(/\,ﬁl,ﬁg) :NKZ(/\) _NKl()\) + lim — AI‘g det g, (Id+8()\+l€))

e—0t T

Ou on a noté Nk, est la fonction de comptage des valeurs propres de Lk, :

Ng,(A) = Card{p € Sp Lk,, 1 < A}

5 Asymptotique pour la fonction Xi.
Notre résultat principal est ici le suivant
Théoréme. 5.1 Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte et
L:CP(M,V)— C5°(M,V)

un laplacien généralisé, vérifiant la propriété de propagation & vitesse finie, agis-
sant sur les sections d’un fibré hermitien de rang [, comme précédemment ;
on note encore L opérateur auto-adjoint non-borné qui lui correspond sur
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L3(M,V). Soit O C M un domaine borné a bord lisse de M, on note Ly—o
lopérateur non-borné sur L?>(M—0O, V') correspondant a l’opérateur L : C§° (M —
O0,V) — Cg°(M — O,V) avec les conditions de Dirichlet sur 00. Alors si £

est la fonction de décalage spectral associée au couple (L, Ly—o), on a :

volO® Azt!
(@n)3 D(2 +2)

A
/ €L, Lar0)dA ~op oo —
0

Preuve — Lorsque t — 0%, on a 'asymptotique (4.9)

1
Tr (e_tﬁ —e_tLM‘o) ~ 122 Oﬂ .
(4mt)=2
Or la formule de M. Krein fournit
o 10
—t “AEN, L, Laro)d\ ~ [~
/0 ¢ TN Lao)dA ~ g

L’idée est maintenant d’appliquer le théoréme taubérien de Karamata. Ce serait
direct si la fonction Xi était négative, ce qui n’est pas généralement le cas. On
va donc reprendre pas A pas la preuve de ce théoréme Tauberien. Selon (4.9) on
a

g()‘v Ev ‘CM—(’)) = 5()‘7 ‘Ca ‘CO) - NO(A)a

ou Ly est 'opérateur auto-adjoint correspondant a l'opérateur L : C§°(M —
00,V) — C§°(M — 00, V) avec les conditions de Dirichlet sur 00 ; et No(X)
est la fonction de comptage des valeurs propres de 'opérateur auto-adjoint Lo
qui correspond a l'opérateur L : C§°(O,V) — C§°(O,V) avec les conditions
de Dirichlet sur 0O :

No(A\) = Card{u € Sp Lo, 1 <A}

On sait que

Il suffit donc de montrer que
A n
/ EN, L, Lo)dXN =0 (AZT), A — 4oo.
0

Grace a 'asymptotique (4.9), on sait déja que

vol 00

4mt) "z

—t/ e TN L, Lo)dN ~ 1
0

On introduit alors la famille de mesures

dpe(N) = t5+0¢ (j,mo) d (j) |
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On a donc pour tout s > 0,

o0

lim e 2 Mduy(N) = 0.

t—0t Jo

On a donc

im - e =
! /0 Fe () = 0,

t—0+

pour toute fonction f qui est une combinaison linéaire finie de fonctions du type
A= e %} 5> 0. On veut montrer que cette limite est vrai pour toute fonction
f continue sur IR 1 et nulle & I'infini. Pour cela, il suffit de montrer que la famille
de mesure {e~*dpui(A\)}o<i<1 est bornée. Ceci repose sur le fait suivant,

/OOO |£(/\)|(1+d/\/\)3+1 < oo, (5.10)

Si n est pair, on a montré que l'opérateur (£ + 1)"% — (Lo + 1)"% est un
opérateur & trace, car n/2 est un entier strictement plus grand que (n — 1)/2.
Et la théorie de M. Krein nous donne le résultat.

Lorsque n est impair, on introduit 'opérateur

> 1 1
oum : M x S' — M est la projection sur le premier facteur. On note /C est
lopérateur autoadjoint associé & K et Ky est I'opérateur associé & K avec les
conditions de Dirichlet sur 0 x S'. Alors la fonction de décalage spectral du
couple (IC, Kp) est
g()\v ‘Cv EO)N()\)7

ot N()) est la fonction de comptage des valeurs propres de I'opérateur —g—;
sur le cercle. De plus, on sait que 'opérateur

n+1

(K+1)~"% — (Ko +1)""2

est a trace; en conséquence, on a

d\

7,” < OO.
(1+ )"+

/0 e £, Lo) N

Mais on sait qu'il existe une constante C' > 1 telle que (1 + \)/2/C < N(\) <
C(1+ M2, ce qui achéve la preuve de (5.10).
De ce résultat, on en déduit facilement que

sup t%H/ lEON, £, Lo) e MdA < oc.
0<t<1 0
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Ce qui montre que la famille de mesures {e~*du;()\) }o<t<1 est bornée. Le théo-
réme de Stone-Weierstrass permet alors d’affirmer que si f est une fonction
continue sur R4 nulle & 'infini, alors

. Y
Tim, / FNe () = 0.

Ainsi si ¢ est une fonction continue a support compact dans IR alors on a

oo

lim (N dus(N) = 0.

t—0+ 0

Le but est maintenant de montrer que ceci est valable pour la fonction caracté-
ristique de Uintervalle [0, 1]. Pour ceci, on introduit la fonction

£5(0) = min (1, <1 - A;)J .

i [ 5N () = 0.

t—0t+ Jo

On a donc

Et pour 0 < ¢ <1, on a les majorations

<43+ / ()]

<31 sup (1+A)%“/ (WA)W
1

1+6
d‘lit | (/\)

—

laagiye 1+ A)5+H
et [ €[N
< 2 (5 5+1 / |§(7n
Ce qui assure que lim; o+ t2 1 fl/tf AL Lo)d/\ =0. Q.E.D.
Remarque : si on sait que 'opérateur (ﬁ +1)"*—(Lo+1)"* est a trace pour

un réel a €](n — 1)/2,n/2], alors cet asymptotique s’améliore ; la méme preuve
fournit alors

A
/ €\, L, Lo)dN = o (A1)
0
Et donc on aura ’asymptotique :

vol@® Azl
(4m)% I +2)

A
/ EN L, Ly—o)d) = —1 +o0 (A“H) .
0
La fonction & est une généralisation de la fonction de comptage des valeurs
propres. Par exemple, si le spectre de £ est discret, donc celui de L;_» aussi,
on a alors

—f()\,E,EM_o) = Nﬁ(/\) - NLM—O()\)7
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ol on a noté N, et Ng,, . les fonctions de comptage des valeurs propres des
opérateurs L et Ly;_o. Sila variété est compacte, alors on a les asymtotiques
de Weyl, pour chaqu’une des fonctions de comptage. Et on obtient donc

vol O An/2
(4m)n/2T(n/2 4+ 1)

75()‘7 Ev ‘CM—O) ~MA—o00 l

C’est cette version dérivée de I'asymptotique qui est I’analogue de la formule
asymptotique de Weyl pour la fonction de comptage de valeurs propres. Cepen-
dant cette version dérivée n’est pas valable en toute généralité. On va néanmoins
donner un cadre dans lequel celle ci est vrai. Si la fonction (N, £, La—o) est
une fonction & variation bornée telle que, pour un réel a €](n — 1)/2,7n/2], on

ait o 1ge()
[Tl
o (L+X)=
alors on a I'asymptotique de Weyl :

vol O An/2

€L, Ly—0) = L 2 T2 + 1)

+o0(\Y). (5.11)

La preuve de ce fait consiste & montrer que la fonction de décalage spectral du
couple (L, Ly) vérifie
€(>‘7 ‘Ca 'CO) =0 ()\a) .

Ceci se fait grace a la formule suivante :

Tr (e7'5 — e ') = / e AEN, L, Lo) + £(0T, L, Lo).
0

L’asymptotique de Weyl (5.11) pour la fonction £(\, £, Lys0) a été obtenu dans
de nombreux cadres géométriques. Dans un cadre euclidien et pour le couple
laplacien euclidien Ar» et Ar» + V, o V est une fonction a support com-
pact, ceci est due & V. Buslaev, Y. Colin de Verdiére, L. Guillopé ([Bu],[CdV],
[Gu]). Pour la cas du laplacien hors d’un obstacle, ceci a été montré sous cer-
taines hypothéses (obstacle convexe, étoilé ou sans trajectoire captée) par A.
Majda, J.Ralston [M-R], A. Jensen, T. Kato [J-K], et & V. Petkov, G. Popov
[P-P]; R. Melrose et D. Robert ont montré le cas général [Me], [R]. Signalons
que dans [J-K], les auteurs avaient montré notre asymtotique dans le cas d’un
obstacle quelconque dans IR™. Le dernier résultat dans le cadre euclidien est
due & T. Christiansen [C2| et L. Parnovski [P3], ils montrent que l’asympto-
tique de Weyl est vrai pour l'opérateur de Laplace sur les fonctions sur les
variétés riemanniennes qui ont un voisinage de l'infini isométrique & un cone :
[0, 00[x %, dr? + r2h) ol h est une métrique riemannienne sur ¥. Le résultat de
T. Christiansen est vrai lorsque la géométrie est asymptote & celle-ci.

Le cas des variétés riemanniennes dont un voisinage de I'infini est cylindrique
est due & T. Christiansen et M. Zworski et L. Parnovski [C-Z], [P1]. Le cas des
surfaces hyperboliques a l'infini et de volume fini est du a W. Miiller [Mu 1]
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et & L. Parnoski [P2]. Enfin les cas des surfaces de géométrie finie est due a L.
Guillopé et M. Zworski [G-Z].

Remarque : pour finir cette partie, nous notons que notre méthode permet de
traiter le cas oil on veut comparer I'opérateur £ a un opérateur modéle £ : si
on sait que 'opérateur (£ 4 1)~(»=1/2 — (£ 4+ 1)=(»=1/2 est 4 trace, alors la
fonction de décalage spectral du couple (L, Ly o) vérifie

A 4]
T [or Ao — ML
ST ot a1 G
6 Scattering supersymétrique : le cas des formes
différentielles.

Notre but est d’expliquer ici comment les résultats de N. Borisov, W. Miiller
et R. Schrader se généralisent. Nous commencons par préciser le cadre :

6.1 L’opérateur de Gauss-Bonnet.

Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte, alors 'opérateur de diffé-
rentiation extérieure

d : C®(APT*M) — C>®(APTIT* M)
a un adjoint formel
§ 1 C°(APTIT* M) — C°(APT* M),

qui est défini & ’aide la formule d’intégration par partie
/ < da,f >= / < a,60 >, Ya € C®°(APT*M), B € C(APTIT*M).
M M

L’opérateur de Gauss-Bonnet est I'opérateur
d+6 : C°(AT*M) — C*(A*T*M),

il envoie une forme de degré pair sur une forme de degré impair et vice-versa ; son
carré est le laplacien de Hodge-deRham. Selon [Ch], ces opérateurs admettent
une unique extension auto-adjointe a L?(A*T*M).

6.2 Les conditions aux bords.

Soit © C M un domaine a bord, 02 est supposé compacte et lisse. Si on
considére 'opérateur de Gauss-Bonnet et le laplacien de Hodge-deRham sur (2,
ils admettent de nombreuses extensions autoadjointes; nous étudions unique-
ment trois d’entre elles :

— Ap qui est la réalisation du laplacien de Hodge-deRham sur € avec les

conditions de Dirichlet sur 0f2.
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— Les conditions relatives : on définit
D((d+ ) pet) = {a € L*(AT*M),(d + §)a € L?, et i*a = 0},
ot i : 00 — Q est 'inclusion ; alors
((d+6)Rret, D ((d + 6)Ret))

est un opérateur autoadjoint. Et le carré de cet opérateur est noté A gy, il
correspond au laplacien de Hodge-deRham pour les conditions aux bords

{i*a =0, i*(da) = 0}.
— Les conditions absolues : on définit
D ((d + ) apst) = {a € LA (AT*M), (d + 6)a € L?, et int,a = 0},
oun : 00 — TN est le champ normal unitaire extérieur ; alors

((d+0) abs; D ((d + 0) abs))

est un opérateur autoadjoint. Et le carré de cet opérateur est noté A 455, il
correspond au laplacien de Hodge-deRham pour les conditions aux bords

{int,a = 0, int,(da) = 0}.

6.3 Existence des opérateurs d’ondes.

Nous avons le résultat suivant qui un analogue de la premiére partie du
théoréme (2.2) :

Théoréme. 6.1 Siv est un entier v > (n — 1)/2, alors pour z € C — Ry, les
opérateurs

(Apet—2)""=(Ao—2)"", (Aaps—2)"—(Ao—2)"", (Aaps—2) " —(Are—2)""
sont a trace.

La preuve de ce théoréme se déroule de la méme fagon que la preuve du théoréme
(2.2). Comme dans cette preuve, nous notons Grei(2,2,y), Gaps(z,2,y) et
Go(z,7,y) les noyaux de Schwartz des opérateurs (Agre; — 2)7 1, (Aaps — 2) 72
et (Ag — z)7'. Par exemple, Gre(z,z,y) € Hom(AT;Q,AT;Q) et si f €
L2(AT*Q), alors

(Ape—2)" () = /Q Gtz 2,9) () dy.

il suffit de montrer que les deux premiers opérateurs sont a trace, puisque le
troisiéme est la différence des deux premiers. Comme la preuve du théoréme
(2.2), ceci repose sur les deux identités suivantes

GRel(vaay) - GO(vavy) = GRel(zaxat)gt A 6tGO(Zat7y)dt
teof)

GAbs(Za z, y) - GO(Za z, y) = - / GAbS(Za Z, t)intnf,dtGO(Za t, y)dta
teo)
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ol ny € T;€) est la normale unitaire extérieure a4 9Q en t et 0; € T*Q est la
1-forme différentielle 0;(.) =< n¢,. >. Ces formules sont des conséquences de la
formule de Green :

(Au,v)—(u, Av) = / < u,int,dv > — < intp,u, v > + < du, int,v > — < int,u, dv > .
o0

Comme dans 2.2, ces traces sont reliées & des déterminants d’opérateurs de
Dirichlet-to-Neumann.

6.4 Les opérateurs Dirichlet-vers-Relatif et Dirichlet-vers-
absolu

On considére l'opérateur suivant : & o € C°°(AT*9), on associe 8 I'unique
solution du probléme de Dirichlet :

(A—2)=0 sur M — 09
=0 sur 0f)
int,0 =« sur 0f2

B € C®AT*Q)N L?
On pose alors
Nge(2)a = —i*(83).

L’opérateur de Dirichlet-vers-Relatif A'g.; est alors un opérateur pseudo-différentiel
elliptique d’ordre 1 inversible. Et il vérifie les mémes propriétés que 1’opéra-
teur de Dirichlet-to-Neumann. Ces propriétés résultent du fait que 'opérateur
Ngell a pour noyau de Schwartz int,, Gre(z,z,y)0, A . C'est & dire que si

a € C®(AT*0Q), alors

Npa(2) ta(z) = / int,,, Grei(z,z,9)0, A aly) dy.
o0

En effet, si
u(z) = /8  Gralz.2.9)(0, A olu)dy

ol p € C®(AT*0R), alors u vérifie les équations

(A—2)u=0 sur 2
u € C®(AT*Q) N L?
*u=0 sur 02

De plus, la formule de Green montre que —i*(du) = ¢ ainsi Ngei(2) "1 = int,u.
En effet, si T est la distribution v — fBQ < v,0 A p >, alors la distribution
(Ager — 2) 71T est dans L? et elle est égale a u, i.e.

(Apet = 27 T(0) = T (Apa — 2)"0) = /Q <vu>.

33



Mais la formule de Green montre que si v € D(Ag,;) alors

< (A =Z)v,u>= f/ <v,0Adu >
aQ
Or ceci doit aussi valoir T'(v).
On montre de la méme fagon que si NMaps(2) est Popérateur qui a o €
C>(AT*99Q) associe Naps(z)a = int,dB3, ou 3 est la solution du probléme de
Dirichlet

(A—=2)=0 sur M — 09
0=« sur 0f)
int,6=0 sur 0f2

5 € C°(AT*%) N L2
Alors Naps(2) est aussi un opérateur pseudo-différentiel elliptique d’ordre 1 in-

versible. Et le noyau de Schwartz de 'opérateur N aps(2) ! est i;iZGAbs(z, x,y),
c’est a dire que

Navs(2) " f () = /6 G2 f(0) dy.

Maintenant, la méme preuve que le théoréme 2.2 montre que

Théoréme. 6.2 Siv est un entier v > (n —1)/2, alors on a

dv
(V — 1)' Tr [(ARel — Z)iu — (Ao — Z)iu} = @ logdet ./\/Rel(z),

v

d
(l/ — 1)' Tr [(AAbs — Z)iu — (AO — Z)iu} = —@ logdet NAbs(Z).

Remarque : On pourrait énoncer une formule analogue a propos de 'opérateur
(Aaps —2)7" = (ARa — 2)7" :

(v—1!'Tr [(Aaps —2)"" = (Ager — 2)77]

d d
=07 log det Naps(z) — o log det Ngei(2). (6.12)

6.5 Scattering supersymétrique

Nous rappelons d’abord ce que sont les données du scattering supersymé-
trique comme elles sont définies dans [B-M-S]. C’est la donnée d’un couple d’opé-
rateurs auto-adjoint non-bornés (Q, Qo) agissant sur un espace de Hilbert H
telle que

— H est muni d’une involution 7 qui anticommute avec Q et Qq, i.e.

2 =1Idy ; QT +7Q =0, sur D(Qo) ; Qot +7Q0 =0, sur D(Qo).

Autrement dit si H* = Ker (7 ¥ Idy) alors H = Ht ® H~ et dans cette
décomposition, on a

(3 %) o-(§ F)
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— Les opérateurs d’ondes W (Q2, Q2) = s—limy_+ o €*Q” e~ Q5 P, existent
et sont complets, olt Py est le projection spectral de Q3 correspondant a
son spectre absolument continu.

— Ces opérateurs d’ondes enlacent Q et Qo, i.e.

QW(Q%, Q2 Py = WE(Q?,Q2)Qo Py, sur D(Qo).

Dans [B-M-§], les auteurs obtiennent le critére suivant pour que le couple (Q, Qo)
définissent des données de scattering supersymétrique.

Proposition 6.3 Si les opérateurs Qe‘th — Qoe_th sont a trace pour tout
t > 0 ou si pour un réel v les opérateurs Q(Q* — 2)™" — Qo(Q3 — 2)™" sont
a trace pour tout z € C — Ry, alors le couple (Q, Qo) définit des données de
scattering supersymétrique.

6.6 L’indice de Witten.

Soient (Q, Qo) des données de scattering supersymétrique. Lorsque cela a un
sens, on peut définir 'indice de Witten

W(t)=Trr (eftQ2 - e*th) .

Lorsque Qo (et donc Q) a un spectre discret, cette quantité ne dépend pas de ¢
et vaut l'indice relatif entre Q* et Qf :

W (t) = ind Q" —ind QF = dim Ker Q1 —dim Ker Q™ —dim Ker QF +dim Ker Q.

Dauns le cas ou le spectre de Qg n’est pas discret, W (t) est la régularisation a la
Witten de l'indice relatif entre Q* et QF . De plus selon [G-S 1], si Qo (et donc
Q) est Fredholm alors

W(co) = lim W(t) =ind Q* —ind Q.

t——+o0

Ces indices régularisés a la Witten ont été beaucoup étudiés notamment en lien
avec la théorie du scattering (supersymétrique) (cf. entre autres [B-G-G-S-S],
[B-M-S], [G-S 1], [B-B 1,2,3], [Mo 1,2],...).

6.7 Dans notre cadre.

Nous étudions le couple ((d + ) aps, (d + &) ger) sur L?(AT*Q). L’espace L?(AT*2)
se décompose par rapport a la parité du degré des formes différentielles :

LA(AT*Q) = L*(A**T*Q) @ L*(A**T'T*Q).

Et I'involution est I’application 7 définit par 7a = (—1)Pa si a € L2(APT*Q).
De la méme facon que précédemment, nous avons
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Proposition 6.4 Si v est un entier v > n/2, alors pour z € C — Ry, les
opérateurs

(d + 5)Abs (AAbs - Z)_V - (d + 5)Rel (ARel - Z)_V
sont a trace. Donc le couple ((d + 6) aps, (d + 6)ret) définit des données de scat-
tering supersymétrique.
Ceci se montre a l'aide de la formule suivante :
(d+06)retGRer(z,7,y) — (d+0)absGaps(z,7,y) =
/ (d+6)mGRel(zaxat)9t AétGAbs(Z7t7y)dt
teon

+ / (d+§)mdtGRel(Z,$,t)9t /\GAbS(Z,t, )dt
teo

Et nous avons le théoréme suivant concernant 1’indice de Witten :

Théoréme. 6.5 L’indice de Witten W (t) = Tr 7 (e~ Aavs — e Arel) est indé-
pendant de t et il vaut
W (t) = x(09),

ot x(09) est la caractéristique d’Euler du bord de .

Preuve — Ce résultat est une conséquence directe du résultat de U. Bunke ([B|
qui affirme que dans ce cas W (t) est indépendant de t, et que si on scinde la
trace en

W(t) = Wk (t) + Wa-k(t)

ou la premiére trace est sur un voisinage compact K de 0f2 et la seconde sur le
complémentaire de ce compact, alors pour une constante C' > 0, on a

Wa-k ()] = O(e™")

lorsque ¢ — 07. Ainsi
lim W(t) = lim Wi (0)
t—

t—0+t

maintenant cette limite se calcule a l'aide de ’asymptotique local de
To srsa [r (7120 — e1200) (2,0)]

Q.E.D.

Lorsque € est compact, ceci est bien connu ; en effet chaqu’un des opérateurs

(d + 6) abs et (d + 0)ger a un spectre discret et suivant le théoréme de Hodge-

deRham pour les variétés compactes a bord, on sait que le noyau de (d + 0) aps

agissant sur les p-formes différentielles est isomorphe aux p-iéme groupe de coho-

mologie absolue de € et de méme le noyau de (d+9)ge; agissant sur les p-formes

différentielles est isomorphe aux p-iéme groupe de cohomologie relative de €2 (cf.
[Co]). On a ainsi

ind (d+0)%,, = x() et ind (d+ )%, = x(2,00).
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Et le théoréme dans ce cas n’est autre que ’égalité
X(92) = x(€,00) + x(99) (6.13)

Egalité qui dans ce cas résulte de la suite exacte longue associée & 'homomor-
phisme cobord :

— HP71(09) — HP(Q,090) — HP(Q) — HP(0) —

Ce théoréme montre donc que si on régularise chaqu’un des termes de 6.13 a la
Witten, cette égalité a encore lieu méme si la variété n’est pas compacte. Ceci
permet de relier les déterminants relatifs de (A gps — 2) et (Age; — 2) aux déter-
minants de Maps et Nge. Grace a (6.12), la méme preuve que précédemment
montre que sur L2(APT*Q), on a

dV
(2) — ) log det Ngei(2).

(AAbs -z, ARel - )

dv
dzv dzv

Remarquons que ici NVaps(2) est un opérateur sur L2(APT*0) alors que Ny (2)
est un opérateur sur L2(AP~1T*9). On peut définir les super-déterminants :

Définition 6.6

det, (Aaps — 2, ARel — 2) = H [det (Aups — 2, Aper — 27L2(APT*Q))}(—1)” '
p=0

det, N aps (2 H [det (Naps(2), L2(APT*002))] "

det NRel H det NRel L2(APT*8Q))](_1)p .

Suivant le théoréme (4.2), il existe un polynome a coefficients réels P, de degré
inférieur ou égale a (n — 1)/2, tel que

det (A gps — 2, Aper — 2) = P Pdet  Naps(2) /det-Ngei(2), z € C— Ry

Cependant le super-déterminant relatif de (A aps — 2, Age; — 2) est défini a aide
de la fonction zeta ((s,z) = [~ e*W ()t*~1dt/T(s) = (—z)X@D. Ainsi, nous
avons le théoréme :

Théoréme. 6.7 Il existe un polynome P a coefficients réels de degré inférieur
a (n—1)/2 telle que

det, Naps(2) = (—2)XODePEdet Npo(2).
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6.8 Scattering super-symétrique par un obstacle.

Nous pouvons évidemment étudier de la méme fagon le couple formé par
Popérateur de Gauss-Bonnet sur une variété riemannienne compléte (M™, g) et
lopérateur de Gauss-Bonnet au dehors d’un obstacle compact pour les condi-
tions absolues sur le bord. Soit donc (M™, g) une variété riemannienne compléte
et O C M un domaine compact & bord lisse; on considére alors 1'opérateur
(d + §) agissant sur L2(AT*M), cet opérateur est auto-adjoint si son domaine
est

D(d+6) = {a € LA(AT*M), (d+d)a € L*(AT*M)}.

Et Vopérateur (d+ §) aps agissant sur L2(AT*(M — O)), cet opérateur est auto-
adjoint si son domaine est

D ((d+0) aps) = {a € LA(AT*M), (d + 0)a € L? et int,,a0 = 0},

oun : d0 — TM est le champ normal unitaire extérieur & M —O. En utilisant
inclusion de L2(AT*(M — ©O)) dans L?(AT*M), on considéra abusivement que
(Aaps — 2)~ ! est un opérateur sur L2(AT*M). On a alors le théoréme suivant

Théoréme. 6.8 Si v est un entier v > n/2, alors, pour z € C — Ry, les
opérateurs

(A—2)7" = (Aaps — 2) " et (d4+6) (A —2)7" 1 — (d 4 6) aps(Aaps — 2) 771

sont a trace. Ainsi le couple ((d+0),(d+ 0) aps) définit des données de scatte-
ring supersymétrique. De plus, l'indice de Witten est indépendant de t et il vaut
la caractéristique d’Euler relative de O, i.e.

W(t)=Tr 7 (e‘m - e_m’“’s) = x(0,00).

Ce théoréme permet de relier les super-déterminants de I’opérateur Dirichlet-to-
Neumann, de 'opérateur Dirichlet-vers-absolu et de Ay (le laplacien de Hodge-
deRham sur O pour les conditions de Dirichlet sur le bord) :

Corollaire 6.9
det, (A — 2z, Apps — 2) = (_Z)x(O.,BO)'

De plus, il exsite un polyndme P a coefficients réels de degré inférieur a (n—1)/2
tel que

det, N (2)det (Ao — 2) = (—2)X(O99) P E) det, N gps (2). (6.14)

6.9 Liens avec les formes harmoniques L?.

Lorsque le noyau L? de A 454 est de dimension finie, alors celui du laplacien
de Hodge-deRham aussi (cf. [L]), il est donc naturel de se demander si I’égalité

Tr r (67’5A - efm‘“”) =xr2(M) — xp2(M — O)
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est vrai; ou xr2(M) = 377 o (~1)"dim (Ker AN L*(APT*M)) et xp2(M —
0) =0 _o(=1)Pdim (Ker Ay, N L*(APT*(M — O))) sont les caractéristiques
d’Euler L? de M et de M — O. Cette égalité est vrai lorsque 0 n’est pas dans
le spectre essentiel de l'opérateur de Gauss-Bonnet. Et selon [B-M-S], ceci est
encore vrai sur IR">? ou une variété riemannienne euclidienne & I'infini de di-
mension supérieure ou égale a trois.

Cependant ceci n’est pas vrai sur IR?. En effet, le plan euclidien n’a pas
de formes harmoniques L? non-nulles et le plan privé du disque ID n’en a pas
qui satisfont aux conditions absolues, on a donc xr2(R?) = 0 = x2(IR? —
D). Cependant, on a Tr 7 (e 74 — e7t84v:) = x(ID,9ID) = 1! Dans ce cas, la
formule (6.14) donne

det, Naps(2) = e“det, N (2)det, (A — 2)/(—2).

Maintenant, on a det,N(z) = det, (AP — 2) = 1 puisque A°T*R? @ A2T*IR?
et A'T*IR? sont unitairement équivalent grace & une isométrie qui entrelace
les parties paires et impaires de ces opérateurs. On a donc l'existence d’une
constante réel strictement positive ¢ telle que

c

det, N aps (z) = ——.

z
Nous allons maintenant expliquer d’ou vient cette singularité en 1/z lorsque z
tend vers 0. A 43, n’a pas de valeurs propre L2, et on va voir que cette singularité
provient des différentes contributions des 4 états résonnants d’énergie nulle.

Pour une fonction f € C°(S), il est facile de résoudre le probléme de Diri-
chlet

{ (A-2)f=0 surIR?-D
f=7 sur S

Si on développe f en série de Fourier :
F0) =" fue®?;
k

alors cette solution f s’expriment en coordonnées polaires

- HY (M)
_2 : K| i
f(r,@)— - fk Hl (/\)eke

|K|

Ou X =2 ImA>0et H|1k| est la fonction de Hankel de premiére espéce et
d’indice |k|. On a ainsi
Hl /()\) )
L iko
0)=— A=

Lorsque ( tend vers 0, les fonctions de Hanckel admettent des développements
limités suivant (cf. [Le] page 101)

Loy o T (2" L (¢} ) .
(0 = i (2) ((1 =i 5) >+0(<| log C[) . s [k > 2.
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HH(Q) = - 2 + 5 li2log  + €1+ 0 (P logl¢).
H5(¢) = 2ilog ¢ + O + O([¢[* log [¢]).

Ainsi on a les développements limités

Hl /()‘) )\2
W o
H|1k|()‘) g 2(k — 1) +O(A%), si [k] > 2.
M) r 2
iy ~ L7 g leeAT 00D,
Hy'(\) _ 1 )
AH(I)O\) B log)\+0 (g2 ) (6.15)

On en déduit donc que lorsque z tend vers 0 on a :

et Mape(2) = - |
det Naps(2) Clog(l/z) +0 <(10g|2|)2> .

Puis pour les 1-formes : si o« = adr + brdd = Adx + Bdy est solution de
I’équation Aa = za alors les fonctions A et B sont solutions des équations
AA=zA et AB = zB. Or en coordonnées polaires, on a

( 5 )W’) B ( 0 ot ) ( 5 ) (r.0).

Ainsi si on introduit la matrice

alors X = ( Z ) vérifie I’équation :

0? 10 1[0o? 0
— X+ - X+ 5|5 X-X-2]=-X X =0.
or? + ror + r2 [392 00 ] e 0

Maintenant si on développe X en séries de Fourier
X(r,0) = Z X, (r)er’?,
k

alors on obtient que chaque X} vérifie I’équation suivante

1 k4 1)2
X]/CI+TX;/C+<Z—(T+2)>X]<=0.

On a ainsi



otl comme précédemment z = A2, Im A > 0. Si on s’intéresse & N4y, alors la
fonction a est nulle sur le cercle. On a donc

2&"%@(1) _ < ; >

Si on pose X (1) = < zk ) et si on développe b(1,0) en séries de Fourier
k

b(1,0) =bo + Z by, cos(nf) + Z cp sin(nf).
n>0 n>0

Alors on obtient z,, = —x_, = ¢,/2 et yo = by, Yn = —Y—n = b, /2. Ainsi la
solution du probléme de Dirichlet : Aa = A2« avec a = a(r, 0)dr + b(r, 0)rdf et
a(1,0) = 0 est donnée par

a(r,0) = Z % cos(nf) [Qni1 — Qn-1] + Z % sin(nf) [Qn+1 — Qn-1],

n>0 n>0

Cn by .
b(r,0) = Q1bo + ;0 5 08(nf) [Qns1 + Qna] + Z% 5 Sin(n0) [Qni1 + Qn-i].
Ot on a noté @, = HL(Ar)/HL()). Alors on a
o
Naps(bd) = — [arb + b} de.

Et Grace aux développements limités (6.15), on a
Naps(A?)(df) = [1A\?log A + O(X?)] db,

Naps(A?)(cos 8df) = [logl)\ + O ((log |/\)2)] (cosdb),
Naps(A\?)(sin 0d6) = Logl)\ + O ((log |)\)2)} (sinddh),
Naps(A?)(cos(nB)df) = [n— 1+ O(|A])] (cos(nf)df) sin > 1,
Naps(A?) (sin(n6)df) = [n— 1+ O(|A]?)] (sin(nd)df) si n > 1.
Sur les 1-formes, on obtient pour une constante non-nulle C' :
2

2
det Naps(A?) = CA?log A <_1) [1+0(1/log|A)]=C A [14+ O (1/log|A])].

log A log A

Finallement, la singularité¢ en 2 = 0 du déterminant de N aps(2) sur les 1-
formes provient de trois états résonnants d’énergie nulle

— la forme df qui contribue a une singularité en C'zlog z,

— Les formes d(z/r) — dz et d(y/r) — dy qui contribuent & une singularité

en C/log z.

Puis, la singularité en 2 = 0, du déterminant de Naps(2) sur les fonctions,
provient de I’état résonnant d’énergie nulle qui est la fonction constante, cette
fonction contribue & une singularité en C/log z. Le quotient de ces déterminants
présente donc bien une singularité en C/z.
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