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INGGALITfiS DE HARDY SUR LES VARIl?TfiS 
RIEMANNIENNES NON-COMPACTES 

Par G. CARRON 

RBsuM~. - On donne un critbre et ses applications pour qu’une variete riemannienne verifie une inegalite 
similaire a I’inCgalitC de Hardy sur R”. 

Mats-clCs : Inegalitts de Sobolev, inegalites de Hardy. 

ABSTRACT. - We give a criterium and its applications in order that a riemannian manifold satisfy a inequality 
similar to Hardy’s inequality on R”. 

Key-words: Sobolev inequalities, Hardy inequalities. 

0. Introduction 

Le but de cet article est d’etablir des inegalitts de (Sobolev-)Hardy sur les varietes 
riemanniennes non-compactes. Selon A. Ancona ([A]) une variete riemannienne complete 
admet des fonctions de Green positives si et settlement si il existe une fonction strictement 
positive f tel que l’on ait l’inegalite de Sobolev suivante : 

(0.1) J f(x) u”(x) dx < 
I’ 

ldu12(x)dx: Vu E C,-(M). 
Al . nr 

On dit alors que la variCtC riemannienne est non-parabolique. Toujours selon [A], une 
condition equivalente a la non-parabolicitb est que, si on construit l’espace de Sobolev 
Hi(M) en completant l’espace C,-(M) muni de la norme 1~ H IlduIIp alors l’inclusion 
ctY=YM> - LFoc se prolonge par continuite a H;(M) ; c’est-a-dire que cet espace est 
constitue de fonctions localement integrables. 

Un exemple d’inegalite du type (0.1) est foumi par les espaces euclidiens (R”, n 2 3) 
oti nous avons l’inegalite de Hardy : 

C2)‘J dx 
u”(x)-- 

llx112 ’ . R’L I 
jdu12(x)dx, b’u E C,-(Rn); 

R” 

c’est pourquoi nous parlerons d’inegalite de Hardy a chaque fois que nous demontrerons 
une inegalite du type (0.1). 
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En g&&al, la connaissance d’un plongement de l’espace Hi dans un bon espace de 
fonctions permet d’obtenir beaucoup d’estimkes sur le noyau de la chaleur, sur les valeurs 
propres pour le problkme de Dirichlet des domaines de iV. Evidemment, le cas d’un 
plongement dans un espace L’ 2 poids n’est pas bon au sens oti les techniques usuelles 
(itCration de Nash-Moser) ne donnent rien. Cependant ces inCgalitCs sont plus facile j 
obtenir; nous en verrons nCanmoins dans [Cl] des applications g la L’-cohomologie. 

En fait, on connait une fonction f pour laquelle 1’inCgalitC de Hardy (0.1) a lieu, c’est 
la fonction f(:~:) = Idlog G,.,, (3:)1*/4, oti G,.,, est la fonction de Green minimale de pole 
:I:~). Cependant pour obtenir une inCgalitC de Hardy plus explicite, il faudrait minorer cette 
fonction. ce qui n’est pas facile. En revanche, nous donnerons dans une premikre partie 
un critkre assez simple pour qu’une in6galitC de Hardy soit vCrifiCe. La mCthode est celle 
utilisie par J. Barta pour minorer la premikre valeur propre pour le problkme de Dirichlet 
(IS]. voir aussi [K]). 

Dans une seconde partie, nous donnerons des applications de ce critkre; concernant les 
sous-vari&& d’un espace euclidien nous obtiendrons : 

0.1. TH~OREME.-,SSi n/f" --+ Riv est une immersion isome’trique dont le vecteur courbure 
moyenne est k:, alors (M”, g) ve’rije l’inkgalite’ de Hardy suivante 

02 on a not62 T(X) = ll.‘~: - :r:oII, :cg &ant un point quelconque de WV. 
Ce r6sultat est 2 rapprocher de celui de Hoffman-Spruck qui obtenaient une inCgalitC de 

Sobolev assez similaire B cette inCgalit6 de Hardy ([H-S]). Ce rCsultat a la consCquence 
suivante sur les sous-variCtCs minimales : 

0.2. COROLLAIRE. - Si M” --+ RI’ est une immersion isome’trique minimale alors pour 
tout 20 E R”, M” ve’ri$e l’inkgalite’ de Hardy : 

Nous obtiendrons aussi des inCgalit& de Hardy pour des immersions isomCtriques dans 
des variCtCs de Cartan-Hadamard et pour certaines variCtCs B courbure positive. 

1. Un crititre pour obtenir des inCgalitCs de Hardy 

1.a. - Nous avons le critkre suivant 

1.1. PROPOSITION. - Si (M” . .y) est une varie’te’ riemannienne complkte non-parabolique 
tel qu’il existe une fonction positive p vtfrifant : 

i) ldpl = 1, 
ii) Ap < -C/p au sens des distributions, ceci pour une constante C > 1, 

iii) L’ensemble {x E M. p(x) = 0} est un compact de capacite’ n&e. 
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alors (AFL: g) ve’rije l’in&alitP de Hardy 

Rappelons que la capacitk d’un compact A c M est dkfinie par : 

cap A = inf 
(i 

ldu12, IL E Cr(M),u = 1 sur A . 
. ‘21 > 

La capacitk d’un ensemble mesure sa << taille )k dans l’espace Hi(M) plus exactement 
lorsque (M, y) est non-parabolique et lorsque la capacitC de A est nulle, l’espace 
H,1 (M - A) obtenu en complktant l’espace Cr (M - A) muni de la norme ‘u H lld~l~~ 
est l’espace Hi(M) . Notons par exemple que les ensembles de codimension de Hausdorff 
supkrieure ou Cgale B 2 ont une capacitt! nulle. 

Preuve. - La preuve reprend 1’idCe de J. Barta reprise par A. Kasue qui obtenaient des 
minorations pour la premikre valeur propre pour le problkme de Dirichlet ([B], [K]). On 
construit une fonction strictement positive 4 satisfaisant B l’inkquation 

- , au sens des distributions. 

Alors si u est une fonction lisse B support compact, on Ccrit II, = u 4, oti u E H,j (M), 
alors on a 

(1.2) 

ceci en intkgrant par partie et se servant des identitks A( 4 71) = VA++ $Av - 2 < dq5: dv > 
et A(v”) = hA%l- 21dvj’. On conclura alors en se servant de l’inkquation vCrifi6e par 4. 

On choisit ensuite $ de la forme 4 = f(p) oti f : R+ - R+ est une fonction 
dkroissante, ainsi 

si on prend f(p) = p-(y) alors un calcul facile montre que cette fonction convient. 
Cependant avec cette fonction 4, le calcul (1.2) n’est valide que pour des fonctions 

lisses B support compact dans M - p-l { 0}, ainsi 1’CgalitC de Hardy a lieu pour toutes les 
fonctions appartenant B l’espace de Sobolev Ht (M - p-l { 0}), or la capacitC de l’ensemble 
p-l (0) est nulle et done cet espace de Sobolev est H:(M). 4 
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Remarquons dans ce thCor?me. nous n’avons pas supposC (i\/r”,!/) cornpEte. mais ces 
hypothkses ne sont pas vCrifiCes pour une variCtC compacte saris hord, car l’intkgrale du 
Laplacien d’une fonction doit Ztre nulle. 

1.b. - On peut amCliorer ce rksultat en supposant uniquement que les hypothkses sur la 
fonction p sont v&ifiCes au de12 d’un compact de M. 

1.3. PROPOSITION. - Soit (Al. !J) une vu&W riemannienne complkte tel qu ‘il existe WI 
compact K et une ,fonction .strictement positive p .sur Al - K nulle SW Ie hard de K et 
vkrifiunt : 

i) IdpI = 1, 

ii) AQ 5 -C/p au sens des distributions, ceci pour une constante C > 1, alors pour 
tout E > 0 il existe une constante strictement positive Cz tel que (M”, .q) ve’r$e I’inkgalite’ 
de Hardy 

ori KE = K U [I-‘[O,E]. 
De p1~l.s si 

lirrl VOl{X, /)(:I:) < X} 
= ‘cc. 

R-1; R2 

ou si (nil, y) est non-parabolique alors il existe une strictement positive cE tel que (n/r”. g) 
ve’ri$e l’inkgalite de Hardy 

Nous ne refaisons pas la preuve, c’est celle de [C2] oti nous avions recollC diffirentes 
inCgalitCs de Sobolev 2 l’infini ; ici les hypothkses sont celles qui permettent d’affirmer 
qu’une inCgalitC de Hardy a lieu sur le complkmentaire de K. La constante c7, peut Ctre 
explicit6 en fonction de E et de la premikre valeur propre pour le problkme de Neumann 
sur K+ : 

ci-’ = J&f c’.i, ( -)2+(1 + A),. 
Remarquons que cette proposition nous permet de nous affranchir de l’hypothkse sur la 

non-parabolicit de la variCtC et sur la capacite de l’ensemble oti la fonction /, s’annule. 

l.c. D’autres inCgalitCs de Hardy. - Les hypothkses du thkorkme 1 .I permettent 
d’obtenir d’autres idgalitks de Hardy ; on les obtient g l’aide de l’identitt suivante 
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identitk qui est valable pour toute fonction u lisse B support compact dans A.! - /‘P1{O}. 
On reprend alors la preuve dCveloppt!e prCcCdemment en choisissant tin = p-(w), 
et on conclut : 

1.4. THI~OR~ME. - Soit (M, 9) une varih? riemannienne et p : M + Rt une ,fonction 
ve’ri$ant : 

i) Jdf,J = 1, 
ii) Ap 5 -C/p au sens des distributions, 

alors pour tout Gel a < C - 1 on a l’irkgalite de Hardy suivante : 

1.5. Remarque. - En fait, 1’inCgalitC de Hardy obtenue a la proposition prCcCdente est 
valide pour toute fonction u E C,-(M) si la codimension de p-l(O) est strictement 
supCrieure ?I 2 - cu. 

1.d. Une gCn6ralisation. - On peut amkliorer les rkultats prCcCdents en utilisant un 
opkrateur de Schrodinger A + q au lieu de l’opkateur de Laplace-Beltrami. En effet si on 
suppose que p : M --+ R+ vkrifie [&I[ = 1 et l’intquation 

-C 
AP<y+V 

oti V est une fonction positive ou nulle sur M, alors pour LY < C - 1, $n = p-(w) 
et U, E Cm(M - p-l(O)) on a : 

&x4 - ; < dp, d& > 4cy u2 + q(&lL)* 
I 

+. 
/ 
,,I kW2&p2 

> 
-.I 

P"-2[cL2 +4p2 - cLvP](dw)2, 
Al 

oQuE+G. D’oti en choisissant q = ,uV/p, on peut Cnoncer le : 

I .6. TH~OR~ME. - Soit (M, g) une varie’te’ riemannienne et p9 V : M - R+ des 
fonctions ve’rijiant : 

i) (dpj = 1, 

ii) Ap 5 -C/p + V au sens des distributions, 
alors pour tout rkel Q < C - 1 et pour jr,“,, = 9, on a l’inkgalite’ de Hardy suivante : 

On peut bien entendu faire ici la m&me remarque qu’en (1.5). 
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2. Exemples d’inkgalitCs de Hardy 

1.a. Les variCtCs de Cartan-Hadamard. - Pour une variete de Cartan-Hadamard de 
dimension n., i.e. une variete riemannienne complete simplement connexe a courbure 
negative ou nulle, les theoremes de comparaison montrent que la fonction distance a un 
point verifie I’inequation Ar < --(T!, - 1)/r. ainsi on peut enoncer la : 

2.1. PROPOSITION. - Si (M” , g) est une varie’te’ de Cartan-Hadamard alors on a 1 ‘ine’gulite’ 
de Hardy 

oli r est la fonction distance h un point quelconque jixt de M. 

2.b. Les sous-variCtCs d’un espace euclidien. - Si Mn --+ R’v est une immersion 
isometrique alors on calcule aisement le Laplacien de la fonction distance euclidienne si 
r(x) = IIJ: - X”ll 1 a ors Ar2 = -n+ < k. :I: - n:() > d’oh 

ou k est le vecteur courbure moyenne de l’immersion qui est defini par k(:c) = 
Cyzl B(e;, ei) oti (G,)~=~ est une base orthonormee de T, M et oti B est la seconde forme 
fondamentale de l’immersion. Ainsi en appliquant la proposition 1.5. nous obtenons le : 

2.2. THBOR~ME. - Si M1 -+ R” est une immersion isome’trique dont le vecteur courbure 
moyenne est k, alors ( Mn. g) ve’r@e l’inkgalite’ de Hardy suivante : 

02 on a notk r(x) = 115 - :~0~~, :x:0 &ant un point quelconque de RK’. 
On a aussi le resultat suivant : 

2.3. THEORBME. - Si n/r” + RN est une immersion isome’trique dont le vecteur courbure 
moyenne est k, alors pour o, + r~ - 2 > 0, (M’“, g) ve’r$e l’inkgalite’ de Hardy suivante : 

oil on a note r(x) = 112 - :rgI), :II() &ant un point quelconque de RN. 
En particulier, nous avons : 

2.4. COROLLAIRE. - Si M” + R” est une immersion isome’trique dont le vecteur 
courbure moyenne k ve’ri$e pour un :r() E R-v, 
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alors pour N < n - 2 - K et a > 2 - n si x0 E M, (Mm, g) ve’ri$e l’inkgalite’ de 
Hardy suivante : 

Ceci montre en particulier que si AP est une variete complete de dimension n > 3 
minimalement immergee dans un borne d’un espace euclidien, alors le bas du spectre du 
Laplacien est strictement positif ; par exemple ceci montre que pour ces varietes, le volume 
des boules croit exponentiellement. Notons que l’on ignore si de telles varieds existent, 
c’est un probleme de Calabi-Yau ([Y]). 

2.~. Les sous-variCtCs d’une variCtC de Cartan-Hadamard. - On peut aussi appliquer 
les criteres de la premiere partie aux sous-varietes d’une variete de Cartan-Hadamard. Soit 
M’l ---+ x” une immersion isometrique d’une variete riemannienne (AP, .g), on peut 
calculer le Laplacien de la fonction distance a un point en restriction a AP : 

A%(z) = - 2H ess”r(ei, e;)+ < k, dr >, 
i=l 

ou HessSr est le Hessien de la fonction distance a un point fixe et oti (e;)Z, est une 
base orthonormee de T,M. Si la courbure sectionnelle de X est uniformement majoree 
par -a2 alors les theoremes de comparaison donnent 

ainsi on obtient la majoration suivante 

Or les valeurs de la fonction tangente hyperbolique sont toujours inferieures a 1 on obtient 

rAM r < (-a (n - I) + lkl)r7 

ainsi on peut Cnoncer le : 

2.6. THBOR~ME. - Si M” --+ XN est une immersion isome’trique d’une varie’te’ 
riemannienne M dans une varie’te’ de Cartan-Hadamard dont la courbure sectionnelle 
est majore’e par -a2 alors si C = supzEM(-a (n - 1) + IkI(x))r(x), i.e. si 

l/i1 5 a(n - 1) - C/r 

oli r(x) = d(x,xo) alors pour tout a < C - 1 on a l’inkgalite’ de Hardy 

(c-~-‘)2~M(~)2(x)r~dx 5 /M ldz112(x) P dx, VU E C,-(M - (x0)). 
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De BILLS si :r(l E M et 71, - 2 + (P > 0, alors on M l’in&galitk de Hardy 

2.d. Les variCtCs h courbure positive. - Soit (AI, 9) une variCtC riemannienne complete 
a courbure positive ou nulle, alors selon [C-G], il existe dans M une sous-variete S 
compacte totalement geodesique, appelee Lme, et M est diffeomorphe a NS, le fibre 
normal a S ; nous supposons ici que ce diffeomorphisme est realise par l’exponentielle 
cxps : NS -+ M (ceci n’est Cvidemment pas toujours le cas). Et nous supposons que 
les courbures radiales verifient 

oti r’ est la fonction distance a l’bme S, alors en Ctudiant dans [E-F] l’equation de Ricatti 
verifiee par la seconde forme fondamentale des hypersurfaces equidistantes de S, J. Escobar 
et A. Freire arrivent a la majoration suivante du Laplacien de la fonction r 

a,,, < _ (7~ - dim S - I)(. - 7 

ainsi on a le resultat suivant : 

2.7. THBOR~ME. - Soit (M”, 9) une varie’te’ riemannienne compl&e Lj courbure positive 
011 nulle dont 1’8me S est de dimension s, si exps : NS + M est un di@omorphisme’ 
et si les courbures radiales vCri$ent 

alors pour N < (n - s - 1)~ - 1, on a l’inkgalite’ de Hardy 

(n-s-l)c-1-a 
2 

ld~1~(x) rn dx, ‘du E C,-(M - S). 

De plus si s 5 n - 2 et si (71 - s - 1)~s > 1 alors on a l’inkgalite’ de Hardy 

Le dernier resultat resultant de la proposition 1 .I car un ensemble de codimension 
superieure ou Cgale a 2 est de capacite nulle. 

Signalons que selon [S], le revetement universe1 d’une variete qui satisfait aux hypotheses 
de ce theoreme est de la forme K x E x P oti K est une variCtC compacte a courbure positive 
ou nulle, oti E est un espace euclidien et oti P est une variete riemannienne complete 
simplement connexe a courbure positive ou nulle et dont l’ame est reduit a un point. 

2.e. Remarque. - Evidemment tous les resultats de cette partie ont une version localisee 
a l’infini, c’est-h-dire une version oti nous supposons que les hypotheses des theoremes 
n’ont lieu qu’au dela d’un compact. 
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