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0. Introdu
tion.Notre but est d'�etudier 
ertains liens entre la 
ohomologie L2 (r�eduite),la topologie et la g�eom�etrie des vari�et�es riemanniennes non-
ompa
tes. Rap-pelons que si (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete son k-i�eme es-pa
e de L2-
ohomologie (r�eduite) peut être d�e�ni 
omme l'espa
e, Hk(M), desk-formes di��erentielles L2 qui sont ferm�ees et 
oferm�ees i.e. Hk(M) = f� 2L2(�kT �M); d� = 0; Æ� = 0g. Lorsque la vari�et�e M est 
ompa
te (sans bord), leth�eor�eme de Hodge-de Rham dit que 
es espa
es sont de dimension �nie et qu'ilssont isomorphes aux espa
es de 
ohomologie r�eelle deM ; et nous avons la formulede Gauss-Bonnet : �(M) = ZM 
 = nXk=0(�1)k dimHk(M);o�u 
 est n�forme d'Euler ; par exemple en dimension 2, nous avons 
 = KdA=2�K �etant la 
ourbure de Gauss de (M; g) et dA la forme d'aire. Con
ernant lesvari�et�es riemanniennes non-
ompa
tes, on se pose naturellement les questionssuivantes :i) Quand peut-on aÆrmer que 
es espa
es de formes harmoniques L2 sont dedimension �nie ?ii) Dans 
e 
as, quels liens ont 
es espa
es ave
 la topologie et la g�eom�etrie dela vari�et�e ?iii) Si 
ela est bien d�e�ni 
omment peut-on 
omparer la 
ara
t�eristique d'EulerL2 d�e�nie par �L2(M) = nXk=0(�1)k dimHk(M)et l'int�egrale de la n� forme d'Euler ? Autrement dit, quel type de formulede Gauss-Bonnet peut-on esp�erer ?Un r�esultat de J. Lott nous am�ene �a pr�e
iser un peu 
es questions. Dans [L℄, J.Lott montre que la r�eponse �a la premi�ere question ne d�epend que de la g�eom�etrie�a l'in�ni ; i.e. si deux vari�et�es riemanniennes sont isom�etriques hors d'un 
ompa
talors si les espa
es de L2-
ohomologie r�eduite sont de dimension �nie pour l'une,ils le sont aussi pour l'autre. On peut alors raÆner 
es questions en le programmede re
her
he suivant :i) Quelles sont les g�eom�etries �a l'in�ni qui imposent aux espa
es de formesharmoniques L2 d'être de dimension �nie ?Puis un fois �x�ee une telle g�eom�etrie :ii) Quels sont les liens entre la topologie et les espa
es de L2-
ohomologie, etquel type de formule de Gauss-Bonnet peut-on esp�erer ?Dans la premi�ere partie de 
e m�emoire, on d�e
rira la L2-
ohomologie r�eduite et ond�etaillera un peu 
es questions. Ensuite, dans une deuxi�eme partie, on donnera desexemples o�u on sait r�epondre �a 
es questions ou bien o�u je pense qu'une r�eponse estpossible. Puis dans une troisi�eme partie, on abordera un outil d'analyse globale3



sur les vari�et�es : les in�egalit�es de Sobolev. Cet outil m'a permis de r�epondre �a
es questions pour des vari�et�es qui v�eri�ent une in�egalit�e de Sobolev et dont uneint�egrale de 
ourbure est �nie. Par exemple, 
e
i re
ouvre des r�esultats de N.Borisov, W. M�uller, R. S
hrader et J. Br�uning ([B-M-S℄, [B℄) �a propos des vari�et�es(presque) eu
lidienne �a l'in�ni, i.e des vari�et�es riemanniennes dont la g�eom�etriehors d'un 
ompa
t est (pro
he) 
elle de l'espa
e eu
lidien : dans [B-M-S℄ et [B℄,les auteurs obtiennent des formules de Gauss-Bonnet ; pour 
es vari�et�es, notreappro
he nous permettra de plus le 
al
ul des espa
es de formes harmoniques L2en fon
tions de la topologie.Puis, nous avons 
her
h�e �a g�en�eraliser 
es r�esultats, pour 
ela on introduiradans la 
inqui�eme partie une 
ondition analytique qui implique que les espa
es deL2-
ohomologie r�eduite sont de dimension �nie. Cette 
ondition est par exemplev�eri��ee par les vari�etes riemanniennes plates �a l'in�ni, les vari�et�es riemanniennes�a bouts 
ylindriques, �a bouts 
usps. Cette 
ondition sera d�e�nie et d�e
rite dansun 
ontexte plus g�en�eral : 
elui des op�erateurs de type Dira
. Dans une sixi�emepartie, on donnera les outils d'analyse qui m�enent �a une formule de l'indi
epour les op�erateurs qui v�eri�ent 
ette 
ondition ; i.e on obtiendra une formulede Gauss-Bonnet pour les vari�et�es riemanniennes satisfaisant 
ette 
onditionanalytique. En�n, dans une septi�eme partie, on s'appliquera �a trouver des liensentre la topologie et les formes harmoniques L2 pour les vari�et�es qui v�eri�ent 
ette
ondition. Ce
i nous permettra par exemple de traiter presque enti�erement le 
asdes vari�et�es dont la 
ourbure est nulle �a l'in�ni.1. Les formes harmoniques L2 sur les vari�et�es riemanniennes non-
ompa
tes :Je voudrais dans 
ette partie d�e
rire une question qui a motiv�e mes travauxsur les formes harmoniques L2 ; pour 
ela, je vais d'abord rappeler bri�evement lesr�esultats de deRham et de Hodge-deRham, ensuite je donnerai quelques exemplesde vari�et�es non-
ompa
tes o�u on sait 
al
uler les espa
es de formes harmoniquesL2. 1.a. La 
ohomologie de deRham. | SoitMn une vari�et�e di��erentiablede dimension n, l'op�erateur de di��erentiation ext�erieure agit ded : C1(�kT �M) �! C1(�k+1T �M)et v�eri�e d Æ d = 0, ainsi on d�e�niti) Zk(M) = Kerfd : C1(�kT �M) �! C1(�k+1T �M)gii) Bk(M) = dC1(�k�1T �M).Alors on a Bk � Zk, le k�i�eme groupe de 
ohomologie (de deRham) est le quotientde 
es deux espa
es HkdR(M) = Zk(M)Bk(M) :En fait 
es espa
es, qui sont a priori des invariants di��erentiables, sont en fait desinvariants d'homotopie, plus pr�e
is�ement on a le r�esultat de deRham4



1.1. Th�eor�eme. | Les espa
es de 
ohomologie de deRham sont isomor-phes aux groupes de 
ohomologie r�eels de M , i.e. HkdR(M) ' Hk(M;R).Remarque. | On peut d�e�nir la 
ohomologie de deRham �a support 
om-pa
t : �a partir de d : C10 (�kT �M) �! C10 (�k+1T �M);on d�e�nit Hk
 (M) = f� 2 C10 (�kT �M); d� = 0gdC10 (�k�1T �M) :Et lorsque la vari�et�e est l'int�erieur d'une vari�et�e 
ompa
te �a bord, 
es espa
es sontisomorphes aux espa
es de 
ohomologie relative r�eel : Hk
 (M) ' Hk(M;�M;R).1.b. La L2-
ohomologie r�eduite. |1.b.1. d�e�nition . | Soit maintenant (Mn; g) une vari�et�e riemannienne.La L2-
ohomologie r�eduite est d�e�nie �a partir de l'a
tion (non-born�ee) de ladi��erentiation ext�erieure d sur l'espa
e de Hilbert L2(�kT �M). On introduiti) Zk2 (M), qui est le noyau de l'op�erateur d agissant, de fa�
on non-born�ee, surL2(�kT �M), ou de fa�
on �equivalenteZk2 (M) = f� 2 L2(�kT �M); d� = 0g;o�u on entend que d� est une distribution (ou un 
ourant). Plus pr�e
is�ement,la stru
ture Hilbertienne induite par la m�etrique nous permet de d�e�nir Æ,l'op�erateur di��erentiel adjoint �a d, par la formulehd�; �iL2 = h�; Æ�iL2 ;8� 2 C10 (�kT �M); � 2 C10 (�k+1T �M):Alors l'�egalit�e au sens des 
ourants d� = 0, signi�e que pour tout � 2C10 (�k+1T �M), on a h�; Æ�i = 0:C'est �a dire que Zk2 (M) = �ÆC10 (�k+1T �M)�?, 
e qui montre que 
'est unsous-espa
e ferm�e de L2.ii) Bk2 (M), qui est l'adh�eren
e dans L2(�kT �M) de d �C1b (�k�1T �M)� ; o�u ona not�e C1b (�k�1T �M) l'espa
e des k-formes di��erentielles lisses �a supportborn�e ; par exemple siM est une vari�et�e �a bord 
ompa
te alors les �el�ementsde C1b (�k�1T �M) ont un support qui peut ren
ontrer le bord.On a Bk2 (M) � Zk2 (M) et le kieme espa
e de L2-
ohomologie r�eduite est le quotientHk2 (M) = Zk2 (M)=Bk2 (M). C'est don
 un espa
e de Hilbert.1.b.2. Quelques propri�et�es. | Il est 
lair que si g0 est une autre m�etriquesurMn qui est quasi-isom�etrique �a g (i.e. C�1g � g0 � C g, pour une 
onstante C)alors les espa
es de L2-
ohomologie r�eduites de (M; g) et (M; g0) sont isomorphes.En fait, on même mieux J. Lott a remarqu�e que 
es espa
es �etaient des invariantsd'homotopie Lips
hitz, i.e. si f0; f1 : (M; g) �! (N; h) sont des appli
ations5



Lips
hitz telles qu'il existe une appli
ation Lips
hitz F : ([0; 1℄�M;dt2 + g) �!(N; h) homotopant f0 et f1 alors les appli
ations f�0 ; f�1 : Hk2 (N) �! Hk2 (M) sont�egales.1.b.3. Formes harmoniques et L2-
ohomologie r�eduite. | La L2-
ohomologier�eduite a une interpr�etation en terme de formes harmoniques L2. En e�et, notonsHk(M) l'espa
e des k-formes harmoniques L2 sur M :Hk(M) = fh 2 L2(�kT �M); dh = Æh = 0g:Alors on a la d�e
omposition de Hodge-deRham-Kodaira(1:2) L2(�kT �M) = Hk(M)� dC10 (�k�1T �M)� ÆC10 (�k+1T �M);o�u l'adh�eren
e s'entend pour la topologie de L2(�kT �M). Et de plus on aZk2 (M) = Hk(M)� dC10 (�k�1T �M). Ainsi lorsque la vari�et�e est 
ompl�ete alorsles ferm�es born�es sont les 
ompa
ts et C10 = C1b et don
 on a dans 
e 
asl'isomorphisme Hk(M) ' Hk2 (M). De plus dans 
as, le r�esultat d'Andreotti etVisentini aÆrme que si � = dÆ + Æd est le Lapla
ien de Hodge-deRham alors ona aussi Hk(M) = fh 2 L2(�kT �M);�h = 0g:Attention, 
es r�esultats sont faux si la vari�et�e riemannienne n'est pas
ompl�ete. Par exemple si la vari�et�e est une vari�et�e 
ompa
te �a bord alors 
ettederni�ere identit�e n'est pas valable, puisque pour k = 0, l'un des espa
es est 
eluides fon
tions lo
alement 
onstante et l'autre 
elui des fon
tions harmoniques.1.b.4. La L2-
ohomologie (non-r�eduite). | Elle est d�e�nie 
omme le quo-tient de Zk2 (M) par l'image par d de son domaine i.e.Hk2;nr(M) = Zk2 (M)=fd�; tel que� 2 L2(�k�1T �M); d� 2 L2(�kT �M)g:En fait, la L2-
ohomologie r�eduite et non-r�eduite 
oin
ident uniquement lorsquez�ero n'est pas dans le spe
tre essentiel du Lapla
ien de Hodge-deRham. Lespropri�et�es usuelles de 
ohomologie, 
omme les suites exa
tes de Mayer-Vietoris,de l'homomorphisme 
obord, sont vraies pour la 
ohomologie L2 non-r�eduite maiselles ne sont pas vraies en g�eneral pour la 
ohomologie r�eduite. D�esormais, onnommera L2-
ohomologie la L2-
ohomologie r�eduite sauf lorsque 
ela sera ambigu.1.b.5. Le 
as des vari�et�es 
ompa
tes. | Supposons i
i que la vari�et�e est
ompa
te sans bord. Alors dans 
e 
as, les L2-
ohomologie r�eduite et non-r�eduite
o�in
ident puisque le spe
tre du Lapla
ien de Hodge-deRham est dis
ret ; enparti
ulier l'espa
e des formes harmoniques est de dimension �nie. Le th�eor�eme deHodge-deRham aÆrme que l'on a la d�e
ompositionC1(�kT �M) = Hk(M)� dC1(�k�1T �M)� ÆC1(�k+1T �M);et on a Zk(M) = Hk(M) � dC1(�k�1T �M). Ce qui montre que les espa
es deL2-
ohomologie, de formes harmoniques L2, de 
ohomologie r�eelle sont �egaux.6



En parti
ulier, on a la formule de Gauss-Bonnet :�(M) = nXk=0(�1)k dimHk(M) = ZM 
g ;o�u �(M) est la 
ara
t�eristique d'Euler de M et o�u 
g est n�forme d'Euler ; parexemple en dimension 2, nous avons 
 = KdA=2� K �etant la 
ourbure de Gaussde (M; g) et dA la forme d'aire.Une question naturelle est de 
omprendre 
e qui se passe pour les vari�et�es
ompl�etes non-
ompa
tes. Suivant J. Roe ([R℄) on peut 
lassi�er 
e probl�eme surles vari�et�es non-
ompa
tes en trois types : I; II; III , en r�ef�eren
e �a la 
lassi�
ationdes alg�ebres de Von-Neumann. Le type I est 
elui o�u les espa
es de formesharmoniques sont de dimension �nie, le type II 
elui o�u 
es espa
es sont dedimension in�nie ou nulle mais o�u on peut d�e�nir une dimension moyenn�ee, parexemple si la vari�et�e est un revêtement in�ni d'une vari�et�e 
ompa
te ; une tr�esbonne r�ef�eren
e est l'arti
le d'Atiyah [At℄. le type III est 
elui o�u on 
onsid�ere lesformes harmoniques L2 sur les feuilles d'un feuilletage.I
i, on s'int�eresse uniquement au type I , et nos questions na�ives sont lessuivantesi) Quand peut-on aÆrmer que 
es espa
es de formes harmoniques L2 sont dedimension �nie.ii) Dans 
e 
as, quels liens ont 
es espa
es ave
 la topologie et la g�eom�etrie dela vari�et�e ?iii) Si 
ela est bien d�e�ni 
omment peut-on 
omparer la 
ara
t�eristique d'EulerL2 d�e�nie par �L2(M) = nXk=0(�1)k dimHk(M)et l'int�egrale de la n� forme d'Euler ? Autrement dit, quel type de formulede Gauss-Bonnet peut-on esp�erer ?1.
. L2-
ohomologie et g�eom�etrie �a l'in�ni. | Avant de donner desexemples, je voudrais donner le r�esultat suivant de J. Lott ([Lo℄)1.3. Th�eor�eme. | Si deux vari�et�es riemanniennes 
ompl�etes (M1; g1) et(M2; g2) sont isom�etriques hors d'un 
ompa
t alors si tout les espa
es de L2-
ohomologie r�eduite de l'une sont de dimension �nie, alors 
eux de la se
ondeaussi, i.e. (dimHk(M1) <1; 8k), (dimHk(M2) <1; 8k):Avant d'esquisser la preuve de 
e r�esultat, je dois dire que 
e th�eor�eme estune r�eponse �a une question que m'a pos�e H. Pes
e en 1995 et que 
ette questionnaturelle a guid�e mon intuition.Preuve. | Elle n�e
�essite de d�e�nir la L2-
ohomologie absolue et relatived'une vari�et�e riemannienne ouverte (
; g) �a bord 
ompa
t. La L2-
ohomologie7



absolue est la L2-
ohomologie r�eduite 
omme elle a �et�e d�e�nie pr�e
�edement. LaL2-
ohomologie relative est d�e�nie parHk2 (
; �
) = �ÆC1b (�kT �
)�?fd�; i�� = 0; � 2 C1b (�k�1T �
)g ;o�u l'adh�eren
e est pour la topologie L2 et o�u i� est l'appli
ation naturelle asso
i�ee�a l'in
lusion �
 �! 
. Lorsque l'espa
e m�etrique (�
; dg) est 
omplet, 
es espa
esont une interpr�etation en terme de formes harmoniques :1.4. Proposition . |Hk2 (
) = f� 2 L2(�kT �
); d� = Æ� = 0; int~�� = 0g ;Hk2 (
; �
) = f� 2 L2(�kT �
); d� = Æ� = 0; i�� = 0g ;o�u ~� est la normale int�erieure �a �
 � 
.Ces �egalit�es ont �et�e montr�ees par Du�-Spen
er ([D-S℄) et Connor ([Cn℄)pour les vari�et�es 
ompa
tes �a bord, ils ont aussi montr�e que 
es espa
es de formesharmoniques sont isomorphes au groupes de 
ohomologie absolue/relative de 
.Les arguments de G. Du�, D.C. Spen
er se g�en�eralisent ais�ement �a notre 
adre ; 
esr�esultats sont bien 
onnus et ils sont, par exemple, assez expli
ites dans les arti
lesde M. Les
h et J. Br�uning ([B-L℄) et de J. Lott ([Lo℄). Soit maintenant (M; g) unevari�et�e riemannienne 
ompl�ete et K �M un 
ompa
t �a bord lisse de M , on pose
 =M �K, il y a des appli
ations naturelles entre Hk2 (M); Hk2 (
); Hk2 (
; �
) :d'abord l'appli
ation restri
tionj� : Hk2 (M) �! Hk2 (
)et puis l'appli
ation extension par z�eroe : Hk2 (
; �
) �! Hk2 (M):Cette derni�ere appli
ation est bien d�e�nie 
ar si � 2 L2(�kT �
) v�eri�e les�equations d� = Æ� = 0; i�� = 0 alors pour � 2 C10 (�k+1T �M), on a �a laformule de Sto
kes :ZM < d�; � > � ZM < �; Æ� >= Z�
 < i��; int~�� >= 0:Ainsi l'extension par z�ero de la forme � est faiblement ferm�ee. Puis nous avons lesdeux faits suivantsi) Im j� est de 
odimension �nie dans Hk2 (
).ii) Im e est de 
odimension �nie dans Hk2 (M).Ces faits permettent de 
on
lure la preuve du th�eor�eme 1.3 :D'abord, quitte �a passer au revêtement double, on peut supposer la vari�et�eorient�ee ; en e�et sur le revêtement double orient�e d'une vari�et�e riemanniennenon-orientable, l'automorphisme du revêtement anti
ommute ave
 l'op�erateur dedualit�e de Hodge, i.e si � : �M �! M est un tel revêtement et si 
 estl'automorphisme de 
e revêtement alors �
� + 
�� = 0. Ainsi si on noteH�( �M) = f� 2 H( �M); 
�� = ��g8




e
i pour � 2 f+1;�1g, on a H( �M) = H+1( �M) � H�1( �M) et H+1( �M) estisomorphe �a H(M), ainsi puisque � r�ealise un isomorphisme entre H+1( �M) etH�1( �M), on a dimH( �M) = 2 dimH(M):On a alors une dualit�e de Hodge-Poin
ar�e entre les espa
es Hk2 (
) etHn�k2 (
; �
). Ainsi grâ
e au premier fait, si Hk(M) est de dimension �nie alorsHk2 (
) est de dimension �nie, ainsi que Hn�k2 (
; �
). Puis le se
ond fait montreque si Hk2 (
; �
) est de dimension �nie alors Hk(M) est de dimension �nie. Ainsion a dimHk(M) <1, �dimHk2 (
) <1; dimHn�k2 (
) <1� :Le premier fait se prouve ave
 l'appli
ation 
obord b : Hk2 (
) �!Hk+1
 (K). Cette appli
ation est d�e�nie ainsi : si � est un repr�esentant lisse de[�℄ 2 Hk2 (
), on �etend � en une forme lisse �� sur M ferm�ee au voisinage de 
,alors b[�℄ est la 
lasse de 
ohomologie de d�� dans Hk
 (K) ; 
e
i est bien d�e�ni,i.e. 
ela ne d�epend pas du 
hoix de � et de l'extension. Une v�eri�
ation simplemontre que l'on a ker b = Imj�. Cette �egalit�e est un h�eritage de la suite exa
teen 
ohomologie de deRham asso
i�ee �a l'op�erateur 
obord. Cette �egalit�e 
on
lutle th�eor�eme puisque ker b est de 
odimension �nie. Le se
ond fait se prouve demême, en 
onsid�erant l'appli
ation de restri
tion �a K, r : Hk(M) �! Hk(K), etde même, on a ker r = Ime.Ce th�eor�eme et sa preuve montrent que l'on peut esp�erer en g�en�eral �etablirdes liens entre la topologie de la vari�et�e, la g�eom�etrie �a l'in�ni, et la L2-
ohomologiede la vari�et�e. Ce
i nous am�ene au programme suivanti) Quelles sont les g�eom�etries �a l'in�ni qui imposent aux espa
es de formesharmoniques L2 d'être de dimension �nie ?ii) Puis quelles sont les liens entre 
es g�eom�etries �a l'in�ni, la topologie et lesespa
es de L2-
ohomologie ?Nous allons maintenant donner des exemples o�u on sait que 
es espa
es deL2-
ohomologie sont de dimension �nie et de 
e qu'on sait �a propos de la se
ondequestion. Le but de 
ette partie n'est pas d'être exhaustif sur tout les r�esultatsde nullit�e et de �nitude pour les espa
es de formes harmoniques L2, le but estd'exposer les exemples qui d�ebou
hent ou qui peuvent d�ebou
her, selon moi, surune r�eponse �a la se
onde question.2. Des exemples :2.a. Le 
as des formes de degr�e 0 et n. |2.1. Proposition . | Si (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete
onnexe alors H0(M) = R1M si et seulement si volM <1;H0(M) = f0g si et seulement si volM <1:9



Ce r�esultat se prouve simplement en utilisant la d�e�nition de la L2-
ohomologie r�eduite, puisqu'une fon
tion L2 faiblement ferm�ee est en fait lo
ale-ment 
onstante. Ce r�esultat a deux 
orollaires l'un �enon
e un r�esultat similaire�a propos des formes de degr�e n lorsque la vari�et�e et orientable. L'autre est quesur l'espa
e eu
lidien Rn il n'y a pas de forme harmonique L2 non-nulle. On peutdonner une autre preuve de 
e r�esultat :2.b. Cas des vari�et�es produits. |2.2. Proposition . | Si (M; g) est une vari�et�e riemannienne 
ompl�eteisom�etrique au produit riemannien R�N alorsHk(M) = f0g; 8k:Preuve. | Une premi�ere preuve serait d'utiliser une formule de K�unneth.La se
onde preuve utilise la formule de Cartan. Soit ��t le 
hamp de ve
teursunitaires tangent �a R � R�N et 't le groupe �a un param�etre d'isom�etries qu'ilengendre, i.e. 't(s; x) = (t+s; x). Si � est une k-forme harmonique L2 alors ('t)��est aussi une forme harmonique L2 et on a la formule de Cartan('t)��� � = d Z t0 int ��t ('s)��ds:On a �evidement la majorationkint ��t ('s)��kL2 � k('s)��kL2 :Don
 la forme ('t)�� est L2-
ohomologue �a la forme �, 
omme � est l'uniquerepr�esentant harmonique dans sa 
lasse on a ('t)�� = �, puis 
omme � est de
arr�e sommable, � est nulle.La preuve de 
ette proposition s'�etend ais�ement pour donner2.3. Proposition . | Soit G un groupe de Lie dont la 
omposante neutredu 
entre n'est pas 
ompa
t alors pour tout k, on a Hk(G) = f0g, 
e
i pourn'importe quelle m�etrique invariante �a gau
he.Preuve. | La preuve est la même : soit Z un �element de l'alg�ebre de Lie du
entre de G, qui engendre un sous-groupe non-
ompa
t �a un param�etre (gs)s2R,on note aussi Lgs le di��eomorphisme de G qui est la multipli
ation �a gau
he pargs, 
'est don
 une isom�etrie. Si � est une k-forme harmonique L2 alors (Lgt)�� estaussi une forme harmonique L2 et l'on a la formule de CartanL�gt�� � = d Z t0 intzL�gs�ds:O�u z est la 
hamp de ve
teur z(x) = ddt ����t=0gt:x:10



On a la majoration kintzL�gs�kL2 � maxx2G jz(x)j k�kL2 :Or jz(x)j = ����x�1: ddt ��t=0gt:x���� = jz(e)j;
ar x�1gtx = gt puisque 
haque gt est un �el�ement du 
entre de G. Don
 L�gt� = �
e
i pour tout t 2 R, ensuite le fait que le groupe gt soit non 
ompa
t assure que
omme � est de 
arr�e sommable alors � = 0.Je remer
ie i
i C. Pittet ave
 lequel j'ai oralement prouv�e 
e r�esultat.2.4. Corollaire. | Si G est un groupe nilpotent alors Hk(G) = f0g,pour tout k.Nous d�e
rirons plus loin les espa
es de formes harmoniques L2 des vari�et�esqui sont eu
lidiennes �a l'in�ni, i.e des vari�et�es riemanniennes isom�etriques, horsd'un 
ompa
t, au 
ompl�ementaire d'une boule dans un espa
e eu
lidien. Mais jepose la question suivante �a laquelle je ne sais r�epondre :Si (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne isom�etrique hors d'un 
ompa
t au
ompl�ementaire d'un 
ompa
t d'un groupe nilpotent (muni d'une m�etrique invari-ante �a gau
he) alors quels sont les liens entre les espa
es de formes harmoniquesL2 et la topologie de M ? J'ignore même la r�eponse �a 
ette question lorsque lag�eom�etrie �a l'in�ni est 
elle du groupe de Heisenberg de dimension 3Heis3 = 8<:0� 1 x z0 1 y0 0 11A ; (x; y; z) 2 R39=; :2.
. Le 
as des vari�et�es de r�evolution. | Dans [Do℄, J. Dodziuk a
al
ul�e expli
itement la 
ohomologie des vari�et�es de r�evolution.2.5. th�eor�eme. | Soit f : R �! R une fon
tion lisse impaire, nulleuniquement en z�ero telle que f 0(0) = 1, alors on munit Rn ave
 la m�etrique quien 
oordonn�ees polaires s'�e
rit gf = dr2 + f2(r)d�2 o�u d�2 est la m�etrique usuellede la sph�ere , alorsHk(Rn; gf ) = f0g si k 62 f0; n=2; ng ;H0(Rn; gf ) = Hn(Rn; gf ) = f0g si Z 10 fn�1 =1 ;H0(Rn; gf ) ' Hn(Rn; gf ) ' R sinon ;Hn2 (Rn; gf ) = f0g si Z 11 f�1 =1 ;dimHn2 (Rn; gf ) =1 si Z 11 f�1 <1:11



Ainsi se pose la question du 
al
ul des espa
es de formes harmoniques L2pour une vari�et�e riemannienne qui, hors d'un 
ompa
t, est isom�etrique �a (Rn; gf ).Par exemple, le r�esultat de J. Dodziuk montre que pour l'espa
e hyperbolique r�eel,on a si 2k 6= n alors Hk(Hn) = f0g:Si 2k = n alors dimHk(Hn) =1.R. Mazzeo a enti�erement r�esolu 
ette question du 
al
ul des espa
es de L2-
ohomologie pour les vari�et�es asymptotiquement hyperboliques ([Ma℄) :2.6. th�eor�eme. | Soit (Mn; g) une vari�et�e riemannienne qui au dehorsd'un 
ompa
t est isom�etrique au produit tordu (℄0;1[��; dr2 + e2rg), o�u g estune m�etrique riemannienne sur la vari�et�e 
ompa
te � alorssi k < n=2; Hk(M) ' H i(K; �K);si k > n=2; Hk(M) ' H i(K);si k = n=2; dimHk(M) =1:De plus, R. Mazzeo d�etermine le spe
tre essentiel de l'op�erateur de Hodge-deRham de 
es vari�et�es.2.d. Le 
as de la dimension moiti�e. | Si (Mn; g) est une vari�et�eriemannienne de dimension n paire, alors la norme L2 sur les formes di��erentiellesde degr�e n=2 est un invariant 
onforme, ainsi2.7. Proposition. | Si (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne de dimen-sion paire et si f 2 C1(M) on aHn2 (M; g) = Hn2 (M; e2fg):On peut ainsi d�eterminer l'espa
e des formes harmoniques L2 de degr�e n2sur l'espa
e hyperbolique r�eel Hn. Nous donnons i
i un autre type d'appli
ationde 
ette invarian
e 
onforme, pour 
ela nous 
ommen�
ons par le r�esultat suivant :2.8. Proposition. | Soit (M; g) une vari�et�e riemannienne 
ompa
te etK un 
ompa
t de M de 
apa
it�e nulle alorsf� 2 L2(�kT �(M �K)); d� = Æ� = 0 sur M �Kg= f� 2 L2(�kT �M); d� = Æ� = 0; sur Mg:Rappelons la d�e�nition de la 
apa
it�e d'un 
ompa
t K d'une vari�et�eriemannienne 
ompa
te (M; g) :
apK = inffZM jduj2; ZM u = 0; u � 1 sur Kg:Selon G. Courtois ([C℄), si H10 (M �K) le 
ompl�et�e de C10 (M �K) pour la normeH1, u 7!qkduk2L2 + kuk2L2. Alors 
apK = 0 si et seulement si H1(M) = H10 (M�K). Ce qui implique que si 
apK = 0 alors H10 (�kT �(M �K)) = H1(�kT �M).12



En e�et, H10 (�kT �(M � K)) est le 
ompl�et�e de C10 (�kT �(M � K) munide la norme � 7! qRM jr�j2 + j�j2: Montrons que � 2 C1(�kT �M) est dansH10 (�kT �(M �K)), 
e qui 
on
lura par densit�e. Si � 2 C1(M) on a la formuled'int�egration par partiesZM jr(��)j2 = ZM jd�j2j�j2 + �2 < �;r�r� >;
e
i montre que si �k est une suite de fon
tions de C10 (M � K) tendant ennorme H1 vers la fon
tion 
onstante 1, alors (�k�)k est une suite d'�el�ements deC10 (�kT �(M �K)) tendant en norme H1 vers �.Preuve. | Par la loi du qui peut le plus peut le moins on a l'in
lusion duse
ond espa
e dans le premier. L'autre in
lusion est �evidente ave
 la d�e�nition dela 
apa
it�e : soit � une k-forme harmonique L2, alors on a < �; Æ� >= 0, pour tout� 2 C10 (�k+1T �(M �K)). Or 
ette expression est 
ontinue par rapport �a � pourla norme H1, et don
 elle est valide par densit�e pour tout � 2 H10 (�kT �(M �K)),et don
 pour toutes (k� 1)-formes lisses sur M . Don
 � est faiblement ferm�ee surM . Le même argument montre que � est faiblement 
oferm�ee et don
 que � estharmonique sur M .Remarques. |i) Ce
i montre que le 
ompl�ementaire d'un 
ompa
t de 
apa
it�e nulle dans unevari�et�e 
onnexe est 
onnexe. En e�et les fon
tions lo
alement 
onstantes surle 
ompl�ementaire sont 
onstantes. En fait, on peut trouver aussi une preuveave
 le mouvement Brownien, puisque presque sûrement le mouvementBrownien �evite les ensembles de 
apa
it�e nulle.ii) On a le même r�esultat sur les vari�et�es non-
ompa
tes auxquelles on enl�eveun 
ompa
t de 
apa
it�e nulle relativement �a un ouvert born�e qui le 
ontient.Ce r�esultat a quelques appli
ations :1) Soit S une surfa
e riemannienne telle que RS jKjdA < 1 alors grâ
e aur�esultat de Huber ([Hu℄) on sait que S est 
onform�ement �equivalente �a unesurfa
e riemannienne 
ompa
te �S �a laquelle on a enlev�e un nombre �ni depoints, ainsi 
omme 
es points sont de 
apa
it�e nulle, si g est le genre de Set don
 de �S on a dimH1(S) = b1( �S) = 2g:2) Un autre exemple g�eom�etriquement int�eressant est le suivant : on 
onsid�erel'espa
e proje
tif 
omplexe muni de la m�etrique de Fubini-Study ; soitp0 2 Pn(C), le 
ut-lo
us de p0 est exa
tement l'espa
e proje
tif Pn�1(C)situ�e �a l'in�ni par rapport �a p0. De plus, en 
oordonn�ees exponentielles(r; u) 2℄0; �[�S2n�1, la m�etrique de Fubini-Study est exa
tementdr2 + r2g��ro�u gl est la m�etrique de Berger sur S2n�1 dont les �bres sont de longueur l, i.eon a la �bration totalement g�eod�esique lS1 �! S2n�1 �! Pn�1(C). Or la13




odimension du 
ut lo
us est i
i 2, ainsi sa 
apa
it�e est nulle ; les propositionspr�e
�edentes montrent que si on munitR2n de la m�etrique qui en 
oordonn�eespolaires s'�e
rit dr2 + r2g(1+r2)�1 alors 
ette m�etrique riemannienne estquasi-isom�etrique �a une m�etrique 
onforme �a la pr�e
�edente, et don
 
ettevari�et�e riemannienne a une forme harmonique L2 non-nulle en degr�e n. Pourn = 2, Es
obar-Freire obtiennent, par le 
al
ul, l'existen
e de 
ette formeharmonique de plus ils montrent que la 
ourbure se
tionnelle de 
ette vari�et�eest positive ([E-F℄).2.e. L2 
ohomologie et 
ohomologie de deRham. |2.9. Proposition. | Si (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne 
ompl�etetelle que Im(Hk
 (M) �! Hk(M)) 6= f0g alors Hk(M) 6= f0g plus pr�e
isementIm(Hk
 (M) �! Hk(M)) s'inje
te dans la 
ohomologie L2.Preuve. | On a �evidement une appli
ation naturelle Hk
 (M) �! Hk(M)qui �a une forme ferm�ee �a support 
ompa
t asso
ie sa 
lasse de 
ohomologieL2 ou sa proje
tion orthogonale sur l'espa
e des formes harmoniques L2. Laproposition aÆrme que si � est une forme ferm�ee �a support 
ompa
t qui est nulleen 
ohomologie L2 alors elle est exa
te, 
e
i d�e
oule du fait suivant [dR, Th�eor�eme24℄ : pour toute forme � 2 L2, il y a une forme harmonique h, et deux 
ourantsS; T tels que � = h + dS + ÆT , de plus S et T sont lisses l�a o�u �� est lisse. Onapplique 
e
i �a � une forme lisse ferm�ee �a support 
ompa
t nul en 
ohomologieL2, par hypoth�ese T = 0 puisque � est faiblement ferm�ee, et h(�) = 0 don
 ilexiste une forme lisse T telle que � = dT .Ce r�esultat a l'appli
ation suivante due �a M. Anderson ([An℄) : i (Mn; g) estune vari�et�e riemannienne dont la 
lasse d'Euler est non-nulle, alors dimHn(TM) �1. En e�et, la 
lasse de Thom du �br�e est non-nulle et don
 Im(Hn
 (TM) �!Hn(TM)) 6= f0g. Par exemple, le �br�e tangent �a S2p , TS2p a une formeharmonique L2 non-nulle de degr�e 2p. Prenons l'exemple du �br�e tangent �a S2,on ne sait pas d�eterminer ses espa
es de L2 
ohomologie. Ce �br�e a une g�eom�etrieint�eressante ; en e�et, lorsqu'on lui enl�eve la se
tion nulle, 
e �br�e �a un revêtementdouble isom�etrique �a (℄0;1[�S3; dr2+g2�r), o�u on a not�e gl la m�etrique de Bergersur S3 dont les �bres sont de longueur l. Il serait int�eressant de 
omprendre lelien qu'il y a sur 
es vari�et�es entre L2-
ohomologie et la g�eom�etrie. Par exemple,je 
onje
ture que sur 
ette vari�et�e, l'espa
e des formes harmoniques L2 est dedimension �nie.Pour 
on
lure 
ette partie et 
e paragraphe, je vais 
iter le r�esultat deAtiyah-Patodi-Singer ([A-P-S℄) qui est le premier r�esultat liant 
ohomologie etformes harmoniques L2.2.10. Th�eor�eme. | Soit (Mn; g) une vari�et�e riemannienne �a bouts 
ylin-driques, i.e au dehors d'un 
ompa
t, elle est isom�etrique au produit riemannien(℄0;1[��; dr2+h), o�u h est une m�etrique riemannienne sur la vari�et�e 
ompa
t �14



alors Hk(M) ' Im(Hk
 (M) �! Hk(M)):Ce r�esultat est fondamental pour obtenir la formule de la signature d'unevari�et�e 
ompa
te �a bord.Nous allons ensuite montrer 
omment des outils d'analyse sur les vari�et�espermettent d'obtenir des r�esultats �a propos des questions que nous avons pos�e �apropos des liens entre la g�eom�etrie �a l'in�ni, la topologie et les espa
es de L2-
ohomologie. Pour 
ela, nous 
ommen�
ons par d�e
rire un peu les outils d'analyseque nous utiliserons.3. In�egalit�es de Sobolev sur les vari�et�es riemanniennes non-
ompa
tes.Dans toute 
ette partie (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete, non-
ompa
te 
onnexe.3.a. Qu'est 
e qu'une in�egalit�e de Sobolev ?. | Pour 
ela, il faut desespa
es de Sobolev, pratiquement on se limite i
i aux espa
es Lp et �a l'espa
e H10 .Les espa
es Lp : 
e sont les espa
es Lp(M;dvg) 
onstruits �a partir de la mesureriemannienne dvg . Pour p �ni, 
'est aussi le 
ompl�et�e de C10 (M) pour la normeLp. Remarquons que si pour une vari�et�e 
ompa
te 
es espa
es ne d�ependent pasde la m�etrique, pour une vari�et�e non-
ompa
te 
e n'est plus le 
as, par exempleon a 1 2 L1(M;dvg), volM <1:Et il est fa
ile de 
onstruire surR2 des m�etriques 
ompl�etes �a volume �ni ou in�ni.3.1. D�e�nition . | L'espa
e H10 (M) est le 
ompl�et�e de C10 (M) pour lanorme u 7!sZM jduj2 :C'est don
 un espa
e de Hilbert. Remarquons que 
et espa
e est bien d�e�ni,puisqu'une fon
tion �a support 
ompa
t et de gradient nul est 
onstante, don
 nulle.Cependant 
et espa
e n'est pas toujours un espa
e de fon
tions ; par exemple, surR muni de la m�etrique eu
lidienne, si u est une fon
tion lisse �a support 
ompa
tqui vaut 1 sur un voisinage de 0 alors la suite de fon
tion (t 7! u(t=k))k 
onvergevers 0 dans H10 mais vers la fon
tion 
onstante 1 dans L1lo
 ; 
'est �a dire quel'in
lusion C10 (R) �! L1lo
 n'est pas 
ontinue pour la norme H10 .Remarque. | En fait, l'in
lusion C10 (R) �! L1lo
 est 
ontinue si seule-ment si l'in
lusion C10 (R) �! H1lo
 est 
ontinue. En e�et, si K est un 
ompa
t�a bord lisse de M et si �1(K) est la premi�ere valeur propre non-nulle pour leprobl�eme de Neumann alors on a l'in�egalit�e de Poin
ar�e�1(K) ZK u2 � ZK jduj2 + 1volK �ZK u�2 ; 8u 2 C1(M):15



d'o�u on a toujourskukL2(K) � C(K)�kukH10 (M) + kukL1(K)� ; 8u 2 C10 (M):A. An
ona a donn�e plusieurs 
ara
t�erisations pour 
ette 
ontinuit�e ([A℄):3.2. Th�eor�eme. | Les propri�et�es suivantes sont �equivalentesa) l'in
lusion C10 (R) �! H1lo
 se prolonge par 
ontinuit�e �a H10 (M).b) Il existe un ouvert born�e U de M et une 
onstante stri
tement positive Ctelle que C �ZU juj�2 � ZM jduj2; 8u 2 C10 (M):
) L'�equation �yGx(y) = Æx a des solutions positives pour un (ou pour tout)x 2M .d) Il existe une fon
tion stri
tement positive f telle queZM f juj2 � ZM jduj2; 8u 2 C10 (M):Pour les surfa
es simplement 
onnexes, 
elles qui ne v�eri�ent pas l'unede 
es 
onditions sont 
onform�ement �equivalentes �a la sph�ere ou au plan. C'estpourquoi on nomme les vari�et�es, qui satisfont �a l'une des propri�et�es de 
e th�eor�eme,non-paraboliques. Terme que l'on pr�ef�ere �a hyperbolique 
ar si n > 2, l'espa
eeu
lidien v�eri�e les 
onditions du th�eor�eme. Par exemple, la fon
tion Cnjx�yjn�2 estune solution positive de l'�equation aux d�eriv�ees partielles �yGx(y) = Æx. On peutaussi le voir grâ
e �a l'in�egalit�e de Hardy�n� 22 �2 ZRn u2(x) dxkxk2 � ZRn jduj2(x)dx; 8u 2 C10 (Rn);i.e. l'in�egalit�e d) est vrai pour la fon
tion f(x) = ((n� 2)=(2jxj))2.C'est pourquoi nous parlerons d'in�egalit�e de Hardy �a 
haque fois que nousd�emontrerons une in�egalit�e du type d). Ces in�egalit�es expriment que l'espa
eH10 (M) s'inje
te 
ontinûment dans un espa
e L2 �a poids. Ainsi pour nous unein�egalit�e (ou in
lusion) de Sobolev est une inje
tion 
ontinue de H10 (M)dans un "bon" espa
e de fon
tions. Le quali�
atif "bon" d�epend de l'usageque l'on d�esire avoir des in�egalit�es. Il se trouve que les in�egalit�es de Hardy sonttr�es fa
iles �a obtenir.3.b. In�egalit�es de Hardy. | Dans [C2℄, j'ai donn�e une m�ethode pouren obtenir ; 
ette m�ethode fournit par exemple, l'in�egalit�e suivante3.3. th�eor�eme . | Si Mn �! RN est une immersion isom�etrique dont leve
teur 
ourbure moyenne est k, alors (Mn; g) v�eri�e l'in�egalit�e de Hardy suivante�n� 22 �2 ZM �ur �2 (x) dx � ZM jduj2(x) + n� 22 jkjr u2 dx; 8u 2 C10 (M);16



o�u on a not�e r(x) = kx� x0k, x0 �etant un point quel
onque de RN .Ce r�esultat est �a rappro
her de 
elui de Ho�man-Spru
k qui obtenaient unein�egalit�e de Sobolev assez similaire �a 
ette in�egalit�e de Hardy ([H-S℄) :3.4. Th�eor�eme. | Si Mn �! RN est une immersion isom�etrique dontle ve
teur 
ourbure moyenne est k, alors (Mn; g) v�eri�e l'in�egalit�e de Sobolevsuivante
n �ZM jvj 2nn�2 (x)dx�1� 2n � ZM jdvj2(x) + jkj2jvj2(x)dx; 8v 2 C10 (M):Ces deux r�esultats ont la 
ons�equen
e suivante sur les sous-vari�et�es mini-males :3.5. Corollaire. | Si Mn �! RN est une immersion isom�etriqueminimale alors pour tout x0 2 RN , Mn v�eri�e les in�egalit�es de Sobolev�n� 22 �2 ZM �ur �2 (x) dx � ZM jduj2(x) dx; 8u 2 C10 (M):
n �ZM jvj 2nn�2 (x)dx�1� 2n � ZM jdvj2(x); 8v 2 C10 (M):La derni�ere in�egalit�e a �et�e obtenue par Mi
hael-Simon [M-S℄. Remarquonsqu'on ne peut retrouver l'in�egalit�e de Hardy simplement �a partir de l'in�egalit�e deSobolev et de l'in�egalit�e de H�older. Cette derni�ere in�egalit�e de Sobolev de typeeu
lidien, permet de faire de l'analyse sur le Lapla
ien 
omme on sait le faire surRn. 3.
. In�egalit�es de Sobolev de type eu
lidienne. | On 
onnait assezbien les propri�et�es �equivalentes �a 
es in�egalit�es en terme de noyau de la 
haleur,d'in�egalit�e de Faber-Krahn...Nous donnons i
i uniquement les outils d'analysequ'implique une telle in�egalit�e de Sobolev3.6. Th�eor�eme. | Soit (Mn; g) une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete quiv�eri�e l'in�egalit�e de Sobolev��(M)�ZM juj 2���2 (x)dx�1� 2� � ZM jduj2(x)dx; 8u 2 C10 (M);alors pour tout p > 1; s > 0 tels que 2sp < � on aC(�� ; s; p)kukL p���2ps � k�sukLp ; 8u 2 C10 (M):Et si s > �=p alors on a les in�egalit�es de Gagliardo-NirenbergkukL1 � C(�; s; r)���k�uk�Lr2 kuk1��Ls2 ; 8u 2 C10 (M);o�u � = �=s1�(�=r)+(�=s) . 17



En�n si (P (t; x; y))(t;x;y)2R+�M�M est le noyau de la 
haleur de (Mn; g)(i.e. le noyau de l'op�erateur e�t�) alors 
e noyau v�eri�eP (t; x; y) � Ct �2 �1 + d2(x; y)t � �2 e�d2(x;y)4 t ; 8(t; x; y) 2 R+ �M �M:La premi�ere propri�et�e est due �a N. Varopoulos dans [Va℄, la se
onde �a T.Coulhon dans [Co1℄, la majoration gaussienne du noyau de la 
haleur est due�a Davies-Pang [D-P℄, T. Coulhon [Co2℄, et Sikora [Si℄. Nous allons maintenantessayer de donner une r�eponse �a la question suivante :3.d. Comment re
oller des in�egalit�es de Sobolev. | C'est �a dire si(M1; g1) et (M2; g2) sont deux vari�et�es riemanniennes qui v�eri�ent une in�egalit�e deSobolev, alors quel type d'in�egalit�e de Sobolev v�eri�e la vari�et�e (M1#M2; g1#g2) ?Une autre question tr�es similaire est la suivante : si une vari�et�e riemannienne quiau dehors d'un 
ompa
t v�eri�e une in�egalit�e de Sobolev, alors quelle in�egalit�e deSobolev v�eri�e-t-elle ?Par exemple, si Mn �! RN est une imersion isom�etrique et si la 
ourburemoyenne k de 
ette imersion v�eri�e RM jkjn < 1, alors d'apr�es l'in�egalit�e deHo�man-Spru
k (th 3.4), on sait qu'il y a un 
ompa
t K de M tel que l'on aitl'in�egalit�e de Sobolev
n=2 �ZM�K jvj 2nn�2 (x)dx�1� 2n � ZM�K jdvj2(x); 8v 2 C10 (M �K):Ces questions ont deux motivations, la premi�ere est de 
omprendre 
ommentest le noyau de la 
haleur d'une somme 
onnexe de vari�et�e riemannienne. En e�et,selon N. Varopoulos ([Va℄), on sait qu'une in�egalit�e de Sobolev est l'outil quipermet de majorer le noyau de la 
haleur. Ainsi si on 
omprend 
omment re
ollerdes in�egalit�es de Sobolev, on pourra esp�erer 
omprendre 
omment majorer le noyaude la 
haleur d'une somme 
onnexe.La se
onde motivation provient de nos r�esultats �a propos des formesharmoniques L2. On verra dans la pro
haine partie 
omment obtenir un r�esultatde �nitude pour la dimension de l'espa
e des formes harmoniques L2 �a partir d'unein�egalit�es de Sobolev. Et selon le th�eor�eme de J. Lott (th 1.3), on sait que si onre
olle deux vari�et�es dont les espa
es de formes harmoniques L2 sont de dimension�nie, alors l'espa
e des formes harmoniques L2 de la vari�et�e obtenue est aussi dedimension �nie. Il est don
 naturel de savoir 
omment les outils d'analyse quipermettent 
es r�esultats de �nitude se 
omporte par somme 
onnexe.On 
her
he don
 une 
lasse d'espa
es fon
tionnels qui se re
ollent bien parsomme 
onnexe : 
'est la 
lasse des espa
es de Orli
zEspa
e de Orli
z. | Le but de 
e paragraphe est de pr�esenter les espa
esde Orli
z non-uniformes, nous renvoyons le le
teur �a [Mu℄ pour plus de d�etail.Dans toute 
ette partie, (M;�; �) d�esigne un espa
e de Borel mesur�e �-�ni.18



D�e�nitions. | Une fon
tion mesurable � : R+ �M �! R+ est une N-fon
tion si elle est lo
alement essentiellement born�ee et si pour tout m 2 M lafon
tion t 7! �(t;m) est une fon
tion 
onvexe r�ealisant une bije
tion 
roisssantede R+ sur R+ et si la fon
tion t 7! �(t;m)t est 
roisssante et r�ealise une bije
tion
roisssante de R+ sur R+On dit "N-fon
tion" pour "ni
e young fun
tion" , 
'est �a dire des fon
tions 
onvexesdont la fon
tions 
onjugu�ee est d�e�nie sur R+. La fon
tion 
onjugu�ee d'une N -fon
tion � est d�e�nie par '(t;m) = supx�0 (xt� �(x;m)) :C'est aussi une N-fon
tion et si on note �0 la fon
tion d�eriv�ee �a gau
he de lafon
tion t 7! �(t;m) alors la fon
tion d�eriv�ee �a gau
he de ' est d�e�nie par'0(t;m) = inffy 2 R+ = �0(y;m) > tg;et on a '(t;m) = Z t0 '0(s;m)ds:On peut alors d�e�nir l'espa
e de Orli
z (non-uniforme) L(�; �), 
'est l'espa
eve
toriel suivantL(�; �) = fu : M �! C mesurable tel qu0il existe � > 0 ave
ZM �� ju(m)j� ;m� d�(m) <1g= � ;o�u � est la relation d'�egalit�e presque partout, on norme alors 
et espa
e ave
 l'unedes deux normes suivantesN�(u) = inff� > 0; ZM �� ju(m)j� ;m� d�(m) � 1gkuk� = supfZM uv; ZM '(jv(m)j;m)d�(m) � 1g:Alors 
es deux normes sont �equivalentes, en fait on a les in�egalit�eskuk� � N�(u) � kuk�=2 ;et 
es normes font de L(�; �) un espa
e de Bana
h et de plus3.7. Proposition. | L(�; �) est 
onstitu�e de fon
tions lo
alement int�egrable.Exemples. |i) Bien sur, les espa
es Lp sont des exemples simples d'espa
es de Orli
z, plusg�en�eralement si la fon
tion � ne d�epend pas dem 2M , on obtient un espa
ede Orli
z uniforme .ii) Si f est une fon
tion mesurable positive lo
alement essentiellement born�eesur M alors l'espa
e L(tp f(m); �) est isom�etrique �a l'espa
e Lp(M; f�).19



iii) Un autre exemple, qui montre pourquoi on s'int�eresse �a 
es espa
es, est lesuivant : si M est l'union disjointes des boreliens f
igi2I (I �ni), alors lafon
tion d�e�nie par �(t;m) = tpi si m 2 
iest une N -fon
tion pourvu que pi > 1; 8i ; et l'espa
e de Orli
z obtenu estisomorphe �a l'espa
e �i2ILpi(
i; �).Ainsi les espa
es de Orli
z non-uniformes permettent de d�e
ouper et re
ollerdes espa
es de fon
tions ; 
on
ernant les vari�et�es riemanniennes non-
ompa
tes,ils seront le 
adre naturel pour re
oller di��erentes in�egalit�es de Sobolev sur unvoisinage de l'in�ni et aussi pour en obtenir une assez g�en�erale en re
ollant un
ertain aspe
t de la g�eom�etrie lo
ale de la vari�et�e riemanienne. Notre r�esultat estle suivant ([C3℄)3.8. Th�eor�eme. | Soit (Mn; g) une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete non-parabolique telle que pour un 
ompa
t K � M , 
ha
unes des 
omposantes
onnexes de M �K =`Ei v�eri�e une in�egalit�e de Sobolev-Orli
z non-uniforme :N�i(u) � kdukL2(Ei); 8u 2 C10 (Ei);o�u les �i sont des N -fon
tions, alors pour tout 
ompa
t r�egulier ~K 
ontenant Kdans son int�erieur, on a l'in
lusion de Sobolev suivanteH10 (M) �!Mi L(Ei � ~K;�i)� L 2nn�2 ( ~K):Un 
orollaire est le suivant3.9. Corollaire. | Si Mn �! RN est une imersion isom�etrique dont la
ourbure moyenne jkj v�eri�e ZM jkjn <1et si le volume de M est in�ni, alors (Mn; g) v�eri�e l'in�egalit�e de SobolevS �ZM jvj 2nn�2 (x)dx�1� 2n � ZM jdvj2(x); 8v 2 C10 (M):Remarque. | En fait, la m�ethode ne permet pas d'obtenir une 
onstantede Sobolev expli
ite.Il s'av�ere qu'une in�egalit�e de Sobolev-Orli
z est toujours vraie.3.e. Une in�egalit�e de Sobolev-Orli
z. | Nous avons obtenu, dans [C3℄,le r�esultat suivant3.10. Th�eor�eme. | Soit (Mn; g) une vari�et�e riemannienne 
onnexe,
ompl�ete, supposons que pour un x 2 M , le noyau de la 
haleur P de (M; g)v�eri�e Z 11 �P (t; x; x)t � 12 dt <120



alors si � : R+ �M �! R+ est la fon
tion d�e�nie par�2(�; x) = P � 12�02(�; x) ; x; x��(0; x) = 0alors � est une N-fon
tion et on a l'in�egalit�e de Sobolev-Orli
zN�2(u) � CsZM jduj2; 8u 2 C10 (M);
e
i pour une 
onstante C universelle.En fait, on peut aussi obtenir des in�egalit�es �a propos des normes u 7!k�sukLp . 4. L2-
ohomologie et in�egalit�es de Sobolev.Le but de 
ette partie est de d�e
rire 
omment on peut obtenir des r�esultatsde �nitude pour la dimension de l'espa
e des formes harmoniques L2 grâ
e �a unein�egalit�e de Sobolev ; et de donner un lien entre topologie, formes harmoniques L2et g�eom�etrie �a l'in�ni. Tout 
e
i repose sur la formule de Bo
hner-Weitzenb�o
k :4.a. la formule de Bo
hner-Weitzenb�o
k. | Si �k = dÆ + Æd est leLapla
ien de Hodge-deRham agissant sur les formes di��erentielles d'une vari�et�eriemannienne 
ompl�ete (M; g) ; alors nous avonsHk(M) = f� 2 L2(�kT �M); �k� = 0g;de plus 
e Lapla
ien admet la d�e
omposition de Bo
hner-Weitzenbo
k suivante�k = �� +Rk;o�u �� est le Lapla
ien brut, 
'est �a dire 
'est l'op�erateur di��erentiel d'ordre deuxsym�etrique 
onstruit �a partir de la 
onnexion de Le
i-Civita r et de la formequadratique � 7! RM jr�j2 ; autrement dit �� = r�r, o�u r� est l'op�erateuradjoint �a r. Et Rk est un endomorphisme sym�etrique de �kT �M , que l'on peutd�e�nir �a l'aide de l'op�erateur de 
ourbure de (Mn; g) (
f [G-M℄) ; par exempleR1 est l'endomorphisme asso
i�e au tenseur de Ri

i, et nous avons toujours laminoration Rk � k(n� k)�, o�u � est la plus petite valeur propre de l'op�erateur de
ourbure ; de plus, on a jRk j(x) � 
(n)jRj(x) o�u R est le tenseur de 
ourbure de(M; g). Un 
orollaire de 
ette formule est le suivant :4.1. proposition. | Si (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne 
onnexe
ompl�ete de volume in�ni telle que Rk � 0 alors Hk(M) = f0g.Preuve. | En e�et, si � est une forme harmonique L2 de degr�e k, on peutjusti�er la formule d'int�egration par partie0 =< �;�k� >= ZM jr�j2+ < Rk�; � > :21



Ce qui montre que 
ette forme est for
�ement parall�ele et don
 sa norme pon
tuelleest 
onstante, l'hypoth�ese sur le volume implique don
 que 
ette norme est nulle.Lorsqu'on suppose que (Mn; g) v�eri�e une in�egalit�e de Sobolev, on peutalors raÆner 
ette proposition :4.2. Proposition . | Si (Mn; g) v�eri�e l'in�egalit�e de Sobolev��(M)�ZM juj 2���2 (x)dx�1� 2� � ZM jduj2(x)dx; 8u 2 C10 (M);et si on a kRkkL�2 < ��1�alors Hk(M) = f0g.Preuve. | Ce
i repose sur l'in�egalit�e de Kato i.e. si � est une formedi��erentielle lisse alors jr�j(x) � jdj�jj(x):Si � est une k-forme harmonique L2, on se sert de la formule pr�e
�edenteZM jdj�jj2 � ZM jr�j2 = � < Rk�; � > :On utilise alors l'in�egalit�e de Sobolev pour minorer le premier terme et l'in�egalit�ede H�older pour majorer le dernier terme et on obtient��(M)k�k2L 2���2 � kRkkL �2 k�k2L 2���2 ;
e qui 
on
lut la preuve de 
ette proposition.4.b. Un r�esultat de �nitude. | Suivant la philosophie du r�esultat deJ. Lott (th 1.3), l'intuition laisse supposer que si la 
ourbure est de norme L�=2�nie et que la vari�et�e v�eri�e la même in�egalit�e de Sobolev alors les espa
es deL2-
ohomologie sont de dimension �nie. On peut en fait justi�er 
e raisonementheuristique ([C4℄) :4.3. Th�eor�eme. | Si (M; g) est une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete quiv�eri�e l'in�egalit�e de Sobolev��(M)�ZM juj 2���2 (x)dx�1� 2� � ZM jduj2(x)dx; 8u 2 C10 (M);et dont la 
ourbure v�eri�e ZM jRkj �2 <1alors l'espa
e des k-formes harmoniques L2 est de dimension �nie. De plus, on adimHk(M) � C(�; k)�� ZM jRkj �2 :22



Avant de 
ommenter 
e r�esultat, nous donnons des exemples de vari�et�es quisatisfont aux hypoth�eses de 
e th�eor�eme :i) Une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete �a 
ourbure nulle au dehors d'un 
ompa
tet dont le volume des boules g�eod�esiques a un 
omportement uniform�ement�equivalent �a la fon
tion (r 7! rn) v�eri�e nos hypoth�eses pour � = n ; ene�et, pour 
es vari�et�es notre hypoth�ese sur la 
ourbure est bien v�eri��ee,de plus selon T. Coulhon et L. Salo�-Coste, nous savons que pour lesvari�et�es �a 
ourbure de Ri

i positive ou nulle sur un voisinage de l'in�ni, 
e
omportement uniforme du volume des boules g�eod�esiques implique 
ettein�egalit�e de Sobolev (en fait il y a même une �equivalen
e, 
f. [C-S℄). Unetelle vari�et�e a en fait un nombre �ni de bout 
haqu'un isom�etrique �a un
one Rn � Bn(r)=� o�u Bn(r) est la boule eu
lidienne de rayon r et o�u �est un sous-groupe �ni de O(n) agissant sans point �xe sur Sn�1.ii) On peut raÆner 
et exemple, en supposant que la vari�et�e est quasi-isom�etrique �a une telle vari�et�e et que la 
ourbure est dans Ln2 .iii) Une vari�et�e 
onnexe, de volume in�ni, de dimension n isom�etriquementplong�ee dans un espa
e eu
lidien dont la se
onde forme fondamentale del'immersion est n�int�egrable v�eri�e nos hypoth�eses pour � = n. En e�etsuivant la proposition (3.9), une telle vari�et�e v�eri�e l'in�egalit�e de Sobolevpuisque sa 
ourbure moyenne est dans Ln ; de plus 
omme la 
ourbureest major�ee par un multiple universel de la se
onde forme fondamentale, la
ourbure d'une telle vari�et�e est n=2-int�egrable. Cependant remarquons que,appliqu�ee �a 
e 
adre, la majoration de la dimension de Hk(M) ne dit rien,puisque la 
onstante de Sobolev n'est pas 
al
ulable �a partir de RM jII jn.Les bornes sur la dimension reprennent essentiellement l'id�ee de P. B�erard et G.Besson ; dans [B-B℄, ils obtenaient une majoration d'invariants topologiques d'unevari�et�e 
ompa
te en fon
tion de la norme Ln2 de la 
ourbure. Ces estimationssont dit de Cwi
kel-Lieb-Rosenbljum, 
ar en 1972, Rosenbljum obtient le r�esultatsuivant ([Ro℄)4.4. Th�eor�eme. | Soit V une fon
tion Ln2 sur Rn alors le nombre devaleurs propres stri
tement n�egatives de l'op�erateur de S
hr�odinger � + V estmajor�e par Cn ZRn V n2� (x)dx;o�u V� = (jV j � V )=2 est la partie n�egative de V .La 
onstante Cn est tr�es importante en m�e
annique quantique, 
f [L℄ ; ellefut su

essivement am�elior�ee par Cwi
kel ([Cw℄) , E. Lieb ([L℄) et P. Li- S.T. Yau([L-Y℄).Je vais maintenant d�e
rire la preuve du th�eor�eme 4.3 : grâ
e �a l'in�egalit�ede Sobolev et l'in�egalit�e de Kato, on montre que l'op�erateur ��� 12Rk ��� 12 est unop�erateur 
ontinu de L2 dans lui-même. O�u ��� 12 est l'op�erateur de L2 sur H10d�e�ni �a l'aide de la formule RM jr ��� 12�j2 = RM j�j2, 
e
i pour tout � 2 L2. On23



rappelle que l'espa
e H10 (�kT �M) est d�e�ni 
omme �etant le 
ompl�et�e de l'espa
eC10 (�kT �M) pour la norme � 7! kr�kL2 . De plus, on a la majoration de la normede 
et op�erateur k ��� 12Rk ��� 12 kL2!L2 � kRkkL�2 =�� :Ainsi si 1R est la fon
tion 
ara
t�eristique de la boule de 
entre x0 �x�e et de rayonR alors on a la limite en norme d'op�erateur��� 12Rk ��� 12 = limR!1 ��� 12 1RRk1R ��� 12 :On montre ensuite que les op�erateurs ��� 12 1RRk1R ��� 12 sont 
ompa
ts. Ainsil'op�erateur ��� 12Rk ��� 12 est 
ompa
t, et don
 le noyau de IdL2 + ��� 12Rk ��� 12 estde dimension �nie. On �nit la preuve en montrant que l'appli
ation suivantep �� : Hk(M) �! kerfIdL2 + ��� 12Rk ��� 12 g;est bien d�e�nie et est inje
tive.4.
. Toplogie et formes harmoniques L2. | Une fois 
e th�eor�eme�etabli, on se pose la question de savoir 
omment les espa
es de formes harmoniquesL2 sont reli�es �a la topologie de (Mn; g). Nous 
ommen�
ons par un r�esultat sur lenombre de bouts ([C5℄).4.5. Proposition. | Si (M; g) est une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete quiv�eri�e l'in�egalit�e de Sobolev��(M)�ZM juj 2���2 (x)dx�1� 2� � ZM jduj2(x)dx; 8u 2 C10 (M);alors l'appli
ation naturelle H1
 (M) �! H1(M) est inje
tive.Ce
i a le 
orollaire suivant4.6. Corollaire. | Sous les hypoth�eses pr�e
�edentes, si b est le nombrede bouts de M alors on a dimH1(M) � b� 1:En parti
ulier, si ZM jri
�j �2 <1alors M a un nombre �ni de bouts.La preuve de la proposition est presque �evidente : si � est une forme ferm�ee�a support 
ompa
t dans D qui est nulle en 
ohomologie L2, alors il existe une suitede fon
tions ul 2 C10 (M) telle que liml!1 k�� dulkL2 = 0, l'in�egalit�e de Sobolev�� �ZM juj 2���2 (x)dx�1� 2� � ZM jduj2(x)dx; 8u 2 C10 (M);implique que la suite ul est de Cau
hy dans L 2���2 et don
 
onverge vers une fon
tionu, mais 
ette fon
tion u doit v�eri�er du = �. Comme � est �a support 
ompa
t, u24



est lo
alement 
onstante sur le 
ompl�ementaire de D ; mais le volume des boulesg�eod�esiques de la vari�et�e est uniform�ement minor�e ([C1℄) et don
 
haque bout deMn a un volume in�ni et u est �a suppport 
ompa
t. Et � est 
ohomologue �a 0pour la 
ohomologie �a support 
ompa
t.Remarque. | Ce
i red�emontre le r�esultat de [C-S-Z℄ qui aÆrme que si Mest une sous-vari�et�e minimale d'un espa
e eu
lidien et si elle a au moins deux boutselle poss�ede une fon
tion harmonique d'�energie de Diri
hlet born�ee.Ces arguments peuvent être pouss�es plus loin et l'on obtient ainsi le th�eor�emesuivant ([C5℄)4.7. Th�eor�eme. | Soit (Mn; g) une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete, quipour un � > 4, v�eri�e l'in�egalit�e de Sobolev��(M)�ZM juj 2���2 (x)dx�1� 2� � ZM jduj2(x)dx; 8u 2 C10 (M);et telle que son tenseur de 
ourbure v�eri�e ZM jR(x)j �2 dx <1;alors si D est un ouvert born�e (�a bord r�egulier) de M , nous avons la suite exa
te:: �! Hk(D; �D) i�!Hk(M) j��!Hk(2)(M �D) b�!Hk+1(D; �D) �! ::D�e
rivons un peu les homomorphismes i; j�; b : i est l'appli
ation naturellequi �a une forme ferm�ee lisse �a support 
ompa
t dans D asso
ie sa 
lasse de L2-
ohomologie, si [�℄ 2 Hk(D; �D) alorsi[�℄ = � modulo dC10 (�k�1T �M):Puis j� est l'homomorphisme de L2-
ohomologie induit par l'appli
ationj : M �D �!M:L'homorphisme 
obord L2 est plus \
ompliqu�e" �a d�e�nir : soit � 2 Zk2 (M �D) \C1
 (�kT �(M �D), il existe alors une k-forme lisse sur M , ��, telle que �� = � surM�D et telle que d�� = 0 sur un voisinage deM�D. Alors d�� est une forme ferm�ee�a support 
ompa
t dans D et la 
lasse de d�� dans Hk+1(D; �D) ' Hk+1
 (D) ned�epend que de la 
lasse de L2 
ohomologie de �. Ensuite si � 2 Zk2 (M � D),alors on d�e�nit b[�℄ = [d��℄ o�u � est n'importe quel repr�esentant lisse de la
lasse de L2-
ohomologie de �. Ainsi b est la 
ompos�ee de l'appli
ation naturelleHk2 (M � D) �! Hk(M � D) et du morphisme de 
obord en 
ohomologie dedeRham Hk(M �K) �! Hk+1
 (D).Remarque. | En fait, 
ette suite est toujours exa
te pour la L2-
ohomologienon-r�eduite. En parti
ulier, lorsque 0 n'est pas dans le spe
tre essentiel duLapla
ien de Hodge-deRham, alors 
ette suite est vrai, puisque dans 
e 
as L2-
ohomologie r�eduite et non-r�eduite 
oin
ident. Par exemple, selon Donnelly-Xavier([D-X℄), sur une vari�et�e �a 
ourbure �1 hors d'un 
ompa
t, de volume �ni et de25



dimension paire, z�ero n'est pas dans le spe
tre essentiel du Lapla
ien de Hodge-deRham ; et don
 
ette suite exa
te a lieu. Cependant les vari�et�es qui satisfont�a nos hypoth�eses ont 0 dans le spe
tre esssentiel du Lapla
ien de Hodge-deRham(pourvu que le volume 
roisse polynômialement).la preuve de 
e th�eor�eme repose essentiellement sur deux ingr�edients :Le premier est l'existen
e d'un noyau de Green i.e. d'un op�erateur 
ontinuG : L2(�T �M) �! H10 (�T �M);tel que si � 2 L2(�T �M) alors� = h(�) + dG(�) + ÆG(�):Le se
ond est le suivant si � est dans l'espa
e de Sobolev H10 (�T �M), quiv�eri�e �k� = ���+Rk� 2 C10alors � est L2.C'est pour prouver 
e se
ond fait que l'hypoth�ese sur la dimension de l'in�egalit�ede Sobolev apparait. Cette 
ondition est �a rappro
her au fait que dans Rn, n > 4,l'�equation (� + V )u = 0, pour V �a support 
ompa
t n'a pas de solution demi-born�ee. Autrement dit le pôle en � = 0 de la r�esolvante (� + V � �)�1 provientuniquement de fon
tions propres L2.Le premier fait est une 
ons�equen
e du fait que l'op�erateur (d + Æ) :H10 (�T �M) �! L2(�T �M) est Fredholm, i.e. son noyau est de dimension �nie,son image est ferm�ee et de 
odimension �nie. Nous reviendrons plus tard sur 
efait qui est le d�ebut d'une g�en�eralisation de 
es travaux.Il y a aussi un autre ingr�edient : sous les hypoth�eses du th�eor�eme, la L2-
ohomologie r�eduite du 
ompl�ementaire de D est de dimension �nie. Pour 
ela,on identi�e, 
et espa
e �a un sous-espa
e des formes harmoniques L2 sur la vari�et�edouble (M �D)#�D(M �D). Plus exa
tement, on aHkn(M �D) ' f� 2 Hk((M �D)#�D(M �D)); ��� = �g;o�u � est la sym�etrie par rapport �a �D qui �e
hange les deux parties. A priori,la somme 
onnexe de 
es deux 
opies de (M � D) est uniquement munie d'unem�etrique Lips
hitz, 
'est suÆsant pour d�e�nir l'op�erateur Æ et don
 on peutparler de formes harmoniques. Et 
omme, les espa
es de L2-
ohomologie sont desinvariants de quasi-isom�etries, si on lisse la m�etrique dans un voisinage de �D, ladimension des espa
es de formes harmoniques L2 ne 
hange pas ; la 
ourbure dela vari�et�e riemannienne lisse obtenue sera toujours dans L �2 , et grâ
e au 
orollaire(3.9), l'in�egalit�e de Sobolev aura en
ore lieu sur 
ette vari�et�e, ainsi le th�eor�ememontre que la L2-
ohomologie de 
ette vari�et�e est de dimension �nie.4.d. Formules de Gauss-Bonnet. | Cette suite exa
te a de nombreusesappli
ations, elles sont d�e
rites dans [C5℄. La premi�ere est la formule suivante pourla 
ara
t�eristique d'Euler L2 : 26



4.8. Th�eor�eme . | Soit (Mn; g) une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete quiv�eri�e les mêmes hypoth�eses qu'au th�eor�eme (4.7) alors si D est un ouvert born�ede M on a �L2(M; g) = �(D; �D) + �L2(M �D; g):Et un 
orollaire de 
ette formule est un th�eor�eme de l'indi
e relatif4.9. Corollaire. | Soient (Mn1 ; g1) et (Mn2 ; g2) deux vari�et�es riemanni-ennes 
ompl�etes qui v�eri�ent les mêmes hypoth�eses qu'au th�eor�eme (4.7) alors s'ilexiste D1 (resp. D2) un domaine 
ompa
t de M1 (resp. M2) tel que (M1�D1; g1)soit isom�etrique �a (M2 �D2; g2) alors�L2(M1; g1)� �L2(M2; g2) = ZD1 
g1 � ZD2 
g2 :M. Gromov et B. Lawson avaient d�emontr�e un tel r�esultat pour desop�erateurs de Dira
 sur des vari�et�es non-
ompa
tes, 
ompl�etes dont le potentiel
ourbure, qui apparait dans la formule de Bo
hner-Weitzenbo
k, est uniform�ementstri
tement positif sur un voisinage de l'in�ni ([G-L℄); en fait 
omme l'a montr�eH. Donnely, le fait que le bas du spe
tre essentiel de l'op�erateur de Dira
soit stri
tement positif suÆt pour avoir une formule de l'indi
e L2-relatif ([D℄).Cependant, d'une part les vari�et�es que nous 
onsid�erons ont, g�en�eralement, unbas du spe
tre essentiel nul, et d'autre part, lorsque le bas du spe
tre essentieldu Lapla
ien de Hodge-deRham est stri
tement positif, on sait que 
ette suite estexa
te. De 
e r�esultat, nous pouvons en d�eduire la formule de Gauss-Bonnet L2suivante qui g�en�eralise les travaux de N. Borisov, W. M�uller, R. S
hrader et J.Br�uning sur les vari�et�es asymptotiquement eu
lidiennes ([B-M-S℄, [B℄) :4.10. th�eor�eme. | Soit (Mn; g) une vari�et�e riemannienne de dimensionn � 5 dont le tenseur de 
ourbure R v�eri�eZM jR(x)jn2 dx <1;et s'il existe un 
ompa
t D de M tel que 
haque 
omposante 
onnexe de M �Dsoient quasi-isom�etrique au 
ompl�ementaire d'une boule eu
lidienne de Rn alors�L2(M; g) = ZM 
g :En fait, 
e r�esultat est aussi vrai pour n � 3. Pour prouver 
e r�esultat, ilsuÆt de montrer que si g est une m�etrique sur Rn quasi-isom�etrique �a la m�etriqueeu
lidienne et si RRn jRg jn2 <1 alorsZRn 
g = 0 ;Ce
i est en fait une 
ons�equen
e des travaux de K. Ulhenbe
k ; dans [U℄, elle montreque for
�ement 
ette int�egrale est un entier et que l'on peut d�eformer "
ontinûment"27



la 
onnexion de Levi-Civita vers une 
onnexion plate �a l'in�ni ; "
ontinûment" veutdire 
ontinue pour une topologie qui assure que r 7! RRn 
(r) est 
ontinue etdon
 reste 
onstant i
i.4.e. Cal
ul d'espa
es de L2-
ohomologie.Une telle suite exa
te peut aussi être utile pour 
al
uler la L2-
ohomologiedes vari�et�es dont on 
onnait la 
ohomologie L2 �a l'in�ni, par exemple4.11. Th�eor�eme. | Soit (Mn; g) une vari�et�e riemannienne 
onnexe dedimension n � 5 telle qu'il existe un 
ompa
t D de M tel que 
ha
une des b
omposantes 
onnexes de M �D soit quasi-isom�etrique au 
ompl�ementaire d'uneboule eu
lidienne de Rn alorsHk(M) ' Hk
 (M) si 0 � k � n� 2Hn�1(M) ' Hn�1
 (M)�Rb�1Hn(M) = f0g:Ce
i est aussi vrai pour n � 3, et 
ela repose sur le 
al
ul de la L2-
ohomologie du 
ompl�ementaire d'une boule eu
lidienne de Rn ([C4℄) :4.12. Lemme. | Soit R > 0 alors si � est l'op�erateur de dualit�e de Hodge,on a Hk2 (Rn �Bn(R)) = f0g si k 6= (n� 1)Hn�12 (Rn �Bn(R)) = R �drrn�1 :A la suite de 
es r�esultats, il apparait deux questions :La premi�ere est de savoir dans quel 
adre g�eom�etrique plus g�en�eral, 
esr�esultats sont en
ore vrais. Par exemple, 
es r�esultats de �nitude et de suiteexa
te sont ils en
ore vrais pour les vari�et�es plates au voisinage de l'in�ni ?La se
onde est de 
omprendre 
omment 
es r�esultats peuvent s'�etendre �ad'autres op�erateurs elliptiques sur une vari�et�e non-
ompa
te.Je vais maintenant d�e
rire 
omment une r�eponse �a la se
onde question permet der�esoudre une partie de la premi�ere.5. Les op�erateurs de type Dira
 non-paraboliques �a l'in�ni :Les op�erateurs que nous 
onsid�erons sont les op�erateurs de type Dira
 :5.a. Les op�erateurs de type Dira
 . | Soit D : C1(E) �! C1(E)est un op�erateur de type Dira
 sur une vari�et�e riemannienne (M; g), i.e. D est unop�erateur di��erentiel d'ordre 1 sym�etrique et le 
arr�e du symbole prin
ipal de Dest la m�etrique g �(D)2(x; �) = g(�; �) IdEx ; � 2 T �xM:28



On rappele que le symbole prin
ipal de D est d�e�ni par la relationD(f�)(x) = f(x)(D�)(x) � i�(x; df(x))�; f 2 C1(M); � 2 C1(E); x 2M:Des exemples. |i) Sur R eu
lidien, l'op�erateuri ddt : C1(R;C) �! C1(R;C)est un op�erateur de type Dira
.ii) Si (M; g) est une vari�et�e riemannienne alors l'op�erateur de Gauss-Bonnet,d+ Æ : C10 (�T �M) �! C10 (�T �M), est un op�erateur de type Dira
.iii) L'op�erateur de Dira
 d'une vari�et�e spin est de type Dira
.iv) Si D est un op�erateur de type Dira
 et si V est une se
tion lisse du �br�edes endomorphismes sym�etriques de E i.e V : x 2 M 7! V (x) 2 End(Ex),alors D + V est en
ore un op�erateur de type Dira
.Alors si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de type Dira
, E est unCl(M)-module, en e�et pour 
haque x 2 M , le symbole prin
ipal de D induitune appli
ation T �xM � E �! E(�; �) 7! �i �(x; �)� = �:�:Cette appli
ation v�eri�e v:(w:�)+w:(v:�) = �2g(v; w)� , ainsi elle se prolonge don
uniquement �a l'alg�ebre de Cli�ord de (TxM; g) soit �a Clx(M). Et selon A
kermannet Tolksdorf ([A-T℄), il existe une 
onnexion orthogonale sur Er : C1(E) �! C1(T �M 
E);telle que D� = Pni=1 ei:rei� o�u feigi est un rep�ere orthonorm�e lo
al (
e
i ned�epend pas du rep�ere 
hoisi).Lorsque la 
onnexion est 
ompatible ave
 la stru
ture de Cl(M)�modulede E alors on dit que D est un op�erateur de Dira
 g�en�eralis�e ; i.e. la 
onnexionv�eri�e ru(v:�) = (ruv):� + v:ru�; 8u; v 2 C1(TM); 8� 2 C1(E):O�u on a not�e r la 
onnexion de Levi-Civita de M . Les op�erateurs de Gauss-Bonnet et, sur une vari�et�e spin, l'op�erateur de Dira
 sont des op�erateurs de Dira
g�en�eralis�es. Et les op�erateurs de Dira
 g�en�eralis�es satisfont �a une identit�e deBo
hner-Weitzenb�o
k-Li
hnerovi
z :5.1. Th�eor�eme. | Si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de Dira
g�en�eralis�e alors D2 = r�r+R;o�u R(x) est un endomorphisme sym�etrique de Ex 
onstruit �a l'aide des op�erateursde 
ourbure de E et de TM . 29



Remarque. | Par exemple. la formule de Li
hnerowi
z dit que pourl'op�erateur de Dira
 d'une vari�et�e spin , le terme en potentiel-
ourbure R estl'homoth�etie s
alg(x) IdEx=4.Comme on l'a fait pour l'op�erateur de Gauss-Bonnet, on 
ommen
e parrappeler le 
as des vari�et�es 
ompa
tes sans bord.5.b. Cas des vari�et�es 
ompa
tes. | Par d�e�nition, un op�erateur detype Dira
 est elliptique et la th�eorie standart de 
es op�erateurs nous apprend que5.2. th�eor�eme. | Si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de typeDira
 sur un vari�et�e riemannienne 
ompa
te alorsdimf� 2 L2(E); D� = 0g <1 :Mieux, en fait l'op�erateur D : H1(E) �! L2(E) est Fredholm.Que la vari�et�e soit 
ompa
te ou non, on d�e�nit l'espa
e H1(E) 
omme le
ompl�et�e de l'espa
e C10 (E) pour la norme � 7! �k�k2L2 + kD�k2L2�1=2. Lorsquela vari�et�e est 
ompl�ete, 
'est aussi l'espa
e des se
tions L2 de E, dont l'image parD est en
ore dans L2, 
'est �a dire que 
'est le domaine de D 
onsid�er�e 
ommeop�erateur non-born�e agissant sur L2. Cet espa
e est un sous-espa
e de H1lo
(E).En fait, par r�egularit�e elliptique, on a for
�ement f� 2 L2(E); D� = 0g �C1(E). Ainsi dans le 
as 
ompa
t, la 
ondition L2 ne dit rien, on la garde i
i pourfaire le parall�ele ave
 le 
as non-
ompa
t.On rappele qu'un op�erateur born�e est un op�erateur de Fredholm si sonnoyau et son 
onoyau sont de dimension �nie et si son image est ferm�ee ; i.e. si Eet F sont des espa
es de Hilbert alors T : E �! F est Fredholm si et seulementsi i) dim kerT <1 et dimkerT � <1ii) ImT = ImT .Par exemple, un op�erateur bije
tif est Fredholm. A un op�erateur de Fredholm entredeux espa
es de Hilbert, on asso
ie son indi
eindT = dimkerT � dim �(Im T )?� = dimkerT � dimkerT �:Et on a la propri�et�e fondamentale suivante5.3. Th�eor�eme. | Si [0; 1℄ �! L(H1; H2)s 7! Tsest une famille 
ontinue d'op�erateurs Fredholm, alorsindTs = Cte:En fait on a même mieux : deux op�erateurs de Fredholm peuvent être joints parune 
ourbe 
ontinue d'op�erateurs de Fredholm si et seulement si ils ont même30



indi
e. i.e si on note F(E;F ) l'ensemble des op�erateurs de Fredholm de E dans Falors ind : �0(F(E;F )) �! Z est un isomorphisme.Par exemple, un op�erateur de Fredholm d'indi
e nul est homotope �al'identit�e. En fait l'espa
e des op�erateurs de Fredholm est un ouvert de l'espa
edes op�erateurs born�es.5.
. Indi
e des op�erateurs de type Dira
 sur une vari�et�e 
ompa
tesans bord. | Lorsque M est 
ompa
t sans bord, D est Fredholm de H1 dansL2, 
ependant son indi
e est nul, 
ar D est auto-adjoint (D = D�). D�esormais,nous 
onsid�erons uniquement des vari�et�es orient�es et on supposera que le �br�e Eadmet la d�e
omposition orthogonale E = E+ �E� et que D se d�e
ompose en� 0 D�D+ 0 � : C1(M;E+ �E�) �! C1(M;E+ �E�):On dira que D : C1(E) �! C1(E) est Z=2Z gradu�e. On a (D+)� = D� puisquequ'on suppose D sym�etrique. Alors D+ : H1(E+) �! L2(E�) est Fredholm et
'est l'indi
e de D+ qui est int�eressant :indD+ = dimf� 2 L2(E+); D+� = 0g � dimf� 2 L2(E�); D�� = 0g:Exemple. | L'op�erateur de Gauss-Bonnet, D = d + Æ agissant sur lesformes di��erentielles, envoie les formes de degr�e pair sur 
elles de degr�e impair :d+ Æ : C1(�2�T �M) �! C1(�2�+1T �M)et son indi
e est �egale �a la 
ara
t�eristique d'Euler de MXk (�1)k dimf� 2 L2(�kT �M); d� = Æ� = 0g = �(M):Le fait que D+ soit Fredholm montre que si on le d�eforme dans la 
lassedes op�erateurs elliptiques, son indi
e ne 
hange pas. Par exemple, l'indi
e del'op�erateur de Gauss-Bonnet ne d�epend pas de la m�etrique, r�esultat que l'on
onnait d�ej�a grâ
e au th�eor�eme de Hodge-deRham. On peut don
 se demandersi, 
omme dans le 
as de l'op�erateur de Gauss-Bonnet, il n'y a pas une formuletopologique pour 
et indi
e. Cette question fut pos�ee par Gelfand et la r�eponse estdonn�ee par le th�eor�eme d'Atiyah-Singer5.4. Th�eor�eme . | indD+ = ZM �D+o�u la forme 
ara
t�eristique de D+, �D+ , est une forme di��erentielle (une 
lasse de
ohomologie) s'exprimant lo
alement �a l'aide des 
ourbures de E et de M .Par exemple, pour l'op�erateur de Gauss-Bonnet�d+Æ = 
g = Pfa�( R2i� );31



o�u R est l'op�erateur de 
ourbure.De fa�
on similaire aux questions pos�ees pr�e
�edemment �a propos de la L2-
ohomologie, on peut se demander 
e qui serait en
ore vrai dans le 
as des vari�et�esnon-
ompa
tes.5.d. Les op�erateurs de type Dira
 Fredholm sur leurs domaines.La question est la suivante, si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de typeDira
 Z=2Z -gradu�e sur une vari�et�e riemanienne 
ompl�ete alors quand est-
e queD : H1(E) �! L2(E)est Fredholm et que peut-on dire de l'indi
e de D+ : indL2 D+ = dimkerL2 D+ �dimkerL2 D� ?On sait que D : H1(E) �! L2(E) est Fredholm si et seulement si 0 n'estpas dans le spe
tre essentiel de D (ou de D2), i.e. si le spe
tre de D autour de 0est 
onstitu�e de valeurs propres isol�ees et 
ha
une de multipli
it�e �nie.La premi�ere �etude g�en�erale est due �a Gromov et Lawson ; dans [G-L℄, lesauteurs montrent5.5. th�eor�eme. | Si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de Dira
g�en�eralis�e et si il y a un 
ompa
t K de M tel que la plus petite valeur propreR� du terme en potentiel 
ourbure R appparaissant dans la formule de Bo
hner-Weitzenb�o
k-Li
hnerovi
z v�eri�e infx 62KR�(x) > 0alors D : H1(E) �! L2(E) est Fredholm. De plus si D0 : C1(M0; E0) �!C1(M0; E0) est un op�erateur de Dira
 g�en�eralis�e qui est isom�etrique �a DjM�K audehors d'un 
ompa
t K0 �M0 alorsindL2 D+ � indL2 D+0 = ZK �D+1 � ZK0 �D+0 :Ce r�esultat, 
onnu sous le nom de th�eor�eme de l'indi
e relatif, fut g�en�eralis�e�a tout les op�erateurs de Dira
 g�en�eralis�es par H. Donnely ([D℄, et aux op�erateursde type Dira
 par N. Anghel ([A1℄), . La philosophie de 
e r�esultat est que sion 
hange la vari�et�e et l'op�erateur sur un 
ompa
t alors l'indi
e 
hange de lamême quantit�e que si on avait d�eform�e de la même fa�
on une vari�et�e 
ompa
te.Autrement dit, l'indi
e d'un op�erateur de type Dira
 Fredholm sur son domaineest la somme d'une 
ontribution lo
ale donn�ee par la formule de Atiyah-Singeret d'une 
ontribution de l'in�ni. Une 
ara
t�erisation des op�erateurs de type Dira
Fredholm sur leur domaine a �et�e donn�e par N. Anghel ([A1℄)5.6. Th�eor�eme. | Si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de typeDira
 alors D : H1(E) �! L2(E) est Fredholm si et seulement si il existe un
ompa
t K de M et une 
onstante stri
tement positive � tel que�k�kL2 � kD�kL2 ; 8� 2 C10 (M �K;E):32



5.e. La notion de non-paraboli
it�e. | Ces r�esultats int�eressants nesont pas assez g�en�eraux ; par exemple, dans [B-M-S℄, Borisov-M�uller-S
hradermontrent un th�eor�eme de l'indi
e relatif pour les vari�et�es asymptotiquementeu
lidiennes et l'op�erateur de Gauss-Bonnet ; dans 
e 
adre le spe
tre essentielde l'op�erateur est R ; un autre exemple est 
elui des vari�et�es hyperboliques �al'in�ni et de volume �ni, alors selon Donnely et Xavier ([D-X℄), en dimension pairel'op�erateur de Gauss-Bonnet est Fredholm sur son domaine mais pas en dimensionimpaire. Remarquons que nous avons le fait suivant5.7. Th�eor�eme. | Si (M; g) v�eri�e, pour un � > 4, l'in�egalit�e de Sobolev��(M)�ZM juj 2���2 (x)dx�1� 2� � ZM jduj2(x)dx; 8u 2 C10 (M);et si la 
ourbure de (M; g) v�eri�e R 2 L �2 alorsd+ Æ : H10 (�T �M) �! L2(�T �M)est Fredholm.C'est par exemple le 
as des vari�et�es asymptotiquement eu
lidiennes. Qu'est
e qui 
hange par rapport aux r�esultats pr�e
�edents ? On a l'in
lusion H1 � H10mais 
es deux espa
es ne sont pas �egaux. On rappele que l'espa
e H10 (�T �M)est le 
ompl�et�e de C10 (�T �M) muni de la norme � 7! kr�kL2 . L'in�egalit�e deSobolev assure que 
et espa
e s'inje
te 
ontinûment dansH1lo
, i.e que l'in
lusion deC10 (�T �M) dans H1lo
 se prolonge par 
ontinuit�e �a H10 . Dans [C6℄, on a introduitune notion qui permet de g�en�eraliser le th�eor�eme (5.7) et les r�esultats qui vontave
 : 5.8. D�e�nition. | Un op�erateur de type Dira
 D : C1(E) �! C1(E) estnon-parabolique �a l'in�ni si et seulement si il existe un espa
e de Hilbert W (E)tel quei) C10 (E) est dense dans W (E).ii) L'inje
tion C10 (E) �! H1lo
(E) se prolonge par 
ontinuit�e �a W (E).iii) D : W (E) �! L2(E) est Fredholm (en parti
ulier 
ontinue).De fa�
on similaire au r�esultat de N. Anghel, on a ([C6℄)5.9. Proposition . | Soit D : C1(E) �! C1(E) un op�erateur de typeDira
 sur une vari�et�e riemannienne (Mn; g), D est non-parabolique �a l'in�ni si etseulement si il existe un 
ompa
t K deM tel que pour tout ouvert U relativement
ompa
t dans M �K, il existe une 
onstante stri
tement positive C(U) telle queC(U) k�kL2(U) � kD�kL2(M�K); 8� 2 C10 (M �K;E):C'est 
e qui justi�e l'appellation non-parabolique �a l'in�ni . En e�et, 
etteproposition signi�e qu'au dehors d'un 
ompa
t (i.e. �a l'in�ni) la forme quadratique� 7! kD�k v�eri�e les estim�ees de non-paraboli
it�e du th�eor�eme (3.2). Nous avons33



même une autre 
ara
t�erisation qui ressemble �a une des 
ara
t�erisation des vari�et�esriemanniennes non-paraboliques ([C6℄) :5.10. Proposition. | Un op�erateur de type Dira
 D : C1(E) �!C1(E) sur une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete (M; g) est non-parabolique �a l'in�nisi et seulement si il existe un 
ompa
t K de M tel que si l'on 
ompl�ete C10 (E)ave
 la norme NK(�) =qk�k2L2(K) + kD�k2L2(M);a�n d'obtenir W (E) alors l'inje
tion C10 (E) �! H1lo
(E) se prolonge par 
onti-nuit�e �a W (E).Ces �equivalen
es montrent qu'il n'y a qu'un seul espa
e de Sobolev v�eri�antles propri�et�es i-ii-iii) de (5.8). Aussi, on a les in
lusions H1(E) � W (E) � H1lo
,et don
 une solution L2 �a l'�equation D� = 0 est en fait dans W , ainsi :5.11. Corollaire . | Si D : C1(E) �! C1(E) est non-parabolique �al'in�ni alors dimf� 2 L2(E); D� = 0g <1 :Avant de d�e
rire 
omment on peut obtenir des formules pour l'indi
e deD+ : W (E) �! L2(E), je vais donner quelques exemples qui, je l'esp�ere, montrel'int�erêt de 
ette notion.5.f. Exemples. | Le premier exemple est 
elui des op�erateurs Fredholmsur leur domaine, par exemple 
eux �etudi�es par Gromov-Lawson. Ceux-
i peuventse g�en�eraliser ainsi5.12. Th�eo�eme ([C6℄). | Si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateurde Dira
 g�en�eralis�e et si le terme en potentiel 
ourbure R appparaissant dans laformule de Bo
hner-Weitzenb�o
k-Li
hnerovi
z est positif ou nul au dehors d'un
ompa
t alors D est non-parabolique �a l'in�ni . De plus si la vari�et�e (M; g) estnon-parabolique alors D : H10 (E) �! L2(E) est Fredholm.Par exemple, si (M; g) est une vari�et�e riemannienne �a 
ourbure nulle horsd'un 
ompa
t alors l'op�erateur de Gauss-Bonnet est non-parabolique �a l'in�ni ; enparti
ulier l'espa
e des formes harmoniques L2 est de dimension �nie.Grâ
e �a l'in�egalit�e de Sobolev (3.10) on peut obtenir5.13.Th�eor�eme ([C6℄). | Il existe une 
onstante universelle C telle quesi (M; g) est une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete, dont (P (t; x; y))(t2R+; x;y2M) estle noyau de l'op�erateur de la 
haleur et si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateurde Dira
 g�en�eralis�e surM dont le terme R en potentiel 
ourbure apparaisant dansla formule de Bo
hner-Weitzenbo
k v�eri�eZM R�(x)0�Z 1CR�(x) rP (s; x; x)s ds1A2 dx <1;34



alors D : H10 (E) �! L2(E)est Fredholm.Un 
orollaire de 
e th�eor�eme est le th�eor�eme (5.7) sans au
une autre
ondition sur � que d'être plus grand que 2 ; en e�et, l'in�egalit�e de Sobolev impliquela majoration suivante du noyau de la 
haleurP (t; x; x) � C(�� ; �)=t �2 ; 8(t; x) 2℄0;1[�M:Une autre 
lasse d'exemple est donn�ee dans [C7℄ �a propos des vari�et�es quisont un produit tordu �a l'in�ni :5.14. Th�eor�eme . | Si (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne dont unvoisinage de l'in�ni est isom�etrique au produit tordu (R+��; dr2+ f2(r)g) o�u lafon
tion f v�eri�e l'une des deux propri�et�es suivantesi) limr!1 f 0(r) = 0,ii) f(r) = ar, pour r > 1alors l'op�erateur de Gauss-Bonnet est non-parabolique �a l'in�ni . De plus si dans
es 
as l�a, la vari�et�e est spin alors l'op�erateur de Dira
 est non-parabolique �a l'in�ni. 5.g. Vari�et�es �a bout 
ylindrique et indi
e �etendu. | Un 
as par-ti
ulier de 
e th�eor�eme, sur lequel il est bon de s'attarder un peu, est 
elui o�u(M; g) est �a bout 
ylindrique : i.e. il existe un 
ompa
t K deM tel que (M�K; g)soit isom�etrique au produit riemannien R+ � �K et o�u l'op�erateur de type Dira
D : C1(E) �! C1(E) respe
te 
ette g�eom�etrie. C'est �a dire que la m�etrique deEjM�K ne d�epend pas de la distan
e �a �K ; et sur R+ � �K, D prend la formesuivante D = n:� ��r +A� ;o�u n: est la multipli
ation de Cli�ord par la normale ext�erieure �a frg � �K et Aest un op�erateur elliptique auto-adjoint sur Ej�K .Ces op�erateurs ont �et�e �etudi�es par Atiyah-Patodi-Singer, dans [A-P-S℄, ilsfaisaient une analyse tr�es pouss�ee de 
es op�erateurs, 
ela leurs permettait d'obtenirune formule pour la signature d'une vari�et�e 
ompa
te �a bord. D�e
rivons un peul'espa
e de Sobolev W asso
i�e �a un tel op�erateur :5.15. Proposition . |W = f� 2 H1lo
(E); D� 2 L2; (1 + �)�1� 2 L2g;o�u �(x) = dist(x;K).Ensuite passons aux solutions de l'�equation fD� = 0; � 2 Wg. Grâ
e �a lad�e
omposition spe
trale de l'op�erateur A, on �e
ritL2(�K;E) = M�2SpAC'�;35



o�u A'� = �'�;Z�K j'�j2 = 1:Une solution de l'�equation D� = 0 admet au-dessus de R+��K la d�e
ompositionen s�erie de Fourier suivante :�(y; �) = X�2SpA 
�e��y'�(�) :La 
ara
t�erisation de l'espa
e W montre que � 2 W si et seulement si 
� =0; 8� < 0. Or 
'est exa
tement 
e que Atiyah-Patodi-Singer nomment solutions�etendues de l'�equation D� = 0. C'est pourquoi lorsque D : C1(M;E+�E�) �!C1(M;E+ �E�) sera un op�erateur de type Dira
 non-parabolique �a l'in�ni , onnommera indi
e �etendu les indi
es deD : W (E) �! L2(E)D+ : W (E+) �! L2(E�):i.e. indeD = dimf� 2W (E); D� = 0g � dimf� 2 L2(E); D�� = 0g:De plus, on a vu que kerL2 D � kerW D, on a don
 indD = dim (kerW D= kerL2 D) =h1(D): On peut d�e�nir de mêmeh1(D +� ) = dim kerW D +�kerL2 D +� ! :
e
i permet de relier indi
e �etendu et indi
e L2indeD+ = h1(D+) + indL2 D+ = h1(D+) + dimkerL2 D+ � dimkerL2 D�:Remarquons qu'il est impropre de parler d'indi
e L2 puisque 
elui 
i ne 
orrespondpas �a l'indi
e d'un op�erateur Fredholm.Dans l'exemple des op�erateurs de type Dira
 sur une vari�et�e riemannienne�a bout 
ylindrique, en reprenant les notations 
i-dessus, on aUne solution de l'�equation D� = 0 est dans W si et seulement si au dessusde M �K, on a � =X��0 
�e��y'�(�) :Et 
ette solution est dans L2 si et seulement si 
0 = 0.Ainsi dans 
e 
adre l�a, l'espa
e quotient kerW D= kerL2 D s'interpr�ete 
ommel'espa
e des valeurs �a l'in�ni des solutions �etendues.36



6. Indi
e des op�erateurs de type Dira
 non-parabolique �a l'in�ni :Le but de 
ette partie est de pr�esenter les r�esultats d'analyse de [C7℄ quipermettent de 
al
uler l'indi
e d'un op�erateur de type Dira
 non-parabolique �al'in�ni . On ne fera pas de preuve mais on illustrera 
haque r�esultat par le 
as desop�erateurs de type Dira
 sur une vari�et�e �a bout 
ylindrique.6.a. L'op�erateur de Dira
-Neuman. | Dans toute 
ette partie, onsuppose que D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de type Dira
 non-parabolique �a l'in�ni et que K �M est un 
ompa
t �a bord lisse hors duquel on ales estim�ees suivantes : pour tout ouvert U relativement 
ompa
t dans M �K, ilexiste une 
onstante stri
tement positive C(U) telle que(6:1) C(U) k�kL2(U) � kD�kL2(M�K); 8� 2 C10 (M �K;E):On notera � = �K et 
 =M �K. Le premier r�esultat est que l'on peut r�esoudrele probl�eme de Diri
hlet ext�erieur :6.2. th�eor�eme. | Si � 2 C1(�; E) alors il existe un unique E(�) 2C1(
; E) \W (E) tel que � �E(�) = 0 sur 
E(�) = � sur �Remarque. | W (
; E) est d�e�ni 
omme le sous-espa
e de H1lo
(�
; E)form�e des se
tions qui ont une extension dans W (M;E). C'est aussi le 
ompl�et�ede C10 (�
; E) pour la normeN(�) =sk�k2H1=2(�) + Z
 jD�j2 :Exemple. | Traitons le 
as d'un op�erateur de type Dira
 sur une vari�et�e �about 
ylindrique : on a 
 =℄0;1[�� et D = n � ��r +A� et D2 = � = � ��r2 +A2.Si f��g�2Spe
A est une base orthonorm�ee diagonalisant A alors si � = P� 
���,on a E(�)(r; �) = X�2Spe
A 
�e�j�jr��(�); (r; �) 2 R+ � �:A partir de 
e th�eor�eme, on fait la remarque �el�ementaire suivante : si� 2 C1(�; E) alors l'extension harmonique de DE(�)j� est DE(�), en e�etD2DE(�) = 0. Ce
i permet de d�e�nir l'op�erateur de Dira
-Neumann T
 :C1(�; E) �! C1(�; E) par T
(�) = D(E�)j�
alors nous avons le r�esultat fondamental suivant :6.3. th�eor�eme. | T
 ÆT
 = 0 et T
 est un op�erateur pseudo-di��erentield'ordre 1 et son symbole prin
ipal est�(T
)(x; �) = �n:j�j+ i�; � 2 T �x (�
) ;37



o�u n est la normale int�erieure �a �
 en x.Dans notre exemple. | T
 = n(A � jAj) o�u jAj est l'op�erateur pseudo-di��erentiel d�e�nit par jAj = pA2 = R10 e�tA2dt=p� t: En e�et, on aT  X� 
���! =X� n:(�j�j+ �)
���:Ce
i est �a rappro
her des r�esultats 
on
ernant l'op�erateur de Neumann Nqui �a une fon
tion lisse, sur le bord d'une vari�et�e riemannienne 
ompa
te �a bordN , asso
ie la d�eriv�ee normale de son extension harmonique :Nf = ��nEf; ave
 �E(f) = 0; sur N; et E(f) = f sur �N:Il est bien 
onnu que l'op�erateur de Neumann est un op�erateur pseudodi��erentield'ordre 1 ([H℄,[T℄); la preuve du th�eor�eme (6.3) 
onsistera essentiellement �a seramener au 
as de l'op�erateur de Neuman.Ce r�esultat montre aussi que T
 d�e�nit un 
omplexe elliptique et don
l'espa
e quotient f� 2 C1(�; E); T
 = 0g=T
(C1(�; E))est de dimension �nie.Dans notre exemple, on akerT
 = ���0C�� ; ImT
 = ��>0C��:En e�et, l'hypoth�ese que A et D soient sym�etriques implique que nA + An = 0.Dans 
et exemple, on a don
 kerT
= ImT
 ' kerA. En fait, le noyau de T
s'identi�e, via restri
tion au bord, �a l'espa
e des solutions �a l'�equation D� =0; � 2 W (
; E) alors que l'image de T
 s'identi�e �a l'espa
e des solutions �al'�equation D� = 0; � 2 L2(
; E). En fait 
e
i est tout �a fait g�en�eral6.4. th�eor�eme. | Par restri
tion �a �, on a les isomorphismes entref� 2 C1(
; E) \W; D� = 0g et f� 2 C1(�; E); T
� = 0g;f� 2 C1(
; E) \ L2; D� = 0g et T
 (C1(�; E)) :La premi�ere identi�
ation est imm�ediate ave
 le prin
ipe suivant dit de
ontinuation unique : Si � 2 C1(�
; E) v�eri�e D� = 0 et �j� = 0 alors � = 0.La se
onde n�e
�essite de re
ourrir au travaux de Calderon-Seeley ([Ca℄-[P℄-[S℄) sur les valeurs au bord des solutions de l'�equation D� = 0; � 2 L2(
; E).6.b. Formules de l'indi
e. | On va i
i donner di��erentes formules del'indi
e pour un op�erateur de type Dira
 non-parabolique �a l'in�ni Z=2Z gradu�eD : C1(M;E+ � E�) �! C1(M;E+ � E�). Comme dans le paragraphepr�e
�edent, on suppose que K � M est un 
ompa
t �a bord lisse hors duquel on38



a les estim�ees (6.1) ; on note de même 
 = M �K. Nous 
ommen�
ons par fairequelques remarques :La premi�ere est que l'on peut r�esoudre le probl�eme de Diri
hlet int�erieur :si � 2 C1(�; E) alors il existe un unique E(�) 2 C1(K;E) \H1 tel que� �E(�) = 0 sur KE(�) = � sur �Ce
i permet de d�e�nir un op�erateur pseudodi��erentiel d'ordre 1 : TK :C1(�; E) �! C1(�; E). Et le symbole prin
ipal de TK est�(TK)(x; �) = n:j�j+ i�; � 2 T �x (�) ;o�u n est la normale unitaire de � rentrante dans 
 et sortante de K.La deuxi�eme remarque est que 
omme E et D sont Z=2Z gradu�es, alors lesop�erateurs de Dira
-Neuman aussi i.e.� 0 T�KT+K 0 � : C1(�; E+ �E�) �! C1(�; E+ �E�):On peut alors identi�er l'indi
e �etendu de D et de D+ grâ
e aux identi�
a-tions (6.4) ; i.e on a les identi�
ations kerT
\kerTK ' kerW D et ImTK\ImT
 'kerL2 D. On a don
indeD = dimkerT
 \ kerTK � dim ImTK \ ImT
;et on a une formule similaire pour l'indi
e �etendu de D+. De plus, les op�erateursn:T
 et n:TK sont autodjoints, en e�et on peut justi�er l'int�egration par parties :Z�(nT
�; �) = Z
 (DE(�); DE(�)) ; 8�; � 2 C1(�; E):Ainsi on a (kerT
)? = n ImT
 et (kerTK)? = n ImTK . Nous savons que lamultipli
ation de Cli�ord par la normale n : E �! E est un isomorphisme don
dim�ImTK \ ImT
� = dim�ImnTK \ ImnT
� = dim �(kerT
)? \ (kerTK)?� :On arrive don
 aux formules :indeD = dim kerT
 \ kerTK � dim �(kerT
)? \ (kerTK)?� ;indeD+ = dimkerT+
 \ kerT+K � dim �(kerT+
 )? \ (kerT+K )?� :Ces indi
es peuvent être r�einterpr�et�es 
omme des indi
es de paires de Fredholm.Paires de Fredholm. | Rappellons qu'un 
ouple (H1; H2) de sous-espa
esferm�es d'un espa
e de Hilbert est une paire de Fredholm si et seulement si les deux
onditions suivantes sont v�eri��eesi) dim(H1 \H2) <1,ii) H1 +H2 est ferm�e et dim(H?1 \H?2 ) <1.Dans 
e 
as on note ind(H1; H2) = dim (H1 \H2) � dim �H?1 \H?2 � l'indi
e de
ette paire de Fredhlom. Si on note Pi le proje
teur orthogonal sur Hi, alors39



(1 � P2)P1 : H1 �! H?2 est Fredholm et ind ((1� P2)P1 : H1 �! H2) =ind(H1; H2). Nous avons la proposition suivante:6.5. Lemme. | Pour tout r�eel s, (kerHs TK ; kerHs T
) et (kerHs T+K ; kerHs T+
 )forment des paires de Fredholm. Et don
indeD = ind(kerHs TK ; kerHs T
)et indeD+ = ind(kerHs T+K ; kerHs T+
 ):6.6. Remarques. | Remarquons que le proje
teur orthogonal P sur kerT
est un op�erateur pseudo-di��erentiel et que 
'est un proje
teur de Calder�on puisqueson symbole prin
ipal est�(P+)(x; �)u = 12 �1 + ni �j�j� :u; � 2 T �x�; u 2 E+x :Par exemple, sur une vari�et�e �a bout 
ylindrique, 
e proje
teur est le proje
teurspe
tral de A sur les espa
es propres asso
i�es aux valeurs propres positives ounulles.Dans le 
as des vari�et�es 
ompa
tes, 
e r�esultat (6.5) fût 
onje
tur�e parBojarski [Bo℄, et prouv�e par Booss-Woj
ie
howski [B-W℄.Les paires de Fredholm ont de nombreuses propri�et�es, nous renvoyons aulivre de Booss-Woj
ie
howski [B-W℄ et �a l'arti
le de Avron-Seiler-Simon [A-S-S℄ .On a par exemple6.8. Th�eor�eme. | Soit (H1; H2) et (H2; H3) des paires de Fredholm, sion note Pi le proje
teur orthogonal sur Hi, et si les op�erateurs P1�P2 et P2�P3sont 
ompa
ts alors (H1; H3) est une paire de Fredholm et on aind(H1; H3) = ind(H1; H2) + ind(H2; H3):Ce th�eor�eme a de nombreuses 
ons�equen
es, la premi�ere est que le th�eor�emede l'indi
e �etendu relatif a lieu :6.9. Th�eor�eme. | Soient deux op�erateurs de type Dira
 non-paraboliques�a l'in�niD1 : C1(M1; E1) �! C1(M1; E1); D2 : C1(M2; E2) �! C1(M2; E2)Z=2Z gradu�es et isom�etriques �a l'in�ni, 
'est �a dire qu'il existe deux 
ompa
tsK1 � M1 et K2 � M2 et une isom�etrie � : (M1 �K1; g1) �! (M2 �K2; g2) quiinduit une isom�etrie gradu�ee entre les �br�es et telle queD1 Æ �� = �� ÆD2; au dessus de M2 �K2:alors on a indeD+1 � indeD+2 = ZK1 �D+1 � ZK2 �D+2 ;40



o�u on a not�e �D+i est la forme 
ara
t�eristique 
onstruite �a l'aide du symboleprin
ipale de D+i .Nous pouvons alors grâ
e �a la dis
ussion de 5.g relier les indi
es L2 des deuxop�erateurs D+1 et D+2 :6.10. Corollaire. |indL2 D+1 � indL2 D+2 = ZK1 �D+1 � ZK2 �D+2 � �h1(D+1 )� h1(D+2 )� ;o�u h1(D+i ) est la dimension de l'espa
e kerW D+i = kerL2 D+i , i.e. la dimension del'espa
e des valeurs �a l'in�ni des solutions �a l'�equation fD+i � = 0; � 2Wg.Selon U. Bunke lorsque les �br�es et les vari�et�es riemanniennes sont �ag�eom�etries born�ees, alors 
ette di��eren
e entre les dimensions de l'espa
e desvaleurs �a l'in�ni pourrait s'interpr�eter 
omme un indi
e de s
attering entre lesop�erateurs D21 et D22 ([B1℄). Il serait int�eressant de mieux 
omprendre 
e
i, a�nde rendre 
al
ulable 
es dimensions. Ce
i a �et�e fait par W. M�uller dans le 
as desvari�et�es �a bouts 
ylindriques ; pour 
ela dans [M℄, l'auteur a utilis�e les r�esulats deL. Guillope �a propos de la th�eorie spe
trale de 
es vari�et�es ([G℄).Nous avons aussi les formules pour l'indi
e �etendu de D :6.11. Th�eor�eme. | Si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de typeDira
 non-parabolique �a l'in�ni et 
 est un voisinage de l'in�ni �a bord lisse surlequel les estim�ees (6.1) ont lieu alorsindeD = 12 dim kerT
ImT
 = dim kerT+
ImT�
 = dim kerT�
ImT+
 :Ce r�esultat est la g�en�eralisation d'un r�esultat d'Atiyah-Patodi-Singer quimontraient que dans le 
as d'un op�erateur sur une vari�et�e riemannienne �a bout
ylindrique, la dimension de l'espa
e des valeurs �a l'in�ni des solutions �etenduesest �egale �a la dimension du noyau de A+ ( la partie paire de la partie tranversale del'op�erateur, [A-P-S℄); en e�et kerT+
 = ImT�
 s'identi�e �a ker �T+
 + (T�
 )��, et dans
e 
adre l'op�erateur T+
 +(T�
 )� est pr�e
isement 4A+. On a ainsi exprimer l'indi
e�etendu de l'op�erateur en fon
tion d'un 
omplexe elliptique sur une hypersurfa
e,dans l'esprit 
ela ressemble aux r�esultats de [Cl℄, [A2℄, [B2℄ et [Ra℄. Ave
 la mêmem�ethode, on d�eduira la formule suivante des travaux de Atiyah-Patodi-Singer [A-P-S℄ : 6.12. Th�eor�eme. | Soit D : C1(M;E+ � E�) �! C1(M;E+ � E�)un op�erateur de type Dira
 sur une vari�et�eM qui est non-parabolique �a l'in�ni ; onsuppose que K est un 
ompa
t hors duquel on a les estim�ees (6.1) et on supposequ'un voisinage de �K est isom�etrique au produit riemannien ℄ � "; "[��K etqu'au dessus de 
e voisinage le �br�e E et l'op�erateur D respe
te 
ette g�eom�etrie,en parti
ulier sur 
e voisinageD ' n:( ��r+A), o�u A : C1(�K;E) �! C1(�K;E)41



est un op�erateur de type Dira
 alorsindeD+ = ZK �D+ � �A+(0) + dimkerA+2 + ind(H�0; kerT+M�K);o�u a) �D est la forme 
ara
t�eristique d�e�nie par le symbole prin
ipal de D+.b) �A+(0) est la valeur en 0 de l'extension m�eromorphe de�A+(s) = X�2SpA+ sign�j�j�s;en fait, 
ette extension est holomorphe sur le demi-plan Res > �1=2,
) H�0 est le sous-espa
e ve
toriel de L2(�K;E+) engendr�e par les espa
espropres de A+ asso
i�es aux valeurs propres n�egatives ou nulles de A+.En fait, si on note H1(K;E+; kerT+
 ) l'espa
e des se
tions de E+jK qui sontdans H1 et dont la valeur au bord est dans le noyau de T+
 , alors il est toujoursvrai que D+ : H1(K;
; kerT+
 ) �! L2(K;E�) est Fredholm et son indi
e estpr�e
is�ement l'indi
e �etendu de D+.7. Appli
ations �a la L2-
ohomologie.On va i
i exposer 
omment nos r�esultats �a propos des op�erateurs de typeDira
 non-paraboliques �a l'in�ni permettent d'obtenir des liens entre la topologie,la g�eom�etrie �a l'in�ni et les espa
es de formes harmoniques L2. Ces r�esultats sontprouv�es dans [C8℄.7.a. Propri�et�es. | Supposons i
i que (M; g) est une vari�et�e riemannienne
ompl�ete dont l'op�erateur de Gauss-Bonnet est non-parabolique �a l'in�ni , notonsW (�T �M) l'espa
e de Sobolev d�e�ni par la 
ondition de non-paraboli
it�e. On aalors la d�e
omposition de Hodge-deRhamL2(�kT �M) = Hk(M)� dW (�k�1T �M)� ÆW (�k+1T �M):Et il y a un op�erateur de Green 
ontinu G : L2(�T �M) �!W (�T �M) tel que si� 2 L2(�T �M) alors � = h(�) + dG(�) + ÆG(�):De plus si � est faiblement ferm�e alors ÆG(�) = 0 et si � est faiblement 
oferm�ealors dG(�) = 0.7.b. Cons�equen
es sur la topologie. |7.1. Proposition. | Si l'op�erateur de Gauss-Bonnet est non-parabolique�a l'in�ni alors M a un nombre �ni de bouts, mieux en faitdimH1
 (M) <1:Nous pouvons alors obtenir une suite exa
te de la même fa�
on quepr�e
�edement : 42



7.2. Th�eor�eme. | Si l'op�erateur de Gauss-Bonnet d'une vari�et�e rieman-nienne 
ompl�ete est non-parabolique �a l'in�ni et si h1(d + Æ) = 0 alors si D estun ouvert born�e (�a bord r�egulier) de M , nous avons la suite exa
te(7:3) :: �! Hk(D; �D) i�!Hk(M) j��!Hk(2)(M �D) b�!Hk+1(D; �D) �! ::Remarques. |i) Bien �evidement, la 
ondition de non-paraboli
it�e ne d�epend que de lag�eom�etrie de l'in�ni, en parti
ulier D est un ouvert born�e (�a bordr�egulier)de M , alors l'op�erateur de Gauss-Bonnet de la somme 
onnexe(M�D)#�D(M�D) est en
ore non-parabolique �a l'in�ni . Ainsi, les espa
esde L2-
ohomologie r�eduite de M �D sont de dimension �nie.ii) D'apr�es le th�eor�eme 6.11, la 
ondition h1(d+ Æ) = 0 �equivaut �a la suivantef� 2 L2(�T �(M �D)) \ C1; d� = Æ� = 0g =f� 2 W (�T �(M �D)) \ C1; d� = Æ� = 0g:Ce qui �equivaut �a la 
ondition suivante : si � 2 W (�T �M), v�eri�e(d + Æ)� 2 C10 (�T �M) alors � 2 L2. Cette 
ondition est tr�es pro
he d'undes ingr�edients de la preuve du th�eor�eme 4.7.7.
. Appli
ations. | Ce r�esultat a deux appli
ations :7.4. Th�eor�eme. | Il y a une 
onstante C(n) telle que si (Mn; g) est unevari�et�e riemannienne 
ompl�ete dont le tenseur de 
ourbure R et dont le noyau dela 
haleur (P (t; x; y))((t;x;y)2R�+�M�M) v�eri�entZM jRj2(x) Z 1C(n)jRj(x) pP (t; x; x)dt!2 dx <1alors la suite exa
te (7.3) a lieu.Ce
i g�en�eralise le th�eor�eme 4.7, puisque pour les vari�et�es 
onsid�er�ees auth�eor�eme 4.7, on a la majoration suivante du noyau de la 
haleur P (t; x; x) �Ct��=2;8x 2M; 8t > 0. Ce dernier r�esultat s'applique par exemple �a une vari�et�eriemannienne (Mn; g) plate hors d'un 
ompa
t et dont 
haque bout B v�eri�erang�1(B) � n� 4. En fait, on a mieux7.5. Th�eor�eme. | Si (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne 
omplete dontla 
ourbure s'annule au dehors d'un 
ompa
t et si pour 
haque bout B de M ona rang�1(B) � n� 3, alors la suite exa
te (7.3) a lieu.Grâ
e aux travaux de Eshenburg-S
hroeder [E-S℄, on peut d�e
rire un peula g�eom�etrie de 
es vari�et�es : tout d'abord, une telle vari�et�e a un nombre �nide bouts B1; :::; Bb. Soit B un tel bout, on peut le 
hoisir de telle fa�
on que lerevêtement universel de B soit le produit riemannien Rl � �Rn�l �Bn�l(r)�, o�ul = rang�1(B) et o�u on a not�e Bn�l(r) la boule eu
lidienne de rayon r dans43



Rn�l. Ainsi, on peut voir le groupe �1(B) 
omme un sous-groupe du groupe desisom�etries de Rl � Sn�l�1, i.e�1(B) � Isom(Rl)�O(n� l) = (Rl:O(l)) �O(n� l):Notons ~�(B) l'image de �1(B) dans O(l) via la proje
tion (Rl:O(l))�O(n� l) �!O(l). On a alors la formule de Gauss-Bonnet suivante7.6. Th�eor�eme. | Si (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne 
ompl�eteorient�ee de dimension paire, dont la 
ourbure s'annule au dehors d'un 
ompa
tet si pour 
haque bout B de M on a rang�1(B) � n� 3, alors�L2(M) = ZM 
g + XB bout de M q(B);o�u q(B) est ainsi d�e�ni:Si rang�1(B) = 0, alors q(B) = 1j�1(B)j � 1Si rang�1(B) = l > 0 alorsq(B) = (�1)l�1j~�(B)j X
2~�(B) det(
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