COHOMOLOGIE L?> ET PARABOLICITE
GILLES CARRON

REsuME. Nous donnons ici une interprétation topologique des espaces de
formes harmoniques L? de variétés riemanniennes qui sont des déformations
compactes d’espaces symétriques & courbure négative ou nulle ou de groupes
de Lie nilpotent simplement connexe. Nous étudions aussi la cohomologie L2
des variétés dont les bouts sont paraboliques, nous retrouvons en particulier
des résultats de M. Atiyah, V. Patodi, 1. Singer, de W. Miiller et une petite
partie de résultats récents de T. Hausel, E. Hunsicker, R. Mazzeo.

A la mémoire d’Alain Dufresnoy.

1. INTRODUCTION

Lorsque (M, g) est une variété riemannienne compléte, nous notons H* (M) 1es-
pace des k-formes sur M qui sont L? et harmoniques :

HY(M) = {a € L*(A*T*M),doa = 0 et d*a = 0}.

Gréce aux célébres théorémes de Hodge et de-Rham, nous savons que pour une
variété compacte, ces espaces sont isomorphes aux groupes de cohomologie réel de
la variété. Pour une variété non compacte, il est naturel de se demander :

i) A quelles conditions, les espaces de formes harmoniques L? sont de dimension

finies ?

ii) Et quelle est alors Iinterprétation topologique de ces espaces ?

Nous connaissons désormais de nombreuses réponses a ces questions (cf. par exemple
[2, 5, 8, 11, 17, 19, 24, 26, 27]). Nous montrerons ici les deux résultats suivants :

Théoréme A. Soit (N, g) un groupe de Lie nilpotent simplement connezxe de di-
mension n > 3 et (M,g) une variété riemannienne isométrique a linfini 1 a plu-
sieurs copies de (N, g) alors

HE(M) sik<n—2
k ~ c —
H (M)—{ HY(M) sik>?2

Ce théoréme est une généralisation d’un résultat obtenu dans [5] & propos des
variétés euclidiennes a ’infini. Pour les degrés compris entre 2 et n — 2 la preuve
de ce résultat est basée sur des considérations élémentaires. Pour les degrés 1 et
n—1, nous devrons notamment utiliser un résultat de J. Jost et K. Zuo ([13]). Nous
obtiendrons aussi avec une preuve similaire le résultat suivant :

Théoréme B. Soit X = G/K un espace symétrique G courbure négative ou nulle
(de dimension n > 3) et (M, g) une variété riemannienne isométrique & linfini a

10n dit que deux variétés riemaniennes (X1, g1) et (X2, g2) sont isométriques a I'infini s’il existe
deux compacts K1 C X1 et Ko C X» tels que (X1 \ K1,91) et (X2 \ K2, g2) sont isométriques.
1
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plusieurs copies de X alors lorsque rang G # rang K nous avons

HNM) sik<n-—2
k ~ c =
H (M)—{ H*(M) sik>2

Lorsque rang G = rang K, alors cette conclusion persiste exceptée en degré k =
dim X/2, ot H*(M) est de dimension infinie.

Remarquons que d’aprés un résultat de J. Lott ([15]), la finitude des espaces de
formes harmoniques L? considérés dans ces deux théorémes est une conséquence de
la nullité de ces espaces pour les groupes de Lie nilpotents simplement connexe ([7])
et pour les espaces symétriques ([3]). J. Lott montre en effet que si deux variétés
orientables (X1, g1) et (X2, g2) sont isométriques a ’infini alors

dim'Hk(Xl,gl) <00 < dimHk(XQ,QQ) < 00.

Nos hypothéses ne permettent pas de traiter le cas o M est une surface rieman-
nienne dont les bouts sont euclidiens. En fait pour une surface riemannienne ’espace
des 1-formes harmoniques L? est un invariant conforme et pour une telle surface
(S, g) de type fini nous avons :

— soit ‘H(S, g) est de dimension finie et (S,g) est conformément équivalente

a une surface compacte privée d’un nombre fini de points et H!(S,g) ~
Im[H}(S) — H'(S)],
— soit H!(S, g) est de dimension infinie.
La différence entre ces deux cas pouvant étre aussi distingué par la parabolicité
ou la non-parabolicité de la surface. Nous démontrerons le résultat partiellement
analogue suivant :

Théoréme C. On considére (M, g) une variété riemannienne qui au dehors d’un
compact D est isométrique a

(]0, 00[xOD, dt* + hy)

ot hy est une famille de métrique riemannienne sur 0D telle que :
— sit > s alors hy > hs,

— si on note L(t) = vol,,_1({t} x OD) = fBD v/detp, hidvoly, alors
/OO dt -
o L) 7

~ si on note J(t,0) = \/dety,(g) he(0) alors la fonction

t
. 1
i) = s J0) [ 7755

/°° dt

- = OO
o J(b)
Alors nous avons l’isomorphisme :

HE(M) ~ Im[HF (M) — H*(M)).

vérifie

Ce théoréme général nous permet de donner une preuve unifiée de beaucoup de
résultats connus par exemple lorsque (M, g) est & bouts cylindriques on retrouve un
résultat de M. Atiyah, V. Patodi et I. Singer ([2]) ; nous retrouvons aussi un résultat
de W. Miiller & propos des b-métriques sur les variétés dont le bord & un coin de
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codimension 2 ([21]) ; enfin nous re obtenons une partie d’un résultat récent de T.
Hausel, E. Hunsicker et R. Mazzeo ([11]) ; et enfin ce résultat permet de démontrer :

Corollaire D. Soit E — X un fibré vectoriel riemannien sur une variété rieman-
nienne compacte ot les fibres sont des plans euclidiens, L équipé de sa métrique
riemannienne vérifie :

HE(L) ~ Im[H*(L) — H*(L)).
Ceci permet répond & une question posée dans [7].

Remerciements. Je tiens a remercier I’Université de Stanford pour son hospitalité
et particuliérement Rafe Mazzeo dont les questions pertinentes sont & l'origine de
ce travail. Je remercie aussi Colin Guillarmou et Nader Yeganefar pour I'attention
qu’ils ont porté & ce travail. Enfin ce travail a été fait alors que je bénéficiais d’une
délégation partielle au C.N.R.S.et d’une aide d’un programme ACI du ministére de
la recherche.

2. COHOMOLOGIE L? ET COHOMOLOGIE USUELLE

L’objectif de ce paragraphe est d’utiliser des arguments élémentaires de coho-
mologie usuelle pour donner une interprétation topologique des espaces de formes
harmoniques L? de certaines variétés riemanniennes (non compactes). Nous com-
mencons par rappeler briévement les propriétés principales de la cohomologie L?
réduite? ; on trouvera plus de détails dans Particle de J. Lott [15] ou encore dans
[7]. Soit (M™,g) une variété riemannienne, on note HY(M) son k"™ espace de
cohomologie L? , il est défini par
HE(M) = {a € L2(A*T*M),da = 0}

? {dB, B € L2(AF1T*M) et dB € L2(AFT*M)}

Il est vrai que la cohomologie L? peut étre calculée par des formes C™, i.e. toute
classe contient une forme lisse. Par exemple lorsque (M, g) est compléte (ce que 'on

supposera désormais) ces espaces s’identifient aux espaces de formes harmoniques
L2

HY(M) =~ H¥(M) = {a € L*(A*T*M),da = 0 et d*a = 0}.
En effet, si nous notons :
ZE(M) ={ac L*(A*T*M),do = 0}
={a € L*(AFT*M), tel que VB3 € CP(A*'T*M) (a,d*B) = 0}
et  BY(M) =dCge(A1T*M)

alors nous avons HY (M) ~ H*(M) = Z§(M) N (Bg(M))L . Lorsque Q C M est un
ouvert a bord compact lisse de M, on peut définir aussi la cohomologie L? absolue
ou relative avec :

ZE(Q) ={a e L2(A*T*Q), tel que V3 € C(A*TIT*Q) (a,d*B) = 0}

et BE(Q) = dCso(AF-1T+Q)

2Désormais, on omettra de signaler qu’il s’agit de la cohomologie L2 réduite.
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ott une forme de C5°(A*~1T*Q) est & support compact dans ’adhérence de Q, elle
n’est pas forcément nulle dans un voisinage de 9€2. Alors on définit

Hy (Q) = Z5(Q)/B5 ().
L’inclusion j : Q@ — M induit donc une application linéaire
j* ¢ HE(M) — HE(Q).
La cohomologie L? relative est définie avec les espaces :
ZE(Q,00) = {ac L*(A*T*Q), tel que VB € C°(A*I'T*Q) (o, d*B) = 0}
et B5(Q,00) =dCO(A1T+Q)

et on définit HY(Q,00Q) = Z5(Q,00Q)/B5 (9, 00). L’application extension par zéro
permet de définir une application linéaire e : HJ(Q,09) — H5(M). Bien stir
si Q est relativement compact ces espaces s’idenfient a la cohomologie absolue ou
relative de Q. Dans [15] (voir aussi [7]), il est remarqué que si D est un domaine
compact de M alors les suites exactes longues

.. — H*D,oD) -~ H*(M) 1= HF 0\ D) 2 HFY(D,0D) — .

. — H*(M\ D,0D) -% B*(M) 2 5 (D) 2 HE (M \ D,oD) — ..
induisent deux petites suites exactes :

HEM) 2 mE M\ D) 2 BYY(D, D)
(2.1) HE(M\ D,oD) -5 HE(M) 2 H*(D)
Un autre héritage de ces suites exactes est le suivant :
Lemme 2.1. Si D est un domaine compact de M et si H*=*(M \ D) = {0} alors
{0} - H*(D,0D) — H5(M).

Démonstration. Soit ¢ € H¥(D,dD), on sait que ¢ contient une forme a fermée
lisse & support compact dans Iinterieur de D. Si « est nulle en cohomologie L2,
nous savons qu’elle est nulle en cohomologie usuelle ([22], théoréme 24). Ainsi

c=la] €ker (i : H*(D,0D) — H"(M)) =Im (b : H* *(M \ D) — H*(D,0D)),
or ce dernier espace est nul par hypothése. (I
On a aussi compte tenu de (2.1)
Lemme 2.2. Si D est un domaine compact de M et si
HY(M\ D,oD) = {0}
alors
{0} — Hy (M) — H*(D).

Remarquons que lorsque H*(0D) = {0} alors en degré k la cohomologie relative
de D se surjecte dans la cohomologie usuelle de D et en combinant les deux lemmes
précédents on obtient :



COHOMOLOGIE L? ET PARABOLICITE 5

Proposition 2.3. Supposons que pour un domaine compact D C M, on ait H5 (M\
D,0D) = {0} ainsi que H*=Y(M \ D) = {0} et H*(OD) = {0} alors on a

HY(M)~ H*(D) ~ H*(D,0D).
Et si de plus H*(M \ D) = {0} alors on a HY(M) ~ H*(M) ~ H*(D,dD).
Nous voulons maintenant un critére qui garantisse que H5 (M \ D, dD) soit nul :
Lemme 2.4. Supposons que H5Y(M) = {0} et que H*(OD) = {0} alors
Hy (M \ D) = {0}.

Démonstration. Soit ¢ € HY(M \ D), et o un représentant lisse de ¢, comme
H*(9D) = {0}, on peut trouver 3 une (k — 1)-forme lisse & support compact dans
Padhérence de M \ D , de fagon a ce que oo — df3, qui est encore un élément de c,
soit & support dans 'intérieur de M \ D. Mais cette forme est nulle en cohomologie
L? sur M, on peut donc trouver une suite (¢;); de formes lisses & support compact
dans M tel que
a—dB=L? lim dy;.
l—o0o

En particulier en restriction & M \ D, on a
a—dB = L? lim d(j*¢).
l—o0
donc ¢ est nulle. O
La concaténation de ces résultats nous donne le théoréme suivant :

Théoréme 2.5. Soit (M, go) une variété riemannienne compléte orientée avec
Dy C M un domaine compact de M tel que

- H*Y(My \ Do) = H"(My \ Do) = {0}.

- H*=1(0Dy) = H*(0Dy) = {0}.

- Hy(Mo) = {0}.
alors pour toute variété riemannienne (M, g) isométrique au dehors d’un compact
a (Mo \ Do, go0), on a

HE(M) ~ H*(M)

En effet , d’abord la dualité induite par 'opérateur de Hodge implique que
H"%(8Dy) = {0} et Hy ¥ (M) = {0} ; donc grace au lemme (2.4) on a HY % (M
Dy) = {0}. La dualité induite par 'opérateur de Hodge nous permet d’affirmer
Hy ™My \ Do) ~ HE(My \ Do, dDy) et nous pouvons alors conclure grace a la
proposition (2.3).

Une application immédiate est la suivante :

Corollaire 2.6. Soit gy une métrique compléte sur R™ et k € [2,n — 2] un entier
tel que (R™, go) n'ait pas de k-formes harmoniques L? non triviale alors pour toute
variété riemannienne (M, g) isométrigue a (R™, go) au dehors d’un compact on a :

HY (M, g) ~ H*(M) ~ HF(M).

Remarque 2.7. Lorsque k vaut 0 ou n, on a simplement HY(M,g) ~ HO(M) = {0}
et Hy(M,g) ~ H™(M) = {0}. Le cas ou (M, g) est isométrique a 'infini & plusieurs
copies de (R™, gg) donne le méme résultat. Nous verrons plus loin comment traité,
avec un peu d’analyse, le cas des degré 1 ou n — 1.
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Ce dernier corollaire a beaucoup d’applications :

— Si go est la métrique euclidienne, on re-prouve un résultat de [5]; d’ailleurs
dans ce papier, on utilisait déja l'injectivité (2.1).

— Si (N,g) est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe équipé d’une
métrique invariante & gauche alors N est difféomorphe & R™ et on sait que
(N, g) n’a pas de formes harmoniques L? non triviale (cf. corollaire 2.4 de [7]).

- Si X = G/K est un espace symétrique a courbure négative ou nulle, alors
X est diffeomorphe & R™ et les travaux de A. Borel ([3]) nous apprennent
que lorsque rang G # rang K alors X n’a pas de formes harmoniques L? non
trivial, et que lorsque rang G = rang K et k # n/2, X n’a pas de k-formes
harmoniques L? non triviales.

3. L? COHOMOLOGIE ET PARABOLICITE

3.1. Un résultat d’annulation. Le but de cette partie est de prolonger les argu-
ments de la partie précédente en y introduisant un peu de géométrie. Nous com-
mencons tout d’abord par le lemme suivant qui est un léger raffinement dans une
formulation un peu différente d’un résultat de P. Li, J. Jost et K. Zuo, J. Mc Neal
et N. Hitchin [14, 13, 16, 12].

Lemme 3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte et o € L?(APT*M)
une p forme L? fermée. On suppose qu’il existe 3 € C*°(AP~YT*M) avec

IS
M Y(p)?

ot p est la fonction distance a un point o fixé de M et 1) est une fonction continue
positive telle que

a=df et dvol < oo

< dr
1 Y(r)

alors la classe de o en cohomologie L? est nulle.

Démonstration. Soient r, R deux nombres réels tels que 0 < r < R, on leurs associe
la fonction ¢, r définie par

1 si s<r
—1
v r(8) = fSR % X (fTR %) si se(rR]
0 si s>R

La forme ¢, r(p)0 est lipschitsienne & support compact et on a

@ — d(¢7‘,R(p)ﬁ) = — CbT,R(p)dB - ¢;,R(p)dp A ﬁ

mais nous avons

Rogt\ 8%
/ d 22 < _— dvol
o7 r(P)dp A Bll72 < (/T ¢(t)> /B(O,R)\B(o,r) ¥(p)? v

Or par hypothése on peut trouver deux suites rp < Ry telles que limg_, o 7 = 00

et
[ !
o V)) Tk
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d’ol pour ces suites
= L2 - klingo d((ka,Rk (P)ﬁ)
O

Remarque 3.2. Si on fait comme J. Jost et K. Zuo ’hypothése qu’il existe une
constante C telle que

/ |3|*dvol < CR?
B(o,R)

alors nos hypothéses sont satisfaites pour la fonction ¢ (r) = rlogr + 1.

Nos hypothéses sont intimement liées a la parabolicité. Pour plus d’information
concernant cette notion, je conseille le survol remarquable et trés complet de A.
Grigor’yan [10]. Je rappelle ici juste que si (M,g) est une variété riemannienne
compléte et 1 une mesure absolument continue par rapport & dvol alors on dit que
Popérateur A* associé & la forme quadratique f — [, |df|?du est parabolique *
I'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiées :

— A* n’a pas de fonction de Green positive

— 11 existe une suite (ux)x de fonctions lisses & support compact telle que

0<u,<1let hm ur, = 1 uniformément sur les compacts

et hm/ |dug|?dp =04

k—o00
Une lecture attentive de la preuve du lemme précédent montre que si pour la mesure
dp = |B|2dvol, l'opérateur A* est parabolique alors « est nulle en cohomologie L2.

3.2. Fin de la preuve des théorémes A et B. Nous pouvons complémenter
notre corollaire (2.6) et finir la preuve des théorémes A et B :

Proposition 3.3. Soit g9 une métrique compléte sur R™, on suppose que n > 2 et
que pour un point o fizé de R™ on a les inégalités de Poincaré :

Yo € C*(B(o,1)), / (¢ — my(p))3dvol < C’rz/ |dip|?d vol
B(o,r) B(o,r)

ot on a noté m,.(p) = fB(O " wdvol /vol B(o,r) la moyenne de la fonction ¢ sur
la boule B(o,r). On suppose aussi que (R™, go) vérifie l’inégalité de Sobolev :

1-2/v
Vo € C3°(R™) ( / (cp)2”/(”_2)dvol> <C / |de|?d vol
M M
et on suppose enfin que pour une constante C' on a pour tout r > 1
vol B(o,r) < Cr”
Si (M, g) est isométrique & Uinfini a plusieurs copies de (R™,go) alors
Hy (M)~ HN(M) et HY (M) ~ H"'(M).
Nous commenccons par montrer le lemme suivant qui est nécéssaire pour démon-

trer cette proposition :

3si dp = dvol, on dit simplement que (M, g) est parabolique.
4Cette hypothése pouvant étre remplacée par limsupy_, fM |duk\2dp < 00.
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Lemme 3.4. Soit gy une métriqgue compléte sur R™ vérifiant les hypothéses de la
proposition précédente, si u est une fonction lisse sur R™ telle que

/R \du\ﬁodvolgo < oo

alors il y a une constante c € R telle que pour tout r > 1 on ait
/ (u— ¢)?dvol < Cr?
B(o,r)
Démonstration. Notons en effet V (r) = vol B(o,r) et By = B(o,2*). Posons

1
T V(R /B B

on va montrer que la suite ¢; converge. On a

ek — cea| = W@Hl) ‘kakaH (u(z) — u(y)) dxdy’

IN

V(2k)X}'(2k+1) kaﬂ X Bls1 lu(x) — u(y)| dvdy

1 9 1/2
V(2F) (ka+1 X Biy1 |u(x) - U(y)| dl'dy:|
2V (M) L, \1/2
S \/((77 (ka+l |U(.T) — Ck+1‘ dx)

V(2F)

IN

< C(Qk)l_”/2

Ou pour obtenir la derniére inégalité, nous avons utilisé ’inégalité de Poincaré et
le fait que 'inégalité de Sobolev implique que le volume des boules géodésiques de
rayon 7 est uniformément minorée par C**r” (|4]). Grace a ceci nous savons que la
suite (cx)p converge vers coo et |cp — coo| < Ce¥ ot e = 217%/2 €]0, 1[. Ainsi nous
obtenons

/ (u — co0)?dvol < 2/ (u — cp)?dvol +2V (2%)|cr — coo]? < C(2F)?
B(0,2F) B(o0,2%)

O

Démonstration de la proposition : Suivant la proposition (2.4) et le théoréme
(3.3) de [6], on sait que (M,g) vérifie la méme inégalité de Sobolev (avec des
constantes différentes) et aussi que

{0} — H(M) — Hy(M).

Soit donc ¢ € H3(M), on veut montrer que ¢ contient une forme lisse & support
compact. On sait par hypothése qu’il y a un compact K de M tel que M \ K =
Ub_, E;, oit chaque E; est isométrique & (R™\ B(o, R), go). En particulier il y a sur
chaque FE; une fonction lisse f; € C°(R™ \ B(o, R)) telle que o = df;. Soit f une
fonction lisse sur M qui vaut f; sur chaque F; on sait que o — df est une 1 forme
a support compact. Il reste donc & montrer que dans la classe de cohomologie L?
de df il y a une forme & support compacte. Soit donc u; une fonction lisse sur R™
qui vaut f; sur R™ \ B(o, R), grace au lemme précédent nous obtenons ’existence
d’une constante c; telle que

/ (u; — ¢;)*dvol < Or?
B(o,r)
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Grace a cette estimée et au résultat de J. Jost et K. Zuo (cf. [13] et la remarque
3.2) nous pouvons affirmer que si h est une fonction lisse sur M qui vaut ¢; sur F;,
alors dh et df ont méme classe de cohomologie L2.

Remarque 3.5. En fait la seule propriété topologique de R™ que nous avons utilisé
est le fait qu’il est simplement connexe & l'infini. Ainsi R™ peut étre ici changé en
n’importe quelle variété simplement connexe & l’infini.

Ceci ne nous permet pas de traiter le cas des surfaces mais celui ci est aisé car
I’espace des 1-formes harmoniques L? d’une surface riemanienne est un invariant
conforme. Et nous avons la dichotomie suivante pour (S,g) une surface rieman-
nienne compléte de type fini :

— soit HY(S, g) est de dimension finie et (S, g) est conformément équivalente a

une surface compacte privé d’un nombre fini de points et
H(S,g) ~ Im[H;(S) — H'(S)],

— soit H!(S, g) est de dimension infinie.

Cette proposition nous permet d’achever la preuve du théoréme A car il est bien
connu qu’un groupe de Lie nilpotent simplement connexe vérifie nos hypothéses (cf.
par exemple [25, 23]).

Dans le cas ot le laplacien de Hodge-deRham présente un trou spectral en degré
0 et 1 nous pouvons aussi conclure :

Proposition 3.6. Soit gg une métrique compléte sur R™ o n > 2 et on suppose
que (R™, go) vérifie les inégalités de Poincaré :

Yo € C’(‘)’O(R”)/ lp|?dvoly, < C/ \d(p@odvolgo
M M

Va € ch(T*R")/ af? dvolg, < c/ [lde|?, + |d*al? Jdvoly, .
M M
Si (M, g) est isométrique & l'infini a plusieurs copies de (R™,go) alors
Hi(M)~ HN(M) et HY (M) ~ H'(M).

Démonstration. Pour cela il suffit de remarquer que la premiére inégalité de Poin-
caré implique que le volume de (R™, gg) est infini et alors on sait grace a la propo-
sition (5.1) de [9] que
{0} — H; (M) — Hy(M).

Maintenant, I’hypothése de trou spectral sur les 1-formes montrent que si u est une
fonction lisse sur R” telle que [p, |dul? dvoly, < oo, alors il y a une constante ¢
telle que u — ¢ € L?; ce qui permet d’adapter (encore plus facilement) la preuve de
la proposition (3.3). O

3.3. Cohomologie L? et bouts paraboliques. Le deuxiéme argument géomé-
trique est le suivant :

Proposition 3.7. On suppose ici que (M, g) est une variété riemannienne compléte
isométrique au dehors d’un domaine compact D a

(0, 00[xOD, dt* + hy)

ot hy est une famille de métrique riemannienne sur 0D telle que
— sit > s alors hy > hg,
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~ si on note L(t) = vol,_1({t} x OD) = [, v/dety, hy dvoly, alors
/°° a
o L(t)

L’image de application naturelle HY (M) — H*(M) est alors ezactement

Im[HF (M) — H"(M)].
Démonstration. Puisque d’aprés M. Anderson ([1]), I'espace Im[H* (M) — H*(M)]
s’'injecte dans HY(M), il suffit de démontrer que si « est une k-forme lisse L? sur

M, alors tirée en arriére sur 0D elle est nulle en cohomologie. Considérons donc
une (n — 1 — k) forme lisse fermée sur 9D , on veut montrer que

c:= B Aiga = 0.
oD
ou on a noté i, : 0D — [0, 00[xdD l'inclusion 6 — (¢,6). On a évidement :

/gmga /6/\1’2‘@ g||g||m/ 7|y d volng
oD oD oD

Maintenant si on note J(t,0) = \/dety(g) h¢(6), comme hy > hg on a |ifalp, (0) <
J(t,0)|aly4(t,0), d’ou en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

@ <133 L) [ lafdvol,,
oD

: / QAP / laf2d vol
c — < o alzdv
» L(t) Y= Jemxon 0 Y

En faisant tendre R vers I'infini, nous obtenons ¢ = 0. (]

D’ou

Remarquons que cette hypothése implique que (M, g) est parabolique en par-
ticulier en dimension 2, ceci implique que (M, g) est conformément équivalent &
une surface compacte M privée d’un nombre fini de points et dans ce cas grace &
I’invariance conforme de 1’espace des 1-formes harmoniques L? on sait que

Hy (M)~ H' (M) ~Im[H}(M) — H'(M)]

Nous voulons maintenant en quelque sorte généraliser ce résultat ; d’aprés le lemme
2.2, la nullité de HY(M\ D, D) et les hypothéses de notre proposition (3.7) suffisent
pour savoir que :

HY(M) ~Im[H*(M) — H"(M)] .

Nous allons montrer :

Théoréme 3.8. Si en plus des hypothéses précédentes la fonction

t
. 1
i) = pax J(t,0) /0 Te0®

HY(M) ~Tm[H* (M) — H*(M)]

vérifie

alors nous avons
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Démonstration. Soit donc ¢ € H¥(M \ D,0D) et o une forme lisse fermée repré-
sentant ¢, on a a = df ou

0
6= / (o7 )*intxadr
olt X est le champ de vecteurs ¢ sur ]0,00[xdD et ¢” son flot :

o7 (t,0) = (e7t,0).

Compte tenu que ’on suppose que t — h; est une famille croissante de métrique
riemannienne sur 0D on a

1B(6.0)], < / g5, 0)ds

Maintenant si I(t,0) = fot J(s,0)"1ds, on a pour toute fonction u telle que u’ €
L%(R, J(t,0)dt) et u(0) =0

oo ’ 2 0o
(3.1) i /0 u2(t)(ll((;:g))> J(t,0)dt < /0 /()2 () T (£, 0)

On obtient cette inégalité d’abord pour tout les u € C§°(]0, 00[) ; en posant u(t) =
v(t) \/I(t) et en intégrant par partie on obtient

/000 ' () |2 I (L, 0)dt > i /OOO () m "

En appliquant cette inégalité a u(t) = fot |a|g(s,0)ds et en intégrant I'inégalité
obtenue sur 9D, nous obtenons que

/ 67
b J(t)?

ce qui permet de conclure grace au lemme (3.1).

dvol < oo

O

3.4. Applications. Ce dernier résultat nous permet de re-démontrer dans une
preuve unifiée de nombreux résultats :

— Lorsque (M, g) est & bouts cylindriques (i.e. lorsque pour tout ¢ : hy = hyg)
alors nous retrouvons un résultat de M. Atiyah, V. Patodi, I. Singer ([2]).

— Lorsque M est difféomorphe & lintérieur d’une variété M dont le bord est
constitué de deux hypersurfaces X; et X5 s’intersectant suivant une sous va-
riété de codimension 2 dans M et lorsque g est une b métrique associée & cette
variété & coins i.e.

ol 1 (resp. z2) est une fonction définissant X; (resp. Xs) et h une métrique
lisse sur M ; alors nous retrouvons un résultat de W. Miiller ([21]).
— Lorsque 0D est une fibration sur un cercle
F— 0D s,
ott hy = k4 t*(7*6)?
et 0 une 1-forme jamais nulle sur S! et k une métrique riemannienne sur 9D ;
i.e. g est du type "fibred boundary" dans la terminologie de R. Mazzeo et R.
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Melrose ([18]). Nous retrouvons ainsi une petite partie d’un résultat important
de T. Hausel, E. Hunsicker et R. Mazzeo (corollaire 10 de [11]) & propos de
instantons gravitationnels qui sont ALG.
— Lorsque (M, g) est plate au dehors d’un compact et parabolique (i.e le volume
des boules géodésiques croit au plus quadratiquement) alors nous retrouvons
une partie du résultat de [8].
Ce théoréme nous permet aussi de démontrer des résultats nouveaux par exemple :

Corollaire 3.9. Soit E — X un fibré vectoriel riemannien sur une variété rie-
mannienne compacte ol les fibres ont des plans euclidiens, équipé de sa métrique
riemannienne L vérifie :

HE(L) ~ Im[H*(L) — H*(L)].
Ceci répond & une question posée dans ([7] p. 102).

Corollaire 3.10. Si (M, g) est une variété riemannienne compléte isométrique au
dehors d’un domaine compact D a

(10, 00[xOD, dt* + h + f(t)*6?)

ol h est une métrique riemannienne sur 0D, 0 est une 1-forme lisse sur 0D et
f e C>(Ry,]0,00]) vérifie
o dt

o [f(t)

HY(M) ~TIm[H*(M) — H*(M)].

alors
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