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Abstract

We give a formula for the jump at zero of the spectral shift function associated with

Schrödinger operator on manifolds with conical ends. We show that, according to its decay,

a zero energy resonant state has a non-integer contribution.

Résumé

Nous donnons une formule pour le saut en zéro de la fonction de décalage spectral

d’opérateur de type Schrödinger sur une variété à bout conique. Cette formule relie ce saut

avec les états résonnants d’énergie nulle.
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1. Introduction

Nous voulons ici calculer le saut en zéro de la fonction de décalage spectral.
Rappelons d’abord brièvement comment elle est définie [B-Y,K1,K2].
Lorsque A et B sont deux opérateurs auto-adjoints, bornés inférieurement,

agissant sur un espace de Hilbert H; et tels que pour tout t40; l’opérateur
e�tA � e�tB est un opérateur à trace, alors les travaux de M.G. Krein fournissent
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une fonction xðl;A;BÞAL1locðRÞ; appelée fonction de décalage spectral telle que

8t40; Trðe�tA � e�tBÞ ¼
Z
R

xðl;A;BÞte�tl dl:

Par exemple lorsque les résolvantes de A et de B sont compactes, cette fonction est
juste la différence entre les fonctions de comptage des valeurs propres de A et de B:

xðl;A;BÞ ¼ CardfSpecA-� �N; l�g � CardfSpec B-� �N; l�g:

Si le spectre de A et B n’est pas discret, on peut penser à cette fonction comme une
régularisation de cette formule.
De plus suivant les travaux de Birman and Krein [BK], cette fonction est reliée à

l’opérateur de scattering Sðl;A;BÞ; on sait que cet opérateur est de la forme
‘‘Identité þ opérateur à trace’’. Son déterminant de Fredholm est donc bien défini et
pour presque tout lASpecacA; on a

detFr Sðl;A;BÞ ¼ e�2ipxðl;A;BÞ:

Ici on considère ðMn; gÞ une variété riemannienne telle qu’un voisinage de l’infini
soit isométrique au bout de cône OR ¼�R;N½�S équipé de la métrique dr2 þ r2h où h

est une métrique riemanienne sur la variété compacte S: Et on étudie sur cette variété
un opérateur de Schrödinger

L ¼ Dg þ V

et où sur OR; V est homogène de degré �2:

Vðr; yÞ ¼ qðyÞ
r2

:

L’opérateur L :CN

0 ðMÞ-L2ðMÞ est essentiellement auto-adjoint, on note encore L

son unique extension auto-adjointe à L2ðMÞ: On note aussi LOR
la réalisation de

l’opérateur L sur L2ðORÞ pour les conditions de Dirichlet sur @OR: Alors on sait que

pour tout t40; l’opérateur e�tL � e�tLOR est un opérateur à trace ([B,Ca3]). On a

donc une fonction xðl;L;LOR
ÞAL1locðRÞ; telle que pour tout t40:

Trðe�tL � e�tLOR Þ ¼
Z
R

xðl;L;LOR
Þte�tl dl:

Il s’avère que sur �0;N½; la fonction xðl;L;LOR
Þ est en fait CN et même suivant T.

Christiansen et L. Parnovski, la fonction de décalage spectral vérifie l’asymptotique
de Weyl [Ch,P]:

xðl;L;LOR
ÞCl-N

volðM\ORÞ
ð4pÞn=2

ln=2

Gðn=2þ 1Þ:

Nous devons alors faire une hypothèse qui assure que l’opérateur LO est positif
et que L n’a qu’un nombre fini de valeurs propres négatives. Pour cela, on
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suppose que

8jACNðSÞ;
Z
S
jdjj2 þ qjjj2X� ðn � 2Þ2

4

Z
S
jjj2:

C’est à dire on suppose que l’opérateur Dh þ q est borné inférieurement

par �ðn � 2Þ2=4: Sans cette hypothèse la fonction de décalage spectral n’a pas de
limite ni à droite ni à gauche de zéro. Et nous avons alors pour tout t40:

Trðe�tL � e�tLOR Þ ¼
X

lASpec L-��N;0½
e�tl þ xð0þ;L;LOR

Þ

� xð0�;L;LOR
Þ þ

Z
N

0

x0ðl;L;LOR
Þe�tl dl:

Cette formule est plus pratique parce que la fonction x est définie avec un déterminant
et sa dérivée s’exprime comme une trace. Il est donc plus aisé d’obtenir des estimées

sur x0: De plus cette dernière formule permet d’obtenir une formule de Levinson.
Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat. Si f est une solution non nulle

de l’équation Lf ¼ 0 à croissance lente, alors il y a une fonction non nulle vACNðSÞ
telle que

fðr; yÞCr-N

vðyÞ
rðn�2Þ=2þn

: ð1:1Þ

De plus �ðn � 2Þ2=4þ n2ASpecðDh þ qÞ et Dhv þ qv ¼ ð�ðn � 2Þ2=4þ n2Þv: On note
alors hn la dimension de l’espace engendré par les solutions non nulles à l’équation
Lf ¼ 0 qui vérifient l’estimée (1.1). On a aussiX

mXn

hm ¼ dimff;Lf ¼ 0 et f ¼ Oðr�ðn�2Þ=2�nÞg:

Théorème 1.1.

xð0þ;L;LOR
Þ � xð0�;L;LOR

Þ ¼
X

nA½0;1�
nhn þ dim kerL2 L:

De plus si SpecðDh þ qÞC� � ðn � 2Þ2=4þ 1;þN½; alors

xð0þ;L;LOR
Þ � xð0�;L;LOR

Þ ¼ dim kerL2 L:

Cette dernière formule est aussi valide pour des pertubations de L par des potentiels qui,

pour un e40; sont borné à l’infini par 1
r4þe:

On remarque donc qu’une solution de l’équation Lf ¼ 0 contribue d’autant plus à

ce saut qu’elle est presque L2:

* Une solution L2 fournit une contribution de 1.
* Une solution f telle que 8e40; rn�1�efAL2 et rn�1feL2 fournit un saut de n:
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En particulier une solution telle que Lf ¼ 0 et fCv=rðn�2Þ=2 est invisible dans la

formule de trace. Alors qu’une solution telle que fCv=rn=2 y apparait comme une

solution L2: Ceci avait déja été remarqué pour l’espace euclidien R4 par Jensen [J2].

D’ordinaire, ces solutions ‘‘presque L2’’ sont appelées ‘‘états demi-bornés’’ (half-
bound state en anglais). Cependant cette terminologie provient du fait que pour R ou

R3; il n’apparait que n ¼ 1=2 et que h1=2 ¼ 0 ou h1=2 ¼ 1: En fait ces solutions

contribuent toutes à la singularité en zéro de l’opérateur de scattering:

Théorème 1.2. Il y a une constante non nulle C telle que lorsque l-0

detFr Sðl;L;LOR
Þ ¼ ð�log lÞh0

Y
0ono1

l�hn
�log l

l

� �h1

l�dim ker
L2

LðC þ oð1ÞÞ:

Ainsi on voit que des solutions de l’équation Lf ¼ 0 qui étaient invisible dans la
formule de trace sont détectées par l’opérateur de scattering. Et une solution de

l’équation Lf ¼ 0 qui n’est pas dans L2 mais presque (au sens où 8e40; r�efAL2)

si elle contribue à la formule de trace comme une fonction propre L2; elle produit sur

l’opérateur de scattering une singularité plus faible qu’une valeur propre L2:
Ces solutions sont nommées états résonnants d’énergie nulle. En général les états

résonnants sont associés aux singularités d’une extension méromorphe de l’opérateur
de scattering. Notre analyse donne donc le lien entre les états résonnants d’énérgie
nulle et le saut en zéro de la fonction de décalage spectral. Ces résonances sont donc

absentes lorsque le spectre de l’opérateur transverse Dh þ q est dans �n � n2=4;
N½: Dans un cadre euclidien, ce calcul du saut en zéro de la fonction de décalage
spectral est du à de nombreux auteurs [Gu,J1,J2,Mu]. Dans notre cadre, T.
Christiansen avait montré qu’en dimension nX3 et pour le laplacien Dg; la fonction
de décalage spectral était nulle en zéro [Ch].
Dans notre cadre des variétés à bouts coniques, il faudrait être capable de traiter le

cas où on pertube notre modèle en présence de résonances. Suivant les travaux de
Murata [Mu], qui concernent le cas euclidien, on peut esperer que notre résultat soit
encore valide pour des pertubations du potentiel par des fonctions décroissant

comme r�6�e pour un e40: Cependant il serait plus intéressant de traiter le cas où on
pertube le potentiel par un terme décroissant comme r�2�e; voir même pour des
pertubations gravitationnelles de la métrique. Nous pensons aussi qu’il doit être

possible d’obtenir des estimées du groupe de Schrödinger e�itL lorsque t-N ou de

la résolvante ðL � zÞ�1 lorsque z-0: En fait un travail récent de X.P. Wang [W]
effectue cette analyse.
La méthode employée ici consiste à se ramener à étudier le déterminant d’un

opérateur pseudo-différentiel sur @OR: Ceci est en effet possible grâce à [Ca3]. Dans
ce travail, on reliait la fonction de décalage spectral avec le déterminant de
l’opérateur de Dirichlet/Neumann. Dans la partie 2 de ce papier, on reliera ces
opérateurs de Dirichlet/Neumann aux opérateurs de scattering définis par Melrose
[M2]. L’opérateur de Dirichlet/Neumann sur @OR est la somme d’un opérateur
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obtenu en résolvant le problème de Dirichlet sur M\OR et d’un opérateur obtenu en
résolvant le problème de Dirichlet sur OR: Le premier a de bonnes propriétés de
dépendance par rapport au paramètre spectral et le second peut être explicité en
séparant les variables sur OR: Dans les parties 3 et 4, on établira certaines estimées
qui nous serviront pour montrer nos résultats.
Nos travaux sont en fait valable pour d’autres opérateurs que des opérateurs

agissant sur des fonctions: nos résultats sont vrais pour tout opérateur de type
laplacien agissant sur les sections d’un fibré hermitien et compatible avec la
géométrie conique (comme le carré de l’opérateur de Dirac, le laplacien de Hodge-
DeRham). Et dans une dernière partie, nous donnons des applications de nos
résultats au scattering super-symétrique. Concernant un laplacien avec champ

magnétique à support compact sur R2; nous donnerons une interprétation de l’écart

entre l’indice L2 et le flux du champ magnétique et nous repondons ainsi à une
question soulevée par les auteurs de [B-G-G-S-S].

Remerciement: Je tiens à remercier mes collègues du laboratoire de Mathématiques

de Nantes pour l’intérêt qu’ils ont porté à ce travail. Je bénéfécie d’un programme

‘‘ACI ’’ du ministère de la recherche du gouvernement fran@ais.

2. L’opérateur de scattering et l’opérateur de Dirichlet/Neumann

Dans cette partie, nous considèrons un opérateur de type Schrödinger L ¼ Dþ V

sur une variété ðM; gÞ à bouts coniques ou équipée d’une ‘‘scattering metric’’ suivant
R. Melrose ou encore ðM; gÞ est asymptotiquement euclidienne suivant d’autres
auteurs. Ainsi M est difféomorphe à l’intérieur d’une variété compacte à bord M de

bord S ¼ @M et pour une fonction x :M-Rþ définissant le bord de M on a

g ¼ ðdxÞ2

x4
þ h̃ðx; y; dx; dyÞ

x2
; près du bord

ou encore si on pose r ¼ 1=x

g ¼ ðdrÞ2 þ r2hðr; y; dr; dyÞ sur fxoeg ¼ fr41=eg:

h̃ étant un 2 tenseur symétrique lisse sur M: On suppose que la fonction V est telle

que x�2VACNðMÞ:

Notation. On définit pour R40 assez grand OR ¼ fx; rðxÞ4Rg; c’est un ouvert
à bord lisse et OR est difféomorphe à �R;N½�S: On identifie donc le bord de OR

avec S:
De plus si OCM est un ouvert, on notera LO la réalisation de L sur L2ðO; dvolÞ

pour les conditions de Dirichlet sur @O:
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2.1. L’opérateur de scattering

Dans [M2], Melrose étudie les propriétés fines de la résolvante RðzÞ; zAC de

l’opérateur L � z2; il montre que pour lAR\f0g; et uACN

0 ðMÞ; la limite

lim
e-0þ

Rðlþ ieÞu

existe et si a40; alors cette limite permet de définir un opérateur continu:

Rðlþ i0þÞ :L2ðM; x1þa dvolgÞ-L2ðM; x�ð1þaÞ dvolgÞ:

Autrement dit pour tout a40; l’opérateur x
1þa
2 Rðlþ i0þÞx

1þa
2 agit continument

sur L2ðM; dvolgÞ: Dans ce papier, R. Melrose montre aussi comment définir un
opérateur de scattering:

SðlÞ :CNðSÞ/CNðSÞ:

Si lAR\f0g et fACNðSÞ; alors il y a un unique uACNðMÞ tel que

ðL � l2Þu ¼ 0;

uðr; sÞCr-N

1

r
n�1
2

ðeilrf ðsÞ þ e�ilrSðlÞf ðsÞÞ:

8><>:
Il est alors évident que Sð�lÞ ¼ SðlÞ�1:
L’opérateur SðlÞ est en fait un opérateur Fourier-intégral associé au flot

géodésique au temps p [M-Z].
On peut aussi définir un opérateur de scattering associé à l’opérateur L sur OR

pour les conditions de Dirichlet: si lAR\f0g et fACNðSÞ; alors il y a un unique
uACNðORÞ tel que

ðL � l2Þu ¼ 0;

u ¼ 0 sur @OR;

uðr; sÞCr-N

1

r
n�1
2

ðeilrf ðsÞ þ e�ilrS0ðlÞf ðsÞÞ:

8>>><>>>:
Par exemple, sur Rn; SðlÞ est l’opérateur qui à fACNðSn�1Þ associe la fonction

ðs/f ð�sÞÞ:

2.2. L’opérateur de Dirichlet/Neumann

Dans [Ca3], nous avons étudié la fonction de décalage spectral en général et nous
l’avons relié au déterminant d’un opérateur de type Dirichlet/Neumann, ou (pour
être plus cohérent avec la terminologie avec la terminologie) d’un opérateur
Dirichlet/transmission.
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Si lAR\f0g et fACNðSÞ; alors il existe une unique solution u ¼ EðlÞf aux
équations

ðL � l2Þu ¼ 0 sur OR;

r
n�1
2 ð@u

@r
� ilruÞ-0 lorsque r-N;

u ¼ f sur @ORCS:

8>><>>:
Ceci s’obtient grâce aux travaux de Melrose [M2] et de Hassell et Vasy [H-V]:
si zAC et Im z40; il y a une unique solution aux équations

ðL � z2Þu ¼ 0;

uAL2ðM; dvolgÞ;
u ¼ f sur @OR:

8><>: ð2:2Þ

Cette solution est donnée par

u ¼ f̃ � R0ðzÞðL � z2Þ f̃

où f̃ACN

0 ðORÞ est une extension quelconque de f et R0ðzÞ la résolvante de ðL � z2Þ
sur OR pour les conditions de Dirichlet sur @OR: L’existence d’une solution
aux équations (2.2) s’obtient en faisant z ¼ lþ ie et en faisant tendre e vers 0+
(Chapter 14 de [M2]). Puis l’unicité de cette solution provient du théorème 2 de [M2].

De plus lorsque l2 n’est pas une valeur propre de L sur M\OR pour les conditions
de Dirichlet sur @OR; on peut alors résoudre uniquement le problème de Dirichlet
intérieur:

ðL � l2Þu ¼ 0 sur M\OR;

u ¼ f sur @OR:

Posons s ¼ flAR; l2ASpec LM\OR
g; ainsi lorsque fACNð@ORÞ et lAR\s; il y a une

unique solution du problème

ðL � l2Þu ¼ 0 sur M\@OR;

r
n�1
2 ð@u

@r
� ilruÞ-0 lorsque r-N;

u ¼ f sur @OR:

8>><>>:
La solution u est continue et ses dérivées présentent un saut le long de @OR:
L’opérateur de Dirichlet/Neumann est alors défini par

NðlÞf ¼
@ujOR

@nOR

þ
@ujM�OR

@nM�OR

:

Où on a noté nM�OR
(resp. nOR

) la normale unitaire sortante de M � OR (resp. OR).
Les arguments de [Ca3] montre que NðlÞ est un opérateur pseudo-différentiel
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d’ordre 1 elliptique inversible sur @OR; de plus son symbole principal est scalaire

positif. En fait, le noyau de Schwarz deNðlÞ�1 est simplement le noyau de Schwarz
de Rðlþ i0þÞ restreint à @OR � @OR:

2.3. Quelques identités fonctionnelles

Le résultat de [Ca3] relie directement la phase de la zeta régularisation du
déterminant de l’opérateur NðlÞ avec la fonction de décalage spectral du couple
ðL;LOR

Þ: Nous allons relié cette fonction de décalage spectral avec la phase du
déterminant de l’opérateur S�1

0 S: Un corollaire de ce résultat est une formule de

trace, formule déjà connue (cf le th 3.1 de [Ch]). Pour prouver ce résultat nous
devons relier les opérateurs S0ðlÞ; SðlÞ NðlÞ: Pour cela, il faut des opérateurs
reliant ce qui se passe à l’infini sur S et sur @OR:
Les premiers sont les opérateurs de Poisson P et P0:
Si fACNðSÞ alors PðlÞfACNðMÞ est la solution de

ðL � l2ÞPðlÞf ¼ 0;

PðlÞf ðr; sÞCr-N
1

r
n�1
2

ðeilrf ðsÞ þ e�ilrSðlÞf ðsÞÞ:

8<:
De même, P0ðlÞ est l’opérateur qui à fACNðSÞ associe P0ðlÞfACNðORÞ la
solution de

ðL � l2ÞP0ðlÞf ¼ 0;

P0ðlÞf ¼ 0 sur @OR;

P0ðlÞf ðr; sÞCr-N
1

r
n�1
2

ðeilrf ðsÞ þ e�ilrS0ðlÞf ðsÞÞ:

8>><>>:
Les seconds sont les opérateurs TðlÞ qui à fACNðSÞ associe TðlÞfACNðSÞ tels

que si u résoud le problème de Dirichlet

ðL � l2Þu ¼ 0 sur OR;

r
n�1
2 @u

@r
� ilru


 �
-0 lorsque r-N;

u ¼ f sur @ORCS

8>><>>:
alors

uðr; yÞCr-N

eilr

r
n�1
2

TðlÞ f ðsÞ:

T est en fait un opérateur régularisant.
On peut maintenant relier les opérateurs S0ðlÞ; SðlÞ NðlÞ; PðlÞ; P0ðlÞ et TðlÞ:
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Tout d’abord, si fACNðSÞ; alors v ¼ PðlÞf � P0ðlÞf est solution sur OR des
équations

ðL � l2Þv ¼ 0 sur OR;

r
n�1
2

@v

@r
� ilv

� �
-0 lorsque r-N:

Et lorsque r-N; on a

vðr; yÞCr-N

e�ilr

r
n�1
2

ðSðlÞf ðyÞ � S0ðlÞf ðyÞÞ:

On en déduit donc l’identité suivante

Tð�lÞðPðlÞf j@OR
Þ ¼ SðlÞf � S0ðlÞf : ð2:3Þ

Puis si fACNðSÞ; alors v ¼ EðlÞf � Eð�lÞf est solution sur OR de l’équation

ðL � l2Þv ¼ 0

et v est nulle sur @OR: De plus lorsque r-N; on a l’asymptotique

vðr; yÞC 1

r
n�1
2

½eilrTðlÞf ðsÞ � e�ilrTð�lÞf ðsÞ�:

Et on obtient donc l’équation

S0ðlÞTðlÞ ¼ �Tð�lÞ: ð2:4Þ

Enfin si fACNðSÞ; alors posons

v ¼ EðlÞNðlÞ�1Nð�lÞf � Eð�lÞf :

Alors v est construit de telle fa@on que v vérifie l’équation ðL � l2Þv ¼ 0 aux sens des
distributions sur M: Donc v vérifie cette équation sur M et de plus lorsque r-N; on
a l’asymptotique

vðr; yÞC 1

r
n�1
2

½eilrTðlÞNðlÞ�1Nð�lÞf ðsÞ � e�ilrTð�lÞf ðsÞ�:

Et on obtient la relation suivante

SðlÞTðlÞNðlÞ�1Nð�lÞ ¼ �Tð�lÞ ð2:5Þ

Si nous utilisons les relations (2.4) et (2.5), nous obtenons

TðlÞNðlÞ�1Nð�lÞ ¼ SðlÞ�1S0ðlÞTðlÞ: ð2:6Þ
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L’opérateur TðlÞ est un opérateur à noyau lisse. Et les opérateurs SðlÞ�1S0ðlÞ et
NðlÞ�1Nð�lÞ sont des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0, on a même que

les opérateurs SðlÞ�1S0ðlÞ � Id et NðlÞ�1Nð�lÞ � Id sont des opérateurs

régularisants, i.e. des opérateurs à noyaux CN:
Pour le premier cela découle des travaux de Joshi et Sà Baretto [J-S], et pour le

second cela découle du fait que si ððx; yÞAM2/Gðl; x; yÞÞ est le noyau de Schwarz
de l’opérateur RðlÞ alors l’opérateur NðlÞ�1 a pour noyau

ððx; yÞAS2/Gðl; x; yÞÞ:

Ainsi le noyau de Schwarz de l’opérateur NðlÞ�1 �Nð�lÞ�1 est i p
2

Eðl; x; yÞ; où
ððx; yÞAM2/Eðl; x; yÞÞ est le noyau de Schwarz du projecteur spectral de L sur

l’intervalle � �N; l2�; et Eðl; : ; :Þ est une fonction CN sur M � M: D’où le résultat

sur NðlÞ�1Nð�lÞ � Id:

2.4. Lien entre les opérateurs de Dirichlet/Neumann et la fonction Xi

Remarquons maintenant que suivant le principe d’unique continuation de [M2,
Théorème 2], on sait que les opérateurs TðlÞ sont injectifs, (2.6) montre que si mAC

alors

TðlÞ : Ker fNðlÞ�1Nð�lÞ � mIdg-Ker fSðlÞ�1S0ðlÞ � mIdg

est une application injective
Nous allons montrer que si mAC\f1g; alors cette application est un isomorphisme.

Soit donc mAC\f1g et fAL2ðSÞ tels que

SðlÞ�1S0ðlÞf ¼ mf:

Il suffit de montrer que l’on peut trouver cAL2ðSÞ tel que TðlÞc ¼ f; alors l’identité
(2.6) montrera que cAKer fNðlÞ�1Nð�lÞ � mIdg:
Comme ma1; on sait que f est CN: Si on applique l’identité (2.6) en �l et à SðlÞf

on obtient:

TðlÞPð�lÞSðlÞf ¼ f� S0ðlÞ�1SðlÞf ¼ m� 1
m

f:

Donc c ¼ m
m�1 Pð�lÞSðlÞfj@OR

convient.

On a donc montré que les opérateurs SðlÞ�1S0ðlÞ etNðlÞ�1Nð�lÞ ont sauf pour
la valeur propre 1 les mêmes valeurs propres comptées avec multiplicités. Ainsi les
déterminants de Fredholm de ces opérateurs sont égaux:

detFr SðlÞ�1S0ðlÞ ¼ detFr NðlÞ�1Nð�lÞ
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ou plutôt:

detFr S0ðlÞ�1SðlÞ ¼ detFr Nð�lÞ�1NðlÞ:

Or l’opérateurNð�lÞ�1NðlÞ � Id est un opérateur à trace et grâce à une remarque
de Kontsevich et Vishik [K-V] on a

detFr Nð�lÞ�1NðlÞ ¼ detz NðlÞ
detz Nð�lÞ:

Où detz NðlÞ est le déterminant de l’opérateur NðlÞ régularisé grâce à la fonction
zðsÞ ¼ TrNðlÞ�s:
Ceci montre que les arguments de ces déterminants diffèrent sur R\s d’une

fonction locallement constante. Or grâce aux travaux de Hassell–Vasy, on sait que
les opérateurs S et S0 dépendent de fa@on CN de lAR\f0g [H-V]. Comme ces
opérateurs sont inversibles, on en déduit qu’il existe une détermination CN de

Arg detFr S0ðlÞ�1SðlÞ sur �0;N½: De plus, nous savons que lA�0;N½/NðlÞ admet
un pôle exactement lorsque lAs et que la multiplicité de ce pôle est exactement celle
de l2 comme valeur propre de LM\OR

: Donc les fonctions Arg detFr S0ðlÞ�1SðlÞ et
2Arg detz NðlÞ � 2pCardfmASpec LM�OR

; mpl2g sont continues sur �0;N½ et donc
y diffèrent d’une constante que l’on peut supposer nulle. Or le théorème (1.5 de
[Ca3]) montre que la fonction de décalage spectral est justement la fonction

� 1
pArg detz NðlÞ þ CardfmASpec LM�OR

; mpl2g:1 On a donc

Théorème 2.1. 8l40; on a

detFr S0ðlÞ�1SðlÞ ¼ e�2ipxðl2;L;LOR
Þ:

Et si l2eSpec LM�OR
; on a aussi

xðl2;L;LOR
Þ ¼ � 1

p
Arg detz NðlÞ þ CardfmASpec LM�OR

; mpl2g:

Remarque 2.2. L’analyse que nous venons de faire n’est pas spéciale à la
géométrie considérée ici. Nos résultats sont aussi valide dans bien d’autres cadres
dès que l’on sait définir l’opérateur Rðlþ i0þÞ et l’opérateur de Scattering et
que l’on a montré une propriété d’unique continuation semblable au Théorème 2
de [M2].
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3. L’opérateur de Dirichlet/Neumann

Notre but est de calculer le saut en zéro de la fonction de décalage spectral xðlÞ i.e.
de calculer xð0þÞ � xð0�Þ: Nous allons d’abord supposer que l’opérateur L est tel
qu’à l’infini nous pouvons séparé les variables. C’est à dire on suppose qu’au dehors
d’un compact K ; la métrique g est conique

ðM\K ; gÞ ¼ ð½R;N½�S; dr2 þ r2hÞ

où h est une métrique riemannienne sur S et que sur M\K ; le potentiel V est
homogène de degré �2:

Vðr; yÞ ¼ qðyÞ
r2

:

3.1. Une hypothèse

Nous faisons de plus une hypothèse qui vont assurer que les limites à gauche et à
droite en zéro de la fonction de décalage spectral existent: on suppose que l’opérateur

modèle L0 sur le cône ð�0;N½�S; dr2 þ r2hÞ est positif:

8fACN

0 ð�0;N½�SÞ;

/L0f;fS ¼
Z

N

0

Z
S

@

@r
f

���� ����2þ jdSfj2h þ qðyÞf2

r2
rn�1 dr dvolhðyÞX0:

Ceci équivaut à ce que la plus petite valeur propre de l’opérateur Dh þ q sur S soit
supérieure ou égale à �ðn � 2Þ2=4; c’est à dire que

8jACNðSÞ; /Dhjþ qj;jS ¼
Z
S
jdjj2h þ qðyÞj2 dvolhX� ðn � 2Þ2

4

Z
S
j2 dvolh:

On déduit ceci facilement de l’inégalité de Hardy:

8uACN

0 ð�0;N½Þ;
Z

N

0

@

@r
u

���� ����2rn�1 drX
ðn � 2Þ2

4

Z
N

0

u2

r2
rn�1 dr:

Et du fait que cette inégalité est optimale.

Cette hypothèse implique que l’indice de l’opérateur L est fini, i.e. que sur L2; L

n’a qu’un nombre fini de valeurs propres négatives; en fait, suivant [F], cette
hypothèse est équivalente au fait que cet indice soit fini.
Ceci implique que si R est assez grand alors 0 n’est pas dans le spectre de

l’opérateur L sur M\ð½R;N½�SÞ lorsqu’on a mis sur S les conditions de Dirichlet.
Si OR ¼ ½R;N½�S; alors l’opérateur LOR

est positif, en particulier il n’a pas de
valeur propre négative, et donc la fonction de décalage spectral est localement
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constante sur � �N; 0½ et:

xð0�;L;LOR
Þ ¼ dim

M
lo0

KerL2ðL � lIdÞ:

On va maintenant voir dans un cas simple que sans notre hypothèse de positivité à
l’infini, la limite à droite de la fonction de décalage spectral n’existe pas forcément.
Pour c40; on considère l’opérateur

L ¼ � d2

dr2
� 1

r

d

dr
� c2

r2

sur L2ð½1;N½; r drÞ: On note LD la réalisation de L sur L2ð½1;N½; rdrÞ pour les
conditions de Dirichlet et LN la réalisation de L pour les conditions de Neumann. On
sait que LN est une perturbation de rang 1 de LD et on a pour l40:

xð
ffiffiffi
l

p
;LN ;LDÞ ¼ � 1

p
Arg �l

H10

icðlÞ
H1

icðlÞ

 !
:

Où H1
ic est la fonction de Hankel d’indice ic: On connait le dévellopement asymptotique

de la fonction de Hankel lorsque l-0 (cf. [Le] page 101), et on obtient ainsi

l
H10

icðlÞ
H1

icðlÞ
¼ �ic

1þ acðl=2Þ2ic

1� acðl=2Þ2ic
þ Oðl2Þ;

avec ac ¼ epcGð1� icÞ=Gð1þ icÞ:
Ainsi lorsque l-0; l’argument de cette expression est asymptote à une fonction

périodique non constante en log l et donc xð
ffiffiffi
l

p
;LN ;LDÞ oscille près de 0+ et cette

fonction n’a pas de limite en 0+.

3.2. L’opérateur de Dirichlet/Neumann pour l’énergie nulle

Cette hypothèse de positivité nous assure aussi l’existence d’un opérateur de
Dirichlet/Neumann pour l ¼ 0:
En effet, nous partons d’un raffinement de l’inégalité de Hardy:

8uACN

0 ð�1;N½Þ;

Z
N

1

@

@r
u

���� ����2rn�1 dr � ðn � 2Þ2

4

Z
N

1

u2

r2
rn�1 drX

1

4

Z
N

1

u2

ðlog rÞ2r2
rn�1 dr:

Inégalité que l’on obtient en posant u ¼ rðn�2Þ=2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
log r

p
v: On a alorsZ

N

1

@

@r
u

���� ����2rn�1 dr ¼ ðn � 2Þ2

4

Z
N

1

u2

r2
rn�1 dr þ

Z
N

1

v02 log r þ v2

4r2 log r

� �
rdr:
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De cette inégalité et de l’hypothèse que nous faisons sur le spectre de l’opérateur

Dh þ q; nous en déduisons l’inégalité de coercivité faible suivante:

8fACN

0 ð�R;N½�SÞ; /Lf;fSX
1
4
jjðr log rÞ�1fjj2L2 :

Et ceci nous permet de résoudre le problème de Dirichlet extérieur:

Proposition 3.1. Si fACNðSÞ; alors il y a un unique

Eð0ÞfAL2 �R;N½�S;
dvolg

ðr log rÞ2

 !

tel que

LEð0Þf ¼ 0 sur �R;N½�S;

Eð0Þf ¼ f sur fRg � S:

�

Bien sur, si on utilise la décomposition spectrale de l’opérateur Dh þ q; alors Eð0Þf
est facile à expliciter: soit fjjgj est une base hilbertienne de L2ðSÞ constituée de
fonctions propres de l’opérateur Dh þ q:

L2ðSÞ ¼
M
jAN

Cjj ð3:7Þ

avec pour jX0; ðDh þ qÞjj ¼ ljjj: Et posons nj ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
lj þ ðn � 2Þ2=4

q
; alors si f ¼P

jcjjj; on a

Eð0Þf ðr; yÞ ¼
X

j

R

r

� �njþðn�2Þ=2
cjjjðyÞ:

L’opérateur de Dirichlet/Neumann extérieur f/� @
@r
jr¼REð0Þf est juste l’opérateur

1

R

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Dh þ q þ ðn � 2Þ2=4

q
þ n � 2

2
Id

� �
; ð3:8Þ

c’est bien un opérateur pseudo différentiel elliptique d’ordre 1. De plus l’inégalité de
coercivité faible nous permet d’affirmer que si EðimÞf résoud

ðL þ m2ÞEðimÞf ¼ 0 sur �R;N½�S;

EðimÞfAL2;

EðimÞf ¼ f sur fRg � S:

8><>:
alors EðimÞf tend vers Eð0Þf dans L2loc lorsque m-0:
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On a déjà dit que pour R assez grand l’opérateur L sur froRg pour les conditions
de Dirichlet est inversible, ce qui permet de résoudre le problème de Dirichlet
intérieur et définir ainsi un opérateur Nð0Þ:
si fACNðSÞ alors il existe une unique Eð0ÞfACNðM\ðfRg � SÞÞ et

Eð0ÞfAL2 �R;N½�S; dvolg
r2 log r2

� �
tel que

LEð0Þf ¼ 0 sur M\ðfRg � SÞ;
Eð0Þf ¼ f sur fRg � S:

�

Alors on pose comme précédement:

Nð0Þf ¼
@Eð0Þf jOR

@nOR

þ
@Eð0Þf jM�OR

@nM�OR

:

On a déjà vu que pour l40 assez petit, on a

xðl2;L;LOR
Þ ¼ � 1

p
Arg detz NðlÞ þ xð0�Þ:

On s’attend donc à ce que le saut en zéro de la fonction de décalage spectral du
couple ðL;LOR

Þ soit dicté par les éléments du noyau de Nð0Þ: En fait ce noyau est
relié à un certain noyau de l’opérateur L:

3.3. Le noyau de l’opérateur Dirichlet/Neumann

Proposition 3.2. Si fACNðMÞ\f0g est telle que Lf ¼ 0 et fAL2

ðM; ðr log rÞ�2 dvolgÞ alors il y a j0AN et jACNðSÞ\f0g tels que Dhjþ qj ¼ lj0j et

fðr; yÞ ¼ jðyÞ
rnj0

þðn�2Þ=2 þ oðr�nj0 Þ:

Cette proposition se montre en utilisant la décomposition spectrale de Dh þ q et en
séparant les variables sur �R;N½�S: Elle implique l’égalité:

ffACNðMÞ; Lf ¼ 0; f ¼ Oðr�ðn�2Þ=2Þg ¼ ffAL2ðM; ðr log rÞ�2 dvolgÞ Lf ¼ 0g:

Alors si fACNðSÞ est annulée par Nð0Þ; il est clair que

Eð0ÞfAL2ðM; ðr log rÞ�2 dvolgÞ et LEð0Þf ¼ 0:

Puis si u est dans L2ðM; ðr log rÞ�2 dvolgÞ et est annulé par L; alors ujfRg�S est annulé

par Nð0Þ: On obtient donc le résultat suivant
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Proposition 3.3. Il y a un isomorphisme entre le noyau de l’opérateur Nð0Þ et l’espace

ffACNðMÞ; Lf ¼ 0; f ¼ Oðr�ðn�2Þ=2Þg:

4. Asymptotique en k ¼ 0 de l’opérateur Dirichlet/Neumann

Nous allons maintenant étudier l’asymptotique du déterminant régularisé de
l’opérateurNðlÞ lorsque l-0: Pour cela on commence par quelques estimations sur
l’opérateur modèle. Des estimées similaires ont été obtenues par Christiansen [Ch].

4.1. La résolvante de l’opérateur modèle

On considère donc l’opérateur

Ln ¼ � d2

dr2
� n � 1

r

d

dr
� n2 � ðn � 2Þ2=4

r2

sur L2ð�0;N½; rn�1 drÞ: On sait que si n40 alors cet opérateur initialement défini sur
CN

0 ð�0;N½Þ est essentiellement auto-adjoint, on note encore Ln son unique extension

auto-adjointe à L2ð�0;N½; rn�1 drÞ:

Proposition 4.1. Soit e40; si n40; il existe une constante cn;e décroissante avec n; tel

que si zAC; alors l’opérateur ð1þ rÞ�1�eðLn � zÞ�1ð1þ rÞ�1�e
est borné sur

L2ð�0;N½; rn�1 drÞ et a une norme d’opérateur borné par cn;e:

Preuve. On ne considère que le cas où Im zX0; le cas Im zp0 s’en déduit par dualité.
On se sert de la représentation suivante du noyau de l’opérateur e�itLn :

e�itLnðx; yÞ ¼ ðxyÞ�
n�2
2
1

2it
e�

x2þy2

4it e�i
p
2
nJn

xy

2t

� �
;

où Jn est la fonction de Bessel d’indice n (cf. p. 592 de [C] ou la partie 8.8 de [T]).
Ainsi lorsque Im zX0; le noyau de Schwarz de l’opérateur ðLn � zÞ�1 est

�ðxyÞ�
n�2
2

Z
N

0

e�
x2þy2

4it
þizte�i

p
2
nJn

xy

2t

� �dt

2t
:

Cette intégrale converge absolument car
R
N

0 jJnðxy
2t
Þjdt

t
¼
R
N

0 jJnðtÞj dt
t : On peut de plus

majorer cette intégrale car on sait que si t40 et n40 alors

jJnðtÞjp
ðt=2Þn

Gð1=2ÞGðnþ 1=2Þ:
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Et donc Z
N

0

jJnðtÞj
dt
t
p
Z 1

0

ðt=2Þn

Gð1=2ÞGðnþ 1=2Þ
dt
t
þ
Z

N

1

jJnðtÞj
dt
t
:

Maintenant si dA�0; 1½; on peut majorer la seconde intégrale par:Z
N

0

jJnðtÞj2td
dt
t

Z
N

1

dt
tdþ1

� �1=2
:

Or pour dA�0; 1½; on a l’égalité:Z
N

0

jJnðtÞj2td
dt
t

¼ CðdÞ Gðnþ d=2Þ
Gðnþ 1� d=2Þ:

Pour montrer ceci, on utilise les formules (cf. p. 150 et 391 de [Wa]):

JnðtÞ2 ¼
2

p

Z p

0

J2nð2t cos yÞ dy

et Z
N

0

J2nðtÞ
dt
tm

¼ Gðnþ ð1� mÞ=2Þ
2mGðnþ ð1þ mÞ=2Þ:

On obtient finallement qu’il y a une constante bn décroissant avec n tel que le
noyau de Schwarz de l’opérateur ðLn � zÞ�1 est majoré par

bnðxyÞ�
n�2
2 :

La proposition découle alors du fait que l’opérateur dont le noyau est

ð1þ xÞ�1�eðxyÞ�
n�2
2 ð1þ yÞ�1�e

est borné sur L2ð�0;N½; rn�1 drÞ (c’est un opérateur Hilbert-Schmidt). &

Proposition 4.2. Soit e40; si n41; il existe une constante cn;e décroissante avec n; tel

que si zAC; alors l’opérateur ð1þ rÞ�2�eðLn � zÞ�2ð1þ rÞ�2�e
est borné sur

L2ð�0;N½; rn�1 drÞ et a une norme d’opérateur borné par cn;e:

Preuve. On procède de la même fa@on. Si Im zX0; le noyau de Schwarz de

l’opérateur ðLn � zÞ�2 est

ðxyÞ�
n�2
2

Z
N

0

e�
x2þy2

4it
þizte�i

p
2
nJn

xy

2t

� �dt

2i
:
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Il est donc majoré par

ðxyÞ�
n�2
2

Z
N

0

Jn
xy

2t

� ���� ���dt

2
¼ ðxyÞ�

n
2
þ2
Z

N

0

jJnðtÞj
dt
4t2

:

Et les mêmes arguments mènent au résultat. &

En fait, on a même, pour l’opérateur ð1þ rÞ�2�eðLn � zÞ�2ð1þ rÞ�2�e; un résultat
de continuité par rapport à z; Im zX0:

En effet le noyau de Schwarz de l’opérateur ðLn � z � hÞ�2 � ðLn � zÞ�2 est borné
par

ðxyÞ�
n�2
2

Z
N

0

je�ht � 1j Jn
xy

2t

� ���� ���dt

2

Lorsque jhjxyX1; on peut donc le majorer par

CnðxyÞ�
n
2
þ2:

Puis lorsque jhjxyp1; on le majore par

ðxyÞ�
n
2
þ2 jhjxy

Z
N

1

jJnðtÞj
dt
8t3

þ
Z jhjxy

0

jJnðtÞj
dt
4t2

" #
:

Les mêmes techniques que précédement mènent à la majoration de cette

expression par CnðxyÞ�
n
2
þ2ðjhjxy þ ðjhjxyÞn�1Þ: Ainsi si nX1þ d avec dA�0; 1½ on

obtient que le noyau de Schwarz de l’opérateur ðLn � z � hÞ�2 � ðLn � zÞ�2 est
majoré par

CnðxyÞ�
n
2þ2ðjhjxyÞd:

Par la loi du ‘‘qui peut le plus peut le moins’’, on peut supposer que doe:

L’opérateur dont le noyau est ð1þ xÞ�2�eðxyÞ�
n
2
þ2ðjhjxyÞdð1þ yÞ�2�e est continue

sur L2ð�0;N½; rn�1 drÞ: Ainsi si uAL2ð�0;N½; rn�1 drÞ; alors

jjð1þ xÞ�2�eððLn � z � hÞ�2 � ðLn � zÞ�2Þð1þ yÞ�2�e
ujjL2pCn;ejhjdjjujjL2 :

4.2. L’opérateur sur le cône

Ces résultats impliquent les résultats suivants pour l’opérateur L à l’infini. Soit Lþ
la restriction de l’opérateur L0 à l’espace "j;ljþðn�2Þ2=441Cjj; Lþ est un pseudo-

laplacien.
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Proposition 4.3. Soit e40: Pour zAC; Im zX0 alors l’opérateur

ðLþ � zÞ�1 : L2ð�0;N½�S; ð1þ rÞ4þe
dvolÞ-L2ð�0;N½�S; ð1þ rÞ�4�e

dvolÞ

est un opérateur borné, de plus il dépend de fa@on C1 de z dans le domaine fIm zX0g:

De ceci et d’estimées elliptiques nous pouvons en déduire:

Corollaire 4.4. Le noyau de Schwarz de l’opérateur ðLþ � zÞ�1 est une fonction CN

sur ð�0;N½�SÞ2 privé de la diagonale Diag. De plus z/ðLþ � zÞ�1

ðx; yÞACNðð�0;N½�SÞ2\DiagÞ est C1 sur fIm zX0g:

4.3. Analyse de l’opérateur Dirichlet/Neumann extérieur

Nous pouvons maintenant commencer à étudier comment l’opérateur de
Dirichlet/Neumann dépend de l lorsque l est voisin de zéro. L’opérateur NðlÞ
est la somme de deux opérateurs pseudodifférentiels

NðlÞ ¼ NextðlÞ þNintðlÞ:

Où si lAC; Im lX0 et fACNðSÞ alors EðlÞfACNð½R;N½�SÞ est la solution du
problème de Dirichlet:

ðL � l2ÞEðlÞf ¼ 0 sur �R;N½�S;

EðlÞf ¼ f sur fRg � S;

EðlÞfAL2 si Im l40;

r
n�1
2

@EðlÞf
@r

� ilrEðlÞf
� �

-0; si Im l ¼ 0:

8>>>>><>>>>>:
Alors on a

NextðlÞ f ¼ � @EðlÞf
@r

����
r¼R

:

De même, si lAC et l2eSpec LM\ð�R;N½�SÞ alors on note

EðlÞfACNðM\ð�R;N½�SÞÞ la solution du problème de Dirichlet:

ðL � l2ÞEðlÞf ¼ 0 sur M\ð½R;N½�SÞ;
EðlÞf ¼ f sur fRg � S:

(

Alors on a

NintðlÞf ¼ @EðlÞf
@r

����
r¼R

:
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On sait que si l’on choisit R assez grand alors 0 n’est pas dans le spectre de
l’opérateur LM\OR

: Dans ce cas, l’opérateur NintðlÞ est un opérateur pseudo-

différentiel elliptique d’ordre 1 qui dépend holomorphiquement de l2: Nos estimées
précédentes vont nous permettre d’étudier NextðlÞ: Soit H le projecteur spectral de
Nextð0Þ sur l’intervalle ½0; 1�: D’après (3.8), on sait que:

Nextð0Þ ¼
1

R

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Dh þ q þ ðn � 2Þ2=4

q
þ n � 2

2
Id

� �
:

Donc dans la décomposition (3.7) de L2ðSÞ:

L2ðSÞ ¼
M
jAN

Cjj;

on a

Hf ¼
X

0pljþðn�2Þ2=4p1

/f ;jjSjj:

Proposition 4.5.

NextðlÞðId� HÞ ¼ Cðl2Þ þSðl2Þ;

où CðzÞ est un opérateur pseudo-différentiel elliptique d’ordre 1 quic dépend

holomorphiquement de z dans un voisinage de zéro et SðzÞ est un opérateur à noyau

CN; qui dépend de fa@on C1 de z; dans un voisinage de zéro dans Im zX0 C’est à dire

que SðzÞf ðyÞ ¼
R
S Qðz; y; sÞf ðsÞ ds; où z/Qðz; : ; :ÞACNðS� SÞ est de classe C1

dans un voisinage de 0 dans fIm zX0g:

Preuve. Soit fAKerH: Sur �R; 2R½�S; on a

EðlÞf ¼ ul þ vl

où ul résoud le problème de Dirichlet:

ðL � l2Þul ¼ 0 sur �R; 2R½�S;

ul ¼ f sur fRg � S;

ul ¼ 0 sur f2Rg � S:

8><>:
et vl résoud le problème de Dirichlet:

ðL � l2Þvl ¼ 0 sur �R; 2R½�S;

vl ¼ 0 sur fRg � S;

vl ¼ EðlÞf sur f2Rg � S:

8><>:
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On a donc NextðlÞf ¼ � @
@r

ul � @
@r

vl: Si on pose Cðl2Þf ¼ � @
@r

ul alors CðzÞ est un
opérateur pseudo-différentiel elliptique d’ordre 1 qui dépend holomorphiquement de
z dans un voisinage de zéro puisque c’est une partie de l’opérateur de Dirichlet/

Neumann sur le compact ½R; 2R� � S: Il faut montrer l’assertion sur Sðl2Þ f ¼
� @

@r
vl: Soit Pðz; r; y; sÞ le noyau (de Poisson) qui permet de résoudre le problème de

Dirichlet:

ðL � zÞv ¼ 0 sur �R; 2R½�S;

v ¼ 0 sur fRg � S;

v ¼ f sur f2Rg � S:

8><>:
On a vðr; yÞ ¼

R
S Pðz; r; y; sÞf ðsÞds: Dans un voisinage de zéro z/Pðz; r; y; sÞA

CNð½R; 2R½�S� SÞ est une fonction holomorphe de z: Comme on a

vlðr; yÞ ¼
Z
S

Pðl2; r; y; sÞðEðlÞf Þð2R; sÞ ds:

Il nous suffit donc d’étudier l’opérateur f/ðEðlÞÞf ð2R; :Þ:
Nous allons maintenant nous servir de notre étude précédente, notamment du

corollaire (4.4). Fixons r une fonction CN à support compact dans �0; 2R½�S
et valant 1 dans un voisinage de fRg � S:
Soit gACNðSÞ; on note *EðzÞg la solution du problème de Dirichlet:

ðL � l2Þ *EðzÞg ¼ 0 sur �R; 2R½�S;
*EðzÞg ¼ f sur fRg � S;
*EðzÞg ¼ 0 sur f2Rg � S:

8><>:
Alors ðL � l2Þr *EðzÞg est une fonction CN à support compact dans �R; 2R½�S; on
appelle abusivement ðL � l2Þr *EðzÞg l’extension de cette fonction au cône �0;N½�S:
Alors on cherche Eðl2Þf sous la forme suivante

Eðl2Þf ¼ *EðzÞg � ðLþ � l2Þ�1ðL � l2Þ *EðzÞg: ð4:9Þ

Pour gACNðSÞ; le terme de gauche est une solution de l’équation ðL � l2Þv ¼ 0 sur
�R;N½�S et il satisfait les conditions de radiations. Cette expression nous permettra
de résoudre le problème de Dirichlet extérieur si g est solution de l’équation
intégrale:

f ¼ g � Kðl2Þg

où Kðl2Þ est l’opérateur

g/ðLþ � l2Þ�1ðL � l2Þ *EðzÞgjfRg�S:
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D’après le corollaire (4.4), cet opérateur est un opérateur à noyau CN et son noyau

dépend de fa@on C1 de z; Im zX0: Si on montre que l’opérateur Id� Kðl2Þ est
inversible, alors l’opérateur ð1� Kðl2ÞÞ�1 dépendra aussi de fa@on C1 de l2 et on
obtiendra le résultat voulu surSðzÞ: Or pour montrer que Id� Kðl2Þ est inversible il
suffit de montrer qu’il est injectif: si on a g � Kðl2Þg ¼ 0; alors l’expression (4.9)

nous fournit une solution de l’équation ðL � l2Þv ¼ 0 qui satisfait les conditions de
radiations et qui est nulle sur fRg � S: Elle est donc nulle. On aura donc

*EðzÞg ¼ ðLþ � l2Þ�1ðL � l2Þ *EðzÞg:

Ceci montre que *EðzÞg a une extension à �0; ; 2R½�S qui est solution de l’équation

ðL � l2Þv ¼ 0: Or *EðzÞg est nulle sur f2Rg � S; si l est assez petit ceci implique que
*EðzÞg est nulle donc g aussi. &

Nous devons maintenant étudier NextH; c’est un opérateur de rang fini et on a

EðlÞjjðr; yÞ ¼
R

r

� �n�2
2 H1

nj
ðlrÞ

H1
nj
ðlRÞ

jjðyÞ:

avec on le rappelle Dhjj þ qjj ¼ ljjj et nj ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
l2j þ ðn � 2Þ2=4

q
: On en déduit donc

RNextjj ¼ �lR
H10

nj
ðlRÞ

H1
nj
ðlRÞ

jj þ
n � 2
2

jj:

Or on a les dévellopements suivant (cf [Le, p. 101]):

Si nA�0; 1½; �l
H10

nj
ðlÞ

H1
nj
ðlÞ

¼ nþ cnl
2n þ oðl2nÞ;

où cn ¼ e�inp2�2n2nGð1� nÞ=Gð1þ nÞ:

Si n ¼ 0; �l
H10

0 ðlÞ
H1
0ðlÞ

¼ � 1

log l
þ oðjlog lj�1Þ;

Et si n ¼ 1; �l
H10

1 ðlÞ
H1
1ðlÞ

¼ 1� p
2
l2 log lþ Oðl2Þ:

4.4. Le saut en zéro de la fonction Xi

Cette étude nous permet de donner l’allure en zéro du déterminant de NðlÞ:
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Définition 4.6. Pour nA½0; 1�; on note hn la dimension de l’espace engendrée par les
solutions non nulles de l’équation

Lf ¼ 0

telle qu’il existe jACNðSÞ\f0g telle que lorsque r-N:

fðr; yÞC jðyÞ
rðn�2Þ=2þn

:

On a alors

Théorème 4.7. Pour une constante Ca0; on a l’asymptotique suivant lorsque l-0:

detz NðlÞ ¼ �1
log l

� �h0 Y
0ono1

l2nhn ðl2 logð1=lÞÞh1 l2dim ker
L2

LðC þ oð1ÞÞ:

Nous obtenons en corollaire:

Corollaire 4.8.

xð0þ;L;LOR
Þ � xð0�;L;LOR

Þ ¼
X

nA½0;1�
nhn þ dim kerL2 L:

Preuve. Soit P le projecteur orthogonal sur kerNð0Þ: P est un opérateur
autoadjoint car Nð0Þ est un opérateur symétrique (cela provient de la formule de
Green). Dans la décomposition L2ðSÞ ¼ kerNð0Þ"ker P; on a

NðlÞ ¼
A1;1ðlÞ A1;2ðlÞ
A2;1ðlÞ A2;2ðlÞ

� �
;

où Ai;jðlÞ ¼ PiNðlÞPj et P1 ¼ P; P2 ¼ Id� P: Grâce à ce qui a été fait

précédement on sait que A2;2ðlÞ est la somme de trois opérateurs:
* un opérateur de rang fini qui dépend continument de l
* un opérateur pseudo-différentiel qui dépend de fa@on holomorphe de l2:
* un opérateur à noyau CN qui est C1 par rapport à l2 lorsque Re lX0; Im lX0:

De plus l’opérateur

Id 0

0 A2;2ð0Þ

� �
est inversible. Donc

d ¼ detz
Id 0

0 A2;2ð0Þ

� �
a0:
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Ceci permet d’affirmer que lorsque l-0; alors

detz
Id 0

0 A2;2ðlÞ

� �
¼ dð1þ oð1ÞÞ:

On a donc

detz NðlÞ ¼ detFr
A1;1ðlÞ A1;2ðlÞA2;2ðlÞ�1

A2;1ðlÞ Id

 !
dð1þ oð1ÞÞ:

Nous savons de plus que

lim
l-0

A1;2ðlÞA2;2ðlÞ�1 ¼ 0:

Il nous faut maintenant décrire comment NðlÞ agit sur le noyau de Nð0Þ: Soit
jAkerNð0Þ\f0g; alors on sait que si on note cj ¼ /j;jjS alors

Eð0Þjðr; yÞ ¼
X

j

cj

R

r

� �njþn�2
2

jjðyÞ; sur r4R:

De plus, on a

NðlÞj ¼ NextðlÞHjþNextðlÞðId� HÞjþNintðlÞj:

L’étude précédente permet d’affirmer que l’on a

NðlÞj ¼ NextðlÞHjþ cðl2; yÞ

où z/cðz; :ÞACNðSÞ est de classe C1 sur fIm zX0g:
On sait que lorsque r-N;

Eð0Þjðr; yÞC cðyÞ
rðn�2Þ=2þn

:

Si n41; i.e. si Eð0ÞjAL2; on doit avoir Hj ¼ 0; doncNðlÞj est une fonction C1 de

l2: Comme Nð0Þj ¼ 0; on a

NðlÞjðyÞ ¼ l2cðyÞ þ oðl2Þ:

On peut vérifier que cðyÞ ne peut pas être la fonction nulle: en effet si EðimÞj résoud

ðL þ m2ÞEðimÞj ¼ 0 sur M\ðfRg � SÞ;
EðimÞjAL2;

EðimÞj ¼ j sur fRg � S:

8><>:
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alors EðimÞj tend vers Eð0Þj dans L2loc lorsque m-0: Grâce à la formule de Green,

on a

m2/EðimÞj;Eð0ÞjSM ¼ /� LEðimÞj;Eð0ÞjSM\ðfRg�SÞ ¼ /NðimÞj;jSfRg�S:

Comme Eð0ÞjAL2; on a

lim
m-0

m�2/NðimÞj;jSfRg�S ¼ jjEð0Þjjj2L2ðMÞa0

et donc

/c;jSfRg�Sa0:

Si on suppose que nA½0; 1�; alors on a sur fRg � S;

j ¼ Rnþ n�2
2 cþ v

où

vA
M

ljþðn�2Þ2=44n

Cjj :

Notre étude précédente fournit un développement limité de l/NðlÞj près de
l ¼ 0; comme Nð0Þj ¼ 0; on obtient

NðlÞj ¼ enðlÞcþ oðenðlÞÞ:

où

enðlÞ ¼
cnl

2n si nA�0; 1½;
� 1
log l si n ¼ 0;

� p
2
l2 log l si n ¼ 1:

8><>:
On décompose alors le noyau de Nð0Þ en une somme orthogonale:

kerNð0Þ ¼ He"H2

où

H2 ¼ ffAkerNð0Þ;Eð0ÞfAL2g ¼ fujfRg�S;Lu ¼ 0; uAL2ðMÞg:

Et on notera Qe le projecteur orthogonal sur He et Q2 celui sur H2: On vient de voir

qu’il existe un opérateur T :H2-L2ðSÞ tel que si fAH2 alors

NðlÞf ¼ l2Tð f Þ þ oðl2Þ:
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Et on a de plus

/Tð f Þ; gS ¼
Z

M

Eð0Þf Eð0Þgdvolg:

Ainsi T est injectif et l’opérateur Q2T :H2-H2 est un opérateur autoadjoint défini
positif.

Et si fAEe\f0g; alors il existe nA½0; 1� avec �ðn � 2Þ2=4þ nASpecðDh þ qÞ et
vAkerðDh þ q þ ðn � 2Þ2=4� nIdÞ\f0g tels que lorsque r-N:

Eð0Þf ðr; yÞ ¼ vðyÞ
rðn�2Þ=2þn

þ o
1

rðn�2Þ=2þn

� �
:

Et on a aussi

NðlÞf ¼ enðlÞvðyÞ þ oðenðlÞÞ:

On choisit alors une base de Ee f1; f2;y; fl telle que

Eð0Þfjðr; yÞCr-N

vjðyÞ
rðn�2Þ=2þnj

:

et que n1pn2p?pnl : De plus lorsque ni ¼ niþ1 ¼ ? ¼ niþj; alors on choisit

fi; fiþ1;y; fiþj de fa@on à ce que vi; viþ1;y; viþj forment une base orthogonale. Et on

note eni
ðlÞ ¼ eiðlÞ: On a alors pour iAf1;y; lg:

/NðlÞfi; fjS ¼ eiðlÞ/vi; fjSþ oðeiðlÞÞ:

On a donc les asymptotiques suivants lorsque l-0:

/NðlÞfi; fiS ¼ eiðlÞjjvijj2 þ oðeiðlÞÞ;

/NðlÞfi; fjS ¼ /fi;Nð�lÞfjS ¼ OðeiðlÞÞ ¼ OðejðlÞÞ:

Mais par construction on a /vi; fjS ¼ 0 si j4i et donc pour j4i on a

/NðlÞfi; fjS ¼ oðeiðlÞÞ:

Soit DðlÞ l’endomorphisme diagonale sur He qui à fi associe eiðlÞfi: On a donc

A1;1ðlÞ A1;2ðlÞA2;2ðlÞ�1

A2;1ðlÞ Id

 !

¼
SðlÞ QeT þ Oð1Þ QeA1;2ðlÞA2;2ðlÞ�1

oð1Þ Q2T þ oð1Þ Q2A1;2ðlÞA2;2ðlÞ�1

oð1Þ Oð1Þ Id

0B@
1CA DðlÞ 0 0

0 l2Id 0

0 0 Id

0B@
1CA:
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Où dans la base ff1; f2;y; flg; SðlÞ est une matrice avec les propriétés suivantes
lorsque l-0:

* le iième coefficient de la diagonale est jjvijj2 þ oð1Þ:
* les coefficients au dessus de la diagonale sont bornés.
* les coefficients au dessous de la diagonale tendent vers zéro avec l:

On obtient ainsi facilement que

detFr

SðlÞ QeT þ Oð1Þ QeA1;2ðlÞA2;2ðlÞ�1

oð1Þ Q2T þ oð1Þ Q2A1;2ðlÞA2;2ðlÞ�1

oð1Þ Oð1Þ Id

0B@
1CA ¼

Yl

i¼1
jjvijj2 detðQ2TÞð1þ oð1ÞÞ

Ce qui implique bien le résultat. &

4.5. Le cas non-exact

En fait, on remarque que lorsque

inf SpecðDh þ qÞ4� ðn � 2Þ2=4þ 1

alors il n’y a pas de résonances d’énergie nulle. Et dans ce cas la preuve que
nous venons de faire est beaucoup plus simple. En effet si l’opérateur L est
isométrique au dehors d’un compact avec un opérateur L0 tel que pour z; Im zX0

dans un voisinage de 0; z/ðL0 � zÞ�1 est une fonction C1 à valeurs dans les

opérateurs bornés d’un espace de L2 à poids dans un autre alors le saut de la fonction

de décalage spectral en zéro est la dimension du noyau L2 de l’opérateur. Et nous

pouvons en l’absence de petites valeurs propre pour l ’opérateur Dh þ q établir que ce
calcul du saut en zéro de la fonction de décalage spectral est encore vrai pour des
pertubations:

Théorème 4.9. Supposons que ðM; gÞ est une variété à bouts coniques exacte et que

V est une fonction réelle sur M et qu’à l’infini on ait pour un e40:

Vðr; yÞ ¼ qðyÞ
r2

þ O
1

r4þe

� �
:

On suppose de plus que

inf SpecðDh þ qÞ4� ðn � 2Þ2=4þ 1;

alors pour tout compact K assez grand,

xð0þ;L;LM\KÞ � xð0�;L;LM\KÞ ¼ dim kerL2 L:
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Preuve. Soit wR la fonction caractéristique de ½R;N½�S; et notonsMw l’opérateur de

multiplication par ð1þ rÞ�w: On va montrer que si w42þ e et si R est assez grand
alors l’opérateur

LR ¼ � @2

@r2
� n � 1

r

@

@r
þ Dh þ q

r2
þ wRðV � q=r2Þ

est tel que zAfzAC; Im zX0g/MwðLR � zÞ�1Mw est une fonction C1 à valeurs dans

les opérateurs bornés de L2ð�0;N½�SÞ: Notons LN l’opérateur

� @2

@r2
� n � 1

r

@

@r
þ Dh þ q

r2

et WR ¼ wRðV � q=r2Þ: On a l’équation

ðLN � zÞ�1 � ðLR � zÞ�1 ¼ �ðLR � zÞ�1WRðLN � zÞ�1:

Donc

MwðLN � zÞ�1Mw ¼ MwðLR � zÞ�1MwðId� M�wWRM�wMwðLN � zÞ�1MwÞ:

Nos hypothèses et la proposition (4.3) assurent que si alors MwðLN � zÞ�1
MwM�wWRM�w est un opérateur borné de L2ð�0;N½�SÞ; de norme inférieure à
1=2 et que cet opérateur dépend de fa@on C1 de z: Donc pour R est assez grand,

MwðLR � zÞ�1Mw ¼ MwðLN � zÞ�1MwðId� MwðLN � zÞ�1MwM�1
w WRM�1

w Þ�1

est une fonction C1 à valeurs dans les opérateurs bornés de L2ð�0;N½�SÞ: Ceci est
suffisant pour montrer le théorème. &

Remarque 4.10. En fait à l’aide de l’identité LNðLN � zÞ�1 ¼ Idþ zðLN � zÞ�1; on
peut montrer que pour w42; l’opérateur MwðLN � zÞ�1Mw est continu de L2 sur le
domaine de l’opérateur LN: Et ceci permet de traiter des opérateurs L qui sur un

voisinage de l’infini sont tels que de L � LN ¼ A et ð1þ rÞ4þe
A est un opérateur

différentiel d’ordre 2 dont les coefficients sont bornées par rapport à la métrique du cône.

Par exemple ceci permet une pertubation de la métrique exacte dr2 þ r2h ¼ gN par un 2-

tenseur symétrique h tel que la norme C2 de ð1þ rÞ4þe
h mesurée avec gN est bornée.

5. Applications au scattering super-symétrique

5.1. Opérateur de type Dirac

L’étude précédente est valide pour une classe plus vaste d’opérateur de type laplacien
agissant non plus sur les fonctions mais sur les sections d’un fibré hermitien: comme le
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laplacien de Hodge–DeRham sur les formes différentielles, le carré de l’opérateur de
Dirac si la variété est spiny L’unique condition est que l’opérateur considéré soit
isométrique à une somme d’opérateurs modèles sur la demi-droite. Nous allons
rapidement décrire à quel type de ‘‘laplacien’’ s’appliquent nos résultats.
Soit L :CN

0 ðM;EÞ-CN

0 ðM;EÞ un opérateur de type laplacien agissant sur les
sections d’un fibré hermitien E sur une variété riemannienne à bouts coniques
ðM; gÞ: Ainsi L est un opérateur différentiel symétrique dont le symbole principal est
la métrique

pour xAM; xAT�
xM; sðLÞðx; xÞ ¼ �gxðx; xÞIdEx

:

Selon Gilkey [Gi] il existe une unique connexion orthogonale sur E;

rL :CN

0 ðM;EÞ-CN

0 ðM;T�M#EÞ

et RACNðSymðEÞÞ; un champ d’endomorphisme symétrique de E; tel que

L ¼ ðrLÞ�rL þR:

On veut que à l’infini, L soit isométrique à un opérateur L0 agissant sur un fibré

hermitien bEE-ð�0;N½�S; dr2 þ r2hÞ: On veut de plus pouvoir séparer les variables de
l’opérateur modèle. Pour cela, on note Ul : bEEðr;yÞ- bEEðlr;yÞ le transport rL-parallèle

le long du chemin l-ðlr; yÞ: Lorsque L0 vérifie la relation

L03Ul ¼ l2Ul3L0:

et si l’opérateur L0 est positif alors nos résultats sont encore valide pour L:
On va maintenant s’intéresser au cas d’un opérateur de type Dirac

D :CN

0 ðM;EÞ-CN

0 ðM;EÞ: Ce qui veut dire que D est un opérateur différentiel

symétrique d’ordre 1 et queD2 est un opérateur de type laplacien. Pour pouvoir séparer
les variables, on suppose que à l’infini D est isométrique à un opérateur D0 agissant sur

les sections d’un fibré hermitien bEE au dessus du cône �0;N½�S; dr2 þ r2hÞ: Et nous
supposons que

D03Ul ¼ lUl3D0: ð5:10Þ

En fait le symbole principal de D induit sur E une action de ClðMÞ le fibré de
Clifford de M:Grâce au transport parallèle, on peut identifier les sections L2 de E au
dessus du cône et l’espace

L2 �0;N½;L2ðS;Ejf1g�SÞ; rn�1 dr
� �

:

Avec cette identification, notre hypothèse équivaut à ce que D0 ait la forme suivante

D0 ¼ T :
@

@r
þ A

r

� �
: ð5:11Þ
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où on a noté T : la multiplication de Clifford par le champ de vecteur T ¼ @
@r
et où

A CNðS; bEEÞ-CNðS; bEEÞ est un opérateur de type Dirac sur bEE-S: Le fait que l’on
suppose les opérateurs D et A symétrique implique que

T :A þ AT : ¼ ðn � 1ÞT : ð5:12Þ

Cette équation implique que le spectre de A est symétrique par rapport à ðn � 1Þ=2:
On supposera aussi que E est muni d’une involution a : E-E anticommutant avec

D de telle sorte que si E7
x ¼ fvAEx; aðvÞ ¼ 7vg; alors dans la décomposition

E ¼ Eþ"E�; on a

D ¼
0 D�

Dþ 0

� �
:

On dira alors que D est super-symétrique. La condition de positivité pour D2
0 est

toujours verifiée et donc nos résultats sont toujours valable pour les opérateurs

D2; DþD�; D�Dþ:

5.2. Un théorème de l’indice relatif

Lorsque M est une variété compacte sans bord, le théorème de l’indice de Atiyah-

Singer calcule l’indice de l’opérateur Dþ à l’aide d’une classe de cohomologie

associée à l’opérateur Dþ:

indDþ ¼ dim kerL2 Dþ � dim kerL2 D� ¼
Z

M

oDþ :

Concernant les variétés complètes non compactes, ce résultat a été généralisé de
nombreuses fa@ons et dans différents contextes géométriques. Une de ces général-
isations est le théorème de l’indice relatif:
Si D1 :C

N

0 ðM1;E1Þ-CN

0 ðM1;E1Þ et D2 :C
N

0 ðM2;E2Þ-CN

0 ðM2;E2Þ sont deux
opérateurs de type Dirac et isométriques hors de compacts KiCMi; et si 0 n’est pas
dans le spectre essentiel de D1 (ou de D2) alors nous avons la formule de l’indice
relatif:

indL2 Dþ
1 � indL2 Dþ

2 ¼
Z

K1

oDþ
1
�
Z

K2

oDþ
2
;

où on a noté oDþ
i
est la forme caractéristique construite à l’aide du symbole

principale de Dþ
i : Ce théorème avait été montré par Gromov et Lawson ainsi que par

Donnelly et Anghel [G-L,Do,An2].
Dans notre cadre, le spectre des opérateurs de type Dirac, qui vérifie les

hypothèses (5.10/5.11), est R: En particulier 0 est dans le spectre essentiel cependant
ces opérateurs de type Dirac ont un noyau de dimension finie. Mais ce théorème de
l’indice relatif n’est pas vrai.
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On décrit brièvement l’exemple suivant [Ca1]: soit ðM1; g1Þ la surface qui est l’union
disjointe de deux plans euclidiens, et ðM2; g2Þ la surface obtenue en recollant deux
plans euclidiens suivant un disque. Ces deux surfaces sont clairement isométriques au
dehors d’un compact. On considère sur ces surfaces l’opérateur de Gauss–Bonnet

ðd þ dÞ :CNðMiÞ"CNðL2T�MiÞ-CNðT�MiÞ:

Alors ces opérateurs ont un noyau L2 triviaux. Cependant on aZ
M1

Kg1 dAg1

2p
¼ 0; mais

Z
M2

Kg2 dAg2

2p
¼ �2:

Le théorème de l’indice relatif n’est donc pas vrai. Afin d’expliquer ce qui se passe
dans cet exemple, nous esquissons rapidement la preuve du théorème de l’indice
relatif: considérons deux opérateurs de type Dirac D1 :C

NðM1;E1Þ-CNðM1;E1Þ et
D2 :C

NðM2;E2Þ-CNðM2;E2Þ supersymétrique et isométriques au dehors de
compacts KiCMi: Soit H l’espace de Hilbert

L2ðM1;E1Þ"L2ðK2;E2Þ ¼L2ðK1;E1Þ"L2ðM2;E2Þ

¼L2ðK1;E1Þ"L2ðM2\K2;E2Þ"L2ðK2;E2Þ:

Alors les opérateurs e�tD2
i agissent surH et selon [B,Ca3] les opérateurs e�tD2

1 � e�tD2
2

sont à trace. On obtient donc deux fonctions de décalage spectral x7 telles que

8t40; Trðe�tD�
1

Dþ
1 � e�tD�

2
Dþ
2 Þ ¼

Z
N

0

xþðlÞte�tl dl:

et de même pour x�:
Si on note ai les involutions associées aux opérateurs Di; on sait alors que

Trða1e�tD�
1

Dþ
1 � a2e�tD�

2
Dþ
2 Þ ¼

Z
N

0

ðxþðlÞ � x�ðlÞÞte�tl dl:

D’après Donnelly et Bunke, cette quantité est indépendante de t [Do,B]. De ceci nous
pouvons en déduire le résultat suivant:

Proposition 5.1. La fonction xþðlÞ � x�ðlÞ est constante.

Ceci répond à une question posée par Gesztesy et Simon dans [G-S] et généralise la
Proposition 2.9 de [B-M-S].

Preuve. En effet, selon Müller [M], on peut définir des déterminants relatifs D7ðzÞ à
l’aide de la fonction

z7ðs; zÞ ¼
Z

N

0

Trðe�tD18D7
1 � e�tD7

2
D7
2 Þts�1etz dt

GðsÞ:
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Cette fonction s/z7ðs; zÞ admet un prolongement méromorphe à C: Et

D7ðzÞ ¼ e�
@
@s
js¼0z7ðs;zÞ

est bien défini. Un des résultat de [Ca3] est que ces déterminants relatifs sont reliés
à la fonction de décalage spectral. Pour presque tout m4l; on a

x7ðmÞ � x7ðlÞ ¼ � 1
p
ðArg D7ðmþ i0þÞ �Arg D7ðlþ i0þÞÞ:

Or justement les résultats de U. Bunke et H. Donnelly impliquent que la fonction

DþðzÞ=D�ðzÞ vaut zk où

k ¼ Trða1e�tD�
1

Dþ
1 � a2e�tD�

2
Dþ
2 Þ:

Donc la fonction xþðlÞ � x�ðlÞ vaut presque partout k: &

Lorsque t-0þ; on sait que

lim
t-0þ

Trða1e�tD2
1 � a2e�tD2

2Þ ¼
Z

K1

oDþ
1
�
Z

K2

oDþ
2
:

Et lorsque 0 n’est pas dans le spectre essentiel de D1 (donc aussi de D2), alors les

fonctions de décalage spectral x7 sont constantes dans un voisinage de 0 et y valent

dimKerL2 D7
1 � dimKerL2 D7

2 : Le théorème de l’indice relatif est alors vrai. Par

contre lorsque 0 est dans le spectre essentiel de D1; alors les états résonnants

d’énergie nulle contribuent aussi à la limite lorsque l-0þ de xþðlÞ � x�ðlÞ ; c’est à
dire qu’ils contribuent dans la limite lorsque t-þN de Trða1e�tD2

1 � a2e�tD2
2Þ:

Revenons à notre exemple, sur la surfaceM1; les états résonnants de l’opérateur de
Gauss–Bonnet forment un espace vectoriel de dimension 8 formé des formes
différentielles parallèles. Ces états résonnants sont bornés et d’après nos calculs ils ne
contribuent pas au saut en zéro de la fonction de décalage spectral. Par contre sur la
surface M2; les états résonnants forment aussi un espace vectoriel de dimension 8,
mais il y en a un seul de degré 0 corespondant aux fonctions constantes et un seul de
degré 2 corespondant aux multiples constant de la forme d’aire. En degré 1, il y en a
un espace de dimension 4 de degré 1, constituées de formes bornées et un de
dimension 2 formés de formes décroissant comme 1=r: Ces dernières contribuent au

saut en zéro de la fonction de décalage spectral comme si elles étaient L2: On

retrouve donc bien que �2 ¼ xþð0þÞ � x�ð0�Þ:
C’est pourquoi dans notre cadre on introduit un indice de scattering:

indsc Dþ ¼ indL2 Dþ þ
X
n

nðhþ
n � h�

n Þ:
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où comme précedement on a noté:

hn ¼ dim fAKer L; fðr; yÞC jðyÞ
rðn�2Þ=2þn

� "
:

Cette définition diffèrent quelque peu de celle donné par Bunke dans [B]. La
définition de Bunke compterait uniquement les résonances. Cette quantité vérifie
bien le théorème de l’indice relatif:

Proposition 5.2. Si D1 :C
N

0 ðM1;E1Þ-CN

0 ðM1;E1Þ et D2 :C
N

0 ðM2;E2Þ-CN

0

ðM2;E2Þ sont deux opérateurs de type Dirac sur des variétés à bout coniques et qui

vérifie les hypothèses de compatibilité géométrique (5.10/5.11). On suppose que ces

opérateurs sont isométriques hors de compacts KiCMi; alors

indsc Dþ
1 � indsc Dþ

2 ¼
Z

K1

oDþ
1
�
Z

K2

oDþ
2
;

où on a noté oDþ
i

est la forme caractéristique construite à l’aide du symbole principale

de Dþ
i :

Preuve. Ceci provient de notre calcul du saut de la fonction x en zéro. On peut
supposer que les compacts K1 et K2 sont à bord CN: On note alors L0 la réalisation

de D2
1 sur M1\K1 pour les conditions de Dirichlet sur @K1: L0 est évidement aussi la

réalisation de D2
2 sur M2\K2 pour les conditions de Dirichlet sur @K2: On a

L0 ¼
Lþ
0 0

0 L�
0

� �
:

On a donc

xðl;D7
1 D8

1 ;D7
2 D8

2 Þ ¼ xðl;D7
1 D8

1 ;L8
0 Þ � xðl;D7

2 D8
2 ;L8

0 Þ:

Or notre étude précédente montre que

lim
l-0þ

xðl;D�
i Dþ

i ;Lþ
0 Þ � xðl;Dþ

i D�
1 ;L�

0 Þ ¼ indsc Dþ
i :

Ceci permet donc d’affirmer que

lim
t-N

Tr aðe�tD2
1 � e�tD2

2Þ ¼ indsc Dþ
1 � indsc Dþ

2 :

Or cette quantité est indépendante de t et en prenant sa limite en t-0; on en déduit le
résultat. &

ARTICLE IN PRESS
G. Carron / Journal of Functional Analysis 212 (2004) 222–260254



5.3. Lien avec l’indice étendu

En ce sc-indice est obtenu en comparant l’opérateur de Dirac D super-symétrique

à un opérateur qui n’est pas super-symétrique: le laplacien D2
1 au dehors d’un

compact pour les conditions de Dirichlet. Ceci peut sembler navrant, mais
pour évaluer correctement l’allure de la fonction de décalage spectral en zéro, il

faut comparer l’opérateur D ou D2 à un opérateur sans résonances d’énergie nulle.
Or ces résonances d’énergie nulle sont assez stables: elles persistent lorsque l’on
peturbe l’opérateur et la topologie sur un compact. Ainsi dès que ces résonances
d’énergie nulle existent, il est impossible de comparer l’opérateur D avec un
opérateur de type Dirac super-symétrique qui lui serait isométrique au dehors d’un
compact et qui n’aurait pas de résonance d’énergie nulle. Nous allons expliquer ceci
dans un instant.
En fait, le sc-indice n’est pas l’indice d’un opérateur agissant entre deux espaces de

Hilbert ad hoc, il n’est pas forcément un entier!
Dans [Ca1,Ca2], on montre que si on considère

WðEÞ ¼ fsAW
1;2
loc ðEÞ; DsAL2 et ðr log rÞ�1sAL2g:

Alors l’ opérateur Dþ :WðEþÞ-L2ðE�Þ est Fredholm et son indice est appelé indice
étendu

inde Dþ ¼
X
0pnp1

hþ
n þ dim kerL2 Dþ � dim kerL2 D� ¼

X
0pnp1

hþ
n þ indL2 Dþ:

Nous avons montré dans ces papiers que cette quantité vérifiait le théorème de
l’indice relatif.
Nous allons maintenant comparer cet indice étendu et l’indice de scattering.
Nous commen@ons par comparer cet indice étendu avec celui de l’opérateur D0 sur

le cône ½1;N½�S pour des conditions de type Atiyah–Patodi–Singer en r ¼ 1 : On

note P4aðA7Þ le projecteur spectral de A7 sur l’intervalle �a;N½ et on définit de la
même fa@on PpaðA7Þ; PoaðA7Þ: On considère en r ¼ 1 les conditions au bord
suivantes

P4n=2�1ðAþÞsþ ¼ 0;

PXn=2ðA�Þs� ¼ 0:

Ce sont bien des conditions qui font de D0 un opérateur auto-adjoint super-
symétrique que l’on note encore D0:
On peut facilement résoudre l’équation D0s ¼ 0 en séparant les variables et en

diagonalisant l’opérateur A: On obtient alors

inde Dþ
0 ¼ dim kerðAþ � ðn=2� 1ÞIdÞ:
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Soit r une fonction CN sur M qui est positive partout et qui vaut r sur le bout
conique alors on peut considérer les opérateurs

Ds ¼ D þ as
dr
r

¼
0 D� þ s dr

r

Dþ � s dr
r 0

0@ 1A:

C’est encore un opérateur satisfaisant à nos hypothèses, on peut aussi considérer

l’opérateur D0;s ¼ D0 þ as dr
r ; il est isométrique à l’opérateur Ds sur un voisinage de

l’infini. Le théorème de l’indice relatif nous apprend que la différence

inde Dþ
s � inde Dþ

0;s

ne dépend pas de s: Or on peut calculer de même l’indice étendu de D0;s:

inde D0;s ¼
X

n=2�1þspmpn=2�1
dim kerðAþ � mIdÞ �

X
n=2�somon=2

dim kerðA� � mIdÞ:

Et comme l’équation D7
s s ¼ 0 se réduit à l’équation D7c ¼ 0 lorsqu’on a posé

c ¼ r7ss: On en déduit que

inde Dþ
s ¼

X
nXs

hþ
n �

X
n41�s

h�
n :

Comme la différence de ces deux quantités ne dépends pas de s; on obtient donc la
formule

Proposition 5.3. Si nX0 alors

hþ
n þ h�

1�n ¼ dim kerðAþ � ðn=2� 1þ nÞIdÞ:

Cette formule nous permet donc de prédire des résonances d’énergie nulle et leur

nombre lorsque Aþ � ðn=2� 1ÞId a des valeurs propres dans l’intervalle ½0; 1�:
On aurait pu retrouver ce résultat à l’aide du théorème de l’indice relatif de

Melrose (Théorème 6.5 de [M1]).
On a donc le lien suivant entre le sc-indice et l’indice étendu:

Corollaire 5.4.

indsc Dþ ¼ inde Dþ �
X
0pnp1

n dimKerðAþ � ðn=2� nÞ IdÞ:

Dans nos travaux [Ca1,Ca2]), on a donné une preuve analytique du fait que l’indice
étendu verifiait le théorème de l’indice relatif. Cette formule en donne une explication
spectrale.
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5.4. Applications

Nous commen@ons par l’opérateur de Gauss-Bonnet. Nous avons déjà expliqué ce
qui se passe sur sur le plan euclidien R2 ou sur deux copies de R2 recollées suivant un

disque. On considère maintenant la plan R2 équipé d’une métrique ga qui au dehors
d’un compact est celle d’un cône d’ouverture a; on aZ

R2

Kga dAga

2p
¼ 1� a

2p
:

Cette quantité tend vers �N lorsque l’angle a tend vers þN: Sur ðR2; gaÞ; il n’y a
pas de formes harmoniques L2: Et de même une fonction (ou une 2 forme)

harmonique bornée est constante. On a donc hþ
0 ¼ 2 et hþ

n ¼ 0 si n40: Au dehors

d’un compact la métrique ga est la métrique dr2 þ r2ðdyÞ2 où ðdyÞ2 est la métrique
d’un cercle de longueur a: On a donc

SpecAþ ¼ 2p
a
Z avec une multiplicité 2:

La formule (5.3) nous dit donc que

h�
1�k

2p
a
¼ 2

et donc

indsc ðd þ dÞþ ¼ �2
X

0pkoa=ð2pÞ
1� k

2p
a

� �
;

Cette quantité croit bien comme
R
R2

Kga dAga
2p :

La dernière application concerne le théoréme de Aharomonov-Casher: on étudie le

laplacien avec champ magnétique sur R2; tel que le champ magnétique soit à support

compact. Où de fa@on équivalente on considère l’opérateur @ agissant sur un fibré
holomorphe en droite complexe sur C qui est plat au dehors d’un compact. On a

D ¼ @

@x
þ i

@

@y
� @

@x
F� i

@

@y
F ¼ eF@e�F

et

D� ¼ � @

@x
þ i

@

@y
� @

@x
Fþ i

@

@y
F ¼ e�F@

�
eF:

Avec B ¼ DF ¼ � @2

@x2
F� @2

@y2
FACN

0 ðR2Þ le champ magnétique, c’est aussi la

courbure du fibré en droite complexe. On note

F ¼
Z
R2

B
dxdy

2p
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le flux du champ magnétique. Quite à faire un changement de jauge convenable, on
peut toujours supposer que

F ¼ �F log r

au dehors d’un compact. On a donc eF ¼ r�F au dehors d’un compact. Ainsi

sACNðR2;CÞ vérifie l’équation Ds ¼ 0 si et seulement si e�Fs est une fonction

holomorphe. Si de plus s est L2 alors e�Fs doit être un polynôme en z: La condition

L2 implique que l’on doit avoir

deg e�FsoF � 1:

De même, sAL2ðR2;CÞ est dans le noyau de D� si et seulement si eFs est un
polynôme en z de degré strictement inférieur à �F � 1: Supposons que F40; et
notons �F ½¼ supfkAN; koFg: On a donc

indL2 D ¼�F ½:

Or les opérateurs D�D et DD� sont isométriques au dehors d’un compact. Et les
calculs de [B-G-G-S-S] montrent que

Trðe�tD�D � e�tDD� Þ ¼ F :

Il y a donc toujours un écart entre cette trace et l’indice L2; dans [B-G-G-S-S], les
auteurs demandent d’où vient cette différence. Dans [Wi], l’auteur observe qu’une
résonance d’énergie nulle contribue exactement à cette différence. Dans [An1],
Anghel interprète cette différence comme l’invariant Z de l’opérateur transverse à
l’infini. Cependant il utilise l’invariance conforme de cet opérateur et transforme
l’opérateur en un opérateur équivalent sur une surface à bout cylindrique, l’invariant
Z apparait alors grâce à la formule de l’indice de Atiyah et al. [A-P-S]; ce résultat s’il
fournit une interprétation élégante de cet écart n’est pas une interprétation spectrale.
Et notre travail donne cette interprétation spectrale: ici l’opérateur D�D présente

une résonance d’énergie nulle associée à l’état non borné z/eFz�F ½: Et on obtient
ainsi que cette résonance contribue pour F��F ½ dans la formule de trace et on a

indsc D ¼ F ¼
Z
R2

B
dxdy

2p
:

Evidement cette formule est valide dès que l’on considère des opérateurs de type

Dirac D tels que D�Dþ et DþD� sont isométriques au dehors d’un compact.
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