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Abstract

We give a formula for the jump at zero of the spectral shift function associated with
Schrédinger operator on manifolds with conical ends. We show that, according to its decay,
a zero energy resonant state has a non-integer contribution.

Résumeé

Nous donnons une formule pour le saut en zéro de la fonction de décalage spectral
d’opérateur de type Schrodinger sur une variété a bout conique. Cette formule relie ce saut
avec les états résonnants d’énergie nulle.
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1. Introduction

Nous voulons ici calculer le saut en zéro de la fonction de décalage spectral.
Rappelons d’abord briévement comment elle est définie [B-Y,K1,K2].

Lorsque A et B sont deux opérateurs auto-adjoints, bornés inférieurement,
agissant sur un espace de Hilbert H, et tels que pour tout z>0, 'opérateur

e~ — 7B est un opérateur a trace, alors les travaux de M.G. Krein fournissent
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une fonction &(4, 4, B)e L}, (R), appelée fonction de décalage spectral telle que
Vt>0, Tr(e ™ —e ') = / E(2, A, B)te " d).
R

Par exemple lorsque les résolvantes de 4 et de B sont compactes, cette fonction est
juste la différence entre les fonctions de comptage des valeurs propres de 4 et de B:

&(4, A4, B) = Card{Spec An] — 0, 1]} — Card{Spec Bn] — 0, ]}.

Si le spectre de 4 et B n’est pas discret, on peut penser a cette fonction comme une
régularisation de cette formule.

De plus suivant les travaux de Birman and Krein [BK], cette fonction est reliée a
lopérateur de scattering S(4, A4, B), on sait que cet opérateur est de la forme
“Identité + operateur d trace”. Son déterminant de Fredholm est donc bien défini et
pour presque tout A€ Spec,.4, on a

det, S(4, A, B) = ¢ 2m(448),

Ici on considére (M", g) une variété riemannienne telle qu’un voisinage de I'infini
soit isométrique au bout de cone Qg =|R, oo [x X équipé de la métrique dr? + r*h ou h
est une métrique riemanienne sur la variété compacte 2. Et on étudie sur cette variété
un opérateur de Schrodinger

L=A+V

et ou sur Qg, V est homogene de degré —2:

V(r,0) = @
L’opérateur L: C; (M) — L*(M) est essentiellement auto-adjoint, on note encore L
son unique extension auto-adjointe & L?(M). On note aussi Lg, la réalisation de
I'opérateur L sur L?(Qg) pour les conditions de Dirichlet sur 9Qg. Alors on sait que
pour tout >0, Popérateur e~'% — ¢~'L2 est un opérateur a trace ([B,Ca3]). On a
donc une fonction &(4, L, Lo,) e L}, .(R), telle que pour tout 7> 0:

Tr(e ™t — e7ar) = /Rﬁ()L,L, Lo, )te ™" d.

Il s’avere que sur |0, co[, la fonction &(4, L, Lg,) est en fait C* et méme suivant T.
Christiansen et L. Parnovski, la fonction de décalage spectral vérifie 'asymptotique
de Weyl [Ch,P]:
vol(M\Qg) A2

(4m)"? T(n/2+1)

é(’la La LQR) =)o

Nous devons alors faire une hypothése qui assure que I'opérateur Lg est positif
et que L n’a quun nombre fini de valeurs propres négatives. Pour cela, on
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suppose que
- n—2)>
voec? (@), [ laof +dofz - "2 [of:

Cest a dire on suppose que lopérateur A"+ g est borné inférieurement

par —(n — 2)2 /4. Sans cette hypothése la fonction de décalage spectral n’a pas de
limite ni a droite ni a gauche de zéro. Et nous avons alors pour tout ¢>0:

Tr(e—tL _ e—tLQR) — Z e—t), + f(O—F,L,LQR)
J€Spec Ln]|—o0,0

0
—&(0—,L,Lg,) + E(A, L, Lo, )e " da.
0

Cette formule est plus pratique parce que la fonction £ est définie avec un déterminant
et sa dérivée s’exprime comme une trace. Il est donc plus aisé d’obtenir des estimées
sur &. De plus cette derniére formule permet d’obtenir une formule de Levinson.

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat. Si ¢ est une solution non nulle
de I’équation L¢ = 0 a croissance lente, alors il y a une fonction non nulle ve C* (%)
telle que

0
¢(r,0):,wr(nf<2%. (1.1)

De plus —(n — 2)*/4 +v2eSpec(A” + q) et A"v+ qv = (—(n — 2)*/4 +v?)v. On note
alors &, la dimension de I’espace engendré par les solutions non nulles a ’équation
L¢ = 0 qui vérifient 'estimée (1.1). On a aussi

Z h:“ = dlm{(:b;L(,b =0et (]5 = O(rf(”*z)/zfv)}.

u=v
Théoréme 1.1.

&0+, L, Lo,) — &(0—,L, Lo,) = vh, +dimkerp: L.
vel0,1]

De plus si Spec(A" + q) <] — (n—2)* /4 + 1,4+ 0], alors
E(0+,L, Lo,) — £(0—, L, Lg,) = dim kery: L.

Cette derniere formule est aussi valide pour des pertubations de L par des potentiels qui,
pour un ¢>0, sont borné d 'infini par ,4%

On remarque donc qu’une solution de I’équation L¢ = 0 contribue d’autant plus a
ce saut qu’elle est presque L:

® Une solution L? fournit une contribution de 1.
® Une solution ¢ telle que Ve>0, "~ '“¢¢peL? et 1"~ ¢ L? fournit un saut de v.
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En particulier une solution telle que Lp = 0 et ¢~v/r"=2)/2 est invisible dans la
formule de trace. Alors qu’une solution telle que ¢ ~v/r"/?> y apparait comme une
solution L?. Ceci avait déja été remarqué pour I’espace euclidien R* par Jensen [J2].

D’ordinaire, ces solutions “presque L>” sont appelées “états demi-bornés” (half-
bound state en anglais). Cependant cette terminologie provient du fait que pour R ou
R?, il n’apparait que v=1/2 et que hij =0 ou hj;; = 1. En fait ces solutions
contribuent toutes a la singularité en zéro de 'opérateur de scattering:

Théoréeme 1.2. 1] y a une constante non nulle C telle que lorsque A—0

“log A\
detp S(4, L, Lo,) = (~log )" ] Hv( ‘;gﬂ) Jrdimkers Loy o(1)).

O<v<l

Ainsi on voit que des solutions de ’équation L¢ = 0 qui étaient invisible dans la
formule de trace sont détectées par 'opérateur de scattering. Et une solution de
I’équation L¢ = 0 qui n’est pas dans L? mais presque (au sens ou Ve>0, r*¢peL?)
si elle contribue a la formule de trace comme une fonction propre L?, elle produit sur
I'opérateur de scattering une singularité plus faible qu’une valeur propre L.

Ces solutions sont nommeées états résonnants d’énergie nulle. En général les états
résonnants sont associés aux singularités d’une extension méromorphe de ’opérateur
de scattering. Notre analyse donne donc le lien entre les états résonnants d’énérgie
nulle et le saut en zéro de la fonction de décalage spectral. Ces résonances sont donc
absentes lorsque le spectre de I'opérateur transverse A" 4+ ¢ est dans In—n?/4,
oo[. Dans un cadre euclidien, ce calcul du saut en zéro de la fonction de décalage
spectral est du a de nombreux auteurs [Gu,J1,J2,Mu]. Dans notre cadre, T.
Christiansen avait montré qu’en dimension n>3 et pour le laplacien 49, la fonction
de décalage spectral était nulle en zéro [Ch].

Dans notre cadre des variétés a bouts coniques, il faudrait étre capable de traiter le
cas ou on pertube notre modeéle en présence de résonances. Suivant les travaux de
Murata [Mu], qui concernent le cas euclidien, on peut esperer que notre résultat soit
encore valide pour des pertubations du potentiel par des fonctions décroissant
comme ¢ pour un ¢> 0. Cependant il serait plus intéressant de traiter le cas ou on
pertube le potentiel par un terme décroissant comme r~>~¢, voir méme pour des
pertubations gravitationnelles de la métrique. Nous pensons aussi qu’il doit étre
possible d’obtenir des estimées du groupe de Schrédinger e~ lorsque t— o0 ou de

la résolvante (L — z)f1 lorsque z—0. En fait un travail récent de X.P. Wang [W]
effectue cette analyse.

La méthode employée ici consiste a se ramener a étudier le déterminant d’un
opérateur pseudo-différentiel sur 9Qg. Ceci est en effet possible grace a [Ca3]. Dans
ce travail, on reliait la fonction de décalage spectral avec le déterminant de
lopérateur de Dirichlet/Neumann. Dans la partie 2 de ce papier, on reliera ces
opérateurs de Dirichlet/Neumann aux opérateurs de scattering définis par Melrose
[M2]. L’opérateur de Dirichlet/Neumann sur 9Qpf est la somme d’un opérateur
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obtenu en résolvant le probléme de Dirichlet sur M\Qg et d’un opérateur obtenu en
résolvant le probléme de Dirichlet sur Q. Le premier a de bonnes propriétés de
dépendance par rapport au parameétre spectral et le second peut étre explicité en
séparant les variables sur Qg. Dans les parties 3 et 4, on établira certaines estimées
qui nous serviront pour montrer nos résultats.

Nos travaux sont en fait valable pour d’autres opérateurs que des opérateurs
agissant sur des fonctions: nos résultats sont vrais pour tout opérateur de type
laplacien agissant sur les sections d’un fibré hermitien et compatible avec la
géométrie conique (comme le carré de 'opérateur de Dirac, le laplacien de Hodge-
DeRham). Et dans une derniére partie, nous donnons des applications de nos
résultats au scattering super-symétrique. Concernant un laplacien avec champ
magnétique a support compact sur R?, nous donnerons une interprétation de I’écart
entre I'indice L? et le flux du champ magnétique et nous repondons ainsi a une
question soulevée par les auteurs de [B-G-G-S-S].

Remerciement: Je tiens a remercier mes collegues du laboratoire de Mathématiques
de Nantes pour lintérét qu’ils ont porté a ce travail. Je bénéfécie d'un programme
“ACI” du ministere de la recherche du gouvernement frangais.

2. L’opérateur de scattering et 'opérateur de Dirichlet/Neumann

Dans cette partie, nous considérons un opérateur de type Schrodinger L =4+ V
sur une variété (M, g) a bouts coniques ou équipée d’une “scattering metric’ suivant
R. Melrose ou encore (M,g) est asymptotiquement euclidienne suivant d’autres
auteurs. Ainsi M est difféomorphe a I'intérieur d’une variété compacte a bord M de
bord ¥ = OM et pour une fonction x: M — R, définissant le bord de M on a

(dx)’ |l y, dx, dy)

x4 x?2

g= , pres du bord

ou encore si on pose r = 1/x
g = (dr)* + Ph(r,p,dr.dy) sur {x<e} = {r>1/e}.

/i étant un 2 tenseur symétrique lisse sur 3. On suppose que la fonction V est telle
que x 2VeC*(M).

Notation. On définit pour R>0 assez grand Qg = {x,r(x)> R}, c’est un ouvert
a bord lisse et Qg est difféeomorphe a |R, co[xZ. On identifie donc le bord de Qg
avec 2.

De plus si = M est un ouvert, on notera Ly la réalisation de L sur L*(0,dvol)
pour les conditions de Dirichlet sur 90.
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2.1. L’operateur de scattering

Dans [M2], Melrose étudie les propriétés fines de la résolvante R(z), zeC de
Popérateur L — z%; il montre que pour Ze R\{0}, et ue C;° (M), la limite

lim R(A+ ie)u
£—0+

existe et si a>0, alors cette limite permet de définir un opérateur continu:
R(J.+ i0+) : L2(M, x'** dvol,) —» L*(M, x~1*% dvol,)

1+

Autrement dit pour tout o> 0, 'opérateur x 2 R(A+ i0+)x 2 agit continument
sur L2(M ,dvoly). Dans ce papier, R. Melrose montre aussi comment définir un
opérateur de scattering:

S(A): C*(X)—>C*(2).
Si LeR\{0} et feC*(X), alors il y a un unique ue C* (M) tel que
(L—2)u=0,
1

u(r, 0) =, oy (€71 (0) + eV S(A)f (a)).
r 2

1l est alors évident que S(—21) = S(2)~".

L’opérateur S(4) est en fait un opérateur Fourier-intégral associé au flot
géodésique au temps n [M-Z].

On peut aussi définir un opérateur de scattering associé¢ a I'opérateur L sur Qg
pour les conditions de Dirichlet: si AeR\{0} et fe C*(Y), alors il y a un unique
ue C*(Qg) tel que

(L—722)u=0,
u =0 sur 0Qg,

U(r, ) = s (71 (6) + e Sy (A)f (0)).

r 2

Par exemple, sur R", S(/) est I'opérateur qui a f'e C*(S""!) associe la fonction

(61 (=0)).
2.2. L'operateur de Dirichlet/ Neumann

Dans [Ca3], nous avons étudié la fonction de décalage spectral en général et nous
l’avons reli¢ au déterminant d’un opérateur de type Dirichlet/Neumann, ou (pour
étre plus cohérent avec la terminologie avec la terminologie) d’un opérateur
Dirichlet/transmission.
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Si 2eR\{0} et feC®(Z), alors il existe une unique solution u = &(4)f aux
équations

(L—7Hu=0 sur Qr,

n—1 .

,T(% —ilru)—>0 lorsque r— o0,
u=f sur OQr~2.

Ceci s’obtient grace aux travaux de Melrose [M2] et de Hassell et Vasy [H-V]:
sizeC et Imz>0, il y a une unique solution aux équations

(L—z*)u=0,
ue L*(M,dvoly), (2.2)
u=f sur 0Qg.

Cette solution est donnée par
u=/=Ro(z)(L -]

ot fe Cy° (Qg) est une extension quelconque de f et Ry(z) la résolvante de (L — z%)
sur Qg pour les conditions de Dirichlet sur 9Qg. L’existence d’une solution
aux équations (2.2) s’obtient en faisant z = A+ ie et en faisant tendre & vers 0+
(Chapter 14 de [M2]). Puis I'unicité de cette solution provient du théoréme 2 de [M2].

De plus lorsque A% n’est pas une valeur propre de L sur M\Qg pour les conditions
de Dirichlet sur 9Qg, on peut alors résoudre uniquement le probléme de Dirichlet
intérieur:

(L—73u=0 sur M\Qg,

u=f sur 0Qg.

Posons ¢ = {A€R, A?eSpec Lo, }; ainsi lorsque f € C* (9Qg) et AeR\a, il y a une
unique solution du probléme

(L—2)u=0 sur M\0Qg,
n—1 .

r2 (% —ilru)—0 lorsque r— oo,
u :f sur 8.QR

La solution u est continue et ses dérivées présentent un saut le long de 9Qg.
L’opérateur de Dirichlet/Neumann est alors défini par

. g,  Ouly_o,

NS

8va 8VM_QR

Ou on a noté vy _gq, (resp. vo,) la normale unitaire sortante de M — Qg (resp. Qg).
Les arguments de [Ca3] montre que .47(1) est un opérateur pseudo-différentiel
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d’ordre 1 elliptique inversible sur 0Qg; de plus son symbole principal est scalaire

positif. En fait, le noyau de Schwarz de A4~ (/1)_l est simplement le noyau de Schwarz
de R(Z+ i0+) restreint a Qg X 0QR.

2.3. Quelques identités fonctionnelles

Le résultat de [Ca3] relie directement la phase de la zeta régularisation du
déterminant de I'opérateur 4"(1) avec la fonction de décalage spectral du couple
(L, Lg,). Nous allons reli¢ cette fonction de décalage spectral avec la phase du
déterminant de I'opérateur S;'S. Un corollaire de ce résultat est une formule de
trace, formule déja connue (cf le th 3.1 de [Ch]). Pour prouver ce résultat nous
devons relier les opérateurs Sp(4), S(1) A7(1). Pour cela, il faut des opérateurs
reliant ce qui se passe a I'infini sur X et sur 0Qg.

Les premiers sont les opérateurs de Poisson P et Py:

SifeC*(X) alors P(2)f e C* (M) est la solution de

(L—2)P(2)f =0,
PA)f(r,0)~ 1o g (€7 (0) + eV S(2)f ().

De méme, Py(A) est Popérateur qui a feC®(X) associe Py(1)feC*(Qg) la
solution de

(L= 22)Py(A)f =0,
P(](/L)f =0 sur GQR,
Po(2)f (r,0)~ - o ip (€7 (0) + 7Sy (2)f (o).

r 2

Les seconds sont les opérateurs 7(1) qui a fe C*(2) associe T(A)f e C*(X) tels
que si u résoud le probléme de Dirichlet

(L—7u=0 sur Qg,
n—1 .
r2 (%—iiru) >0 lorsque r— oo,
u=f sur 0Qr~2%
alors
ei/lr
u(r7 )—r—>00 ET(;“)f( )
r 2

T est en fait un opérateur régularisant.
On peut maintenant relier les opérateurs So(1), S(4) A7(1), P(), Po(1) et T(1).
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Tout d’abord, si feC®(X), alors v = P(1)f — Py(1)f est solution sur Qr des
équations

(L—7v=0 sur Qg,

n=179
ra <alr)—i)vv> —0 lorsque r— co.

Et lorsque r— o0, on a

On en déduit donc I'identité suivante
T(=4)(P(2)f lag,) = S(A)f = So(A)f - (2.3)
Puis si fe C*(2), alors v = &(1)f — &(—A)f est solution sur Qg de I’équation
(L—72w=0
et v est nulle sur Q. De plus lorsque r— o0, on a "asymptotique

o(r, 0) = ,,1,1 [e” T(2)f (0) — e T (=2)f (o).

r 2

Et on obtient donc I’équation

Enfin si fe C* (), alors posons
v=E)N ()N (=D — E(=I)f.

Alors v est construit de telle facon que v vérifie I'équation (L — 2*)v = 0 aux sens des
distributions sur M. Donc v vérifie cette équation sur M et de plus lorsque »— oo, on
a I’asymptotique

1

o(r,0) = [ TN (2) " N (=)f (0) — & T(~ 1)/ (o).

n—1
r 2

Et on obtient la relation suivante
ST N ()N (=2) = =T (=) (2.5)
Si nous utilisons les relations (2.4) et (2.5), nous obtenons

TN ()N (=2) = S() " So(A)T(A). (2.6)
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L’opérateur T'(1) est un opérateur a noyau lisse. Et les opérateurs S(2)'Sy(4) et
N (2)"' 47 (=2) sont des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0, on a méme que

les opérateurs S(A)'So() —1d et N ()N (=) —Id sont des opérateurs
régularisants, i.e. des operateurs d noyaux C*.

Pour le premier cela découle des travaux de Joshi et Sa Baretto [J-S], et pour le
second cela découle du fait que si ((x,y)e M?— G(4,x,y)) est le noyau de Schwarz
de I'opérateur R(4) alors I'opérateur .4/"(1)”' a pour noyau

((x,) eX’— G(A,x,)).

Ainsi le noyau de Schwarz de Popérateur A7 (2) "' — 47(=2)"" est iZE(Jx,y), ou
((x,y)e M* E(J,x,y)) est le noyau de Schwarz du projecteur spectral de L sur
I'intervalle | — o0, 2%], et E(/,.,.) est une fonction C* sur M x M. D’ou le résultat
sur A (2) "' (=2) — 1d.

2.4. Lien entre les opérateurs de Dirichlet/ Neumann et la fonction Xi

Remarquons maintenant que suivant le principe d’unique continuation de [M2,
Théoréme 2], on sait que les opérateurs 7'(4) sont injectifs, (2.6) montre que si ueC
alors

T(2): Ker {4 (2) "' N (=2) — uld} - Ker {S(1) ' So(%) — uld}

est une application injective
Nous allons montrer que si e C\{1}, alors cette application est un isomorphisme.
Soit donc ueC\{1} et peL*(X) tels que

S()"'So()d = .

11 suffit de montrer que I’on peut trouver y € L(2) tel que T(A)y = ¢, alors I'identité
(2.6) montrera que W eKer {4 (2) "' A (=4) — uld}.

Comme p# 1, on sait que ¢ est C*. Si on applique 'identité (2.6) en —Aeta S(1)¢
on obtient:

T()P(=1)S(A) = ¢ — So(2)'S(1)p ="——¢.

Donc = -5 P(=2)S(4)¢|gq, convient.

On a donc montré que les opérateurs S(4) ™' So(A) et A°(1) ' A" (=1) ont sauf pour
la valeur propre 1 les mémes valeurs propres comptées avec multiplicités. Ainsi les
déterminants de Fredholm de ces opérateurs sont égaux:

dety S(2) 7' So(2) = dety N (A) ' N (=2)
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ou plutot:

det So(2) 7' S(A) = detg N (=2) " A ().

Or lopérateur A" (—A) "' .A7(%) — 1d est un opérateur a trace et grice a une remarque
de Kontsevich et Vishik [K-V] on a

. dety A7(A
det A" (=) 7 (2) Wf_))
‘.

Ou det; A7(4) est le déterminant de 'opérateur .4#"(1) régularisé grace a la fonction
{(s) =Tr N/ (A)7

Ceci montre que les arguments de ces déterminants différent sur R\c d’une
fonction locallement constante. Or grace aux travaux de Hassell-Vasy, on sait que
les opérateurs S et Sy dépendent de fagcon C* de 1eR\{0} [H-V]. Comme ces
opérateurs sont inversibles, on en déduit qu’il existe une détermination C* de
Argdety, So(4) ' S(4) sur |0, oo [. De plus, nous savons que A€]0, oo [— .4°(1) admet
un poéle exactement lorsque A€o et que la multiplicité de ce pole est exactement celle
de 2* comme valeur propre de Lynq,. Donc les fonctions Arg dety, So(2)'S(2) et
2Argdet, A(4) — 2nCard{ueSpec Ly g, 1</} sont continues sur ]0, oo[ et donc
y différent d’une constante que I'on peut supposer nulle. Or le théoréme (1.5 de
[Ca3]) montre que la fonction de décalage spectral est justement la fonction
— L Argdet, 47(2) + Card{ueSpec Lys_o,, u</’}.' On a donc

Théoréme 2.1. VA>0, on a
detry So(4) ' S(2) = e 2mU L Lag),
Et si /¢ Spec Ly—qg, on a aussi

E(J2 L, Loy) = —%Arg det, A"(2) + Card{ueSpec Lyr—p n<A*}.

Remarque 2.2. L’analyse que nous venons de faire n’est pas spéciale a la
géomeétrie considérée ici. Nos résultats sont aussi valide dans bien d’autres cadres
des que l'on sait définir opérateur R(A+ i0+) et I'opérateur de Scattering et
que I’on a montré une propriété d’unique continuation semblable au Théoréme 2
de [M2].

'On a choisi ici une convention de signe différente pour la fonction ¢.



G. Carron | Journal of Functional Analysis 212 (2004) 222-260 233
3. L’opérateur de Dirichlet/Neumann

Notre but est de calculer le saut en zéro de la fonction de décalage spectral £(4) i.e.
de calculer £(0+) — ¢(0—). Nous allons d’abord supposer que 'opérateur L est tel
qu’a I'infini nous pouvons sépar¢ les variables. C’est a dire on suppose qu’au dehors
d’un compact K, la métrique g est conique

(M\K,g) = ([R, 0 [xZ,dr* + r*h)

ou /i est une métrique riemannienne sur X et que sur M\K, le potentiel V' est
homogene de degré —2:

3.1. Une hypothese

Nous faisons de plus une hypothése qui vont assurer que les limites a gauche et a
droite en zéro de la fonction de décalage spectral existent: on suppose que I'opérateur
modéle L sur le cone (]0, co[x X, dr? + r?h) est positif:

Ve Cy(]0, o[x2),

|dz¢|hjq( ) i dr dvol,(0) >0.

(Lo, ¢>f/ /

Ceci équivaut a ce que la plus petite valeur propre de I'opérateur 4" + ¢ sur X soit

or

supérieure ou égale a —(n — 2)2/4, c’est a dire que

n—2)?
VoeC*(2), (A'o+qp,0) =/Id¢|i+q(9)<p2dvolh/ - %/@20{\’01%
) 2

On déduit ceci facilement de I'inégalité de Hardy:

2 _9\2 o ,2
Pl dr > (n—2) / u—2r”’1 dr.
4 0 r

u

. “[0
wue (0.0, [ |5

Et du fait que cette inégalité est optimale.

Cette hypothése implique que I'indice de 'opérateur L est fini, i.e. que sur L?, L
n’a quun nombre fini de valeurs propres négatives; en fait, suivant [F], cette
hypothese est équivalente au fait que cet indice soit fini.

Ceci implique que si R est assez grand alors 0 n’est pas dans le spectre de
Popérateur L sur M\([R, oo[xZX) lorsqu’on a mis sur X les conditions de Dirichlet.
Si Qg = [R, 0 [xZX, alors opérateur Lg, est positif, en particulier il n’a pas de
valeur propre négative, et donc la fonction de décalage spectral est localement
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constante sur | — o0, 0[ et:

&(0—, L, Lg,) = dim € Kerz(L — 1d).
<0

On va maintenant voir dans un cas simple que sans notre hypothése de positivité a
I'infini, la limite a droite de la fonction de décalage spectral n’existe pas forcément.
Pour ¢>0, on considére "opérateur

sur L*([1, co[,rdr). On note Lp la réalisation de L sur L*([1, co[,rdr) pour les
conditions de Dirichlet et Ly la réalisation de L pour les conditions de Neumann. On
sait que Ly est une perturbation de rang 1 de Lp et on a pour A>0:

1 HY(
st 4i)

Ou H), est la fonction de Hankel d’indice ic. On connait le dévellopement asymptotique
de la fonction de Hankel lorsque 41— 0 (cf. [Le] page 101), et on obtient ainsi

HEG) 1 a(i/2)™

A =—jc—————

1 —ac(/2)%

+0(2),

H,.(2)
avec a, = e™I'(1 —ic)/T'(1 +ic).
Ainsi lorsque 41— 0, Pargument de cette expression est asymptote a une fonction

périodique non constante en log A et donc é(v/Z, Ly, Lp) oscille prés de 0+ et cette
fonction n’a pas de limite en 0+.

3.2. L’opérateur de Dirichlet/ Neumann pour ['énergie nulle

Cette hypothése de positivité nous assure aussi I’existence d’un opérateur de
Dirichlet/Neumann pour 4 = 0.
En effet, nous partons d’un raffinement de I'inégalité de Hardy:

Vue Cy°(]1, w0]),

0

/Ix_

ar”

2 2 o
_2 0,2 1 0 2

" dr — (n—2) / u—zr"_1 dr>—/ v 5 P dr.
4 1 r 4J)1 (logr)“r?

Inégalité que I’on obtient en posant u = r"~2)/2, /logr v. On a alors

9 2nq (”—2)2 Cu o v’
P dr = 3 /lr—zr dr+/1 (v’ logr—&-m)rdn

/1%_

ar”
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De cette inégalité et de I'hypothése que nous faisons sur le spectre de 'opérateur
A" 4 ¢, nous en déduisons I'inégalité de coercivité faible suivante:

Ve Ci (IR, »[xE), (L$.¢)>>}lI(rlogr) " d[|7-.
Et ceci nous permet de résoudre le probléme de Dirichlet extérieur:

Proposition 3.1. Si fe C*(X), alors il y a un unique

2 dvol,
&(0)feL (]R, oo[xZ,—(r og r)2>

tel que

{Lé’(O)f =0 sur|R, 0[xZX,
E0) =f sur {R} x Z.

Bien sur, si on utilise la décomposition spectrale de 'opérateur 4" + ¢, alors &(0)f
est facile a expliciter: soit {¢;}; est une base hilbertienne de L*(%) constituée de

fonctions propres de 'opérateur 4" + ¢

LX(2) = @ Co (3.7)
jeN
avec pour j>0, (4" +q)p; = 7;¢,;. Et posons v; = /4 + (n— 2)2/4, alors si f =

>.¢¢;, on a

vi+(n=2)/2
) ¢;p;(0).

50,0 = 3 (%

J

L’opérateur de Dirichlet/Neumann extérieur f +— — %|r: 6 (0)f est juste 'opérateur

%<\/Ah+61+(n—2)2/4+n;21d)7 (3.8)

c’est bien un opérateur pseudo différentiel elliptique d’ordre 1. De plus I'inégalité de
coercivité faible nous permet d’affirmer que si & (in)f résoud

(L+u®)é@ip)f =0 sur R, wo[xX,
E(in)fel?,
sin)f =f sur {R} x 2.

alors &(in)f tend vers &(0)f dans L3  lorsque u—0.
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On a déja dit que pour R assez grand l'opérateur L sur {r< R} pour les conditions
de Dirichlet est inversible, ce qui permet de résoudre le probléme de Dirichlet
intérieur et définir ainsi un opérateur .4"(0):

si feC®(X) alors il existe une unique &(0)feC®(M\({R} x2)) et

&(0)fel? (]R, 00 [x 3, ol ) tel que

712 log 12

L&) =0 sur M\({R} x X),
{ﬁ(O)f =f sur {R} x 2.

Alors on pose comme précédement:

06(0 06(0

On a déja vu que pour 2> 0 assez petit, on a
1
£ L, Loy) = — —Argdet; A7(2) + £(0-).

On s’attend donc a ce que le saut en zéro de la fonction de décalage spectral du
couple (L, Lg,) soit dicté par les éléments du noyau de .4#7(0). En fait ce noyau est
relié¢ a un certain noyau de I'opérateur L.

3.3. Le noyau de I'opérateur Dirichlet/ Neumann

Proposition 3.2. Si  ¢peC*(M)\{0} est telle que Lp=0 et el
(M, (rlogr)™ dvoly) alors il y ajoeN et pe C* (X)\{0} tels que Ao + qp = 1, ¢ et

_ (9 -
d)(r,@)ferO(r -0).

Cette proposition se montre en utilisant la décomposition spectrale de 4" + ¢ et en
séparant les variables sur |R, co[xZ. Elle implique I’égalité:

{peC™ (M), Lp =0, ¢ = O(—" )} = {pe*(M, (rlogr)* dvol,) L$ = 0}.
Alors si fe C*(X) est annulée par .47(0), il est clair que
£(0)f e L*(M, (rlogr) > dvol,) et L&O0)f =0.

Puis si u est dans L*(M, (rlogr) dvoly) et est annulé par L, alors u| gy, s est annule
par 47(0). On obtient donc le résultat suivant
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Proposition 3.3. I/ y a un isomorphisme entre le noyau de I'opérateur N (0) et 'espace

{¢peC™ (M), Lp =0, ¢ = O " 2/)}.

4. Asymptotique en 4 = 0 de I’opérateur Dirichlet/Neumann
Nous allons maintenant étudier I'asymptotique du déterminant régularisé de

lopérateur A7(2) lorsque 1 — 0. Pour cela on commence par quelques estimations sur
I’opérateur modéle. Des estimées similaires ont été obtenues par Christiansen [Ch].

4.1. La résolvante de I'opérateur modele
On considere donc I'opérateur

2 n—1d V—(n-2)7/4

L=-2_1""%_
dr? rodr r?

sur L*(]0, co[, "~ ! dr). On sait que si v>0 alors cet opérateur initialement défini sur
Cy°(]0, oo ) est essentiellement auto-adjoint, on note encore L, son unique extension
auto-adjointe a L*(]0, co[, 7"~ ! dr).

Proposition 4.1. Soit ¢>0, si v>0, il existe une constante ¢, décroissante avec v, tel
que si zeC, alors lopérateur (1+r)""*(L,—z)'(14+r)"""" est borné sur
L*(]0, o[, ¥~ dr) et a une norme d’opérateur borné par c, .

Preuve. On ne considere que le cas ou Im z>0, le cas Im z< 0 s’en déduit par dualité.
On se sert de la représentation suivante du noyau de I'opérateur eI+

67”[“’( n=2 1] ¥+ (xy)

= e dir ¢ 2"
X p)= () 2 ooe di e 2, (o
ou J, est la fonction de Bessel d’indice v (cf. p. 592 de [C] ou la partie 8.8 de [T]).

Ainsi lorsque Im z>0, le noyau de Schwarz de I'opérateur (L, — 2)71 est

n2 [P Xt X\ dt
_ ) it Stz i vJ ( )
o [ et ()5

Cette intégrale converge absolument car [,” |J,(3)|< = [ |/,(t)| <. On peut de plus
majorer cette intégrale car on sait que si r>0 et v>0 alors

(c/2)’
r(1/2)r(v+1/2)

()] <
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Et donc

o8] ﬂ 1 (1/2)‘ ﬂ 0 . @
fo v es [ st ) T

Maintenant si d€]0, 1], on peut majorer la seconde intégrale par:

« dr [P de '
L= =) -
([ wore [755)

Or pour d€]0, 1], on a I’égalité:

« dt '(v+4/2)
L= =) ———1=
/0 @ == CO) =52
Pour montrer ceci, on utilise les formules (cf. p. 150 et 391 de [Wa]):

St =2 /0 Jon(27 08 0) dO

T

et

o T 2 (v + (14 p)/2)

On obtient finallement qu’il y a une constante b, décroissant avec v tel que le
noyau de Schwarz de 'opérateur (L, —z)~' est majoré par

n=2
by(xy)” 2.

La proposition découle alors du fait que 'opérateur dont le noyau est
—1—¢ _n=2 —1—¢
(T+x)" () 2 (1+y)
est borné sur L2(]0, oo[, 7"~ dr) (c’est un opérateur Hilbert-Schmidt). [J

Proposition 4.2. Soit ¢>0, si v>1, il existe une constante c,, décroissante avec v, tel
que si zeC, alors lopérateur (1+r) (L, —2) (1 +r) """ est borné sur
L*(]0, oo, "~ dr) et a une norme d’opérateur borné par c, .

Preuve. On procéde de la méme fagon. Si Imz>0, le noyau de Schwarz de
opérateur (L, — z) > est

n=2 [° X7 T X\ dt
-3 -~ +izt —i 5 vJv <_) _
() /0 ¢ o 20)2i
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Il est donc majoré par

o2 [ @G = [ ol

Et les mémes arguments menent au résultat. [

En fait, on a méme, pour l'opérateur (1 +r) > (L, — z) (1 4+ r) > "%, un résultat
de continuité par rapport a z,Im z>=0.
En effet le noyau de Schwarz de I'opérateur (L, —z — h) > — (L, — z) > est borné

par
=2 [ dt
-7 —ht _
T [l

Lorsque |h|xy>=1, on peut donc le majorer par

Cy(xy)~ %2,

Puis lorsque |#|xy<1, on le majore par

*© T lhlxy dt
(x >z”[|h|xy | g [ mmm].

Les mémes techniques que précédement ménent a la majoration de cette
n
expression par C,(xy) 2" (|h|xy + (|h|xy)""). Ainsi si v=1+ avec 6¢€]0,1[ on

obtient que le noyau de Schwarz de I'opérateur (L, —z —h) > — (L, —z) > est
majoré par

Cy(xy)™ 272 ()’

Par la loi du “qui peut le plus peut le moins”, on peut supposer que o0<e.

L’opérateur dont le noyau est (1 +x) > “(xy)” 2+2(|h|xy) (14y) 2" est continue
sur L2(]0, oo [, dr). Ainsi si ue L*(]0, oo[,"~! dr), alors

11+ 2) 2 (L =2 = h) 2 = (L = 2) ) (1 +2) " ull 2 < o1 -

4.2. L'operateur sur le cone

Ces résultats impliquent les résultats suivants pour 'opérateur L a I'infini. Soit L,
la restriction de I'opérateur Ly a ’espace ®j,/l,»+(n—2)2/4>lcg0j’ L, est un pseudo-

laplacien.
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Proposition 4.3. Soit ¢>0. Pour ze C, Im z=0 alors I'opérateur
(Ly —2) " L2(]0, o0 [xZ, (1 + r) " dvol) - L*(]0, co[x Z, (1 4+ r)~* % dvol)
est un opérateur borné, de plus il dépend de fagon C' de z dans le domaine {Im z>0}.

De ceci et d’estimées elliptiques nous pouvons en déduire:

Corollaire 4.4. Le noyau de Schwarz de 'opéerateur (L — 2)71 est une fonction C*
sur  (]0, co [><Z)2 privé de la diagonale Diag. De plus z+— (L, —z)”
(x,7) e C*((]0, oo [xX)*\Diag) est C' sur {Imz>0}.

4.3. Analyse de I'opérateur Dirichlet/ Neumann extérieur

Nous pouvons maintenant commencer a ¢étudier comment 'opérateur de
Dirichlet/Neumann dépend de 4 lorsque A est voisin de zéro. L’opérateur A4(1)
est la somme de deux opérateurs pseudodifférentiels

/V(A-) = e/Vext(l) + ‘Miﬂt(/l)'

Ou si 2eC, ImA=0 et feC™(2) alors &(A)f e C*([R, co[xZX) est la solution du
probléme de Dirichlet:

(L& =0 sur |R, o0 [x X,
s =1 sur {R} x X,
ENfel? si Im A>0,

—1 /90
rT (% - iiréa()v)f) 0, silm/i=0.

m
Alors on a

i =280

r=R

De méme, si AeC et A*¢SpeclL Mm(Rw[xz) alors  on  note
E(A)feC®(M\(JR, ©[xZX)) la solution du probléme de Dirichlet:

(L—22)EA)f =0 sur M\([R, ©[xX),
ENf=f sur {R} x 2.
Alors on a

261\
or R

r=

/V.int(;h)f =
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On sait que si 'on choisit R assez grand alors 0 n’est pas dans le spectre de
lopérateur Ljpg,. Dans ce cas, 'opérateur .47, (A) est un opérateur pseudo-
différentiel elliptique d’ordre 1 qui dépend holomorphiquement de /°. Nos estimées
précédentes vont nous permettre d’étudier A"y, (1). Soit H le projecteur spectral de
N ext(0) sur Iintervalle [0, 1]. D’apres (3.8), on sait que:

! h 2,02
Donc dans la décomposition (3.7) de L*(X):

L*(2) =@ Cog;,
JjeN

on a

H = > {90

0<+(n—2)2/4<1

Proposition 4.5.
/‘/exf(/l)(ld - H) = 'P(lz) + ‘y(lz)v

ou Y(z) est un opérateur pseudo-différentiel elliptique d'ordre 1 quic dépend
holomorphiquement de z dans un voisinage de zéro et ¥(z) est un opérateur d noyau
C*, qui dépend de facon C' de z, dans un voisinage de zéro dans Im z=0 C’est d dire
que S (2)f (0) = [; O(z,0,0)f (¢) do, oi z+— Q(z,.,.)e C*(Z x X) est de classe C'
dans un voisinage de 0 dans {Im z>=0}.

Preuve. Soit feKer H. Sur |R,2R[xX, on a
ENf =u; +v;
ou u; résoud le probléme de Dirichlet:

(L—7%u; =0 sur |R,2R[xZ,
u, =f sur {R} x X2,
u, =0 sur {2R} x 2.

et v; résoud le probléme de Dirichlet:

(L—7%v, =0 sur |R2R[xZ,
v, =0 sur {R} x X,
v, =ENf sur {2R} x X.
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On a donc A ey (A)f = — 2 u; — 2v,. Si on pose POHf = 9 u; alors ¥(z) est un
opérateur pseudo-différentiel elhpthue d’ordre 1 qui dépend holomorphlquement de
z dans un voisinage de zéro puisque c’est une partie de I'opérateur de Dirichlet/

Neumann sur le compact [R,2R] x Z. Il faut montrer I'assertion sur (/%) f =

— 5 v;. Soit P(z,r,0, ) le noyau (de Poisson) qui permet de résoudre le probléme de
Dirichlet:

L—z)v=0 sur |R,2R[xZ
0 sur {R} x X,
v=r sur {2R} x 2.

On a v(r,0) = [, P(z,r,0,0)f(c)ds. Dans un voisinage de zéro z+— P(z,r,0,0)¢€
C*([R, 2R[><Z x X) est une fonction holomorphe de z. Comme on a

0,(r,0) = /Z P(2,7,0,0)(6(1)f) (2R, ¢) do.

Il nous suffit donc d’étudier I'opérateur f'+— (&(1))f (2R, .).

Nous allons maintenant nous servir de notre étude précédente, notamment du
corollaire (4.4). Fixons p une fonction C* a support compact dans |0,2R[xX
et valant 1 dans un voisinage de {R} x 2.

Soit ge C*(X), on note &(z)g la solution du probléme de Dirichlet:

(L—7%é&(z)g=0 sur |R,2R|
E(2)g=f sur {R} x X,
&(z)g=0 sur {2R} x Z.

Alors (L — 2*)pé&(z)g est une fonction C* a support compact dans |R,2R[x X, on
appelle abusivement (L — 2*)pé&(z)g I'extension de cette fonction au cone ]0, oo [x X
Alors on cherche &(4%)f sous la forme suivante

EGA = E(2)g— (L = 22) (L= P)E()g. (4.9)

Pour ge C*(X), le terme de gauche est une solution de I’équation (L — /?)v = 0 sur
R, o [x 2 et il satisfait les conditions de radiations. Cette expression nous permettra
de résoudre le probléme de Dirichlet extérieur si g est solution de I’équation
intégrale:

f=9-K@#)yg
ol K(2%) est I'opérateur

g— (Lt —/12)_ (L -7 )& ( )g|{R}xz
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D’apreés le corollaire (4.4), cet opérateur est un opérateur a noyau C* et son noyau
dépend de facon C' de z,Imz>0. Si on montre que l'opérateur Id — K()Lz) est
inversible, alors 'opérateur (1 — K(4%))™" dépendra aussi de fagcon C' de 2% et on
obtiendra le résultat voulu sur .(z). Or pour montrer que Id — K (4%) est inversible il
suffit de montrer qu’il est injectif: si on a g — K(4*)g = 0, alors I’expression (4.9)
nous fournit une solution de I'équation (L — A*)v = 0 qui satisfait les conditions de
radiations et qui est nulle sur {R} x 2. Elle est donc nulle. On aura donc

g = (L - 27 L - DE(E)g.
Ceci montre que &(z)g a une extension a ]0,,2R[x 2 qui est solution de I’équation
(L — %)= 0. Or &(z)g est nulle sur {2R} x X, si 1 est assez petit ceci implique que

&(z)g est nulle donc g aussi. [

Nous devons maintenant étudier .4 ,,H, c’est un opérateur de rang fini et on a

n=2 .1
R 2 Hv_()d’)
EMNo:(r,0)=(—| ———0(0).
00 = (7)) gz 210
avec on le rappelle Ah(pj +qp; = Zip; et v; = \//1? + (n—2)*/4. On en déduit donc
v n—2

me%:JRéhm%+

Vi

2 Pj-

Or on a les dévellopements suivant (cf [Le, p. 101]):

HI()

Si velo, 1], —A—
ij (;‘)

=v+4 ¢,/ +0(4?),

ou ¢, = e 272 (1 —v) /T (1 +v).

H) 1

siveo, 2B _ L g,
H(4) log 4
H{'(4)

Etsiv=1, -1

T .o 2
=1-—=2%logl+ O(?).
Hl(1) 2 08 (+)

4.4. Le saut en zero de la fonction Xi

Cette étude nous permet de donner I'allure en zéro du déterminant de A47(1):
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Définition 4.6. Pour ve (0, 1], on note /4, la dimension de I’espace engendrée par les
solutions non nulles de I’équation

Lp=0
telle qu’il existe pe C* (2)\{0} telle que lorsque r— co:

__0)
¢, 0) =~ o

On a alors

Théoréme 4.7. Pour une constante C#0, on a I'asymptotique suivant lorsque 1. — 0:

_ ho .
detg J‘/(i) _ <]Ogl/L> H )L2vh‘. ()VZ IOg(l/;L))/ll ;L2d1m ker;> L(C + 0(1))
0<v<l

Nous obtenons en corollaire:
Corollaire 4.8.

ﬂ&hLLm)—fmﬁLJ@Q::EZ vh, + dim ker; L.
vel0,1]

Preuve. Soit P le projecteur orthogonal sur ker 47(0). P est un opérateur
autoadjoint car .4°(0) est un opérateur symeétrique (cela provient de la formule de
Green). Dans la décomposition L?*(X) = ker .4"(0) @ker P, on a

A 1(2) A1,2(1)>
Az 1 (1) Axn(2))’

ou A;j(i)=PN(L)P; et Py=P, P,=1d—P. Griace a ce qui a ¢été fait
précédement on sait que A;,(4) est la somme de trois opérateurs:

A«@(

® un opérateur de rang fini qui dépend continument de 4
® un opérateur pseudo-différentiel qui dépend de fagon holomorphe de A%,
® un opérateur a noyau C* qui est C' par rapport a 4> lorsque Re >0, Im 4>0.

(0 o)

5—dt(m 0 )#o
N 0 40T

De plus I'opérateur

est inversible. Donc
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Ceci permet d’affirmer que lorsque 41— 0, alors

Id 0
detg( 0 A2’2(1)> =0(1+o(1)).

On a donc

Ari(2)  A1a(A)Ax2(2)7"

det; A7 (4) = detg
¢ A(2) = detr (Az,l(;h) 1d

>5(1+0(1)).

Nous savons de plus que

lln’(l) Al‘z(;u)Azg (/1)71 =0.

Il nous faut maintenant décrire comment ./"(1) agit sur le noyau de .47(0). Soit
peker 47(0)\{0}, alors on sait que si on note ¢; = {@, @, alors

e
0)o(r,0) = Z ¢ (5) ’ ®;(0), surr>R.

- r
J

De plus, on a
W) = N ostVHO + N (2)(1d — H)p + N (D).
L’étude précédente permet d’affirmer que I'on a
N () = N e (2)Hp + (2, 0)

ou zi—(z,.) e C¥(X) est de classe C! sur {Imz>0}.
On sait que lorsque r— oo,

¥ (6)

E(0)p(r,0) >

Siv>1,i.e.si&(0)pel?, on doit avoir Hp = 0, donc .4"(1)¢ est une fonction C' de
2*. Comme ./ (0)p =0, on a
N (D)e(0) = 22c(0) + 0(2%).

On peut vérifier que ¢(6) ne peut pas étre la fonction nulle: en effet si & (in)p résoud

(L+@2)é(iw)e =0 sur M\({R} x X),
(iwpel?,
E(iw)e = o sur {R} x 2.
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alors &(in)e tend vers &(0)¢ dans L7 lorsque u—0. Gréce a la formule de Green,
on a

W E(i) @, E0)p )y = < = LE(W)@, E(0)0 ) s ((ryxz) = <A (1)@, 0 (r)x-
Comme &(0)pelL?, on a
lim (72 A ()9, 0 )z = 1160|720 #0

et donc

6,00 (ryxx #0.
Si on suppose que ve[0, 1], alors on a sur {R} X X,

Q= RH% Y+
ou

ve &P Co;.

)7,-+(n72)2/4>v

Notre étude précédente fournit un développement limité de A A" (1)p prés de
A =0; comme ./ (0)¢p = 0, on obtient

()0 = (0 + o(en(2).
ou
e > si vel0, 1],

8‘}(}') = 1 Sl vV = 0,

" logZ

—2%logl siv=1.
On décompose alors le noyau de .4#7(0) en une somme orthogonale:
ker 4°(0) = H,® H>
ou
Hy = {f eker 47(0),6(0)f € L*} = {u| gy .5, Lu = 0,ue L*(M)}.

Et on notera Q, le projecteur orthogonal sur H, et Q; celui sur H,. On vient de voir
qu’il existe un opérateur T : Hy — L*(X) tel que si f'e H, alors

N =22T(f) +o(22).
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Et on a de plus

KT(f),9> = /Mé"(O)f (0)gdvol,.
Ainsi T est injectif et Popérateur O, T : Hy — H, est un opérateur autoadjoint défini
positif.

Et si feE\{0}, alors il existe ve[0,1] avec —(n—2)/4 + veSpec(4” +¢) et
veker(4" + g+ (n — 2)*/4 — vId)\{0} tels que lorsque r— oo:

v(0) 1
E0)f(r,0) = Sy 1O (r(nZ)/2+\') :

Et on a aussi
N (A = &, (A)v(0) + o(ey(1)).
On choisit alors une base de E, f1,/>, ..., f; telle que

v;(0
E0)f(r, 0):rqw%.

et que vi<v<---<v. De plus lorsque v; =v;y; = -+ =v;4;, alors on choisit
SirJit1s ..., fir; de fagon a ce que vy, V41, ..., Uiy forment une base orthogonale. Et on
note &, (1) = &(4). On a alors pour ie{l, ...,/}:

CAHNfisdi > = ei(2)vinfi > + o(ei(4)).

On a donc les asymptotiques suivants lorsque 41— 0:

(N Ofiofi> = e(D||oil]* + o(ei(2)),

(N Afisti> = iy V(2> = O(ei(2) = O(g(2)).
Mais par construction on a {v;,f;» =0 si j>i et donc pour j>ion a
KA fini> = o(ei(4)).

Soit D(A) 'endomorphisme diagonale sur H, qui a f; associe ¢;(4)f;. On a donc

(Auu) Al,zu)Az’zu)”)
)

Ay (4 Id
S() QT+ 0(1) QAi2(A)A(A)™"\ (D) 0 0
=1 0(1) O T+o0(l) 01412(A)A22(7)"" 0 A1d o0

o(1) o(1) 1d 0 0
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Ou dans la base {fi,/2,...,/i}, S(Z) est une matrice avec les propriétés suivantes
lorsque A—0:

e e /™ coefficient de la diagonale est ||v;]|* + o(1).
® [es coefficients au dessus de la diagonale sont bornés.
® [es coefficients au dessous de la diagonale tendent vers zéro avec 4.

On obtient ainsi facilement que

S() QT +0(1) Qed2(2)Arn(2)”" 1
detrr [ o(1) O T +0(1) 0r412(N)A22(2)" | =] llill* det(@2T)(1 + (1))
o) o) 1d

Ce qui implique bien le résultat. [

4.5. Le cas non-exact

En fait, on remarque que lorsque

inf Spec(4” + ¢)> — (n —2)*/4+ 1

alors il n’y a pas de résonances d’énergie nulle. Et dans ce cas la preuve que
nous venons de faire est beaucoup plus simple. En effet si 'opérateur L est
isométrique au dehors d’un compact avec un opérateur L tel que pour z, Imz>=0
dans un voisinage de 0, z+ (Lo —z)~' est une fonction C' & valeurs dans les
opérateurs bornés d’un espace de L? a poids dans un autre alors le saut de la fonction
de décalage spectral en zéro est la dimension du noyau L? de ’opérateur. Et nous
pouvons en I"absence de petites valeurs propre pour 1 *opérateur A" + ¢ établir que ce
calcul du saut en zéro de la fonction de décalage spectral est encore vrai pour des
pertubations:

Théoréme 4.9. Supposons que (M, g) est une variété d bouts coniques exacte et que
V' est une fonction réelle sur M et qu’d I'infini on ait pour un ¢>0:

e =12 o 1)

Fate

On suppose de plus que
inf Spec(4” + ¢)> — (n —2)* /4 + 1,

alors pour tout compact K assez grand,

5(0—1—7L,LM\K) — 5(0—, L7LM\K) = dim kerLz L.
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Preuve. Soit yp la fonction caractéristique de [R, co[x X, et notons M,, I'opérateur de
multiplication par (14 r)”". On va montrer que si w>2+¢ et si R est assez grand
alors ’opérateur

P n—-108 A+

0 2
Lr = or? r o or r? + iV —q/r)

esttel que ze{zeC,Imz=>0} — M,,(Lg — z)_] M, est une fonction C! a valeurs dans
les opérateurs bornés de L*(]0, o[xX). Notons L., I'opérateur

# n—-10 A+q

or? roor r?

et Wr = yx(V —q/r?). On a I’équation
(Lp —2) ' —(Lp—2)"'=—(Lg—2)"Wg(Lo, —2)"".
Donc

Mw(Lw - Z)_]Mw = Mw(LR - Z)_IMW(Id -M_, WRM—WMW(LOO - Z)_le)~

Nos hypothéses et la proposition (4.3) assurent que si alors M, (Lo, — z)_1
M,M_,WrM_, est un opérateur borné de L?*(]0, 0[xX), de norme inférieure a
1/2 et que cet opérateur dépend de fagon C' de z. Donc pour R est assez grand,

My(Lg —2)" "My, = M\(L, —2)"'M,,(1d — My(L., —z)"" M, M WeM,; ")

est une fonction C' a valeurs dans les opérateurs bornés de L?(]0, oo [xX). Ceci est
suffisant pour montrer le théoréme. [

Remarque 4.10. En fait 4 I'aide de lidentité L. (L., —z) ' =I1d+z(L, —z)"", on
peut montrer que pour w>2, l'opérateur M, (L, — Z)ile est continu de L? sur le

domaine de l'opérateur L.,. Et ceci permet de traiter des opérateurs L qui sur un
voisinage de linfini sont tels que de L — L., = A et (1 +r)*"°4 est un opérateur
différentiel d’ordre 2 dont les coefficients sont bornées par rapport a la métrique du cone.
Par exemple ceci permet une pertubation de la métrique exacte dr®> + r*h = ¢, par un 2-

tenseur symétrique / tel que la norme C? de (1 + r)4+£h mesurée avec ¢, est bornée.

5. Applications au scattering super-symétrique
5.1. Opérateur de type Dirac

L’étude précédente est valide pour une classe plus vaste d’opérateur de type laplacien
agissant non plus sur les fonctions mais sur les sections d’un fibré hermitien: comme le
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laplacien de Hodge-DeRham sur les formes différentielles, le carré de 'opérateur de
Dirac si la variété est spin... L’unique condition est que I'opérateur considéré soit
isométrique a une somme d’opérateurs modéles sur la demi-droite. Nous allons
rapidement décrire a quel type de “laplacien” s’appliquent nos résultats.

Soit L: Cy°(M,E)— Cy° (M, E) un opérateur de type laplacien agissant sur les
sections d’un fibré hermitien E sur une variété riemannienne a bouts coniques
(M, g). Ainsi L est un opérateur différentiel symétrique dont le symbole principal est
la métrique

pourxeM, EeTiM, o(L)(x,&) = —gx(& E)Idg,.
Selon Gilkey [Gi] il existe une unique connexion orthogonale sur E,
VECE (M E)—C (M, T*"MQE)
et Ze C* (Sym(E)), un champ d’endomorphisme symétrique de E, tel que
L= (VE)'VEi+ 2.
On veut que a l'infini, L soit isométrique a un opérateur Ly agissant sur un fibré
hermitien E — (0, oo [x X, dr* + r*h). On veut de plus pouvoir séparer les variables de

I’'opérateur modéle. Pour cela, on note U, :E<,.,9) —>E(;,,.79) le transport VZ-paralléle
le long du chemin 21— (Ar,6). Lorsque L, vérifie la relation

LyoU;, = )*U;oLy.

et si Popérateur L, est positif alors nos résultats sont encore valide pour L.

On va maintenant s’intéresser au cas d’un opérateur de type Dirac
D:C;?(M,E)—»C;°(M,E). Ce qui veut dire que D est un opérateur différentiel
symétrique d’ordre 1 et que D? est un opérateur de type laplacien. Pour pouvoir séparer
les variables, on suppose que a I'infini D est isométrique a un opérateur Dy agissant sur

les sections d’un fibré hermitien E au dessus du céne ]0, oo [x X, dr? + r2h). Et nous
supposons que

DyoU, = AU;sDy. (5.10)

En fait le symbole principal de D induit sur E une action de CI(M) le fibré de
Clifford de M. Grice au transport paralléle, on peut identifier les sections L? de E au
dessus du cone et ’espace

12(10, 00, LA(Z, Elpyy,p), " dr).

Avec cette identification, notre hypothese équivaut a ce que Dy ait la forme suivante

0 A
DozT.(E—i—?). (5.11)
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ou on a noté 7. la multiplication de Clifford par le champ de vecteur T = % et ou

A C*(2,E)—C”(2,E) est un opérateur de type Dirac sur E — 2. Le fait que I'on
suppose les opérateurs D et A symétrique implique que

TA+AT. = (n—1)T. (5.12)

Cette équation implique que le spectre de A est symétrique par rapport a (n — 1)/2.
On supposera aussi que E est muni d’une involution «: E— E anticommutant avec
D de telle sorte que si EX = {veE,,a(v) = +v}, alors dans la décomposition

E=E"®E ,ona
D= 0 D
S \Dt 0 )

On dira alors que D est super-symétrique. La condition de positivité pour D% est
toujours verifice et donc nos résultats sont toujours valable pour les opérateurs
D?, D*D~, D~ D*.

5.2. Un théoreme de l'indice relatif

Lorsque M est une variété compacte sans bord, le théoréme de I'indice de Atiyah-
Singer calcule I'indice de l'opérateur D' a l'aide d’une classe de cohomologie
associée a I'opérateur D+,

ind D" = dim ker;» D" — dim ker;» D™ = / Wp+.
M

Concernant les variétés complétes non compactes, ce résultat a été généralisé de
nombreuses fagons et dans différents contextes géométriques. Une de ces général-
isations est le théoréme de I'indice relatif:

Si Dy:Cy (M, E)—>Ci°(M,E)) et Dy: Cy° (M, Ex)— Cy° (M>, E>) sont deux
opérateurs de type Dirac et isométriques hors de compacts K; = M;, et si 0 n’est pas
dans le spectre essentiel de D; (ou de D,) alors nous avons la formule de I'indice
relatif:

insz DT - insz D = / Wp+ — / WD pt,
1 2
K K

ou on a noté wp+ est la forme caractéristique construite a 1’aide du symbole

principale de D;. Ce théoréme avait été montré par Gromov et Lawson ainsi que par
Donnelly et Anghel [G-L,Do,An2].

Dans notre cadre, le spectre des opérateurs de type Dirac, qui vérifie les
hypothéses (5.10/5.11), est R. En particulier 0 est dans le spectre essentiel cependant
ces opérateurs de type Dirac ont un noyau de dimension finie. Mais ce théoréme de
I'indice relatif n’est pas vrai.
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On décrit brievement I'exemple suivant [Cal]: soit (M, ¢;) la surface qui est 'union
disjointe de deux plans euclidiens, et (M>,g,) la surface obtenue en recollant deux
plans euclidiens suivant un disque. Ces deux surfaces sont clairement isométriques au
dehors d’un compact. On considére sur ces surfaces I'opérateur de Gauss—Bonnet

(d+0): C* (M) @®C®(A*T*M;)—» C* (T*M;).
Alors ces opérateurs ont un noyau L? triviaux. Cependant on a

Ky ddy, dA =0, mais/ Ky ddp _
M, 2n

M,

Le théoréme de I'indice relatif n’est donc pas vrai. Afin d’expliquer ce qui se passe
dans cet exemple, nous esquissons rapidement la preuve du théoréme de I'indice
relatif: considérons deux opérateurs de type Dirac D, : C* (M, E,)— C* (M, E}) et
D, : C*(M,, E;) > C®(M,,E,) supersymétrique et isométriques au dehors de
compacts K; < M;. Soit # I’espace de Hilbert

L*(M\,E))®L*(K», E;) = L*(Ky, E\) ® L*(M,, E)
=L*(Ki,E)) @ L*(My\K», E>) ® L* (K, E»).

tD?

2
D 2 _ oDl

Alors les opérateurs e~ ; agissent sur # et selon [B,Ca3] les opérateurs e~
sont a trace. On obtient donc deux fonctions de décalage spectral é* telles que

"
V>0, Tr(e PP — ¢ Pl = / EX)te ™ d.
0

et de méme pour &.
Si on note ¢; les involutions associées aux opérateurs D;, on sait alors que

Tr(aje PrP7 — gpe P03y = / (EX(A) = E (A)te ™ da.
0

D’apres Donnelly et Bunke, cette quantité est indépendante de ¢ [Do,B]. De ceci nous
pouvons en déduire le résultat suivant:

Proposition 5.1. La fonction E¥(1) — & (A) est constante.

Ceci répond a une question posée par Gesztesy et Simon dans [G-S] et généralise la
Proposition 2.9 de [B-M-S].

Preuve. En effet, selon Miiller [M], on peut définir des déterminants relatifs 4% (z) a
I’aide de la fonction

+ _ ” —tD, FD* —tDEDE\ s—1 1z
= Tr 5 — 272 )t —_—
(£ (5,2) / (e e PP 1
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Cette fonction s+ {* (s,z) admet un prolongement méromorphe a C. Et
A* (Z) —e %‘Jzoli (8,2)

est bien défini. Un des résultat de [Ca3] est que ces déterminants relatifs sont reliés
a la fonction de décalage spectral. Pour presque tout u>/, on a

EH(p) — & (a) = —%(ArgAi(u +i04) — Arg A% (4 4 i0+)).

Or justement les résultats de U. Bunke et H. Donnelly impliquent que la fonction
At (2)/47(z) vaut zF ou

k =Tr(aje PPl — gy P23,
Donc la fonction ¢*(4) — ¢ () vaut presque partout k. [

Lorsque t— 0+, on sait que

. D2 Y Y

lim Tr(aje ™1 — gpe P2 = Wp+ — Wp.
1 2 D D

10+ K K

Et lorsque 0 n’est pas dans le spectre essentiel de D; (donc aussi de D), alors les
fonctions de décalage spectral é* sont constantes dans un voisinage de 0 et y valent
dim Ker;> Dff — dim Ker;> Dy. Le théoréme de l'indice relatif est alors vrai. Par
contre lorsque 0 est dans le spectre essentiel de D, alors les états résonnants
d’énergie nulle contribuent aussi a la limite lorsque 2— 0+ de £"(4) — £ (4) ; cest a
dire qu’ils contribuent dans la limite lorsque 71— + oo de Tr(o ™21 — ope~22).

Revenons a notre exemple, sur la surface M, les états résonnants de I’opérateur de
Gauss—Bonnet forment un espace vectoriel de dimension 8 formé des formes
différentielles paralléles. Ces états résonnants sont bornés et d’apres nos calculs ils ne
contribuent pas au saut en zéro de la fonction de décalage spectral. Par contre sur la
surface M>, les états résonnants forment aussi un espace vectoriel de dimension 8,
mais il y en a un seul de degré 0 corespondant aux fonctions constantes et un seul de
degré 2 corespondant aux multiples constant de la forme d’aire. En degré 1,il y en a
un espace de dimension 4 de degré 1, constituées de formes bornées et un de
dimension 2 formés de formes décroissant comme 1/r. Ces derniéres contribuent au
saut en zéro de la fonction de décalage spectral comme si elles étaient L>. On
retrouve donc bien que —2 = & (04) — & (0-).

C’est pourquoi dans notre cadre on introduit un indice de scattering:

inds. D* = indp DT+ > v(hf —hy).
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ou comme précedement on a noté:

: @(0)
hy, = d1m{¢eKer L, ¢(r, 0):m}.
Cette définition différent quelque peu de celle donné par Bunke dans [B]. La
définition de Bunke compterait uniquement les résonances. Cette quantité vérifie
bien le théoréme de I'indice relatif:

Proposition 5.2. Si D,:Cy°(M,E)—>Cy°"(M\,E\) et D,:Cy (M, Ey)—Cy°
(M3, E,) sont deux opérateurs de type Dirac sur des variétés a bout coniques et qui
verifie les hypothéses de compatibilite geometrique (5.10/5.11). On suppose que ces
operateurs sont isometriques hors de compacts K; <= M;, alors

ind,. D{ —indy. D5 = /

(’UD‘ _/ CUD\,
K K

ou on a noté wp+ est la forme caractéristique construite a I'aide du symbole principale
1
de D .

Preuve. Ceci provient de notre calcul du saut de la fonction ¢ en zéro. On peut
supposer que les compacts K; et K, sont a bord C*. On note alors L la réalisation
de D? sur M\K; pour les conditions de Dirichlet sur 0K;. Ly est évidement aussi la
réalisation de D% sur M>\K; pour les conditions de Dirichlet sur 0K,. On a

(5 )
Ly = .
0 Ly

&(4,DEDY, Dy DY) = E(4, DEDY, L) — &(4, Dy DS, L),

On a donc

Or notre étude précédente montre que

4—0+

Ceci permet donc d’affirmer que

. _ 2 _ 2 . .
thnolo Tra(e Pt — e7'P2) = ind,. D] — ind,. D3 .

Or cette quantité est indépendante de ¢ et en prenant sa limite en 71— 0, on en déduit le
résultat. O
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5.3. Lien avec l'indice étendu

En ce sc-indice est obtenu en comparant I’opérateur de Dirac D super-symétrique
4 un opérateur qui n’est pas super-symétrique: le laplacien D} au dehors d’un
compact pour les conditions de Dirichlet. Ceci peut sembler navrant, mais
pour évaluer correctement 'allure de la fonction de décalage spectral en zéro, il
faut comparer 'opérateur D ou D? a un opérateur sans résonances d’énergie nulle.
Or ces résonances d’énergie nulle sont assez stables: elles persistent lorsque 1’on
peturbe I'opérateur et la topologie sur un compact. Ainsi dés que ces résonances
d’énergie nulle existent, il est impossible de comparer I'opérateur D avec un
opérateur de type Dirac super-symétrique qui lui serait isométrique au dehors d’un
compact et qui n’aurait pas de résonance d’énergie nulle. Nous allons expliquer ceci
dans un instant.

En fait, le sc-indice n’est pas I'indice d’un opérateur agissant entre deux espaces de
Hilbert ad hoc, il n’est pas forcément un entier!

Dans [Cal,Ca2], on montre que si on considere

W(E) = {ce W})(E), DaeL? et (rlogr) 'aeL?}.

Alors I’ opérateur D+ : W(E*)— L*(E~) est Fredholm et son indice est appelé indice
¢tendu

ind, D" = Y Al +dimker;; DT —dimker,, D= Y Al +indp DT

0<v<l1 0<v<l1

Nous avons montré dans ces papiers que cette quantité vérifiait le théoréme de
I'indice relatif.

Nous allons maintenant comparer cet indice étendu et I'indice de scattering.

Nous commengcons par comparer cet indice étendu avec celui de 'opérateur Dy sur
le cone [1, oo[x X pour des conditions de type Atiyah—Patodi-Singer en r = 1: On
note P-,(A%) le projecteur spectral de A% sur I'intervalle Jo, co[ et on définit de la
méme facon P<,(A4*), P.4(A%). On considére en r =1 les conditions au bord
suivantes

P>n/2—l(A+)JJr = 07

P>n/2(A_>O'_ =0.

Ce sont bien des conditions qui font de Dy un opérateur auto-adjoint super-
symeétrique que 1’on note encore Dy.

On peut facilement résoudre I’équation Dy = 0 en séparant les variables et en
diagonalisant ’opérateur 4. On obtient alors

ind, D§ = dimker(4" — (n/2 — 1)1d).
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Soit p une fonction C* sur M qui est positive partout et qui vaut r sur le bout
conique alors on peut considérer les opérateurs

0 D—+s”ﬁ,—ﬂ
D+—s% 0

d
DS:D+ocs—p:
P

C’est encore un opérateur satisfaisant a nos hypothéses, on peut aussi considérer
l'opérateur Dy = Dy + as% ; il est isométrique a I'opérateur Dy sur un voisinage de
I'infini. Le théoréme de I'indice relatif nous apprend que la différence

ind, D} — ind, Da 5
ne dépend pas de s. Or on peut calculer de méme I'indice étendu de Dy :

ind, Dy, = > dimker(4" —uld)— >~ dimker(4™ — uld).
n/2—14+s<p<n/2-1 n/2—s<p<n/2

Et comme I’équation Do =0 se réduit a 'équation Dy = 0 lorsqu'on a posé
W = pt¥a. On en déduit que

ind, Dy = hi— > hy.

v=s yv>1-s

Comme la différence de ces deux quantités ne dépends pas de s, on obtient donc la
formule

Proposition 5.3. Si v=0 alors
It +hy , =dimker(4" — (n/2 — 1+ v)Id).

Cette formule nous permet donc de prédire des résonances d’énergie nulle et leur
nombre lorsque AT — (n/2 — 1)Id a des valeurs propres dans I'intervalle [0, 1].

On aurait pu retrouver ce résultat a 1’aide du théoréme de I'indice relatif de
Melrose (Théoréme 6.5 de [M1]).

On a donc le lien suivant entre le sc-indice et I'indice étendu:

Corollaire 5.4.

indy. D* =ind, D" — > vdimKer(4" — (n/2 - v)1d).

0<v<l

Dans nos travaux [Cal,Ca2]), on a donné une preuve analytique du fait que I'indice
étendu verifiait le théoréme de I'indice relatif. Cette formule en donne une explication
spectrale.
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5.4. Applications

Nous commengons par ’opérateur de Gauss-Bonnet. Nous avons déja expliqué ce
qui se passe sur sur le plan euclidien R? ou sur deux copies de R? recollées suivant un

disque. On considére maintenant la plan R? équipé d’une métrique g, qui au dehors
d’un compact est celle d’'un cone d’ouverture o, on a

/ K.‘/x dAgx _ 1 _ i
R 2m 2n

Cette quantité tend vers — oo lorsque I'angle o tend vers +oo. Sur (R?,g,), il n’y a
pas de formes harmoniques L?>. Et de méme une fonction (ou une 2 forme)
harmonique bornée est constante. On a donc iy =2 et i} =0 si v>0. Au dehors

d’un compact la métrique g, est la métrique dr’ + rz(a’H)2 ou (d0)2 est la métrique
d’un cercle de longueur «. On a donc

2 S,
Spec AT = 7 avec une multiplicite 2.
o

La formule (5.3) nous dit donc que

hl_—k% = 2

et donc

ind. (d+8)"=-2 > (1_E@>
0<k<a/(27) %

1té 1 1 Ky, dA!/
Cette quantité croit bien comme g —l

La derniére application concerne le théoréme de Aharomonov-Casher: on étudie le
laplacien avec champ magnétique sur R?, tel que le champ magnétique soit a support
compact. Ou de fagon équivalente on considére 'opérateur 0 agissant sur un fibré
holomorphe en droite complexe sur C qui est plat au dehors d’un compact. On a

o .90 0 0

D=—4i———®—i—®=e0e?
6x+18y ox lay ¢ oe
et
0 o 0 0 —
Di=— i = O+i—®=c"0 "
8x+18y x +l(9y e e
Avec B:A¢:—%¢— %QDE CZ (R?) le champ magnétique, cest aussi la

courbure du fibré en droite complexe. On note

Fe / dedy
R2 2n
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le flux du champ magnétique. Quite a faire un changement de jauge convenable, on
peut toujours supposer que

®=—Flogr
au dehors d’un compact. On a donc e® =r~f au dehors d'un compact. Ainsi
ce C*(R? C) vérifie ’équation Do = 0 si et seulement si ¢ g est une fonction
holomorphe. Si de plus ¢ est L? alors e~?¢ doit étre un polyndme en z. La condition
L? implique que I’on doit avoir

dege Po<F — 1.

De méme, aeLz(IRz,C) est dans le noyau de D* si et seulement si e®o est un
polyndme en z de degré strictement inférieur & —F — 1. Supposons que F >0, et
notons |F[=sup{keN, k<F}. On a donc

insz D :]F[

Or les opérateurs D*D et DD* sont isométriques au dehors d’un compact. Et les
calculs de [B-G-G-S-S] montrent que

Tr(e PP — e PPy = F.

Il y a donc toujours un écart entre cette trace et I'indice L?; dans [B-G-G-S-S], les
auteurs demandent d’ou vient cette différence. Dans [Wi], ’auteur observe qu’une
résonance d’énergie nulle contribue exactement a cette différence. Dans [Anl],
Anghel interpréte cette différence comme l'invariant # de I'opérateur transverse a
I'infini. Cependant il utilise I'invariance conforme de cet opérateur et transforme
Iopérateur en un opérateur équivalent sur une surface a bout cylindrique, I'invariant
n apparait alors grace a la formule de I'indice de Atiyah et al. [A-P-S]; ce résultat s’il
fournit une interprétation €légante de cet écart n’est pas une interprétation spectrale.
Et notre travail donne cette interprétation spectrale: ici 'opérateur D*D présente
une résonance d’énergie nulle associée a I’état non borné z—e?z/Fl. Et on obtient
ainsi que cette résonance contribue pour F—]F[ dans la formule de trace et on a

dxdy

indSCD:F:/ BEY
R2 27

Evidement cette formule est valide dés que I’on considére des opérateurs de type
Dirac D tels que D~ D" et D" D~ sont isométriques au dehors d’un compact.
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