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Feuille 1:
Champs de vecteurs.

Exercice 1 :

Soit X le champ de vecteurs sur R donné par X (q) = ¢>. Pour gy € R donnez la courbe intégrale de X passant par
go- Quel est son intervalle de définition maximal ?

Soit € > 0 ,le flot de X est-il défini sur (—¢,¢) x R 7 Sur quel intervalle le flot de X est-il défini si on le restreint a
(a,b)?

Exercice 2 :
Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert i C R. Soit ¢, le flot (local) de X. Montrer que pour tout ¢ |'application
¢+ est croissante.

Exercice 3 :
Soit X;,Y; : U — R™, t € I deux champs de vecteurs dépendant du temps. On note ¢; et ¢ les isotopies (locales)
induites par X; et Y; respectivement (c'est-a-dire que %h:toqbt(q) = Xi,(0¢,(q)) et %|t:toipt(q) =Y, (04,(q)))-

1. Montrer que ¢; o vy est induite par Xy + ()« (V7).

2. Montrer que (¢;)~! est induite par —(¢; 1), X;

3. Soit x: l'isotopie induite par X7_;. Montrer que x1 = gbl_l.
Exercice 4 :

Soit X et Y les champs de vecteurs sur U = R?\ {(¢,0)|t > 0} définis par X (z,y) = :1:8% + ya% et Y(z,y) =
—ya% + xa%. On consideére le diffeomorphisme ¢ : R* x]0, 2w[— U donné par ¢(r,0) = (rcosd,rsinf).

1. Calculer (¢~ 1), X et (¢71).Y.
2. En déduire une intégrale premiére évidente pour Y.

3. Calculer [X,Y].

Exercice 5 :
Soit X et Y deux champs de vecteurs sur U. Soit ¢ : U — U’ un difféeomorphisme. Montrer que

P X, Y] = [9.X, 9.Y].

Exercice 6 : Indentité de Jacobi.
Prouver I'indentité: pour tout champ de vecteurs X, Y, Z sur un ouvert U on a

1X,Y), 2] + |2 X, Y] +[[Y, 2], X] = 0.

Exercice 7 :

Soit X =2, V=5 U=z2 et V=y2. Caleuler [X,Y], [X,U], [X,V], [Y,U], [Y,V] et [U,V].



Exercice 8 :
Soit X =30, fil etY =31, giaiy montrer que

=, 090 ofi, 0

i=1 j=1

Exercice 9 :
Pour une matrice A € GI,,(R) on note X 4 le champ de vecteurs sur R™ donné par X 4(v) = Av. Pour A, B € Gl,,(R)
calculer [X 4, Xp].



