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Université de Nantes Géomeétrie symplectique

Feuille 2:
Champs de vecteurs hamiltoniens.

Exercice 1 :
Soit U un ouvert de R?" et H : 1/ — R une fonction définissant un champs hamiltonien X ;. Montrer que

G : U — R est une intégrale premiére de Xy ssi Vg € U wo(Xu, Xg) =0.

Exercice 2 : (Kepler)
Soit U = {(z,y,2) € R3|(x,y,2) # (0,0,0). On considére H : U x R® — R définit par H((z,y, 2), (v1,v2,v3)) =
%(U%—i-v%—l—vg)—\/ﬁ. On considére aussi f1, f2, f3 les composantes de m : U xIR3 — R3 défini par m(q, v) = gxv

(le moment). Montrer que f1, fo et f3 sont des intégrales premiéres de X ;.

Exercice 3 :

Soit X un champs de vecteur sur un ouvert & C R™. On suppose que le flot ¢% : U — U est défini pour ¢ € [0,1].
Montrer que le flot ¢% : U x (R™)* — U x (R"™)* est hamiltonien pour la fonction H(q,a) = a(X(g)). (Ou ¢ est la
symplectisation de ¢, vue en classe, on sait donc déja que ce flot est symplectique).

Exercice 4 :
Soit U un ouvert de R™ soit o : U — U x (R™)* une 1-forme sur U.

1. Montrer |'application ¢, (q, 5) = (¢, 8 + «(q)) est symplectique sur U x (R™)* ssi «v est fermée.

2. Sous quelle condition le flot ¢:(q, 8) = (¢, 8 + ta(q)) est-il Hamiltonien?

Exercice 5 :
Soit S? = {(z,y, 2)|7? + y? + 22 = 1} munie de la structure symplectique donné par I'atlas d'Archiméde vu en classe.

(On rappelle par exemple que une carte symplectique est donnée par (z,y,2) — (arccos(ﬁ), z) sur un domaine de

définition approprié). Calculer le flot hamiltonien associé a la fonction H(x,y,z) = z. Que vaut-il au temps 277

Exercice 6 :
Soit T? = R?/Z? le tore.

1. Montrer que la structure symplectique sur R? descend au quotient et décrire un atlas symplectique explicite sur
T2,

2. On note [z, 9] la classe d'équivalence de (z,y) dans T2. Montrer que pour t € R I'application [z, y] — [ + ¢, y]
est un symplectomorphisme de 7. Que vaut-il pour t = 17



Exercice 7 : (Action symplectique)
Soit U un ouvert de R?" et H : I x U — R un Hamiltonien (dépendendant du temps). Pour g = (qo,po) et

y1 = (q1,p1) on note QU, xg,x1) = {7 : [0,1] — U]y est lisse et v(0) = zo,7(1) = z1}.
On définit la fonctionnelle A : Q(U, xg, x1) — R par

1
A = [ 0., (0) = (e A(0)
ot (1) = (gy(t), (1)) avec p, (1), ¢ (t) € R™.
1. Soit 75 € Q(U, zo, x1) tel que d%szofys(t) = V(t) € R?" (entre autre notez que V(0) = V(1) = 0). Montrer que

1
A0 = [ (30 = Xn (0. VD).

2. En déduire que ~ est un point critique de A ssi 7y est une trajectoire de Xp,.



