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Feuille 3:
Algébre linéaire symplectique.

Exercice 1 :
Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique. Soit Uy, U; deux sous-espaces vectoriels de V. Montrer:

o (Uyw)¥ = Uy.
o (Up+Uh)=UyNUY.
o (Upnth)¥ =U§ +Uy.
Exercice 2 :
Soit (Vp,wp) et (V1,w1) deux espaces vectoriels de dimension 2n. symplectiques.

1. Montrer que Vp @ Vi muni de la forme w := —wg @ wy défini par w((ug, u1), (vo, v1)) = —wo(ug, vo) + w1 (w1, v1)
est symplectique.

2. Soit ¢ : Vo — V1 un symplectomorphisme. Montrer T'(¢) = {(v, ¢(v))|v € Vi} est un sous-espace lagrangien de
Vo @ V1.

Exercice 3 :

Soit E un espace vectoriel. On rappelle que E & E* est muni d'une structure symplectique naturelle définie par
wo(vo, ), (v1, 1)) = a1(vg) —ap(v1). Soit U un sous-espace vectoriel de E. On définit Nil(U) = {a € E*|a|y = 0}.
Montrer que U @ Nil(U) est lagrangien dans E @ E*.

Exercice 4 :
On considére R?™ muni de sa structure symplectique standard. On rappelle que U(n) est un sous-groupe de Sp(n).
Soit Lo = {(¢,0)|q € R™} un espace lagrangien. On note £(R?") I'ensemble de tout les sous-espaces lagrangiens.

1. Montrer que U(n) agit sur £(R?") de maniére transitive.

2. Montrer que Stab(Ly) = O(n).

3. En déduire que £(R?") = U(n)/O(n) (cela muni donc I'espace des lagrangien d’une structure de variété lisse).
Exercice 5 :

Soit (Vp,wo), (Vi,w1 et (Va,we) trois espace vectoriel symplectique. On considére Vp @ Vi et Vi @ Vo munis des
structures symplectiques de |'exercice 2.

1. Montrer que A = {(vo, v1,v1,v2)||vo € Vo,v1 € Vi,ve € Va} est co-isotrope dans Vp @ Vi & Vi @ Va muni la
forme w de |'exercice 2.

2. Montrer que la réduction A/A% est symplectomorphe a V) @ V5.

3. Soit ¢1 : Vj — Vi et ¢o : Vi — Vi deux symplectomorphismes. Montrer que I'(¢1) @ I'(¢2) est lagrangien dans
Vod Vi @ Vi @ Va. Identifier m(I'(¢1) @ I'(¢2)) en tant que sous-espace lagrangien de Vj @ Va.



Exercice 6 :
Soit wy la forme symplectique standard sur R?" et on note {e1,--- ,e,, €], - €/} sa base canonique.

1. Montrer que en tant qu'élément de A2(R*™)*, wo = D1 (e;)* A (e})*.

2. En déduire que wf = nl(e1)* A (€])* A+ A (en)* A (e))*.

n

3. Soit ¢ € Sp(n) une matrice symplectique, montrer que det ¢ = 1.

Exercice 7 : Tassement lagrangien.
Soit wp la forme symplectique standard sur E @& E*.

1. Soit f : E — FE un isomorphisme. Relever, en vous inspirant du chapitre précédent, f & un symplectomorphisme
de E® E*.

2. En déduire pour tout 7, R € R il existe un symplectomorphisme de R*" tel que B*"(R) C CZi(r) ot Cin(r) =
{q17 5y 4n, P10 pn|q% + q% < TQ}.



