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Département de Mathématiques Licence de Maths Classiques, module LC4
Liste d’exercices n°1
Chap. 1 : Généralités sur les équations différentielles.

Exercice 1 a) Soit I = R et @ = R". On considere I'équation différentielle (ED) définie sur
I x Q par ' = 2\/x.

Pour tout (tg,z9) € I x Q, rechercher la ou les solutions maximales de condition initiale
(to, zo). Préciser quand il y a unicité.

b) Méme question pour I'équation différentielle définie sur R x R par 22/ = 2% — 1.

¢) Méme question pour I’équation différentielle définie sur R x R par 2’ = 3 (xQ)l/ 3,

Chap. 2 : Equations différentielles linéaires a coefficients constants.
Exercice 2) On rappelle que si deux matrices A et B vérifient la relation B = P71 AP alors
eB = P~'e4P. Soit A une matrice réelle. Montrer que dete? = e2*(4)_ (On peut penser a

la décomposition "D + N” de A, vue comme matrice a coefficients dans C).

Exercice 3) 1) Dans chacun des cas ci-dessous, calculer 'exponentielle de la matrice A et
donner un systeme fondamental de solutions de I’équation différentielle 2’ = Ax.

aa=(48) was(20) aa=(h0) wa-(1 )

3 00 3 0 1

e)A=10 2 1 A= 2 1 1—a® |, ol aest un parametre réel.
00 2 -1 1 1

2) Représenter le portrait de phase des solutions pour a),b),c),d

Exercice 4) Donner un systeme fondamental de solutions de 'équation différentielle 2’ = Ax

1 0 -1 1
N _ O 1 1 0 , . tA
ou A = oo 1 0l En déduire e*“.
00 1 0

Exercice 5) On considere 'équation différentielle (ED), 2/ = Az, ou A € M,(R) est
antisymétrique.

a) Montrer que si n est impair, alors det A = 0 et (ED) admet des solutions constantes autres
que 0.

b) Soient = et y deux solutions de (ED). Montrer que le produit scalaire < x(t), y(t) > est
constant. En déduire que pour tout xy € R", 'orbite O, se trouve sur une sphere passant
par xo.
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2 = 2x—3y
Yy o= —2y.

Exercice 7) Dans chacun des cas ci-dessous, calculer ’exponentielle de la matrice A et
résoudre le systéme 2’ = Az + B(t

(Y s (2 g

33 -2

MA={11 2 |, B@t)= :
13 0 !
2 0 0

)A=| -4 1 1
2 -1 3

Exercice 8) Résoudre sur Ry x R I'équation linéaire du 3°™ ordre suivante:
(ED) 4" +y"+y +y=cost.

Montrer que (E.D) admet une solution et une seule de la forme Atcost+ Btsint.

Exercice 9) Soit A un endomorphisme de R™ dont les valeurs propres (dans C) sont
différentes de 2ikm pour tout k& € Z. Soit B : R — R™ une application continue périodique
de période 1. On veut montrer que 1’équation différentielle (E) : 2’ = Az + B(t) admet une
solution périodique de période 1 et une seule.

a) Donner une expression générale des solutions de (E) a I’aide de la méthode de la variation
de la constante.

b) Montrer que dire quune solution est 1-périodique équivaut a 1’égalité (*) :

(e —1) (xo + /Ot e " B(u) du) = e’ /tl£+1 e " B(u)du.

¢) Montrer que (*) équivaut au systéme :

1
(e — Iy = —eA/ e "4 B(u) du,
0

(€~ 1) (et B(t)) = —eA (e*A@H) Bt +1) — e At B(t)) .
d) Conclure.
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Département de Mathématiques Licence de Maths Classiques, module LC4
Liste d’exercices n°2
Chap. 3 : Equations différentielles linéaires non autonomes.

Exercice 1) Pour chacune des équations différentielles suivantes, déterminer la dimension
de I'espace des solutions définies sur R.

(a) ta’ 4+ 22 =0,

(b) (t* —1)a’ — 2tz =0,

(c) 2'sin®t — 2z cost = 0.

Exercice 2) 1) Soit I un intervalle de R et B : I — End(R") une fonction contintiment
dérivable sur I. Montrer que si B'(t)B(t) = B(t)B'(t), alors (eB(t))/ = B'(t)ePV) = BOB/(1).
2) Soit I'équation différentielle linéaire (E. D.) @ = A(t)x ou A : I — End(R") est une
fonction continue sur I. Montrer quesiVt € I, Vs € I, [A(t), A(s)] := A(t) A(s)—A(s) A(t) =
0, alors la solution de (E. D.) de condition initiale (to, zo) est

.I'(t) _ efft() A(s)ds o

3) Application: Soit A : I — End(R"), tel que pour tout ¢t de I, A(t) = f(t)U + g(t)V,
ou f(t) et g(t) sont deux fonctions a valeurs réelles, continues sur I, et U, V sont deux
endomorphismes constants de End(R") qui commutent. Montrer que, dans ce cas particulier,
la résolvante Rf de I'équation différenticlle & = A(t) z s'écrit:

R, o ( s ) ) esp ( / o(s) i) v).

Calculer la résolvante de 'équation différentielle # = A(t) z dans les deux cas suivants:

At) = ( a(t) —b(t) ), ou a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R, et

b(t) a(?t)

1 0 cos’t
At)y=1 0 1 cos’t

0 0 sin’t

Exercice 3) 1) On considere pour ¢t €]0,+o00[, le systeme (F) 2’ = A(t)x + B(t) avec

0 1 0
a0 1) so-(1)

2 1 t
a) Soit (Ey) le systeme homogene associé a (E). Montrer que uy(t) = (¢,1) est solution de
(Eo)-
b) Soit v = (0, 1). Déterminer des fonctions réelles ¢; et ¢y pour que us(t) = ¢1(t)ui(t)+co(t)v
soit solution de (Ey).
c¢) En déduire I'ensemble des solutions de (Ep).

d) Trouver une solution particuliere de (F) et en déduire I’ensemble des solutions de (F).
2) Résoudre pour t €]0, +-o00|, I'équation différentielle t2y” — 2ty’ + 2y = t.

m‘l\-"

fu—

Exercice 4) Soit (f, g) une base de solutions de ’équation différentielle homogene :
27 (t) + p()a'(t) + q(t)z(t) = 0,

ou p et ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle ]a, b[ de R.
a) Prouver que les zéros de f sont isolés.
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le wronskien de f et g défini par W = fg' — f'g.)
Chap. 4 : Equations différentielles non linéaires.

Exercice 5) On consideére I’équation différentielle de Riccati 2/ = 2% + t* dans R et (o, z0)
appartenant & R2.

a) Montrer que par (o, o) il passe une unique solution maximale de cette équation. On
note ¢ cette solution et Ja, b[ son domaine de définition avec —oo < a < tg < b < +00.

b) i) Montrer que, si b est infini, la fonction g(t) =t + % est définie pour ¢ suffisamment
grand. En déduire que b est fini.

ii) Etablir, de la méme maniére, que a est fini.

iii) En déduire l'allure de la représentation graphique de ¢.

¢) On suppose que tg = 0. Quel lien y a-t-il entre la solution maximale de ’équation
différentielle qui passe par le point (0, —z) et celle qui passe par le point (0,zg) 7 Que se
passe-t-il lorsque xg =0 7

Exercice 6) Soient

— R"
= Q(t) = (QI(t)v qQ(t)v s 7qn(t))

On suppose que U € C?(R"). On considere [’équation de Newton pour une particule de
masse m:

R" - R ot o: R
(q1aq2>"'7Qn) — U(ql)q%"'aqn) Tt

d*q(t)
m I = UG,
olt le gradient V d’une fonction f € C'(R™, R) est défini par
af of
Vfi=(=—,..., .
f (aQ1 aQn)
F(t) = =VU(q(t)) est la force qui dérive du potentiel U. A linstant ¢, ¢(t) et dqd(tt) sont
respectivement la position et la vitesse de la particule. On pose p(t) = m (Zi(tt)’ et on fixe

(t0, Po, o) (condition initiale).

a) Démontrer que le théoreme de Cauchy s’applique.

b) Soit (I, (p(t),q(t))) la solution maximale du probleme de Cauchy de condition initiale
(to, o, qo). Montrer que 'on a l'intégrale premiere de 1'énergie:

1
vte I, —|p®)||*> + U(q(t)) = Hy,
(0> + Ulal) = Hy
ou Hj est une constante.
¢) On suppose que U > 0. Montrer que ||p(t)]] < v2mH,, et que pour tout ¢t € I,
la(®)I < llg(to) || + [t — toly/Z Ho.

d) Soit 8 € R la borne supérieure de I. Montrer que si 3 < +oo , (p(t),q(t)) reste uni-
formément bornée lorsque ¢t — (3. En déduire la valeur de 5.
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Département de Mathématiques Licence de Maths Classiques, module LC4
Liste d’exercices n°3
Chap. 5 : Applications différentiables.

Exercice 1) Etudier la continuité et la différentiabilité des fonctions f définies sur R? par

(a)
sy
f($7y) = x2_|_y2 sl ($7y) 7é (0,0),

0 si (x,y)=(0,0).

x1y? ,
fa) ={ 2+ si (z,y) # (0,0),
0 si (z,9)=(0,0).
Dans le cas (b), on pourra chercher a calculer les dérivées partielles, puis montrer que f

n’est pas différentiable.

Exercice 2) a) Soit ¢ : R* - R, 2 — |22 =<2, 2 >, et ¢ : R" = R, 2 — ||z||. Etudier
la différentiabilité, et déterminer la différentielle premiere en tout point ou elle existe de ces
deux fonctions. .

b) Soit f: R"\{0} - R", z — e

premiere en tout point est une similitude.

Montrer que f est différentiable et que sa différentielle

Exercice 3) a) Soit A € L(R",RP), soit b € R? et soit f 'application affine R" — R? définie
par f(x) = A-x +b. Montrer que f est différentiable sur R™ et que pour tout a € R”,
Df(a) = A.
b) Soit B : R™ x R" — R une application bilinéaire. Montrer que B est différentiable sur
R™ x R™ et que pour tout (a,b) € R™ x R™ et pour tout

(h,k) € R* xR", D B((a,b)) : (h,k) — B(h,b) + B(a, k).
¢) Montrer que toute application multilinéaire R" x --- x R" — R, est différentiable et

p
déterminer sa différentielle en tout point.

Exercice 4) Soit E = M,(R). On considere 'application f : E — E, (que I'on peut
considérer comme une fonction de R™ — R”2), définie par A — A2, Montrer que f est
différentiable et de classe C' (et méme de classe C*) et calculer sa différentielle en tout
point.

Exercice 5) Soit £ = M,(R). On considere l'application f : E — R, (que l'on peut
considérer comme une fonction de R”* — R), définie par A — det(A).

a) Montrer que f est différentiable et de classe C' (et méme de classe C*).

b) Soit H € E. On considere la fonction v : R — R, définie par v(¢) = f(I +¢ H). Montrer
que 7 est dérivable, puis calculer 4(0) afin d’établir 1'égalité D f(I) (H) = trace(H).

¢) Déduire de ce qui précede que 'on a, pour tout couple (M, H) de E x E, Df(M)(H) =
trace (‘com(M) H ), ou com(M) désigne la comatrice de M. (On peut commencer par
prouver le résultat pour M inversible, puis en déduire le résultat pour M non inversible).
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prouver que l'on a det(e?) = efrace(4),

Exercice 6) a) Soit I un intervalle ouvert de R, a un point de I et f une fonction continue
I — R. On suppose que f est dérivable en tout point de I\{a} et que f'(x) a une limite
finie ¢ quand = tend vers a. Montrer que f est dérivable en a et que f'(a) = /.

b) Soit U un ouvert de R™, a un point de U et f une fonction continue U — RP. On
suppose que f est différentiable sur U\{a} et que D f(x) admet une limite A dans L(R", R?).
Montrer que f est différentiable en a et que Df(a) = A. (On pourra considérer la fonction

g9(x) = f(x) = f(a) = A (z = a)).

Exercice 7) Soit U un ouvert connexe de R" et f : U — RP une application différentiable
dont la différentielle Df : U — L(R", RP) est constante : il existe A € L(R",RP) telle que
pour tout x € U, Df(z) = A. En considérant la fonction g : U — RP, z — f(x) — A -z,
montrer que f est une application affine.

Exercice 8) a) Soit U un ouvert de R" et f : U — R une application différentiable. Montrer
que si @ € U est un maximum ou un minimum relatif, alors D f(a) = 0.

b) Soit U un ouvert borné (non vide) de R™. Soit f : R® — R une fonction continue sur U,
différentiable sur U, et telle que f(x) = 0 pour tout # € U\U. Montrer qu'’il existe a € U
tel que Df(a) = 0. (Indication : se rappeler qu'une fonction continue sur un compact est
bornée et atteint ses bornes).

Ce résultat généralise un théoreme bien connu : lequel?
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Département de Mathématiques Licence de Maths Classiques, module LC4
Liste d’exercices n°4
Chap. 6 : Théoreme d’inversion locale.

Exercice 1) (a) Soit f lapplication de R? dans lui méme définie par f(x,y) = (x + y, zy).
Au voisinage de quels points de R? f est-elle un C!-difféomorphisme local ?

(b) Répondre a la question analogue concernant I'application g de R? dans lui-méme définie
par g(z,y,2) = (x +y + 2,2y + yz + 2z, 2Y2).

Exercice 2) Soit f une application linéaire R™ — R™. A quelle condition f est-elle ouverte
(i.e. 'image de tout ouvert est un ouvert)?

Exercice 3) (a) Montrer que Papplication ¥ : (r,0) € R? — (z = r cosf,y = r sinf) est
un C*- difféomorphisme de U =]0, +oo[x]| — 7, 7 sur R*\{(z,0) € R?, < 0}.

(b) Soit f : R* — R, une fonction de classe C* et g : R* — R la fonction définie par
g(r,0) = f(r cos@,r sinf). Vérifier que pour tout (r,0) € R* x R :

0? 10 1 02
877:2(74’ 9) + - 79(74’ 0) + = 79(7‘7 9)7

Af(r cosf,r sinf) = 5 2 90
r or T

\ o'f  0*f
ou Af = w + (97@/2

Exercice 4) Soit f: R — R de classe C! telle que :
3K €]0,1[, vt e R, |f'(t)| < K < 1.

On définit alors g : R? — R? par g(z,y) = (x + f(y),y + f(2)).

(a) Montrer que g est un C*-difféomorphisme local.

(b) Montrer que g est injective.

(c) 1) Montrer que : V(x,y) € R?, |z + f(y) = fO)[+ |y + f(z) = f(O)] = (1 = K) (|| + |y]).
En déduire que si g(A) est borné alors A est borné.

ii) Montrer que I'image de g est fermée.

(d) Montrer que g est un C'-difféomorphisme de R? sur R2.

Exercice 5) Soit S I'espace vectoriel des matrices (n,n) symétriques réelles, et U 1'ensemble
des matrices symétriques réelles définies positives.
(a) Prouver que U est ouvert dans S.
(b) Prouver que pour tout A € U, il existe un unique B € U tel que A = B2

On note B = V/A.
(c) Prouver que ¢ : U — U, ¢(A) = V/A, est différentiable. (Indication : on pourra considérer
I'application réciproque de ¢ et lui appliquer le théoreme d’inversion locale).

Chap. 7 : Théoreme des fonctions implicites.

Exercice 6) On considere la fonction f de R? dans R définie par f(z,y) = 2°+y> —3z?y—1
et on appelle I' la courbe de R? d’équation f(z,y) = 0.
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J de classe C! tels que 1'on ait :

(z,y) e I x J f(z,y) =0) & (xel, y=p)).
On admet que ¢ est de classe C?. Donnez le développement limité & I'ordre 2 de ¢ en 0 et
en déduire l'allure de la courbe I' au voisinage du point (0, 1).

Exercice 7) Démontrez qu'il existe un voisinage I; x I, x I3 x I; de (1,1,1,1) dans R*
et une application ¢ = (1, ps) de classe C! de I3 x I; dans I; x I, tels que les solutions
(x,y,u,v) dans I; X Iy x I3 x I, du systeme

22 +au—02—yv=0
Tuv + Tyv = 2
soient de la forme (z = p1(u,v),y = @2(u,v),u,v). Donner la matrice jacobienne de ¢ au
point (1,1).

Exercice 8) Démontrez que, pour \ réel suffisamment proche de 0, 'équation z°+ Az —1 =0
admet une unique solution réelle x et que 'application ¢ : A — =z ainsi définie au voisinage
de 0 est de classe C'. On admet que cette application est de classe C?. Donnez-en le
développement limité a I'ordre 2 en 0.

Exercice 9) On considere 'ensemble € des points (p,q) de R? tels que 4p® + 27¢* > 0 et,
pour chaque (p, q) appartenant a €, ’équation (E)

2’ +pr+q=0

d’inconnue x réelle.
(a) Etablir que, si (p, q) appartient a €, I’équation (E) admet une unique solution.
(b) On considere alors la fonction ¢ de €2 dans R qui au couple (p, ¢) associe la solution de
(E). Montrer que ¢ est de classe C'! dans Q.
On admet que ¢ est de classe C?. Donner le développement limité de cette application &
l'ordre 2 en (0, —1).
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Département de Mathématiques Licence de Maths Classiques, module LC4
Liste d’exercices n°5
Chap. 8 : Courbes et surfaces dans R3.

Exercice 1) Pour A réel, on considere ’ensemble
Sy =A{(z,y,2) e R?; 2® —y? — 2> = \}.

a) Montrer que si A # 0, Sy est une surface réguliere de R?. Dessiner Sy. Donner I’équation
du plan tangent affine en un point de Sj.

b) Dessiner Sy. Montrer que Sp\{(0,0,0)} est une surface réguliere de R3. Montrer qu’en
revanche Sy n’est pas une surface réguliere de R®. Indication : si c¢’était le cas, montrer
que Iensemble des vecteurs-vitesse au temps 0 des courbes C! tracées sur Sy et passant
par (0,0,0) au temps 0, contiendrait 3 vecteurs linéairement indépendants, (considérer les
chemins 7; : R — R?, i = 1,2,3, 11(t) = (£,1,0), %2(t) = (£,0,1), 15(t) = (V/21t,1,1)).

Exercice 2) Soit f : Rs - sz f(:c,y,z) = (fl(xayaz)va(‘raya Z))v avec

fl(xayvz) = $2+y2+22—1
fQ(xayvz) - x2+y2_l.

Soit C' = {(z,y,2) € R3; f(z,y,2) = Ogz}.

a) Dessiner C.

b) Montrer qu’en dehors du point (1,0,0), C est une courbe réguliere de R3.

c¢) En considérant les deux chemins v; : R — R3, i = 1,2 4,(¢t) = (cos?t,cost sint,sint),
Y2(t) = (cos?t, —cost sint,sint), montrer qu’ “a cause du point (1,0,0)”, C' n’est pas une
courbe réguliere de R3.

Chap. 9 : Applications C* et extrema.

x
[J[|>°
a) Dire brievement pourquoi f est de classe C2.
b) Pour tout  de R"\{0}, déterminer D f(x) et D?f(x).

Exercice 3) Soit f: R"\{0} - R", z —

Exercice 4) Soit F 'espace vectoriel des matrices réelles n x n. On considere 'application
f: E — R définie par
f(A) = trace (A A).
a) Dire brievement pourquoi f est de classe C2.
b) Pour tout A € F, déterminer Df(A) et D*f(A).

Exercice 5) Soit f : R" — R, une fonction de classe C? vérifiant f(0) = 0 et Df(0) = 0.
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral, prouver qu'’il existe des fonctions
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Ve = (x1,...,2,) €ER",  f(x)= Z fij(x) xix; .

i,j=1

Exercice 6) Pour tout A réel, on considere la fonction fy : R*? — R définie par
Alay) =2 +ay+ 2y + 7

Montrer que (0, 0) est un point critique de f et discuter la nature de ce point critique suivant
les valeurs du parametre A.

Exercice 7) Pour tout A réel, on considere la fonction fy : R? — R définie par
falw,y) = 2® +y° = 3wy,
Etudier les extrema de f) suivant les valeurs du parametre \.

Exercice 8) Soient a, b, c des réels tels que 0 < ¢ < b < a et soit

2 22

5. 7° Y
S={(z,y,2) eR ;?+§+07:1}'
a) Montrer que S est une surface réguliere de R3.
b) Soit f la fonction R® — R, (x,y,2) — z? + 3> + 2%
i) Montrer que la restriction de f a S est bornée inférieurement et que la borne inférieure
est atteinte en au moins un point de S. Justifier qu'un tel point est un point critique de f|s.
ii) Déterminer les points critiques de fig .
iii) En déduire la distance de S a l'origine.

Exercice 9) Soit f la fonction R* — R, (z,y, 2) — 22 y* 22

Soit S = {(z,y,2) eR3; 22+ > +22=1,2> 0,y > 0,2 > 0}.

a) Montrer que S est une surface réguliere de R3.

b) Montrer que la restriction de f & .S = {(z,y,2) € R?; 22 +1324+22 =1,2 >0,y > 0,2z > 0},
est bornée supérieurement et que la borne supérieure est atteinte en un point qui est
nécessairement dans S. Justifier qu’en un tel point est un point critique de fis.

c¢) Déterminer les points critiques de fig .

d) En déduire le maximum de la restriction de f a S.

e) En déduire I'inégalité arithmético-géométrique : pour tout triplet (a, b, c) de réels stricte-
ment positifs, on a :

(a® b? 02)1/3 < (a®+ bV +P).

W =



f(z,y) =xsiny, (z,y) € R

1.a Déterminer les points critiques de f.

1.b Calculer la matrice hessienne de f.

1.c La fonction f admet-elle des minima ou des maxima locaux 7

1.d En tracant quelques courbes représentatives, représenter ’allure des
ensembles de niveau de f. Ces ensembles sont-ils des courbes régulieres 7

2. On considere le champ de vecteurs V sur R? défini par
V(z,y) = (siny,zcosy), (z,y) € R™

2.a Résoudre 'équation différentielle (&,9) = V(z,y) avec conditions ini-
tiales (xq, yo) = (—7/2,7/2).
2.b Soit t €]a, b[— (x(t),y(t)) une solution de I'’équation différentielle

(#,9) = V(z,y).
Montrer qu’il existe une constante C' telle que
o) < C+ [ty < C(L+#2), t€a,b].

En déduire que le champ de vecteurs V' est complet.
2.c Montrer que ’ensemble des points d’équilibre de V' est égal a

{my, = (0, kn), k € Z}.

2.d Calculer la différentielle de I'application V.

2.e Etudier le linéarisé de V au point d’équilibre m; = (0,7).

2.f Sur une méme figure, tracer les points d’équilibre, les isoclines horizon-
tales et verticales, ainsi que quelques orbites du champ V. On rappelle que,
V étant un champ sur U donné par V(m) = (X (m),Y (m)),m € U, la courbe
C C U est une isocline du champ V' pour la pente x si on a Y (m) = uX(m)
pour m € C.

2.g Quel est le lien entre le champ de vecteurs V et la fonction f 7 Discuter
les rapports entre les figures des questions 1.d et 2.f



