Majorations a la Weyl pour le nombre de résonances associées a
une perturbation compacte du laplacien euclidien

LAURENT GUILLOPE

Vodev [18, 19, 20, 21] a prouvé des majorations optimales pour la fonction de comptage des résonances
associées & certaines perturbations compactes du laplacien euclidien. Ses travaux reprennent la méthode du
déterminant introduite par Melrose [9] pour ce comptage, qui a été utilisée pour le méme type de problémes
par Intissar [7] (majorations en dimension paire) et Zworski [23] (majorations optimales pour des opérateurs
de Schrodinger avec potentiel & support compact en dimension impaire) ; 'auteur et Zworski [5, 6] ont établi
par une étude similaire des résultats dans la méme veine pour certaines variétés hyperboliques a U'infini. Une
autre approche, plus microlocale, par Sjostrand et Zworski [12] aborde avec grand succes ces problemes de
comptage, avec une analyse précisée au voisinage du spectre continu (développée dans des travaux ultérieurs
tels [13], [14] et [15]). Enfin, la méthode du déterminant ne peut donner pour la fonction de comptage ni
des minorations non triviales (telles celles de [16, 17]), ni un asymptotique (tels ceux de [24, 25] pour les
potentiels radiaux, de [22] pour des perturbations hypoelliptiques et [10, 11] pour des surfaces d’aire finie &
pointes hyperboliques) ; cependant la nature optimale des majorations présentées ici est confortée par ces
asymptotiques [24, 25, 10] ou les presque asymptotiques des perturbations hypoelliptiques de [17].

Cette note est consacrée a la preuve des majorations décrites dans le théoréeme suivant :

Thorme Soit H une perturbation admissible du laplacien de l'espace euclidien E" telle que décrite par la
définition 1 et Ry son ensemble résonnant tel que précisé dans la définition 2. Il existe alors une constante
Cy telle que

#{z € Ru,|z| <r} < Creu(Cu(r)), sin est impair,
#{z € Ry,|Argz| < a,|z| <r} < Cyla)log™{(a) + o (CH{r))], sinon,

ot g est Uinverse de la fonction fy introduite dans la condition (i) de la définition 1.

Les situations modélisées comme perturbations admissibles sont variées, comme l'illustre la figure 1 : le cas
(a), en dimension impaire, donne une majoration polynomiale de degré n, de méme ordre que I’asymptotique
de Weyl pour le laplacien sur une variété compacte ; le cas (b) donne, en dimension 2, une majoration
quadratique, 1a ott Pasymptotique de Weyl perdure comme 1’a énoncé Miiller [10] (¢f. [11, 22]).

Tout lecteur de Melrose, Vodev et Zworski y notera la filiation évidente avec leurs travaux ; outre certaines
simplifications, cet exposé prétend exhiber une démarche ot les dimensions paires et impaires sont quelque
peu réconciliées.

Les perturbations admissibles et leurs résonances

Soit E™ T'espace euclidien de dimension n et A,, le laplacien associé¢ sur L*(E"). Si H ,gl) désigne la
fonction de Hankel de premiere espece (cf. [1]), la résolvante Ra,(A) = (A, — X))~ A € C\ R a pour
noyau '

_t _ a2 [, (n=2)/2 (D)
Ra, () = 3 (Varle =y [ 2HO) ) )] &)
ot la racine carrée v/ est de partie imaginaire positive. Comme fonction & valeurs opérateur de Lfomp(E")
dans HZ_(E™), larésolvante Ra, définie sur Foy admet un prolongement méromorphe (holomorphe si n > 1)
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Figure 1 : Quelques perturbations admissibles : (a) Agn\x avec conditions de Dirichlet sur 0K et métrique
non euclidienne au voisinage de 2, (b) Ay avec M variété riemannienne a bord OM et a pointes Py, Py
de courbure —1, (¢) Ay + V avec potentiel V' croissant lentement en 400 et nul au voisinage de —co de
telle sorte que la résolvante tronquée soit en dehors de toute classe de Schatten.

a la courbe spectrale ¥,, définie suivant la parité de n : si n est impair, 3, est égal a C, revétement ramifié
de C de degré 2 avec application de revétement 7, : z € C — X\ = 22 ; si n est pair, ¥, est la surface
de Riemann du logarithme complexe A = {0 = (¢,z) € C?,z = €} avec projection m,(c) = 2% sur C*
(les fonctions log et Arg y sont définies par logo = ¢, Argo = Sm(). L’un des feuillets du revétement 3,,,
noté Fy (dit physique dans une terminologie héritée de la mécanique quantique et de ses hamiltoniens) est
identifié au demi-plan {Smz > 0}, avec intérieur étale sur C\ RT. Respectant un abus usuel, ¥, sera
paramétré avec la variable z : Ra,(2),z € Fy est identifié avec la résolvante Ra,, (A)jrx=r, (z)-

Le théoreme s’applique a tout hamiltonien H qui soit une perturbation compacte du laplacien euclidien,
localisée dans la boule B(O, pg) = {z € E™,|z| < po}, comme le précise la définition :

Définition 1 L’opérateur auto-adjoint H, de domaine D(H), sur l’espace de Hilbert H est une perturbation
compacte admissible du laplacien euclidien A, si :

(i) Uespace H admet la décomposition H = Hins ® L*(E™ \ B(O, po)) ;

(i) H opére localement comme le laplacien euclidien A,, vis a vis de la décomposition précédente : pour
tout x € C°(E™) wvalant 1 sur B(O, pg) et tout w € D(H), I’élément (1 — x)u (naturellement défini)
est dans le domaine D(H) avec H(1 — x)u = Ap(1 — x)u ; si X est un autre élément de C3°(E™)
analogue & x avec X(1 —x) =0, (1 —x)Hxu = 0.

(iii) pour x € C°(E™) walant 1 sur la boule B(O,po), la résolvante tronquée x(H + i)~! est compacte,
avec suite des valeurs singuliéres vérifiant

sup pu; (X(H +1) ") fr (5)* < o0,
j=>1

ot fg est une fonction strictement croissante définie sur [1,00) telle que, pour t,7 > 1, 0 < fg(t) <
7 fu(tt) < OO fu(t). Le réel vy est défini comme vy =2 si § < 1/2, vg =6 si 6 > 1/2 et un
réel quelconque de Uintervalle (0,1) si 6 =1/2.

Remarque 1 Pour une perturbation elliptique, telle H = (A, +¢, H*(R"\ K)) avec g potentiel & support
compact et K compact, sera choisie fg(t) = t/™ ; pour certaine des perturbations hypoelliptiques du
paragraphe liminaire, ce sera fg(t) d’'inverse v (A) = A"log A ou pgu(N\) = AP avec n < p < 2n.

Le prolongement méromorphe de la résolvante est donné par la proposition suivante, ot Heomp €t 7—[120C
sont définis par

Hcomp = Hin® Lgomp (En \ B(Ov PO)) ;
Hl200 D(H)mHmt@Hﬁ)C(En\B(O,po))



Proposition Soit H une perturbation admissible du laplacien de l’espace euclidien E™ telle que décrite
par la définition 1 et Ry sa fonction résolvante a waleurs opérateur borné dans H définie sur Fy par
Ru(X\) = (H — N\)~'. La fonction induite (et notée pareillement) Ry sur Fo d valeurs opérateur de Heomp
dans HE,. admet un prolongement méromorphe a la courbe spectrale ¥,,.

Preuve : Soient x1,x2, x3 des fonctions lisses a support compact dans la boule B(0, pg + 1), valant 1 sur
la boule B(0, pg) et telles que xit1X: = Xi,? = 1,2. Soit zo dans Fy avec zg hors du spectre de H. Pour
z dans Fy, une paramétrice de la résolvante Ry (z) est donnée par

P(20,2) = xsRu(z0)x2 + (1 = x1)Ra, (2)(1 — x2)
puisque (H — 22)P(z0,2) = 1 + K(20,2) avec
K(20,2) = [An, x3] R (20)x2 + (25 — 2°)x3Ru (20)x2 — [An, xa]Ra, (2)(1 = x2)

compact.

Vu que K (z0,29) tend vers 0 lorsque zg — +ico, zg € iRT N Fq, la théorie de Fredholm s’applique &
K (z0,20) pour un zo convenable et le prolongement de la fonction résolvante localisée Rpx,,p > po + 1
définie sur Fy et a valeurs opérateur borné de ‘H dans Hcomp est donné sur X, par

RH(Z)XP = P(zo, Z)Xp(l + K (20, Z)Xpr1 (2)

ou x, est une fonction de C§°(E™) constante égale & 1 sur la boule B(O, p). O

Remarque 2 Que l'opérateur H soit auto-adjoint assure que la fonction résolvante Ry est définie en au
moins un point de C : avec seulement cette derniere hypothese vérifiée, la proposition de prolongement
méromorphe ci-dessus ainsi que le théoreme restent valides.

L’ensemble résonnant Ry de H rassemble les résonances de H comptées avec multiplicité, dont la
définition suivante est corroborée par la théorie de Lax-Phillips [8] (suivant leur interprétation des résonances
comme poles de la matrice de diffusion) :

Définition 2 Une résonance est un péle de la résolvante Ry sur X,, sa multiplicité est le rang du résidu
resy, Rg = f% Ry (N)dX ot vy, est un lacet suffisamment petit d’indice 1 sur 3, entourant Ag.
0

Remarque 3 Avec le parametre uniformisant 2z (A = 22), le résidu resy, Ry est égal & l'intégrale
fv Ry (z)zdz ol 7., est un lacet suffisamment petit d’indice 1 entourant zg.
20

Remarque 4 L’image du résidu res), Ry est égale a celle de resy, (Rmx) pour tout x a support compact
et égal a 1 au voisinage de B ;1. En effet, si x’ est une fonction du méme type et 6 une fonction lisse
nulle sur B, et constante égale & 1 en dehors de B, 11, alors

Ry (x{1+[A,0]Ra,}) = Rux'+0Ra, (x — X')

et ’holomorphie du dernier terme du membre de droite induit I'indépendance relativement a x de 'image
du résidu resy, (R x)-

Pour la suite, 2o, X1, X2, X3 €t Xp,+1 sont choisis une fois pour toute et ne seront pas mentionnés pour les
opérateurs dont la définition en dépend. La preuve du théoreme se développe, via une succession de lemmes,
selon le schéme suivant :

Preuve du thorme (abrg) : Les résonances de H dans le disque D, (0,r) = {z € 3,,|z| < r} sont,
avec multiplicité, dans ’ensemble des zéros de la fonction D, définie sur D,,(0,r) par le déterminant

D (z) = det(1 — LY (2)), (3)

pour une fonction L, & valeurs opérateur tracable & partir du reste K (z, z9) de (2) et un entier N convenable.
A Dinstar de Jensen ou Carleman (¢f. figure 2), le dénombrement de ces zéros passe par une estimation, de
type exponentiel, de la croissance du déterminant D,. Le lemme 2 sur les déterminants d’opérateurs dans
les classes de Schatten permet de remplacer le déterminant (3) par un produit (12) de trois facteurs dont
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Figure 2 : D, défini dans D, (0,7) : (a) formule de Jensen appliquée dans D(zp,r — |z0]) et estimation
du nombre de résonances dans D(0,74),7o = (r — |20])/a — |20|, (b) formule de Carleman (renormalisée)
appliquée dans D,,(0,7) N {| Argz| < a} pour compter les zéros dans D,,(0,7/a) N {| Argz| < a/a}

chacun a sa croissance estimée: le premier facteur est aisément borné sur D,,(0,r) (uniformément en r), le
second a sa croissance gouvernée (lemme 3) par celle de la fonction fp de la propriété (i) de la définition 1.
Quant au troisieme, il est tout d’abord estimé sur le feuillet Fy, qualifié parfois de bon demi-plan (lemme 4) ;
pour les feuillets non physiques de la courbe spectrale X,, (un seul feuillet F_;, le demi-plan Smz < 0,
qualifié de mauvais, si n est impair ; une infinité, F,,,m € Z*, paramétrée par m = [Arg(o)/7] € Z, si n
est pair), la formule de Green (17) raméne au bon demi-plan et & une estimation d’un déterminant avec la
matrice de diffusion du probléme libre de Phamiltonien A,, (lemme 6).

Ainsi, en dimension impaire, la formule de Jensen, invoquée avec les majorations du lemme 7 (qui énonce
que, pour une perturbation elliptique, le déterminant D,., indépendant de r, est une fonction entiere d’ordre
n et de type fini), suffit & convaincre de la partie impaire du théoréeme. En dimension paire, I’étude de la
singularité en z = 0 du lemme 8 permet mémement d’appliquer la formule de Carleman (a une fonction
convenable) pour conclure. O

Par (z) sera désignée, pour z complexe, la quantité 1 + |z|. La lettre C désignera une constante,
variable au gré des assertions, qui ne verra généralement ni sa valeur estimée ni sa dépendance par rapport
aux autres parametres précisées. Le terme résolvante désignera diverses entités : en général, le contexte
suffira & distinguer un opérateur ou une fonction & valeurs opérateur, et leurs différents domaines (domaine
du parametre spectral de la fonction, domaine de 'opérateur ainsi que ’espace contenant son image).

Le choix de L,

Le lemme suivant (¢f. I'appendice de [21]) ne peut étre appliqué directement a I’écriture (2), ol la paramétrice
P(z9,z) est holomorphe sur ¥, \ {0}, car K(zo,2)x, n’est pas tragable en général.

Lemme 1 Soit Q un voisinage complexe connexe de 0, Uy, Us et T deux fonctions a valeurs opérateur sur
Q. Si 1+T(z) est inversible pour un zo dans Q et T a valeurs opérateur tragable, alors le rang du résidu
de la fonction méromorphe Uy(1 + T) Uy en 0 est au plus égal a la multiplicité algébrique de 0 comme
zéro de la fonction det(1+T).

Preuve : L’anneau local O; des germes des fonctions holomorphes étant principal, multipliant & droite et
& gauche par des éléments de GL(d, 0y), il est loisible de supposer A dans M(d, O;) de la forme

E P
TpZ

pEZ



avec une résolution de I'identité (mp)pezu{oo} de projecteurs (nuls sauf pour un nombre fini) tels que m,7, =
0,p#q et ZpEZU{OO} 7 = 1q (c¢f. [3, VII, 4.5] pour la théorie des facteurs invariants d’une matrice sur un
anneau principal). Via une réduction & la dimension finie, cette écriture vaut aussi pour A =1+T avec T
fonction & valeurs opérateur compact dans un espace de Hilbert H, avec tous les 7, de rang fini & I’exception
de my. Pour T a valeurs opérateur tragable, le projecteur 7, est nul si et seulement si le germe holomorphe
det(1+ T) Dest.

Si le germe U;,i = 1,2 a un développement de Taylor de la forme U;(z) = szo Uipz?, le résidu de
Ui(1+ T)~1U, a lorigine est alors

resoUr(1+T) " 'U2) = > UnpmgUsy

p—q+r=—1
de rang
rang reso(U1 (1 + T)'Us) =< Z rang(UipmaUsr) < Z g rangmg = v,
p—gq+r=—1 q20
v étant exactement la valence du déterminant det(1 4+ T7) en z = 0. O

Divers choix sont possibles pour la famille L, et ’entier N apparaissant dans le déterminant D, : un
d’entre eux (essentiellement celui de Vodev [19]) adopte un L, tracable (avec ainsi N = 1), un second
(apparaissant dans [5]), utilisé pour des perturbations de type particulier (elliptique notamment), introduit
un opérateur L, ne dépendant pas de r (mais dans une classe de Schatten d’ordre éventuellement élevé).
Le déterminant D, est analysé de maniere tres similaire dans chacun de ces deux choix, dont la présentation
simultanée, sans alourdir trop I’exposé, parait avoir son intérét.

En premier lieu, soit j, = [¢n(2r/v/C)] avec C' = sup,<; uj(xsRru(20)x2)fu(j) 2. La résolvante lo-
calisée x3Rp(z0)x2 est décomposée suivant -

x3Ru(z0)x2 = Ry + &,

ou R, est la projection de xsRpg(20)x2 sur 'espace des opérateurs de rang fini j, : les valeurs singulieres
(1j(Ry));>1 sont celles de x3Ru(z0)x2 si j < jr, nulles autrement et ||e || = pj.+1(x3Rr(20)x2) <
CulGr+1)72 <r2/4.

Si 7, est défini sur C par

2 2 . .
(2) = (22 — 2%)e,,  pour n impair,
riz) = 2 _ .2 .
28€|20| — Z°€r, pPOUr M pair,

alors, pourvu que r > |2, ||n.]| < 1/2 sur D,(0,r), et l'inverse (1 + n,)~! est défini holomorphe sur
D, (0,r), ainsi que L, défini par

1+ K (20, 2)Xpo+1 = (1 +1r(2))(1 = Lr(2)) - (4)

L’opérateur L,(z), somme des trois opérateurs tragables

B (L+n.(2)) " [=[An, x3]Ru (20)x1] 5 si m est impair,
Le(e) = { (L+n,(2)) " [~[An, x3]Rr(20)x1 — 28R , sinon, (%)
B (1+n.-(2))"1(22 — 22)R,, sin est impair,
2Le(z) = { (1+n.(2))"122R,, sinon, ©)
sLe(2) = (L+0:(2) 7 A xa]Ra, (2) (oo 1 — X2) (7)

I'est aussi ; les résonances dans D(0,7), poles de la résolvante localisée s’écrivant suivant (2) et (4)

RiXpo+1 = P(20, )Xpo41(1 = Ly) " (1 +n,) " (8)

sont, avec multiplicité, parmi les zéros du déterminant D, = det(1 — L,.) d’apres le lemme 1.



D’autre part, si la fonction fg de la définition 1 est définie sur R*, vérifiant fg(tr) < C7T°fg(t)
pour t,7 > 0 (comme c’est le cas de la fonction t'/™ des perturbations elliptiques), la résolvante lo-
calisée x3Rm(20)x2 est a valeurs dans la classe de Schatten d’ordre N = [(26)7!] + 1 et donc aussi
Ly = —K(z0,)Xpo+1- La factorisation (8) est remplacée par

RHXP0+1 = P(Z(Jv ')XP0+1(1 +Lo+...+ Lév_l)(l - Lév)_l

L’opérateur L, = Loy (et donc D, noté dans ce cas Dpy) peut donc étre pris indépendant de r, avec une
décomposition en trois termes analogues & (5)—(7) (sans facteur (1+n,)~!, ni troncature en fréquences pour
X3Rm(20)x2), dont le premier et le second sont dans la classe de Schatten d’ordre N et le troisieme tragable.

Pour les perturbations hypoelliptiques ot g (A) = A" log A\, A < 1 (dont linverse fy ne vérifie pas la
condition (7i) de la définition 1 sur R*), la troncature en fréquences de x3Rp(z0)x2 permet d’obtenir
Pestimation optimale du théoréme. Il se peut aussi que la résolvante localisée x3Rp(20)x2 ne soit dans
aucune classe de Schatten, comme pour 'opérateur de Schrodinger A; + g de la figure 1 (c).

La croissance a ’infini de D,

Le type de croissance du déterminant D, est ramené a celui de déterminants plus simples grace au lemme
suivant : pour B opérateur borné, |B| y note sa racine carrée v B*B, dont la suite des valeurs propres
(;(B));j>1 est celle des valeurs singulieres de B.

Lemme 2 Pour B opérateur borné, P et Q opérateurs compacts dans la classe de Schatten d’ordre p
entier et S et T opérateurs tracables

|det(1+ BT)| < det(1+||B|||T]), (9)
|det(1+(P+@Q)P)| < det(l1+4|P+ Q)P < (det(1+ 2P~ |P|P)det(1 + 2P~ 1QP))?P, (10)

det(1+|T)%") < (det(1+|T))*,

|det(1+ ST)| < (det(1+|S|)det(1+|T]))>. (11)

Preuve : D’une part, pour T opérateur tracable, dont le spectre (A\;(T"));>1 est rangé par module
décroissant [\ (T)| > A2(T) > ... > | A (T)] — 0, Pinégalité de Weyl (cf. [4, p. 35])
N

H(1+|/\ H1+uJ

j=1
fournit, pour le déterminant det(1+T) =[],;5; 1+ X; (T), Iinégalité | det[1 + T < det[1 + |T].

D’autre part, pour k,j > 1, les sous-additivités logarithmiques (c¢f. [4, p. 30]) des valeurs singulieres
d’une somme et d’un produit donnent

tivk—1(P+Q) < pi(P)+ p(Q).
tp—1)+k(PP) < (PP i1 (P) < i (P)P.

Alors, les inégalités (10) sont établies suivant

[det(1+ (P+Q)P)| < det(1+[(P+Q)| kHlHlH”” k(P +Q)P)
< H1+NJP+Q) = det(1+ |P + QP)?
']71 P
< ]O_o[1+(u]( )+ 15(Q H1+ 115 (P) + pj1(Q))P
o= .
< ﬁ1<1+2“u]<P> 1+ 2, (Q)P)
=

= det(1+2°"YP[P)2P det(1 + 2P"1|Q|P) %P



La preuve des autres inégalités est similaire. [l

Ainsi le déterminant D, a sa croissance dominée par celle du produit
det(1+ 2V Lo M)2V det(1 + 22V | L |V )N det (1 + 4[3L, )N . (12)

Vu (9) et [|[(1+n,)71|] <2, le premier facteur est borné sur D,,(0,7), uniformément en r. La condition
(#ii) de la définition 1 donne la majoration du second facteur,

e+ 2L, @) < e 0[BT e 2 e paton, (13)

grace (& une nouvelle application de (10) si n est impair et) au lemme suivant :

Lemme 3 Soit o« = 0 ou 1. Soit f une fonction croissante sur [a,00) avec f(a) > 0, d’inverse ¢ et
vérifiant f(rt) < Cyr0 f(t) pour t,7 > a.
Alors, si a =0, pour tout d > 61, et C', il existe une constante C, dépendant de Cy,d,5 et C', telle

que, pour x > 0,
) o 2\1/8
[T1+Clo/sG) < exp | (2)

Jj=1

o] = 100

Si o =1, pour tout C', il existe une constante C, dépendant de Cy,d,d et C’, telle que, pour r > f(1)
et 0< <,

i 4 -

exp |C {;} o(r)| sidd <1,

H 1+ C'z/f(5)]? < { exp _C§ (1+10g£) cp(r)} , sidd=1,
p(x)>5>1 r 216 1

exp |C {;} o(r)| , st dd >1.

Preuve : La preuve commence par les inégalités

[T 1+CEG* = ew D log(l+C'la/f()]Y)

[a—1lp(z)]>j>1 [a=To(2)]2j>1

< exp Z log(1 + C'C}ixd(go(r)/j)d‘sr_d)
[~ to(@)]2j=1

a”te(r) s

<o [ logll+ CCRA) /D) d
0
—1 1/68
1/6 a”(r/z)

< exp “f} gp(’r)/ log(1 + C”C’?u*d‘s) du| ,

r 0

et s’achéve par 'examen de la convergence de l'intégrale [log(l+ u~")du aux bornes. ]

Le dernier facteur de (12) est majoré & la suite du déterminant det(1 + 8|[A,, x1]Ra,, (2)(Xpo+1 — X2)|)
sur D, (0,7), qui est tout d’abord estimé pour z dans le feuillet Fy

det(1 4 8[[An, xa]Ra, (2) (Xpo+1 — x2)I) < exp[C(2)"], 2 € Fo N (Dn(0,7) \ Dn(0,1)), (14)
comme cas particulier du lemme général :

Lemme 4 Soient Q;,i = 1,2, des opérateurs différentiels d’ordre q;, a support compact, tels que supp Q1 N

supp Q2 = (0. Alors, pour tout o > 0, il existe une constante C, (dépendant aussi de Q1 et Q2 ) telle que
sur le demi-plan trongqué Smz > 0\ D(0,1)

1 (Q1RA, (2)Q2)

det(1 + |Q1Ra, (2)Q2])

Co(z)otata=lj=a/n o0,

<
< exp [Cy(z)nl@tata=b/a] o >y (15)



Preuve : L’estimation
|Q1RaA, (2)Qa|| < Cq, 0. ()01 (16)

résulte de 'expression de la résolvante comme transformée de Laplace de 'opérateur des ondes

QiRa, (2)Qn — iz / " Q) cos(ty/Bn) Qs dt

0

d’intégrations par parties, avec @i =Qi(1+VA,) %, i=1,2,

q1+q2 00 A(q1+q2)—k
~ + Nk ity d T cos ~
Q1RA,(2)Q2= Q1 ) ((h " qQ) (—iz)" 1/ e TP AL)dE Qo+ ...
0

du
k=0

et des propriétés de propagation de l'opérateur des ondes (principe de Huyghens en dimension impaire, forme
explicite du noyau en dimension paire).

Soit 2 ouvert relativement compact & bord lisse contenant le support de Q; et Q. Si A% désigne le
laplacien sur L?(€)) avec condition de Dirichlet sur 952

13 (Q1Ra,(2)Q2) < 15 ((A%)=/2) |(A%)*2Q1Ra,, (2)Q2)l,

et donc, via (16),
1 (Q1RA, (2)Q2) < Coj~ /M (z)otntaz—1,

L’inégalité (15) résulte alors du lemme 3. O

Pour n > 3, la fonction résolvante Ra, définie sur F\ {0} a un prolongement continu en z = 0 et donc
(14) est valide sans restriction pour z € Fo N D, (0,7). Le cas des basses dimensions est réglé par le lemme
suivant :

Lemme 5 Soit s,(z) = |2|7! (log(e/z) resp.) si n=1 (n =2 resp.) et |z| <1, sinon identiquement égal
a 1. Alors il existe une constante C telle que

det(1 + 8|[An, x1]Ra, (2) (Xpo+1 = X2)]) < Csn(2)?, 2 € FgN D(0,1) \ {0} .

Preuve : La fonction [Ap, x1]RA,, (Xpo+1 —X2)|) & valeur opérateur définie sur ¥ est de la forme Sys, + H,
avec Sy de rang 1, 3,(z) = 271, logz ou 0 suivant que n = 1,2 ou n > 3 et H,, avec un prolongement
continu en z = 0 comme fonction a valeurs opérateur tragable. Il suffit d’appliquer & cette décomposition
(10) avec p = 1. U

L’estimation du déterminant (14) sur les feuillets non physiques F, de la courbe spectrale 3,, est obtenue
via la formule de Green avec bord rejeté sur la sphere & I'infini S*~! pour le laplacien A,

Ra,(2) = Ra,,(2) = m(=1)["=2/A0H0T, (2), (17)
ou 2 € F, (m = —1 si n impair) et z € Fy ont méme projection (via m,) dans C et l'opérateur
T, (z),z € C est défini suivant

1 Z \n—2 .
L) =1 (52)  Ei(®Ea(2). (18)

l'opérateur E,(z) de L?(E™) dans L?(S""') ayant pour noyau e >} (w,x) € S"~! x E". Ainsi, via
I'inégalité (11), la croissance du déterminant (14) sur les feuillets non physiques revient & celle du méme (14)
sur le feuillet physique et de celle du déterminant induit par 'opérateur T,,(z),z € C qui est donnée par le
lemme suivant :

Lemme 6 Soient QQ1,Q2 des opérateurs différentiels d’ordre q1,q2 et a support compact dans E,,. Il eziste
alors une constante C' telle que

det(1 +€?|Q1 T (2)Q2|) < exp[C(y + (2))"], z € C,y > 0. (19)



Preuve : La factorisation
To(2) = 7(2/20)" B (2) (1 + A5 )1+ A% )HE,(2)

amene 'inégalité pour les valeurs singulieres, avec k entier

115 (Q1T7(2)Q2) < C(2)" 2

ok oy —k
aE;@ (142 ) | i [ (14 457) ] IEa)al
La majoration du noyau
1QEL(2) (1 + AS"”)’“ (2,w)] < ()DCH((2K)! + (2)2F)eC @) < Tk (2k)1eC )
induit celle de la norme de 'opérateur
E:(2) (145 )" || < 0F@k)1eCF) < (VO2E)HeCE).
Q1E;(Z) < C"(2k) < )

Ainsi
1 (Q1 T (2)Q2) < (571 (=D C2k)2keC =)
et, en utilisant que inf,so(Bu)* = e~ (™" avec B € (0,1),

115(Q1T(2)Q2) < exp[C(z) — 5/ "=V /(.

Par suite

det(1+¢¥|QTn(2)Q2l) = ] 1+ e’ (Q1T0(2)Q2)

Jj=1

IN

I[I  i+eww+ce) [ 1+ew="0/0),

1< <C(y+(z))n—1 §2C(y+(z))n1

ce qui acheve la preuve. ]

N’oubliant pas que (2)" < C[(z)/(r)]"¢u(C(r)),z € D,(0,r), les majorations de chacun des facteurs de
(12) données par (13) et (14) et le lemme 6 fournissent celle du déterminant D, au voisinage de I'infini :

Lemme 7 Soit H une perturbation admissible du laplacien de l’espace euclidien E™, telle que décrite par
la définition 1. Awvec la fonction s, introduite dans le lemme 5, il existe une constante C telle que, pour
z € Dp(0,r)

VH
C H@} er(C{r)) + log s, (2) + 1] , st n est impair
<

log | Dr(2)] (20)

C {log"<Argz>—|— {@} h <pH(C'<T>)—|—logsn(z)+1] . sinon.

La singularité de D, a ’origine

Pour n impair au moins égal a trois, la fonction résolvante Ra, est une fonction entiere de la variable z
et le déterminant D, est une fonction holomorphe sur D,,(0,7). Pour d’autres dimensions n, la singularité
est décrite dans le lemme suivant :

Lemme 8 Soit H une perturbation admissible du laplacien de l’espace euclidien E", telle que décrite par
la définition 1.

Si n est impair, D, est holomorphe sur D,(0,7) (sur Dy,(0,7)\ {0} resp.) pour n >3 (si n =1, avec
un pdle d’ordre p > 0 resp.).



Si n est pair, il existe des entiers p,q et un polynome P mon nul tels que D, = 1D 2D, avec le facteur
1D (indépendant de r ) vérifiant

1D(z) = 2PP(log z)(1 + O(zlog? z) (21)

au voisinage de z =0 et lautre holomorphe sur D, (0,r)\ {0}, estimé supérieurement suivant

2o < e [0 [El] " ouicu] @)

Preuve : Le cas de la dimension 1 se traite de maniere analogue aux dimensions paires seules développées
ici.
Au voisinage de z = 0, pour le premier choix de L.,

1-Ly(z) = (1- gLT(z))(l + (1= 2*x3Ru(20)x2 + 20€|2)) (23)
[18n Xl Rir (20)x1 + 23 Ry = [ 1] Bar, (2) (o1 = X2)] )

ou le premier facteur, valant 1 pour z = 0, a un déterminant (noté 2D, ) majoré, d’apreés le lemme 3, par
CexplC||z]/r]"™™ ¢ (C(r))] et le dernier facteur ne dépend pas de r. Pour le second choix de L,, ot D, ne
dépend pas de r, oD, est pris trivial égal a 1.

D’apres [1, 9.1], u(”*2)/2H((711)72)/2(u) est de la forme a,,(u) +logu b, (u) avec ay, b, entieres et b, (0) nul
si n > 4. La fonction résolvante Ra, s’écrit donc, d’apres (1), suivant

R, (2) = Ap(2) 4+ log 2B, (2)

avec A,, B, entieres, A, (0) et B,(0) de rang fini, B,(0) nul si n > 4. Alors, Dy étant défini comme le
déterminant du dernier facteur de (23) pour le premier choix de L, ou comme le déterminant de 1 — LY
dans le cas du second, il existe des opérateurs de rang fini F;,0 < j < N (F;,1 <j <N, nulssi n > 4),
un opérateur tracable Ty avec 1+ T inversible et des fonctions entieres £;,0 < j < N, a valeurs opérateur
tracable telles que

Dy(z) = det |1+ Z log? 2F; + Tp + Z zlog? 2E;(z)
0<j<N 0<j<N
= det [1+ Y log/ z2F;(1+T(2))"" | det(1 +T(2)) (24)
0<j<N

avec T'(z) = Ty + EogjgNZIOgj 2E;(2). Via les substitutions ujy; = zlog’ 2,0 < j < N et V = logz,

le premier facteur Dy de (24) provient d’un élément S de Panneau C[V]{{u1,uz,...,un41}} des séries

formelles convergentes en (u1,...,uny1) & coefficients polynémes en V' de la forme S =3 vi1 Pa(V)u® .

Le facteur Dy ; n’étant pas identiquement nul, il existe un plus petit & tel que
B, = S ) [[leg -
aeNN+L:|al=k Jj=0
soit non nul et ainsi, pour un entier r
Dy (2) = 25 Byllog 2, 2)[1 + O(zlog” 2)].

La description de ; D s’achéve en remarquant que le second facteur de (24) est de la forme do(1+O(zlog" z))
avec dog = det(1 + Tp) non nul.
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Usage des formules de Jensen et de Carleman

En dimension impaire, la valeur D,.(20) ne dépend pas de r. Ainsi, la formule de Jensen [2, 1.2.1]

T n(h, 2o, t 1
/ i z0,t) gy L log [h(2)|dz — log |A(z0)]

|z—zo|=T
appliquée a la fonction holomorphe hy, définie par hy,.(z) = 2P D,.(z) avec p donné par le lemme 8, permet
de majorer, pour « > 1, le nombre n(hp,, 20,7/a) de zéros de hy,, dans le disque D, (z0,7/a), 7 < 7 — |z0]
et donc, pour ro = (r — |20])/c — |20], le nombre de zéros n(hp,0,74), i e. le nombre de résonances dans
le disque D, (0,7,), comme I’énonce le théoréme (cf. figure 2(a)).

En dimension n paire, 'usage de Jensen est remplacé par celui de la formule de Carleman [2, 1.2.2]

r K L -
Z [_ — —:| cosArg( = —/ 10g|h(7‘ez‘9)| cos 0 df (25)
oo LISl 7 T2
1 /
02 2 1) tog hirt) h(—int) | dt + 2O
27 0 2

ol la somme porte sur I'ensemble des zéros de h dans D; : cette formule est valable pour toute fonction
holomorphe £ sur le demi-disque D" = D(0,r) N {| Argz| < m/2}, continue sur son adhérence, dérivable en
z =0 et telle que h(z) =1+ h'(0)z + O(|2|?) au voisinage de z = 0 avec 3 > 1.

Soit P le polyndome de méme degré que le polynome P du lemme 8, valant 1 & l'origine et tel que la fonc-
tion P définie par sur A par P = P(z)/P(log z) soit holomorphe. La formule de Carleman, convenablement
normalisée, va étre appliquée & la fonction holomorphe h,p, définie par h,p, = P(2)D,(2)/]zPP(log )] sur
Dy (0,7) \ {0}.

Soit & > 1. Le nombre de zéros n(hppy,a/a,r/a) de hyp, dans D, (0,7/a) N{] Argz| < a/a} est celui,
dans le secteur D, (0, (r/a)™ @) N {|Argz| < 7/(2a)} de la fonction h,p,(a) définie par h,p,(a)(C) =
hppr(¢?*/™) dans D:C,/(2a) (cf. figure 2(b)). La formule (25) pour cette fonction h,p,(a) envisagée sur le
demi-disque D:C, /(2ay » @ son membre de gauche minoré, pour a > 1, par

T7r/2a

¢ 2T [ (% —x/(2a n(hy,pr,a/a,r/a
cos—Z[ a —TJT/LQ Zcosg(a /(2a) _ =7/ (2 ))n(hppha/a,r/og)zca (hppr,a/ /), (26)
¢

(0% a

ot la premiere somme porte sur les zéros ¢ de hyp.(a) dans le secteur D, (0, (r/a)™ @) N {|Argz| <
7/(2)}. Sa partie droite est majorée par la somme de supjg|<, log™ |hppr(re?)| (< C(log"(a) + pu (C(r)))
d’apres le lemme 7) et de

1 ! ./ (2a ./ (2a dt Tﬂ/@a) " ia —ia du
%/0 log™ |hppr (@) (ir™ V) by py (a) (—ir™ )t)t—2 = /0 log™ |hppr(e“u)hyp,(e u)|m
(27)
D’apres (21) et (22), au voisinage de z = 0,
=+ q |Z| o
log™ [hppr(2)] < |2l [log2|" + C | =21 @ (C(r), (28)

soit, pour |z| < a=27 et |Argz| < a, vu |zlog?z| < C|z|'/? |

log* |hppr ()] < Cl2 V2 4 C ['Z'] o (Clr))

o
D’autre part, pour |z| > a2, vu |P(z)/2PP(log z)| < Ca?"? et logs,(z) <loga,

<C [log"(Arg z)+ [M

log |hppr(2)] < log|Dr(2)] + log .

] ! e (C{r)) +loga

P
2P P(log z)
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Ainsi le terme (27) est majoré par

7/(2a) a=21 d T d T d
o _ v n _ Sz
4a /0 ul/2+7/(2a) +log™(a) /a,gq ultm/(2a) + Con((r)r /0 wltm/(2a)—vy
7/(2a) [9g5—a(l-7/a) 9 7/ (2a)
r a a r
< 2 og™ g /a o
~ da [ 1—7/a + . (a)a +C@H(<T>)VH —7T/2a]

<™/ [C/a+log™(a) + Coor ((r))]

ce qui donne, avec (26) et en remarquant

r™/2%)2alog™(a) < C [r" + Calog"(a)]

Pestimation du théoréme pour n(hypy, a/a,r/a), qui voit sa partie paire ainsi démontrée.
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