
Majorations à la Weyl pour le nombre de résonances associées à

une perturbation compacte du laplacien euclidien

Laurent Guillopé

Vodev [18, 19, 20, 21] a prouvé des majorations optimales pour la fonction de comptage des résonances
associées à certaines perturbations compactes du laplacien euclidien. Ses travaux reprennent la méthode du
déterminant introduite par Melrose [9] pour ce comptage, qui a été utilisée pour le même type de problèmes
par Intissar [7] (majorations en dimension paire) et Zworski [23] (majorations optimales pour des opérateurs
de Schrödinger avec potentiel à support compact en dimension impaire) ; l’auteur et Zworski [5, 6] ont établi
par une étude similaire des résultats dans la même veine pour certaines variétés hyperboliques à l’infini. Une
autre approche, plus microlocale, par Sjöstrand et Zworski [12] aborde avec grand succès ces problèmes de
comptage, avec une analyse précisée au voisinage du spectre continu (développée dans des travaux ultérieurs
tels [13], [14] et [15]). Enfin, la méthode du déterminant ne peut donner pour la fonction de comptage ni
des minorations non triviales (telles celles de [16, 17]), ni un asymptotique (tels ceux de [24, 25] pour les
potentiels radiaux, de [22] pour des perturbations hypoelliptiques et [10, 11] pour des surfaces d’aire finie à
pointes hyperboliques) ; cependant la nature optimale des majorations présentées ici est confortée par ces
asymptotiques [24, 25, 10] ou les presque asymptotiques des perturbations hypoelliptiques de [17].

Cette note est consacrée à la preuve des majorations décrites dans le théorème suivant :

Thorme Soit H une perturbation admissible du laplacien de l’espace euclidien En telle que décrite par la
définition 1 et RH son ensemble résonnant tel que précisé dans la définition 2. Il existe alors une constante
CH telle que

{
#{z ∈ RH , |z| ≤ r} ≤ CHϕH(CH〈r〉) , si n est impair ,

#{z ∈ RH , |Arg z| ≤ a, |z| ≤ r} ≤ CH〈a〉[logn〈a〉 + ϕH(CH〈r〉)] , sinon ,

où ϕH est l’inverse de la fonction fH introduite dans la condition (iii) de la définition 1.

Les situations modélisées comme perturbations admissibles sont variées, comme l’illustre la figure 1 : le cas
(a), en dimension impaire, donne une majoration polynomiale de degré n, de même ordre que l’asymptotique
de Weyl pour le laplacien sur une variété compacte ; le cas (b) donne, en dimension 2, une majoration
quadratique, là où l’asymptotique de Weyl perdure comme l’a énoncé Müller [10] (cf. [11, 22]).

Tout lecteur de Melrose, Vodev et Zworski y notera la filiation évidente avec leurs travaux ; outre certaines
simplifications, cet exposé prétend exhiber une démarche où les dimensions paires et impaires sont quelque
peu réconciliées.

Les perturbations admissibles et leurs résonances

Soit En l’espace euclidien de dimension n et ∆n le laplacien associé sur L2(En). Si H
(1)
k désigne la

fonction de Hankel de première espèce (cf. [1]), la résolvante R∆n(λ) = (∆n − λ)−1, λ ∈ C \ R+ a pour
noyau

R∆n(λ)(x, y) =
i

4
(
√

2π|x − y|)2−n
[
u(n−2)/2H

(1)
(n−2)/2(u)

]

|u=
√

λ|x−y|
(1)

où la racine carrée
√

λ est de partie imaginaire positive. Comme fonction à valeurs opérateur de L2
comp(E

n)
dans H2

loc(E
n), la résolvante R∆n définie sur F0 admet un prolongement méromorphe (holomorphe si n > 1)

L’auteur remercie G. Vodev et M. Zworski de leurs critiques vigilantes qui ont accompagné la rédaction de ce texte.
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Figure 1 : Quelques perturbations admissibles : (a) ∆En\K avec conditions de Dirichlet sur ∂K et métrique
non euclidienne au voisinage de Ω, (b) ∆M avec M variété riemannienne à bord ∂M et à pointes P1, P2

de courbure −1, (c) ∆1 + V avec potentiel V croissant lentement en +∞ et nul au voisinage de −∞ de
telle sorte que la résolvante tronquée soit en dehors de toute classe de Schatten.

à la courbe spectrale Σn définie suivant la parité de n : si n est impair, Σn est égal à C, revêtement ramifié
de C de degré 2 avec application de revêtement πn : z ∈ C → λ = z2 ; si n est pair, Σn est la surface
de Riemann du logarithme complexe Λ = {σ = (ζ, z) ∈ C2, z = eζ} avec projection πn(σ) = z2 sur C∗

(les fonctions log et Arg y sont définies par log σ = ζ, Arg σ = ℑmζ ). L’un des feuillets du revêtement Σn ,
noté F0 (dit physique dans une terminologie héritée de la mécanique quantique et de ses hamiltoniens) est
identifié au demi-plan {ℑmz > 0} , avec intérieur étale sur C \ R+ . Respectant un abus usuel, Σn sera
paramétré avec la variable z : R∆n(z), z ∈ F0 est identifié avec la résolvante R∆n(λ)|λ=πn(z).

Le théorème s’applique à tout hamiltonien H qui soit une perturbation compacte du laplacien euclidien,
localisée dans la boule B(O, ρ0) = {x ∈ En, |x| < ρ0}, comme le précise la définition :

Définition 1 L’opérateur auto-adjoint H, de domaine D(H), sur l’espace de Hilbert H est une perturbation
compacte admissible du laplacien euclidien ∆n si :

(i) l’espace H admet la décomposition H = Hint ⊕ L2(En \ B(O, ρ0)) ;

(ii) H opère localement comme le laplacien euclidien ∆n vis à vis de la décomposition précédente : pour
tout χ ∈ C∞

0 (En) valant 1 sur B(O, ρ0) et tout u ∈ D(H), l’élément (1 − χ)u (naturellement défini)
est dans le domaine D(H) avec H(1 − χ)u = ∆n(1 − χ)u ; si χ̃ est un autre élément de C∞

0 (En)
analogue à χ avec χ̃(1 − χ) = 0, (1 − χ)Hχ̃u = 0.

(iii) pour χ ∈ C∞
0 (En) valant 1 sur la boule B(O, ρ0), la résolvante tronquée χ(H + i)−1 est compacte,

avec suite des valeurs singulières vérifiant

sup
j≥1

µj(χ(H + i)−1)fH(j)2 < ∞ ,

où fH est une fonction strictement croissante définie sur [1,∞) telle que, pour t, τ ≥ 1, 0 < fH(t) ≤
t1/n , fH(τt) ≤ CτδfH(t). Le réel νH est défini comme νH = 2 si δ < 1/2, νH = δ si δ > 1/2 et un
réel quelconque de l’intervalle (0, 1) si δ = 1/2.

Remarque 1 Pour une perturbation elliptique, telle H = (∆n + q, H2(Rn \K)) avec q potentiel à support
compact et K compact, sera choisie fH(t) = t1/n ; pour certaine des perturbations hypoelliptiques du
paragraphe liminaire, ce sera fH(t) d’inverse ϕH(λ) = λn log λ ou ϕH(λ) = λp avec n ≤ p ≤ 2n.

Le prolongement méromorphe de la résolvante est donné par la proposition suivante, où Hcomp et H2
loc

sont définis par

Hcomp = Hint ⊕ L2
comp(E

n \ B(O, ρ0)) ,

H2
loc = D(H) ∩Hint ⊕ H2

loc(E
n \ B(O, ρ0)) .
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Proposition Soit H une perturbation admissible du laplacien de l’espace euclidien En telle que décrite
par la définition 1 et RH sa fonction résolvante à valeurs opérateur borné dans H définie sur F0 par
RH(λ) = (H − λ)−1. La fonction induite (et notée pareillement) RH sur F0 à valeurs opérateur de Hcomp

dans H2
loc admet un prolongement méromorphe à la courbe spectrale Σn.

Preuve : Soient χ1, χ2, χ3 des fonctions lisses à support compact dans la boule B(0, ρ0 + 1), valant 1 sur
la boule B(0, ρ0) et telles que χi+1χi = χi, i = 1, 2. Soit z0 dans F0 avec z2

0 hors du spectre de H. Pour
z dans F0, une paramétrice de la résolvante RH(z) est donnée par

P (z0, z) = χ3RH(z0)χ2 + (1 − χ1)R∆n(z)(1 − χ2)

puisque (H − z2)P (z0, z) = 1 + K(z0, z) avec

K(z0, z) = [∆n, χ3]RH(z0)χ2 + (z2
0 − z2)χ3RH(z0)χ2 − [∆n, χ1]R∆n(z)(1 − χ2)

compact.
Vu que K(z0, z0) tend vers 0 lorsque z0 → +i∞, z0 ∈ iR+ ∩ F0 , la théorie de Fredholm s’applique à

K(z0, z0) pour un z0 convenable et le prolongement de la fonction résolvante localisée RHχρ, ρ ≥ ρ0 + 1
définie sur F0 et à valeurs opérateur borné de H dans Hcomp est donné sur Σn par

RH(z)χρ = P (z0, z)χρ(1 + K(z0, z)χρ)
−1 (2)

où χρ est une fonction de C∞
0 (En) constante égale à 1 sur la boule B(O, ρ).

Remarque 2 Que l’opérateur H soit auto-adjoint assure que la fonction résolvante RH est définie en au
moins un point de C : avec seulement cette dernière hypothèse vérifiée, la proposition de prolongement
méromorphe ci-dessus ainsi que le théorème restent valides.

L’ensemble résonnant RH de H rassemble les résonances de H comptées avec multiplicité, dont la
définition suivante est corroborée par la théorie de Lax-Phillips [8] (suivant leur interprétation des résonances
comme pôles de la matrice de diffusion) :

Définition 2 Une résonance est un pôle de la résolvante RH sur Σn, sa multiplicité est le rang du résidu
resλ0 RH =

∫
γλ0

RH(λ)dλ où γλ0 est un lacet suffisamment petit d’indice 1 sur Σn entourant λ0 .

Remarque 3 Avec le paramètre uniformisant z (λ = z2), le résidu resλ0 RH est égal à l’intégrale∫
γz0

RH(z)zdz où γz0 est un lacet suffisamment petit d’indice 1 entourant z0 .

Remarque 4 L’image du résidu resλ0 RH est égale à celle de resλ0(RHχ) pour tout χ à support compact
et égal à 1 au voisinage de Bρ0+1. En effet, si χ′ est une fonction du même type et θ une fonction lisse
nulle sur Bρ0 et constante égale à 1 en dehors de Bρ0+1, alors

RH (χ{1 + [∆, θ]R∆n}) = RHχ′ + θR∆n(χ − χ′)

et l’holomorphie du dernier terme du membre de droite induit l’indépendance relativement à χ de l’image
du résidu resλ0(RHχ).

Pour la suite, z0, χ1, χ2, χ3 et χρ0+1 sont choisis une fois pour toute et ne seront pas mentionnés pour les
opérateurs dont la définition en dépend. La preuve du théorème se développe, via une succession de lemmes,
selon le schème suivant :

Preuve du thorme (abrg) : Les résonances de H dans le disque Dn(0, r) = {z ∈ Σn, |z| ≤ r} sont,
avec multiplicité, dans l’ensemble des zéros de la fonction Dr définie sur Dn(0, r) par le déterminant

Dr(z) = det(1 − LN
r (z)) , (3)

pour une fonction Lr à valeurs opérateur traçable à partir du reste K(z, z0) de (2) et un entier N convenable.
Á l’instar de Jensen ou Carleman (cf. figure 2), le dénombrement de ces zéros passe par une estimation, de
type exponentiel, de la croissance du déterminant Dr. Le lemme 2 sur les déterminants d’opérateurs dans
les classes de Schatten permet de remplacer le déterminant (3) par un produit (12) de trois facteurs dont
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Figure 2 : Dr défini dans Dn(0, r) : (a) formule de Jensen appliquée dans D(z0, r − |z0|) et estimation
du nombre de résonances dans D(0, rα), rα = (r − |z0|)/α − |z0|, (b) formule de Carleman (renormalisée)
appliquée dans Dn(0, r) ∩ {|Arg z| ≤ a} pour compter les zéros dans Dn(0, r/α) ∩ {|Arg z| ≤ a/α}

chacun a sa croissance estimée: le premier facteur est aisément borné sur Dn(0, r) (uniformément en r ), le
second a sa croissance gouvernée (lemme 3) par celle de la fonction fH de la propriété (iii) de la définition 1.
Quant au troisième, il est tout d’abord estimé sur le feuillet F0, qualifié parfois de bon demi-plan (lemme 4) ;
pour les feuillets non physiques de la courbe spectrale Σn (un seul feuillet F−1 , le demi-plan ℑmz ≤ 0,
qualifié de mauvais, si n est impair ; une infinité, Fm, m ∈ Z∗ , paramétrée par m = [Arg(σ)/π] ∈ Z, si n
est pair), la formule de Green (17) ramène au bon demi-plan et à une estimation d’un déterminant avec la
matrice de diffusion du problème libre de l’hamiltonien ∆n (lemme 6).

Ainsi, en dimension impaire, la formule de Jensen, invoquée avec les majorations du lemme 7 (qui énonce
que, pour une perturbation elliptique, le déterminant Dr, indépendant de r, est une fonction entière d’ordre
n et de type fini), suffit à convaincre de la partie impaire du théorème. En dimension paire, l’étude de la
singularité en z = 0 du lemme 8 permet mêmement d’appliquer la formule de Carleman (à une fonction
convenable) pour conclure.

Par 〈z〉 sera désignée, pour z complexe, la quantité 1 + |z|. La lettre C désignera une constante,
variable au gré des assertions, qui ne verra généralement ni sa valeur estimée ni sa dépendance par rapport
aux autres paramètres précisées. Le terme résolvante désignera diverses entités : en général, le contexte
suffira à distinguer un opérateur ou une fonction à valeurs opérateur, et leurs différents domaines (domaine
du paramètre spectral de la fonction, domaine de l’opérateur ainsi que l’espace contenant son image).

Le choix de Lr

Le lemme suivant (cf. l’appendice de [21]) ne peut être appliqué directement à l’écriture (2), où la paramétrice
P (z0, z) est holomorphe sur Σn \ {0}, car K(z0, z)χρ n’est pas traçable en général.

Lemme 1 Soit Ω un voisinage complexe connexe de 0, U1, U2 et T deux fonctions à valeurs opérateur sur
Ω. Si 1 + T (z0) est inversible pour un z0 dans Ω et T à valeurs opérateur traçable, alors le rang du résidu
de la fonction méromorphe U1(1 + T )−1U2 en 0 est au plus égal à la multiplicité algébrique de 0 comme
zéro de la fonction det(1 + T ).

Preuve : L’anneau local O1 des germes des fonctions holomorphes étant principal, multipliant à droite et
à gauche par des éléments de GL(d,O1), il est loisible de supposer A dans M(d,O1) de la forme

∑

p∈Z

πpz
p
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avec une résolution de l’identité (πp)p∈Z∪{∞} de projecteurs (nuls sauf pour un nombre fini) tels que πpπq =
0, p 6= q et

∑
p∈Z∪{∞} πp = 1d (cf. [3, VII, 4.5] pour la théorie des facteurs invariants d’une matrice sur un

anneau principal). Via une réduction à la dimension finie, cette écriture vaut aussi pour A = 1 + T avec T
fonction à valeurs opérateur compact dans un espace de Hilbert H, avec tous les πp de rang fini à l’exception
de π0. Pour T à valeurs opérateur traçable, le projecteur π∞ est nul si et seulement si le germe holomorphe
det(1 + T ) l’est.

Si le germe Ui, i = 1, 2 a un développement de Taylor de la forme Ui(z) =
∑

p≥0 Uipz
p, le résidu de

U1(1 + T )−1U2 à l’origine est alors

res0(U1(1 + T )−1U2) =
∑

p−q+r=−1

U1pπqU2r

de rang

rang res0(U1(1 + T )−1U2) =≤
∑

p−q+r=−1

rang(U1pπqU2r) ≤
∑

q≥0

q rangπq = v ,

v étant exactement la valence du déterminant det(1 + T ) en z = 0.

Divers choix sont possibles pour la famille Lr et l’entier N apparaissant dans le déterminant Dr : un
d’entre eux (essentiellement celui de Vodev [19]) adopte un Lr traçable (avec ainsi N = 1), un second
(apparaissant dans [5]), utilisé pour des perturbations de type particulier (elliptique notamment), introduit
un opérateur Lr ne dépendant pas de r (mais dans une classe de Schatten d’ordre éventuellement élevé).
Le déterminant Dr est analysé de manière très similaire dans chacun de ces deux choix, dont la présentation
simultanée, sans alourdir trop l’exposé, parâıt avoir son intérêt.

En premier lieu, soit jr = [ϕH(2r/
√

C)] avec C = supj≤1 µj(χ3RH(z0)χ2)fH(j)−2. La résolvante lo-
calisée χ3RH(z0)χ2 est décomposée suivant

χ3RH(z0)χ2 = Rr + εr

où Rr est la projection de χ3RH(z0)χ2 sur l’espace des opérateurs de rang fini jr : les valeurs singulières
(µj(Rr))j≥1 sont celles de χ3RH(z0)χ2 si j ≤ jr, nulles autrement et ||εr|| = µjr+1(χ3RH(z0)χ2) ≤
CfH(jr + 1)−2 ≤ r−2/4.

Si ηr est défini sur C par

ηr(z) =

{
(z2

0 − z2)εr , pour n impair ,

z2
0ε|z0| − z2εr , pour n pair ,

alors, pourvu que r > |z0|, ||ηr|| ≤ 1/2 sur Dn(0, r), et l’inverse (1 + ηr)
−1 est défini holomorphe sur

Dn(0, r), ainsi que Lr défini par

1 + K(z0, z)χρ0+1 = (1 + ηr(z))(1 − Lr(z)) . (4)

L’opérateur Lr(z), somme des trois opérateurs traçables

1Lr(z) =

{
(1 + ηr(z))−1 [−[∆n, χ3]RH(z0)χ1] , si n est impair,

(1 + ηr(z))−1
[
−[∆n, χ3]RH(z0)χ1 − z2

0R|z0|
]

, sinon,
(5)

2Lr(z) =

{
(1 + ηr(z))−1(z2 − z2

0)Rr , si n est impair,

(1 + ηr(z))−1z2Rr , sinon,
(6)

3Lr(z) = (1 + ηr(z))−1[∆n, χ1]R∆n(z)(χρ0+1 − χ2) , (7)

l’est aussi ; les résonances dans D(0, r), pôles de la résolvante localisée s’écrivant suivant (2) et (4)

RHχρ0+1 = P (z0, ·)χρ0+1(1 − Lr)
−1(1 + ηr)

−1 (8)

sont, avec multiplicité, parmi les zéros du déterminant Dr = det(1 − Lr) d’après le lemme 1.
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D’autre part, si la fonction fH de la définition 1 est définie sur R+ , vérifiant fH(tτ) ≤ CτδfH(t)
pour t, τ ≥ 0 (comme c’est le cas de la fonction t1/n des perturbations elliptiques), la résolvante lo-
calisée χ3RH(z0)χ2 est à valeurs dans la classe de Schatten d’ordre N = [(2δ)−1] + 1 et donc aussi
L0 = −K(z0, ·)χρ0+1. La factorisation (8) est remplacée par

RHχρ0+1 = P (z0, ·)χρ0+1(1 + L0 + . . . + LN−1
0 )(1 − LN

0 )−1 .

L’opérateur Lr = L0 (et donc Dr noté dans ce cas DH) peut donc être pris indépendant de r, avec une
décomposition en trois termes analogues à (5)–(7) (sans facteur (1+ηr)

−1, ni troncature en fréquences pour
χ3RH(z0)χ2 ), dont le premier et le second sont dans la classe de Schatten d’ordre N et le troisième traçable.

Pour les perturbations hypoelliptiques où ϕH(λ) = λn log λ, λ ≤ 1 (dont l’inverse fH ne vérifie pas la
condition (iii) de la définition 1 sur R+ ), la troncature en fréquences de χ3RH(z0)χ2 permet d’obtenir
l’estimation optimale du théorème. Il se peut aussi que la résolvante localisée χ3RH(z0)χ2 ne soit dans
aucune classe de Schatten, comme pour l’opérateur de Schrödinger ∆1 + q de la figure 1 (c).

La croissance à l’infini de Dr

Le type de croissance du déterminant Dr est ramené à celui de déterminants plus simples grâce au lemme
suivant : pour B opérateur borné, |B| y note sa racine carrée

√
B∗B, dont la suite des valeurs propres

(µj(B))j≥1 est celle des valeurs singulières de B.

Lemme 2 Pour B opérateur borné, P et Q opérateurs compacts dans la classe de Schatten d’ordre p
entier et S et T opérateurs traçables

| det(1 + BT )| ≤ det(1 + ||B|| |T |) , (9)

| det(1 + (P + Q)p)| ≤ det(1 + |P + Q|p)p ≤ (det(1 + 2p−1|P |p) det(1 + 2p−1|Q|p))2p , (10)

det(1 + |T |k) ≤ (det(1 + |T |))k ,

| det(1 + ST )| ≤ (det(1 + |S|) det(1 + |T |))2 . (11)

Preuve : D’une part, pour T opérateur traçable, dont le spectre (λj(T ))j≥1 est rangé par module
décroissant |λ1(T )| ≥ λ2(T ) ≥ . . . ≥ |λn(T )| → 0, l’inégalité de Weyl (cf. [4, p. 35])

N∏

j=1

(1 + |λj(T )|) ≤
N∏

j=1

(1 + µj(T ))

fournit, pour le déterminant det(1 + T ) =
∏

j≥1 1 + λj(T ), l’inégalité | det[1 + T ]| ≤ det[1 + |T |].
D’autre part, pour k, j ≥ 1, les sous-additivités logarithmiques (cf. [4, p. 30]) des valeurs singulières

d’une somme et d’un produit donnent

µj+k−1(P + Q) ≤ µj(P ) + µk(Q) .

µp(j−1)+k(P p) ≤ µj(P )p−1µj+k−1(P ) ≤ µj(P )p .

Alors, les inégalités (10) sont établies suivant

| det(1 + (P + Q)p)| ≤ det(1 + |(P + Q)p|) =

p∏

k=1

∞∏

j=1

1 + µp(j−1)+k((P + Q)p)

≤




∞∏

j=1

1 + µj(P + Q)p




p

= det(1 + |P + Q|p)p

≤




∞∏

j=1

1 + (µj(P ) + µj(Q))p
∞∏

j=1

1 + (µj(P ) + µj+1(Q))p




p

≤




∞∏

j=1

(1 + 2p−1µj(P )p)(1 + 2p−1µj(Q)p)




2p

= det(1 + 2p−1|P |p)2p det(1 + 2p−1|Q|p)2p .
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La preuve des autres inégalités est similaire.

Ainsi le déterminant Dr a sa croissance dominée par celle du produit

det(1 + 2N−1|1Lr|N )2N det(1 + 22N |2Lr|N |)4N2

det(1 + 4|3Lr|)4N3

. (12)

Vu (9) et ||(1 + ηr)
−1|| ≤ 2, le premier facteur est borné sur Dn(0, r), uniformément en r . La condition

(iii) de la définition 1 donne la majoration du second facteur,

det(1 + 22N |2Lr(z)|N |)4N2 ≤ exp

[
C

[ |z|
r

]νH

ϕH(C〈r〉)
]

, z ∈ Dn(0, r) , (13)

grâce (à une nouvelle application de (10) si n est impair et) au lemme suivant :

Lemme 3 Soit α = 0 ou 1 . Soit f une fonction croissante sur [α,∞) avec f(α) > 0 , d’inverse ϕ et
vérifiant f(τt) ≤ Cfτδf(t) pour t, τ ≥ α.

Alors, si α = 0, pour tout d > δ−1, et C′, il existe une constante C, dépendant de Cf , d, δ et C′, telle
que, pour x ≥ 0,

∏

j≥1

1 + C′[x/f(j)]d ≤ exp

[
C

(x

r

)1/δ

ϕ(r)

]
, r ≥ f(0) .

Si α = 1 , pour tout C′, il existe une constante C, dépendant de Cf , d, δ et C′, telle que, pour r ≥ f(1)
et 0 ≤ x ≤ r,

∏

ϕ(x)≥j≥1

1 + C′[x/f(j)]d ≤






exp

[
C

[x

r

]d

ϕ(r)

]
, si dδ < 1 ,

exp
[
C

x

r

(
1 + log

r

x

)
ϕ(r)

]
, si dδ = 1 ,

exp

[
C

[x

r

]δ

ϕ(r)

]
, si dδ > 1 .

Preuve : La preuve commence par les inégalités
∏

[α−1ϕ(x)]≥j≥1

1 + C′[x/f(j)]d = exp
∑

[α−1ϕ(x)]≥j≥1

log(1 + C′[x/f(j)]d)

≤ exp
∑

[α−1ϕ(x)]≥j≥1

log(1 + C′Cd
f xd(ϕ(r)/j)dδr−d)

≤ exp

∫ α−1ϕ(r)

0

log(1 + C′Cd
f xd(ϕ(r)/j)dδr−d) dj

≤ exp

[[x

r

]1/δ

ϕ(r)

∫ α−1(r/x)1/δ

0

log(1 + C′Cd
f u−dδ) du

]
,

et s’achève par l’examen de la convergence de l’intégrale
∫

log(1 + u−η)du aux bornes.

Le dernier facteur de (12) est majoré à la suite du déterminant det(1 + 8|[∆n, χ1]R∆n(z)(χρ0+1 − χ2)|)
sur Dn(0, r), qui est tout d’abord estimé pour z dans le feuillet F0

det(1 + 8|[∆n, χ1]R∆n(z)(χρ0+1 − χ2)|) ≤ exp [C〈z〉n] , z ∈ F0 ∩ (Dn(0, r) \ Dn(0, 1)) , (14)

comme cas particulier du lemme général :

Lemme 4 Soient Qi, i = 1, 2, des opérateurs différentiels d’ordre qi, à support compact, tels que suppQ1 ∩
suppQ2 = ∅. Alors, pour tout α > 0, il existe une constante Cα (dépendant aussi de Q1 et Q2 ) telle que
sur le demi-plan tronqué ℑmz ≥ 0 \ D(0, 1)

µj(Q1R∆n(z)Q2) ≤ Cα〈z〉α+q1+q2−1j−α/n , α > 0 ,

det(1 + |Q1R∆n(z)Q2|) ≤ exp [Cα〈z〉n(α+q1+q2−1)/α] , α > n . (15)
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Preuve : L’estimation
||Q1R∆n(z)Q2|| ≤ CQ1,Q2〈z〉q1+q2−1 (16)

résulte de l’expression de la résolvante comme transformée de Laplace de l’opérateur des ondes

Q1R∆n(z)Q2 = iz−1

∫ ∞

0

eitzQ1 cos(t
√

∆n)Q2 dt ,

d’intégrations par parties, avec Q̃i = Qi(1 +
√

∆n)−qi , i = 1, 2,

Q1R∆n(z)Q2 = Q̃1

q1+q2∑

k=0

(
q1 + q2

k

)
(−iz)k−1

∫ ∞

0

eitz d4(q1+q2)−k cos

du
(t

√
∆n) dt Q̃2 + . . .

et des propriétés de propagation de l’opérateur des ondes (principe de Huyghens en dimension impaire, forme
explicite du noyau en dimension paire).

Soit Ω ouvert relativement compact à bord lisse contenant le support de Q1 et Q2. Si ∆Ω désigne le
laplacien sur L2(Ω) avec condition de Dirichlet sur ∂Ω

µj(Q1R∆n(z)Q2) ≤ µj((∆
Ω)−α/2) ||(∆Ω)α/2Q1R∆n(z)Q2)||,

et donc, via (16),

µj(Q1R∆n(z)Q2) ≤ C̃αj−α/n〈z〉α+q1+q2−1 .

L’inégalité (15) résulte alors du lemme 3.

Pour n ≥ 3, la fonction résolvante R∆n définie sur F0 \{0} a un prolongement continu en z = 0 et donc
(14) est valide sans restriction pour z ∈ F0 ∩ Dn(0, r). Le cas des basses dimensions est réglé par le lemme
suivant :

Lemme 5 Soit sn(z) = |z|−1 ( log(e/z) resp.) si n = 1 (n = 2 resp.) et |z| ≤ 1 , sinon identiquement égal
à 1. Alors il existe une constante C telle que

det(1 + 8|[∆n, χ1]R∆n(z)(χρ0+1 − χ2)|) ≤ Csn(z)2 , z ∈ F0 ∩ D(0, 1) \ {0} .

Preuve : La fonction [∆n, χ1]R∆n(χρ0+1−χ2)|) à valeur opérateur définie sur Σ est de la forme S0s̃n +Hn

avec S0 de rang 1, s̃n(z) = z−1, log z ou 0 suivant que n = 1, 2 ou n ≥ 3 et Hn, avec un prolongement
continu en z = 0 comme fonction à valeurs opérateur traçable. Il suffit d’appliquer à cette décomposition
(10) avec p = 1.

L’estimation du déterminant (14) sur les feuillets non physiques F∗ de la courbe spectrale Σn est obtenue
via la formule de Green avec bord rejeté sur la sphère à l’infini Sn−1 pour le laplacien ∆n

R∆n(z̃) = R∆n(z) − m(−1)[(n−2)/2](m+1)Tn(z) , (17)

où z̃ ∈ Fm (m = −1 si n impair) et z ∈ F0 ont même projection (via πn ) dans C et l’opérateur
Tn(z), z ∈ C est défini suivant

Tn(z) =
i

4

( z

2π

)n−2

E∗
n(z)En(z), (18)

l’opérateur En(z) de L2(En) dans L2(Sn−1) ayant pour noyau e−iz〈ω,x〉, (ω, x) ∈ Sn−1 × En. Ainsi, via
l’inégalité (11), la croissance du déterminant (14) sur les feuillets non physiques revient à celle du même (14)
sur le feuillet physique et de celle du déterminant induit par l’opérateur Tn(z), z ∈ C qui est donnée par le
lemme suivant :

Lemme 6 Soient Q1, Q2 des opérateurs différentiels d’ordre q1, q2 et à support compact dans En. Il existe
alors une constante C telle que

det(1 + ey|Q1Tn(z)Q2|) ≤ exp[C(y + 〈z〉)n] , z ∈ C, y > 0 . (19)
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Preuve : La factorisation

Tn(z) =
i

4
(z/2π)n−2E∗

n(z)(1 + ∆Sn−1

)k(1 + ∆Sn−1

)−kEn(z)

amène l’inégalité pour les valeurs singulières, avec k entier

µj(Q1Tn(z)Q2) ≤ C〈z〉n−2

∣∣∣∣
∣∣∣∣Q1E

∗
n(z)

(
1 + ∆Sn−1

)k
∣∣∣∣
∣∣∣∣ µj

[(
1 + ∆Sn−1

)−k
]

||En(z)Q2|| .

La majoration du noyau

|Q1E
∗
n(z)

(
1 + ∆Sn−1

)k

(x, ω)| ≤ 〈z〉q1Ck((2k)! + 〈z〉2k)eC〈z〉 ≤ C̃k(2k)!eC̃〈z〉

induit celle de la norme de l’opérateur

||Q1E
∗
n(z)

(
1 + ∆Sn−1

)k

|| ≤ Ck(2k)! eC〈z〉 ≤ (
√

C2k)2keC〈z〉 .

Ainsi
µj(Q1Tn(z)Q2) ≤ (j−1/(n−1)

√
C2k)2keC〈z〉

et, en utilisant que infu>0(βu)u = e−(eβ)−1

avec β ∈ (0, 1),

µj(Q1Tn(z)Q2) ≤ exp[C〈z〉 − j1/(n−1)/C] .

Par suite

det(1 + ey|Q1Tn(z)Q2|) =
∏

j≥1

1 + eyµj(Q1Tn(z)Q2)

≤
∏

1≤j<C̃(y+〈z〉)n−1

1 + exp(y + C〈z〉)
∏

j≥C̃(y+〈z〉)n−1

1 + exp(−j1/(n−1)/C) ,

ce qui achève la preuve.

N’oubliant pas que 〈z〉n ≤ C[〈z〉/〈r〉]nϕH(C〈r〉), z ∈ Dn(0, r), les majorations de chacun des facteurs de
(12) données par (13) et (14) et le lemme 6 fournissent celle du déterminant Dr au voisinage de l’infini :

Lemme 7 Soit H une perturbation admissible du laplacien de l’espace euclidien En, telle que décrite par
la définition 1. Avec la fonction sn introduite dans le lemme 5, il existe une constante C telle que, pour
z ∈ Dn(0, r)

log |Dr(z)| ≤





C

[[ |z|
r

]νH

ϕH(C〈r〉) + log sn(z) + 1

]
, si n est impair

C

[
logn〈Arg z〉 +

[ |z|
r

]νH

ϕH(C〈r〉) + log sn(z) + 1

]
, sinon.

(20)

La singularité de Dr à l’origine

Pour n impair au moins égal à trois, la fonction résolvante R∆n est une fonction entière de la variable z
et le déterminant Dr est une fonction holomorphe sur Dn(0, r). Pour d’autres dimensions n, la singularité
est décrite dans le lemme suivant :

Lemme 8 Soit H une perturbation admissible du laplacien de l’espace euclidien En, telle que décrite par
la définition 1.

Si n est impair, Dr est holomorphe sur Dn(0, r) (sur Dn(0, r) \ {0} resp.) pour n ≥ 3 (si n = 1 , avec
un pôle d’ordre p ≥ 0 resp.).
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Si n est pair, il existe des entiers p, q et un polynôme P non nul tels que Dr = 1D 2Dr avec le facteur

1D (indépendant de r ) vérifiant

1D(z) = zpP (log z)(1 + O(z logq z) (21)

au voisinage de z = 0 et l’autre holomorphe sur Dn(0, r) \ {0} , estimé supérieurement suivant

|2Dr(z)| ≤ exp

[
C

[ |z|
r

]νH

ϕH(C〈r〉)
]

. (22)

Preuve : Le cas de la dimension 1 se traite de manière analogue aux dimensions paires seules développées
ici.

Au voisinage de z = 0, pour le premier choix de Lr,

1 − Lr(z) = (1 − 2Lr(z))
(
1 + (1 − z2χ3RH(z0)χ2 + z2

0ε|z0|)
−1 (23)

[
[∆n, χ3]RH(z0)χ1 + z2

0R|z0| − [∆n, χ1]R∆n(z)(χρ0+1 − χ2)
] )

,

où le premier facteur, valant 1 pour z = 0, a un déterminant (noté 2Dr) majoré, d’après le lemme 3, par
C exp[C [|z|/r]

νH ϕH(C〈r〉)] et le dernier facteur ne dépend pas de r. Pour le second choix de Lr , où Dr ne
dépend pas de r, 2Dr est pris trivial égal à 1.

D’après [1, 9.1], u(n−2)/2H
(1)
(n−2)/2(u) est de la forme an(u)+ logu bn(u) avec an, bn entières et bn(0) nul

si n ≥ 4. La fonction résolvante R∆n s’écrit donc, d’après (1), suivant

R∆n(z) = An(z) + log zBn(z)

avec An, Bn entières,An(0) et Bn(0) de rang fini, Bn(0) nul si n ≥ 4. Alors, DH étant défini comme le
déterminant du dernier facteur de (23) pour le premier choix de Lr ou comme le déterminant de 1 − LN

r

dans le cas du second, il existe des opérateurs de rang fini Fj , 0 ≤ j ≤ N (Fj , 1 ≤ j ≤ N, nuls si n ≥ 4),
un opérateur traçable T0 avec 1 + T0 inversible et des fonctions entières Ej , 0 ≤ j ≤ N, à valeurs opérateur
traçable telles que

DH(z) = det



1 +
∑

0≤j≤N

logj zFj + T0 +
∑

0≤j≤N

z logj zEj(z)





= det



1 +
∑

0≤j≤N

logj zFj(1 + T (z))−1



det(1 + T (z)) (24)

avec T (z) = T0 +
∑

0≤j≤N z logj zEj(z). Via les substitutions uj+1 = z logj z, 0 ≤ j ≤ N et V = log z,
le premier facteur DH,1 de (24) provient d’un élément S de l’anneau C[V ]{{u1, u2, . . . , uN+1}} des séries
formelles convergentes en (u1, . . . , uN+1) à coefficients polynômes en V de la forme S =

∑
α∈NN+1 Pα(V )uα .

Le facteur DH,1 n’étant pas identiquement nul, il existe un plus petit k tel que

P̃k(V, z) =
∑

α∈NN+1:|α|=k

Pα(V )
N∏

j=0

logjαj+1 z

soit non nul et ainsi, pour un entier r

DH,1(z) = zkP̃k(log z, z)[1 + O(z logr z)] .

La description de 1D s’achève en remarquant que le second facteur de (24) est de la forme d0(1+O(z logN z))
avec d0 = det(1 + T0) non nul.
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Usage des formules de Jensen et de Carleman

En dimension impaire, la valeur Dr(z0) ne dépend pas de r. Ainsi, la formule de Jensen [2, 1.2.1]

∫ r̃

0

n(h, z0, t)

t
dt =

1

2π

∫

|z−z0|=r̃

log |h(z)|dz − log |h(z0)| ,

appliquée à la fonction holomorphe hpr définie par hpr(z) = zpDr(z) avec p donné par le lemme 8, permet
de majorer, pour α > 1, le nombre n(hpr, z0, r̃/α) de zéros de hpr dans le disque Dn(z0, r̃/α), r̃ ≤ r − |z0|
et donc, pour rα = (r − |z0|)/α − |z0|, le nombre de zéros n(hpr, 0, rα), i. e. le nombre de résonances dans
le disque Dn(0, rα), comme l’énonce le théorème (cf. figure 2(a)).

En dimension n paire, l’usage de Jensen est remplacé par celui de la formule de Carleman [2, 1.2.2]

∑

h(ζ)=0

[
r

|ζ| −
|ζ|
r

]
cosArg ζ =

1

π

∫ π/2

−π/2

log |h(reiθ)| cos θ dθ (25)

+
1

2π

∫ 1

0

(t−2 − 1) log |h(irt)h(−irt)| dt +
ℜeh′(0)

2
,

où la somme porte sur l’ensemble des zéros de h dans D+
r : cette formule est valable pour toute fonction

holomorphe h sur le demi-disque D+
r = D(0, r)∩ {|Arg z| < π/2}, continue sur son adhérence, dérivable en

z = 0 et telle que h(z) = 1 + h′(0)z + O(|z|β) au voisinage de z = 0 avec β > 1.

Soit P̃ le polynôme de même degré que le polynôme P du lemme 8, valant 1 à l’origine et tel que la fonc-
tion P définie par sur Λ par P = P̃ (z)/P (log z) soit holomorphe. La formule de Carleman, convenablement

normalisée, va être appliquée à la fonction holomorphe hpPr définie par hpPr = P̃ (z)Dr(z)/[zpP (log z)] sur
Dn(0, r) \ {0}.

Soit α > 1. Le nombre de zéros n(hpPr, a/α, r/α) de hpPr dans Dn(0, r/α)∩ {|Arg z| ≤ a/α} est celui,
dans le secteur Dn(0, (r/α)π/(2a)) ∩ {|Arg z| ≤ π/(2α)} de la fonction hpPr(a) définie par hpPr(a)(ζ) =
hpPr(ζ

2a/π) dans D+
rπ/(2a) (cf. figure 2(b)). La formule (25) pour cette fonction hpPr(a) envisagée sur le

demi-disque D+
rπ/(2a) , a son membre de gauche minoré, pour a > 1, par

cos
2π

α

∑

ζ

[
rπ/2a

|ζ| − |ζ|
rπ/2a

]
≥ cos

2π

α

(
απ/(2a) − α−π/(2a)

)
n(hpPr, a/α, r/α) ≥ Cα

n(hpPr, a/α, r/α)

a
, (26)

où la première somme porte sur les zéros ζ de hpPr(a) dans le secteur Dn(0, (r/α)π/(2a)) ∩ {|Arg z| ≤
π/(2α)}. Sa partie droite est majorée par la somme de sup|θ|≤a log+ |hpPr(re

iθ)| (≤ C(logn〈a〉+ϕH (C〈r〉))
d’après le lemme 7) et de

1

2π

∫ 1

0

log+ |hpPr(a)(irπ/(2a)t)hpPr(a)(−irπ/(2a)t)
dt

t2
=

rπ/(2a)

4a

∫ r

0

log+ |hpPr(e
iau)hpPr(e

−iau)| du

u1+π/(2a)
.

(27)
D’après (21) et (22), au voisinage de z = 0,

log+ |hpPr(z)| ≤ |z| | log z|q + C

[ |z|
r

]νH

ϕH(C〈r〉) , (28)

soit, pour |z| ≤ a−2q et |Argz| ≤ a, vu |z logq z| ≤ C|z|1/2 ,

log+ |hpPr(z)| ≤ C|z|1/2 + C

[ |z|
r

]νH

ϕH(C〈r〉) .

D’autre part, pour |z| ≥ a−2q, vu |P̃ (z)/zpP (log z)| ≤ Ca2pq et log sn(z) ≤ log a ,

log |hpPr(z)| ≤ log |Dr(z)| + log

[
P̃

zpP (log z)

]
≤ C

[
logn〈Arg z〉 +

[ |z|
r

]νH

ϕH(C〈r〉) + log a

]
.
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Ainsi le terme (27) est majoré par

rπ/(2a)

4a

[∫ a−2q

0

du

u1/2+π/(2a)
+ logn〈a〉

∫ r

a−2q

du

u1+π/(2a)
+ CϕH(〈r〉)r−νH

∫ r

0

du

u1+π/(2a)−νH

]

≤ rπ/(2a)

4a

[
2a−q(1−π/a)

1 − π/a
+

2a

π
logn〈a〉aqπ/a + CϕH(〈r〉) rπ/(2a)

νH − π/2a

]

≤ rπ/(2a) [C/a + logn〈a〉 + CϕH(〈r〉)] ,

ce qui donne, avec (26) et en remarquant

rπ/(2a)2a logn〈a〉 ≤ C [rn + Ca logn〈a〉] ,

l’estimation du théorème pour n(hpPr, a/α, r/α), qui voit sa partie paire ainsi démontrée.
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