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Soit M une surface riemannienne compacte orientée a courbure strictement
négative et L D’ensemble des longueurs [(C) des géodésiques (orientées lisses)
fermées de M. Si h désigne 'entropie (topologique) du flot géodésique (g:,t € R)
sur le fibré unitaire 7'M de M, on a

<
b= lim log#{l € L,1 < t}

t—oo t

(Tnr)

comme BOWEN ([3]) le démontre pour une classe générale de flots, les flots
hyperboliques de type A (suivant la terminologie smalienne ([30])).

La fonction de comptage mp(t) = #{l € L,I < t} est ainsi & crois-
sance exponentielle : peut—on le préciser en donnant un équivalent de 7y, (avec
éventuellement un début de développement asymptotique ou une évaluation des
restes)?

11 est opportun de rapprocher le spectre L (désigné parfois comme spectre
primitif des longueurs pour le distinguer du spectre des périodes des trajectoires
périodiques du flot géodésique) de I’ensemble P des entiers premiers. A I'estimation
(Tnr) correspond

L= piy s#PEPp <t}
t—o0 logt

(T~)

que TCHEBICHEV ([31]) a démontré par des considérations arithmétiques élémen-
taires ([8]). Il ne piit démontrer le théoreme des nombres premiers

du t

~— P
log u logt) (Pr)

#pe Pp<t)~li(t) (= /

malgré des informations trés précises : pour x > 30, il établit que A <
an(t)logt/t < 6A/5 avec A = log[21/231/341/4/301/30] ~ 0,921 et que, si 7N
a un asymptotique, alors il est nécessairement de la forme donnée par le théoreme
des nombres premiers.



On sait que les démonstrations classiques de celui—ci sont basées sur ’étude
des propriétés analytiques du produit eulérien

E@s)=[[a-»)"

peP

qui n’est rien d’autre que la fonction (n(s) = >, ~; 7~ ® de Riemann et on peut
en résumer ainsi une preuve : la fonction (N de Riemann F(s), dont le produit
est convergent absolument sur le demi—plan {fes > 1}, admet un prolongement
méromorphe a C tout entier, avec s = 1 unique poéle simple sur la droite critique
{Res = 1}. Par un théoréme taubérien (théoréme d’Tkehara ([8])), on en déduit
alors I'asymptotique (Pn).

On introduit ainsi (suivant SMALE [30]) la fonction {ys définie par le produit

eulérien
Cu(s) =JJa-eH"

leL

convergent sur le demi-plan {Res > h} d’aprés (Ths) et pour lequel on a le
théoreme :

THEOREME 0.1 ([20]). — La fonction (y; admet un prolongement méro-
morphe sur un voisinage de la droite {fes = h}, avec s=h comme unique péle, tel
que (s — h)Cpr(s) y soit continu.

avec comme corollaire immédiat (en appliquant convenablement le théoreme
taubérien d’Tkehara)

THEOREME 0.2 ([28],[17],[20]). —
#{le Ll <t}~ e/t (Pur)

Précisons que SELBERG ([28]) obtient le théoréme précédent seulement pour
les variétés a courbure constante, en utilisant la formule de trace a laquelle son
nom est désormais attaché, MARGULIS ([17]) semble obtenir le résultat en courbure
variable (mais sans que les preuves ne soient publiées & ma connaissance), enfin
PArRrRY-PoLLICOT ([20]) établit les propriétés de méromorphie de la fonction
¢ associée a un flot mélangeant de type A. D’apres ces derniers résultats, on
obtient le théoreme des nombres premiers pour le flot géodésique sur toute
variété riemannienne compacte orientée & courbure négative (ou voire sans points
conjugués avec conditions sur la croissance des champs de Jacobi ([7])), sur
certaines variétés non compacte a courbure négative dont ’ensemble des points
non-errants est compact ([12]), dans le probleme extérieur dans R™ avec n (n > 2)
obstacles strictement convexes.

Le probleme de I’évaluation du reste dans (P) est 1ié au prolongement
méromorphe de la fonction ¢ dans une bande au—dela de la droite critique et
de la localisation des zéros et poles de la fonction ¢ : on sait que la résolution
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de T’hypothese de Riemann permettra de préciser de maniere significative les
estimations mn(t) — li(t) établies & ce jour. Ce n’est qu’en courbure négative
constante, ou la formule de trace de Selberg donne un prolongement méromorphe
a la fonction (p; avec localisation précise de zéros et poles, qu’on a une estimation
du reste mpr(t) — e"*/ht. Par ailleurs, il faut citer le résultat de RUELLE ([25])
sur le prolongement méromorphe de la fonction ¢ associée a un flot d’Anosov a
feuilletages stable/instable analytiques : il redonne certains résultats de SELBERG,
certes avec beaucoup moins de précision, mais par une méthode tout & fait
différente, cependant, d’apres GHYS ([11]), un tel flot géodésique & feuilletage
stable différentiable implique la courbure constante.

Ce probleme de compter les orbites périodiques d’un flot a un analogue
pour les systemes dynamiques a temps discret, a savoir le décompte des points
périodiques d’une transformation ® d’un espace dans lui-méme. On introduit
pareillement une fonction ¢ par (s(z) = exp Go(2), avec la fonction génératrice
G¢ définie par

Ga(z) = 3 TR 0

m
m>1

ou Fix(¥) est I'ensemble des points fixes de ¥. Pour un décalage ([6]) plein ou
l'action induite par une matrice hyperbolique & coefficients entiers sur le tore 72,
le lecteur vérifiera aisément le théoreéme général suivant

THEOREME 0.3 ([15]). — Soit ® un difféomorphisme de type A. Alors la
fonction (g est rationnelle. 1l existe une suite finie de matrices (A;)i—o...n telle que

Co(2) = [y (det(1 — 24,)) D

On pourrait espérer un tel résultat pour les flots de type A, mais il n’en
est rien : GALLOVOTI ([9]) et POLLICOT ([22]) ont construit des exemples de flots
(obtenus par suspension sur des décalages de type fini) pour lesquels la fonction
¢ a une singularité essentielle au—dela de la droite critique. On ne sait pas si la
régularité et la géométrie du flot géodésique (qui sont oubliées lors du passage a
la dynamique symbolique) forcent éventuellement l’existence d’un prolongement
méromorphe a C comme dans le cas de la courbure constante.

Il n’est pas question dans ce court exposé de vouloir traiter en détail les
résultats que nous venons de décrire, nous nous limiterons a expliquer certaines
articulations qui nous paraissent importantes. La premieére partie est consacrée
au cas particulierement significatif de la courbure constante, on y introduit la
fonction ¢ de Selberg et on rappelle la formule de trace sous sa forme multi-
plicative ([32],[27]), qui exprime la fonction ¢ de Selberg en terme du polynéme
caractéristique du Laplacien (régularisé!), & des facteurs I pres, le théoreme 0.2 en
résulte immédiatement. Préparant a la troisieme partie, nous montrons comment le
flot géodésique sur un pantalon hyperbolique (un exemple de portée générale selon
M. MORSE ([19])) est dynamiquement équivalent & la suspension d'un décalage de
type fini, le théoréme de Bowen ([4]) établissant cette équivalence pour tous les flots
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de type A (donc notamment le flot géodésique sur une variété en courbure variable)
nous permettra de nous concentrer sur les fonctions ¢ pour des suspensions. L’objet
central pour cette étude est 'opérateur de Ruelle £, nous essaierons de 'introduire
aussi naturellement que possible et montrerons que, pour une application temps
de premier retour localement constante ¢, la fonction ¢ s’exprime (encore!) comme
un déterminant d’une famille d’opérateurs de Ruelle. Le résultat général de Parry—
Pollicot repose sur des théoréemes concernant ces opérateurs, généralisant au cadre
de la dimension infinie les propriétés spectrales de type Perron—Frobenius sur de
matrices a coefficients positifs, nous ne pourrons que citer quelques—uns de leurs
résultats renvoyant le lecteur aux travaux originaux mentionnés dans la bibliogra-
phie.

1. En courbure constante

Si la variété de dimension n porte une métrique a courbure constante
négative — K, lentropie du flot géodésique est h = (n — 1)K ([16]). On supposera
dans cette partie que M est une surface riemannienne de courbure constante —1.

On introduit, suivant SELBERG, la fonction, dite fonction ¢ de Selberg,

Zun(s) = [[ Cu(s + k)71,
k>0
produit convergent sur le demi—-plan {fes > 1} d’apres (Thr).

Si dvy note la forme volume associée a la métrique de la surface M,
le laplacien A est l'opérateur autoadjoint de L?(M,dv,) associé & la forme
quadratique Qu(f) = fM||df||£27dvg. C’est un opérateur positif, a résolvante

compacte et spectre discret de valeurs propres (A;) = (0 = Ao < Ay < ..0)
s’accumulant en +o0.

THEOREME 1.1 ([27],32]). — Soit E = log2m/2 — 1/4 — 2¢4 (—1).

L(s) 5 y-s
PG

2(g—1

Zy(s) = [eFFst=D ) det[A + s(s — 1)].

La fonction digamma de Barnes I's est analogue & la fonction classique I :
elle a comme poles les entiers négatifs (pole —n de multiplicité n + 1), comme il
apparait dans sa représentation en produit de Weierstrass
To(s+ 1)1 = (277)5/26_1/2((1+7)‘92+S) H 1+ s/n)7”(3_“"'”2/2"7
n>1
ou 7 est la constante d’Euler; elle satisfait a ’équation fonctionnelle

Ta(1+s) = I;Q(S)

et a la formule de réflexion

Iy(1 s
72( + 5) =(2n)"° exp/ U du.
Iy(1 —s) o tgmu

4



Le “ polynéme caractéristique ” det[A+s(1—s)] est défini par régularisation
¢ (ce ¢ nayant rien & voir avec celui qui est présent dans le titre de cet exposé) :
si P est un opérateur elliptique opérant sur les sections d’un fibré vectoriel F a
base compacte X, avec symbole principal a spectre positif, 'opérateur P est a
résolvante compacte et spectre discret (u;) s’accumulant en +oco pour lequel on a
formellement :

d d
ogder P =tog [ 1y = Yowrs = 3 [,y = [ 305]
j J J

J J
manipulations justifiées par le théoréeme suivant :

THEOREME 1.2. — Soit v un contour de Cauchy (entourant le demi-axe
R*) pour la fonction p* (i.e. p* = 1/2im [ u®/(u — u)du) et contenant en son
intérieur le spectre de P. La fonction P* définie par

pP? = 1/2i7r/uz/(P—u)du

est a valeurs opérateurs a trace pour Rez < —dim X/ ord P et la fonction (p(z) =
tr P#, définie pour ez < —dim X/ ord P admet un prolongement méromorphe a
C, régulier en z = 0. Si on définit le déterminant de P par det P = exp((p(0))
et si P(\) est une famille avec dépendance holomorphe (pour la résolvante) en A,
alors le déterminant det P(\) dépend holomorphiquement de .

La fonction Zjy; a ainsi comme zéros les entiers négatifs (ses zéros triviaux)
d’une part, les 1/2 + r; tels que 1/4 — 7“]2- = \; d’autre part (i.e. un nombre fini
de zéros sur [0, 1] correspondant aux petites valeurs propres (< 1/4) du laplacien
et une infinités de zéros sur la droite {Res = 1/2}). Son équation fonctionnelle se
dérive simplement des relations fonctionnelles et formules de réflexion des fonctions

L s—1/2
Zy(s)=Zpy(1—s)expd(g — 1)/ v tg mudv.
0

On en déduit facilement le théoreme 0.1 pour la fonction (s qui est obtenue
a partir la fonction ¢ de Selberg suivant

Cu(s) = ——=—-
Zpm(s)
COROLLAIRE 1.3. — La fonction (p;, méromorphe sur C, a un podle
simple en s = 1. Ses autres péles sont aux entiers négatifs (avec multiplicité

po =2(g—1),p—1 =49 — 5, u—p, = 4(g — 1) sinon) et aux 1/2 + ir;, alors que
l'ensemble de ses zéros est {—1/2 —ir;} (lesr; € (—1/2,1/2) NiR correspondant
aux valeurs propres non nulles du laplacien suivant 1/4 — rf- =\;).

La fonction (y; vérifie ’équation fonctionnelle

) (-9) = (5—) -

2sin s
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Remarque. — On rapprochera ces résultats de ceux concernant la fonction
(n de Riemann : elle possede un poéle unique en s = 1, simple de résidu
s = 1, la localisation de ses zéros non triviaux est 'objet de la conjecture
de Riemann, elle obéit a ’équation fonctionnelle (n(1 — s) = yn(s)(n(s) avec
n(s) = /27T (s/2)T((1 — 5)/2), et se factorise sur 'ensemble de ses zéros non

triviaux
I1,(1—s/p)es’?
2I(1 + 5/2)(s — 1)m—s/2"

(N(s) =

Indépendamment vers 1915 ([14]), HILBERT et POLYA suggérérent d’interpréter
les zéros {p} comme valeurs propres d’un opérateur autoadjoint, mais nul n’a pu
réaliser cet hypothétique opérateur.

Cette connaissance des singularités de la fonction (;; permet de préciser
Pasymptotique (Thy) :

COROLLAIRE 1.2 ([14]). — Soit 1o = 1/2 > ry > ... > 1, la suite finie
correspondant aux petites valeurs propres (< 1/4) du laplacien (A,+1 > 1/4). On
a

T (t) = Zli(t1/2+Ti) + O(t¥*(log t) /).
i=0

Remarque . — Les arbres homogenes et leurs quotients compacts présen-
tent des phénomenes analogues aux espaces a courbure négative. Soit M un
complexe simplicial unidimensionnel compact, homogene d’ordre ¢, d’ensemble
de sommets S, de matrice d’incidence P (P est une matrice symétrique 0-1 a
diagonale nulle et pser = 1 si et seulement si les sommets s et s’ sont les sommets
d’une aréte du complexe, la valence de chaque sommet étant g, chaque ligne de P
a exactement ¢ 1 et #5 — ¢ 0, P est une matrice de permissions au sens de 2.B).
On munit M d’une métrique pour laquelle chaque aréte est de longueur 1. On a
alors le théoreme dii & THARA :

THEOREME 1.4 ([13]). — Soit M un complexe simplicial unidimensionnel
homogeéne de valence q et de matrice d’incidence P. Alors, si g = (¢ — 1)#M,

Cu(s) = (1 —e ) 2 det(1 — Pe™* 4 qe= )71

ou on notera la resemblance avec la factorisation de la fonction ¢ de Selberg du
théoreme 1.1.

Dans le théoreme précédent, si s1,S2...,5n,S,+1 = S1 est la suite des
sommets sur la géodésique C, les sommets s;_1 et s;11 sont toujours distincts,
puisqu’on s’interdit des aller—et—retours. Si on envisage ’ensemble des cycles ou
de tels aller—et—retours sont licites, on obtient une formule simple pour la fonction
¢, qui est valable pour tout graphe orienté G de matrice d’incidence P :
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PROPOSITION 1.5. — (g(s) = det(1 —e *P)~!

Cette fonction est identique a la fonction ¢ (py pour les points périodiques
du décalage de type fini 7(P) induit par P (cf. 2.B). Sur la droite critique
{Res = p(P)} (ot p(P) est le rayon spectral de P), il y a une infinité de poles
(p(P)+2inZ) : cela correspond a la non—ergodicité de la dynamique sur ce graphe,
un moyen d’introduire de l'ergodicité est de donner aux arétes des longueurs
variables, de telle sorte que le sous—groupe engendré par ces longueurs soit dense
dans R (cf. 3.6 et la dichotomie dans le théoréme 3.7).

2. Dynamique symbolique

A. Dynamique sur un pantalon.

On considére un pantalon hyperbolique orienté M : c’est une surface a
bord, homotopiquement équivalente & la sphere S2 privée de trois points. On note
B, B,, By les trois composantes connexes (totalement géodésiques) de son bord
OM et par a et b les segments géodésiques orientés (normaux & OM) d’origine
sur B et d’extrémités sur B, et By resp., par @ et b les mémes segments avec
l'orientation opposée et S I’ensemble des symboles S = {a,@,b,b}. Découpant la
surface suivant a et b, on obtient un polygone géodésique simplement connexe,
union de deux hexagones.

Soit © I'union des géodésiques de S qui restent indéfiniment (dans le passé
et le futur) a lintérieur de M.

Pour une telle géodésique pointée en un point & = (m,v) € Ty M,
on note 0goy...(0_10_2... resp.) le mot (construit sur lalphabet S) de ses
intersections successives (dans le futur, resp. dans le passé strict) avec les segments
a,b,a,b, ot I'un de ces symboles indique une intersection orientée. Le mot est
effectivement infini : une géodésique ne peut se recouper, ni spiraler dans un
domaine hyperbolique simplement connexe tel un bi—hexagone. De plus, dans ces
mots, les blocs a@,@a,bb, bb sont proscrits, puisque qu’en courbure négative, les
biangles hyperboliques sont interdits (d’apres Gaufl-Bonnet).

Notons par ¥ la partie de SZ% contenant tous les mots permis, i.e. ceux qui
ne contiennent aucun des 2-blocs énumérés précédemment comme sous—mots. Si
7 note le décalage défini sur SZ défini par 7(c); = 041, ¥ est (7,7 !)-invariant.

L’espace des symboles permis ¥ est une représentation dynamique du flot
géodésique sur 2 au sens ou 'application suivante, déduite de I’application mot
de Q sur ¥, est bijective :

Qg — X/
[C] — [(0i(C))iez]-

La partie Q s’identifie a un fermé du fibré unitaire tangent 77 M. Par
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ailleurs, si s est un symbole de S,
T, ={£€TiyMNQ,z € s,(V,s) avec orientation > 0}

est transverse au flot géodésique gy, et le symbole (0;(§)) de la géodésique pointée
Ce = (9+(€))ter issue de & est la suite des intersections successives de C¢ avec
les quatre transversales (Ts)scs ( en prenant, si £ appartient & T, pour g la
transversale contenant £). Il existe ainsi une application temps de premier retour
t sur Q (dont la restriction & toute géodésique de €2 est continue & droite) telle que
01(§) = greyoo(§). Sim: X — Q désigne I'inverse & droite de 'application symbole
telle que 7(0) € Ty, le temps de premier retour vérifie g, o)™ = 7.

Désignons par X! I'espace ¥ x R/ ~, oll on a identifié les points (o, s) et
(10,5 — t(0)), espace appelé suspension de (X, 7)par ¢. Le flot par translation T}
sur R induit un flot (encore noté Ty) sur X!, dont le lemme suivant énonce la
principale propriété :

LEMME 2.1. — L’application IT de ¥t sur Q, qui a tout point [(o, s)] associe
le point gs(wo) est bijective et entrelace les deux flots (X, T) et (€2, gs)-

Les suites périodiques [primitives] o = ...pp... ot p est un mot fini
[non périodique], i.e. les points périodiques [primitifs] du décalage 7 sur X,
correspondent biunivoquement aux géodésiques [primitives] de € et la période I(C')
de la géodésique [primitive] correspondante est donnée par [(C) = an_:lo t(r™ (o))
(qu’on notera par t’ (o), sans le confondre avec la composée j—eme de ¢t qui n’a pas
de sens) si o est j-périodique.

LEMME 2.2. —

1 k
Cals) = expz Z Z e (@) Res > h.

k>1 o k—périodique

Preuve. — On a
Ca(s) = [Ja—eH7!
leL
e—sml
—ep Y Y

leL m>1

—smti(o) (o)

P P

[o] m>1

—smtd (o)

S S SR pLa

j=>1 0 j-périodique primitif m>1

= eXpZ % Z e=st" (@)

k>1 o k—périodique
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La seconde égalité est obtenue par le développement en série de log(1 — u), dans
la troisiéme, la somme en [o] porte sur un ensemble de représentants des orbites
périodiques primitives du décalage 7. a

L’objet central de la troisitme partie sera la fonction ¢4 du membre de
gauche dans le lemme précédent (similaire & la fonction génératrice associée aux
points périodiques d’une transformation ® introduite dans l'introduction). La
dynamique symbolique, que nous avons pu réaliser explicitement dans le cas du
pantalon (du moins pour la partie (2), est d’une construction considérablement plus
ardue dans le cas de flots géodésiques sur une variété compacte (que la courbure
soit constante ou non) : il n’existe pas de transversales T' évidentes. Néanmoins,
apres avoir précisé la notion de décalage de type fini, nous verrons que des résultats
de BOWEN nous permettent en toute généralité de ramener 1’étude des fonctions
Cum A celles du type (L.

B. Décalages de type fini ([6]).

Nous allons d’abord préciser en détail ce qu’on entend par un (sous—
)décalage de type fini. Soit S un alphabet fini, i.e. un ensemble fini de symboles.
Si M est un k-mot fini construit sur I'alphabet S, ¥,; notera I’ensemble des
mots de SZ qui ne contiennent pas M comme sous-mot de longueur k. Toute
intersection finie X7, Az, = MiZ 2, est (7,7*1)7invariante : une telle partie
(munie implicitement du décalage 7) est appelée décalage de type fini.

On a une présentation de ces sous—décalages en terme de matrice de
permissions (ou matrice d’interdits). Soit S un alphabet fini et P une matrice
& coefficients 0 ou 1 indexés par S x S. La partie X p de SZ% définie par

{(wl) € SZ?PWiWi+1 = 1}5
(7,7 1)-invariante, est appelée décalage de matrice de permissions P (ou de
matrice d'interdits T = (1 — pgt)).

On plonge naturellement ¥ = S% dans l'espace %(K) = S(K)Z des mots
infinis basés sur l'alphabet S(K) = SX (alphabet des K-mots de S) : le n-
éme symbole de i(K)(o) est le K—mot contenu dans o commencant & la n—eme
lettre de o. ¥ s’identifie alors au sous—décalage de ¥(K) de matrice d’interdits

I(EK) = (I(K) =TT 0, 0,)s (v € S(K)).

Soit K la longueur maximale des mots (M, ..., My,), I la fonction
définie sur S* valant 0 sur les mots contenant M comme sous-mot et 1 sinon.
Y, m, se plonge dans ¥(K), comme le sous-décalage de matrice d’interdits
I= (I(K)W/ HZ1 Iﬁi (M)Iﬁl(y))

Le décalage plein sur I'alphabet S (mentionné dans l'introduction) corre-
spond au décalage ayant comme matrice d’interdits la matrice nulle d’ordre #5,
alors que le décalage associé au pantalon P de la partie précédente a pour ma-
1oy do

(avec 1o matrice identié et dy
dy 1y

trice de permissions la matrice d’ordre 4 (
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matrice du décalage plein sur deux éléments).

La matrice de permissions permet de définir un graphe orienté G (avec
ensemble de sommets S) et d’interpréter ainsi les mots du sous-décalage comme
les chemins infinis sur le graphe G (cf. 1. et [2]).

C. Cas général. — Contentons—nous de citer le résultat suivant da a
BOWEN, valable en particulier pour les flots géodésiques sur les variété compactes
a courbure négative :

THEOREME 2.3([4]). — Soit (¢;) un flot de type A sur une variété com-
pacte V. Il existe un ensemble fini S de transversales au flot p, un sous—décalage
de type fini ¥ construit sur ’alphabet S, une application temps de premier retour
t sur ¥ et une projection II de la suspension X! de ¥ par t sur V qui entrelace le
flot par translation sur ¥t et le flot o sur V.

En général la projection II n’est pas bijective, bien qu’elle le soit presque
partout et que ses fibres soient de cardinal uniformémenr majoré. Cette situation
est analogue au celle d’un difféomorphisme ® de type A, pour laquelle, en constru-
isant une partition S finie (dite de Markov), BOWEN exhibe le difféomorphisme
® comme facteur d’un sous—décalage de type fini, avec une projection presque bi-
jective. MANNING ([15]) réussit dans ce cadre, en introduisant des sous—décalages
construits sur les k—intersections des atomes de la partition de Markov, & compter
les points fixes périodiques de & comme somme (alternée) des points fixes de ces
sous—décalages, dont ® est un facteur.

De maniére analogue, en introduisant des sous-décalages (3;)i=1,.. n,
d’entropie strictement inférieure & 'entropie h de ¢ (égale a celle du flot par
translations sur X! noté Ef{’) et munis d’une application temps de premier retour
t;, BOWEN parvient a compter les géodésiques du flot ¢ en terme de ces sous—

décalages de telle sorte que
n

_ (=Dt
w=Ila"

i=0

Les fonctions (¢ étant convergentes sur un voisinage de {ftes > h}, I’étude de la
fontion ¢y au voisinage de la droite critique Res = h se réduit & celle de la fonction

(st

3. Fonction { pour des suspensions

Soit (X, 7) un sous—décalage de type fini, ¢ une fonction réelle continue
positive sur ¥ et (& le fonction définie par

Gl =ep Yo Y et

k>1  o€Fix Ttk
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Remarquons que, pour la fonction ¢ constante, ¢4 est constante égale & (g (e ")
introduite dans 'introduction pour la transformation ®(= 7).

A. Réduction aux décalages amnésiques. — L’étude des propriétés
de prolongement méromorphe de ¢ demande des hypothéses de régularité sur la
fonction ¢, relativement & une métrique sur .

La topologie produit sur SZ est induite par la métrique dg, définie par

dQ(J,(U) = Z 9|n‘(1 - 5ann)a
nez
ou # est un nombre quelconque de 'intervalle (0, 1). Remarquons que la distance dy
est équivalente & la distance (ultramétrique) Dy définie par Dy(o,w) = 0% (0 # w)
ou k est le plus grand entier positif tel que o, = wy,n < |k|. On notera par Fy(X)
I’espace des fonctions dyp—lipchitziennes sur X, a valeurs réelles, qui muni de la

norme
£ (o) = f(w)]

Hf”e:SI;P‘f(U”‘*‘SiEW’

est un espace de Banach.

Les fonctions ¢ et T, définies sur (X, 7), sont dites cohomologues s’il existe
une fonction u telle que T = t+uoT—wu. Deux fonctions ¢, T' cohomologues induisent
des fonctions ¢ identiques : ¢4, = (L. (Sit et T sont toutes deux positives, les flots
par translation sur X! et 7 sont conjugués.)

On dit qu’une fonction f sur ¥ ne dépend que du futur si f(o) = f(w) pour
tout o, w coincidant sur le futur : o; = w;,7 > 0. On a alors le lemme :

LEMME 3.1([5]). — Toute fonction t de Fy(X) est cohomologue & une
fonction f de Fy;; ne dépendant que du futur, la fonction réalisant le cobord
étant dans Fy ;.

Si t est strictement positive, on peut prendre f strictement positive : il suffit
de remplacer le f(=t+wuo7T —u) du lemme par F =t/ + (uo 7! —u)/l = f!/I,
fonction qui ne dépend que du futur, cohomologue a ¢ et strictement positive pour
[ assez grand.

Notons par XV la trace de ¥ sur les mots du futur SN, i.e.
>t ={otesSN e, 0,=0",n>0}

et par 7 le décalage induit sur £+ (qui n’est plus un homéomorphisme). Néanmoins
il y a correspondance biunivoque entre les points périodiques de 75+ et ceux de
7|z, et donc on a

C£+ = Ctz

ou f est une fonction ne dépendant que du futur cohomologue & t.
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B. Entropie d’une suspension et pression.

Soit dl la mesure de Lebesgue sur R et M7 (X) (M7*(X?)) le convexe des
mesures de probabilité 7—invariantes ((7s)—invariantes resp.). Si p est une mesure
de M7(%), la mesure produit p ® dl/ [, tdy induit une mesure fi de M= (5t
et toute mesure (Ts)-invariante est de cette forme (en la désintégrant le long du
flot). ABRAMOV ([1]) exprime l'entropie mesurée du flot (7s) relativement a [ en
fonction de celle de p :

hﬂ(Ts) _ hM(T)

Sy tdu

et par suite, d’apres la caractérisation variationnelle de ’entropie topologique en
terme d’entropie mesurée :

hu(7)
hTs) = sup hi(Ty) = sup —=
(T.) = sup hi(T) = sup 1,00

Si g est une fonction sur ¥, la pression P(g) est définie par

P(g) = sup (hu(1) + /2 gdp).

o
Ainsi 'entropie h du flot (T}) sur X est caractérisée par P(—ht) = 0.

La définition précédente de la pression est en fait sa caractérisation varia-
tionnelle et elle est plutot définie en terme de familles séparantes/recouvrantes
ou de recouvrements ouverts & la maniére de lentropie topologique (remar-
quons que l’entropie n’est que la pression de la fonction nulle). Précisément, soit
depnr(w,0) = supge;cp, d(t'0, 7'w), S(e,n,7) ( R(e,n,T) resp.) Uensemble des
familles finies d., r—séparantes (recouvrantes resp.). Alors les deux définitions
suivantes de la pression sont équivalentes a la précédente :

log su ed" (@)
P(g) = sup lim sup €SUPses(e,n,7) > oes
€ n n

log inf nr 9" (o)
P(g) = sup lim inf oginfReR(c,n,m) Der €
€ " n

A la relation (Tps) correspond pour les transformations expansives la
relation analogue pour la pression (et donc en particulier pour I'entropie P(0))
en termes des points périodiques de 7 (]26]) :

1 ., e9" (@)
P(g) = limsup OgZUEF;:T ¢

(P)

C. Opérateur de Ruelle.
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’_ . p— k \
La série 3,21+ Ygerixrt € (@) est convergente dés que

IOg ZO’EFiX Tk e_ka (0)

1.
A <

P(—sf) = limsup
k

Rappelons que l’entropie mesure le cardinal asymptotique (renormalisé)
des familles de k—orbites pour une transformation ®, de [0,t]-orbites dans le
cas d'un flot (p:). Les formules de Bowen-Ruelle (Ths,P) indiquent qu’il suffit
de considérer la famille des orbites périodiques de longueur inférieure & 7' (en
fait Bowen montre qu’il suffit de prendre, pour a > 0 quelconque, la famille des
orbites périodiques primitive de période dans (T' — «, T + «)). Il est alors naturel
de considérer (comme MISURIEWICZ—PRZYTYCKI ([18]) le pratiquent pour établir
leur minoration de l’entropie par le logarithme du degré pour une transformation
C! d’une variété compacte orientée) la famille des k-orbites de X d’extrémité
finale o et de comparer & la pression P(—sf) les quantités

k
' IOg Zwe‘r’k(o’) e—sf (w)
lim sup ? ().
k

Si L note lopérateur (dit de Ruelle) opérant sur les fonctions sur ¥ et
défini par Lrg(0) = 3 -1 e @g(w), Lr est un endomorphisme continu de
Fo pour F' € F,(p < 0) et (x) se réécrit, pour F' = —sf et si 1 désigne la fonction
constante égale & 1 sur 2T,

log L}(1)(o)

li — )
1mksup A (*)

majoré par le logarithme du rayon spectral

p(Lp) = limksup ||£’1?\|;/k

L’opérateur L est un opérateur type Perron—Frobenius : Si ¥ était de cardinal

fini, L serait représenté par une matrice a coefficients positifs pour lesquels on a
le théoreme :

THEOREME 3.2 (Perron—Frobenius [10]). — Soit A une matrice & coefli-
cients positifs telle que A* soit a coefficients non nuls pour k suffisamment grand.
Alors le rayon spectral p(A) est valeur propre simple de A, avec un vecteur pro-
pre a coordonnées positives non nulles et les autres valeurs propres de A sont de
module strictement inférieur a p(A).

et ce théoreme est généralisé aux opérateurs Ly par RUELLE :
THEOREME 3.3 ([26]). — Pour F dans Fy, I'opérateur L a e”F) comme
valeur propre simple isolée avec un vecteur propre positif. Le reste du spectre est

inclus dans le disque ouvert de rayon e?F) —e(e > 0).

13



11 est une hypotheése (qui n’est pas remplie pour les suspensions provenant
des flots géodésiques...) qui simplifie grandement la situation : la fonction f
(continue) est localement constante. ¥+ étant totalement dicontinu, cela signifie
que f ne dépend que des N premieres coordonnées des mots de X7 (f sera dite alors
de détermination finie). Plongeant le sous-décalage 7 dans le décalage construit
sur lalphabet S(N) comme nous 'avons expliqué au paragraphe 2.B, on peut
supposer que f ne dépend que de la premiere coordonnée, i.e. f est constante sur
chacun des atomes de la partition fondamentale A = (A; = {0 € ¥*,0¢0 = 5},5 €
S) de ©F. Si V est le sous espace (de dimension finie) des fonctions .A-mesurables,
on vérifie facilement que V' est L£_sp—invariant, avec la matrice de £_ ¢y de la
forme (ng/e’sf(gl)) si Ps;z note la matrice de permissions du décalage 7. De plus,
le lecteur vérifiera aisément que

Z e—ka(‘T) = tr ('C—Sflv)k7
o€Fix F

ce qui donne
¢ (s) = det(1 — £_yp) 7.

LEMME 3.4. — Soit P*® la matrice (nglefsf(gl)). Le rayon spectral p(P?)
est strictement décroissant.

On a p(P") = 1, ce qui redonne I’holomorphie de la fonction §£+ sur {s > h}
et, vu dp(P?)/ds(h) # 0, on a le corollaire :

COROLLAIRE 3.5. — C£+(s) est méromorphe au voisinage de s = h avec
un poéle simple en s = h.

Preuve du lemme. — Soit s dans un voisinage de sg donné. D’apres Perron—
Frobenius, la plus grande valeur propre A* de P* (qui coincide avec le rayon spectral
p(P?®)) est simple. Soit v* (u® resp.) un vecteur propre de P? (de la transposée P**
resp.) associé & la valeur propre A°, p® étant normalisé suivant < p® 0% >= 1.
Perron—Frobenius nous permet de prendre les coefficients de v® et p® positifs non
nuls.

Les éléments propres (A%, u®) dépendent analytiquement de s et on a
Poopt 4 Pojis = Xepe® A%
d’oli, en utilisant la normalisation pour p*,
S0 = )50 < po vt >=< uSO,P.SOWSO > .
La dérivée P50 est une somme de termes négatifs, ce qui permet de conclure. O

Si f est constante (= t > 0), alors (4(s) = det(1 — Pre™%)~! ot P, est
la matrice de permissions du décalage 7. Ainsi, sur la droite critique {Res = h},
la fonction ¢; a comme ensembles de pole h + 2inZ/t. Dans ce cas, le flot (T%)
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n’est pas (topologiquement) mélangeant (au contraire de nos flots géodésiques) :
I'application (o, s) € Xt — €2/ est fonction propre (de fréquence 27 /t). PARRY—
TUNCEL caractérisent les suspensions non mélangeantes de 7 par des applications
localement constantes :

THEOREME 3.6 ([21]). — Soit f a détermination finie. Le flot (T) sur Eﬂcr
est non mélangeant, de fréquence a, si et seulement si af /27 est cohomologue a
une fonction continue a valeurs entiéres.

On obtient ainsi le résultat complet :

THEOREME 3.7 ([20]). — Soit f > 0 a détermination finie. La fonction
Cng admet un prolongement méromorphe a C.

Si (Ts) est mélangeant sur Zi, il existe un voisinage de {Res > h} sur
lequel ¢/ est analytique sauf pour le péle s = h.

Si (T,) n’est pas mélangeant, il existe to > 0,e > 0 tels que ¢ soit
périodique de période ity et analytique sur {Res > h — ¢}, excepté sur h + ityZ
ensemble de péles simples.

Remarque . — Si f ne dépend que des deux premieres coordonnées,
¥+ peut s’interpréter comme l’espace des chemins (mesurés par leur “abscisse
curviligne”) de R* dans un graphe orienté G de matrice d’adjacence (Psz) et
dont les arétes § — §’ sont de longueur f(§,35’). La fonction Cng coincide avec la
fonction (g associée au graphe G (cf. fin de la premiere partie).

Dans le cas général (f non localement constante), on a le résultat di a
PoLrLicoTT :

THEOREME 3.8 ([24]). — Soit K} = log#/(logf + h) et la fonction ns
définie par s (f) = exp— 3,51 1/m 3, cpicrm e/ (9 La fonction ny, admet un
prolongement méromorphe au domaine {P(Re(f)) < K}'}.

Preuwve (Indications). — L’opérateur L;, pour f dans Fy, n'est pas un
opérateur a trace de Fp : si py = ePRef) son spectre est I'union de son spectre
essentiel égal au disque {|z| < 0ps} et d’'un nombre fini de valeurs propres isolées
de multiplicité finie dans la couronne {fp; < |z| < p;} (Popérateur L n’est pas
autoadjoint, la valeur propre A;(f) a comme multiplicité la dimension des noyaux
itérés U; Ker(Ly — Ni(f))7).

Au contraire du cas des fonctions localement constantes, on n’a pas de
relation du genre tr(L;)™ =3 g €/ (7). Néanmoins, si (\;(g)) note la suite
des valeurs propres isolées (répétées suivant leurs multiplicité) de £, (qui varient
analytiquement avec g dans un voisinage de f), on peut, en approchant g par un
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g localement constant, obtenir une majoration du type
k
lim sup ed (@) N(9)F|VF < <1
sl 3 > Ailg) 1 < 5
oc€Fix Tk 7
uniformément sur le voisinage de f introduit dans le théoreme. Ainsi
k
ns(g) =exp— Y 1//~:[ DECALESY Ai(g)’“} [T =)
k>1 ocFix 1k i i

est—elle analytique. a

Soit aff tel que P(—alf) = K[, dont lexistence est assurée par la
décroissance de t — P(—tf) (avec lim;_,_o P(—tf) = —00)

COROLAIRE 3.9. — Soit f de classe Fp(XT1). La fonction §£+ (s) admet un
prolongement méromorphe a la région {Res > alt}.
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