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Liste d’exercices n° 1

1. Exercices fondamentaux

1. Compléter le tableau suivant :

Avec la valeur absolue | Sur la droite des réels | Inégalités | Intervalle
lz| <2
|z —4] <5
P5;ﬂ
—-3<xr<4
|z 4 6] > 2
]_'176[

2. Montrer que pour z et y des nombres réels, on a ||z| — |y|| < |z — y|.

3. On définit I’ensemble des nombres complexes C comme ’ensemble des z + iy avec x et y € R, muni
des opérations habituelles, et on admet que c’est un corps. Pour tout nombre complexe z = x + iy, on
note |z|? = 2% + y2.

1. Montrer que si w = u + v est un autre nombre complexe, alors :
(|2 +w|? — |22 — |w\2)2 < (zu+yv)? + 4 (zv — yu)? = 4)2)*|w]*.

2. En admettant que tout nombre réel positif possede une racine carrée positive, montrer que 0 < a < b
entraine que v/a < v/b, et en déduire que les modules |z| = v/22 + y2 de nombres complexes vérifient
Vinégalité de convexité ou inégalité triangulaire : |z + w| < |z| + |w].

4. A partir de 'axiome des segments emboités, démontrer que R est archimédien, c’est-a-dire que R
possede la propriété suivante : Vo € R, Vy € Ry, dn € N tel que nz > y.

En déduire que Vo € R,Vy € R, si > 1 alors dn € N tel que 2™ > y.
5. Déterminer (s’ils existent) les bornes supérieures, bornes inférieures, plus grands ou plus petits éléments
des ensembles, fonction ou familles ci-dessous :

1. Les ensembles A =]—1,2], B = ]—00, —v/2[U]3,4[U {7} et C = R*.

2. La fonction f(z) = sin(1/z) sur I'intervalle ]0, 2].

3. Les familles ((—1)" + 2 et (2(*1)%)

ﬁ)nEN*
6. Soit A une partie majorée de R et M € R. Montrer que M = sup A si et seulement si les deux
propriétés suivantes sont vérifiées :
- VaeAa< M,
—Ve>0,da € A, avec M — e < a.
Si on suppose que A est minorée, donner une caractérisation analogue de inf A.

neN’

7. Soient A et B deux ensembles de nombres réels, et ¢ un nombre réel. Comparer les bornes des
ensembles A+ B={a+becR;ac Aetbe B}tetcA={ca€cR;aec A} avec les bornes de A et de
B.

8. Soient I un intervalle de R et J un ensemble d’indices.

1. Montrer qu’une fonction réelle f : I — R est bornée si et seulement si la fonction |f| est majorée, et
qu’une famille (z;);cs de nombres réels est bornée si et seulement si la famille (|z;|) ;e est majorée.

2. Soient maintenant f : I — C une fonction & valeurs complexes et (z;);jecs une famille de nombres
complexes. On dit par définition que la fonction f est bornée si la fonction réelle |f| est majorée, et
que la famille (z;);jcs est bornée si la famille réelle (|z;]);cs est majorée. Montrer que les fonctions
complexes bornées forment un espace vectoriel (sur R ou C), et que les familles complexes bornées
forment un espace vectoriel (sur R ou C).



3. Montrer de plus que la fonction complexe f est bornée si et seulement si les deux fonctions réelles
Rf et Sf sont bornées, et que la famille complexe (2;);cs est bornée si et seulement si les deux
familles réelles (Rz;);jes et (32;) ey sont bornées.

9. Pour tout (m,n) € N* x N*, on pose U, = 1/m + 1/n, et on note U = {up,n, (Mm,n) € N* x N*}.
Calculer sup U et inf U.
10. Soient X et Y deux ensembles, et f: X — Y une application. On dit que

— f est surjective si tout élément de Y est 'image d’au moins un élément de X, c’est-a-dire que pour
tout y € Y, I’équation y = f(x) a au moins une solution dans X,

— f est injective si tout élément de Y est I'image d’au plus un élément de X, c’est-a-dire que pour
tout y € Y, I’équation y = f(x) a au plus une solution dans X,

— f est bijective si tout élément de Y est 'image d’exactement un élément de X, c’est-a-dire que
pour tout y € Y, '"équation y = f(x) a exactement une solution dans X ; autrement dit, f est a la
fois surjective et injective.

Si Z est un troisieme ensemble et g : Y — Z est une application, montrer que

1. si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective

2. si f et g sont injectives, alors g o f est injective

3. si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective et (go f)™' = flog™!
4. si g o f est injective, alors f est injective

5. si go f est surjective, alors g est surjective

11. Soient X et Y deux ensembles, et f: X — Y une application.
1. Si A et B sont des parties de X, montrer que
(a) AC B = f(A)C £(B)
(b) F(AUB) = f(4)U f(B)
(c) f(ANB) C f(A)N f(B). L’inclusion réciproque est-elle vraie ?
2. Si A’ et B’ sont des parties de Y, montrer que
(a) A'C B = f(4) C F(B)
(b) U AUB) = fHA)UFBY)
(©) fHANB) = fHA) NN,
2. Exercices complémentaires
12. Soit K = {p+qv2 € R;p € Qet g € Q}. Montrer quesi x et y € K, alors x +y et zy € K.
Montrer ensuite que K muni de ces deux opérations est un corps.

13. Le but de D'exercice est de montrer que ’on ne peut pas munir C d’une relation d’ordre total
compatible avec les deux opérations usuelles (addition et multiplication). En supposant qu'’il existe sur
C une relation d’ordre total compatible avec ces deux opérations, démontrer que pour tout z € C, on a
z >0 ou z < 0, puis en déduire que 22 > 0 dans les deux cas. Montrer ensuite que 1 > 0 et —1 > 0, et
en déduire une contradiction. Conclure.

14. Le but de cet exercice est de montrer que tout intervalle ]a, b[ non vide contient au moins un rationnel
et au moins un irrationnel (on dit alors que les rationnels et les irrationnels sont denses dans R). On
admettra qu’il existe au moins un irrationnel que l'on notera zp (un tel irrationnel est implicitement
fourni par exemple par l'exercice ci-dessous).

1. Premier cas : a < 0 < b. Montrer a l’aide de I'axiome des segments emboités que |a, b[ contient au
moins un irrationnel de la forme x = 27"z pour n assez grand.

2. Deuxieme cas : 0 < a < b. Montrer, toujours a ’aide des segments emboités, que 27" < b — a pour
n assez grand, et que 277 < (1/b) pour p assez grand. En déduire que l'intervalle ]a, b] contient un
rationnel ¢ = k27" pour un entier k& < 2P, puis qu’il contient aussi un irrationnel (considérer
l'intervalle Ja — ¢, b — q|).

3. Troisieme cas : a < b < 0. Montrer comme dans le cas précédent que cet intervalle contient au
moins un nombre rationnel et au moins un nombre irrationnel.



15. Le but de cet exercice est de montrer que les rationnels ne possedent pas la propriété d’existence de
I'axiome des segments emboités.

1. Montrer que I’équation 22 = 2 n’a pas de solution rationnelle (par des arguments arithmétiques, en
cherchant la solution sous la forme = = (p/q) et en discutant la parité de p et de q).

2. Montrer que la fonction z + 2 est croissante sur [1,2]NQ. On pose a1 = 1,b; = 2,m,, = %(an—kbn),
puis : anpt1 = My et by = by si m,% <25 apy1 = ap et by = my, si m% > 2.

3. Montrer que a, et b, sont rationnels pour tout n, que le cas m% = 2 ne se produit pas, et que si z
appartient & tous les segments [a,, b,] N Q, alors z2 = 2.
Conclure (on pourra aussi en déduire qu'il existe un nombre réel x € [1,2] vérifiant 22 = 2, et que
ce nombre est irrationnel).

16. On rappelle qu’il n'existe pas de nombre rationnel z vérifiant 22 = 2 (voir exercice ci-dessus).
Montrer que si x € Q vérifie x2 < 2, alors il existe un nombre rationnel € > 0 tel que (z + €)% < 2. En
déduire que 'ensemble {z € Q; 2% < 2} n’a pas de borne supérieure dans Q.

17. Pour f(z) = 3z et g(z) = 1 — 2z, déterminer sur I = [0, 1] les bornes supérieures et inférieures des
fonctions f, g et f + g. Qu'observe-t-on ?

18. Montrer que pour tous réels a et b,ab < %(a2 + b%), et étudier le cas d’égalité. Déterminer (s'ils
existent) la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément et le plus petit élément de
I'ensemble £ = {ab € R; a € R, ,b € R, eta® + b* = 6}.

19. Soit z € R. Montrer que si V contient un voisinage de x, alors V' lui-méme est un voisinage de x.
Montrer que l'intersection de deux voisinages de x est encore un voisinage de z, et que c’est aussi vrai
pour l'intersection d’un nombre fini de voisinages de z. Ce résultat est-il toujours vrai pour une famille
infinie de voisinages de x 7

20. Soient A et B deux ensembles de nombres réels, et ¢ un nombre réel. Comparer les bornes des
ensembles A+ B={a+beR;ac Aetbe B} et cA={ca € R; a € A} avec les bornes de A et de B.

21. Soient a; < ag < -+ < a, des nombres réels. Déterminer la borne inférieure de la fonction f(x) =
Z?Zl |z — a;| lorsque x parcourt R (on pourra étudier cette fonction sur les intervalles [a;, a;11], puis
distinguer le cas ol n est pair du cas ou n est impair).

3. Exercices d’entrainement

22. Montrer que les rationnels possedent la propriété d’unicité de l'axiome des segments emboités,
c’est-a-dire montrer que si ([an, by] N Q) est une suite de segments emboités de nombres rationnels telle
que chaque segment soit de longueur moitié de celle du précédent, alors il existe au plus un rationnel
appartenant a tous ces segments (utiliser ’axiome des segments emboités dans R).

23. Soit A un ensemble de nombres réels. Montrer que si A possede un plus grand élément, alors c’est
sa borne supérieure. Réciproquement, montrer que si sup(A) appartient a A, alors c’est le plus grand
élément de A.
24. On considere la fonction f : R — R définie par f(x) = sin(z) + cos(x).

— Donner sans calcul un majorant et un minorant évidents de f.

— En mettant f(z) sous la forme A cos(z + ¢), déterminer la borne supérieure et la borne inférieure

de f.

25. Montrer que le théoréme de la borne supérieure permet de faire la liste des intervalles donnée dans
le préambule du cours. Plus précisément :

1. Si l'intervalle I est borné, notons a = inf(I) et b = sup(/). Montrer que pour tout z vérifiant
a < x < b,I contient au moins un élément > x et au moins un élément < x, et en déduire que
x el
En discutant 'appartenance de a et de b a I, en déduire que I est I'un des intervalles |a, b[, |a, 0], [a, b]
ou [a,b].

2. Silintervalle I est majoré mais pas minoré, notons b = sup(I). Montrer que pour tout x < b,z € I,
et en déduire que I =] — 00, b[ ou I =] — 00, b]. Raisonner de méme si I est minoré non majoré, et
encore de méme si I n’est ni majoré ni minoré.

26. Soient X,Y, Z trois ensembles, f: X — Y et g : Y — Z deux applications. Montrer que



1. Si g o f est bijective, alors f est injective et g est surjective
2. Si go f est injective et f surjective, alors g est injective
3. Si go f est surjective et g injective, alors f est surjective
27. Soient X,Y deux ensembles et f: X — Y une application.
1. Etablir que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) f est injective
(b) Pour toutes les parties A et B de X, f(ANB) = f(A) N f(B)

2. Montrer que pour toute partie A de X, A C f~!(f(A)), puis établir que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) f est injective

(b) Pour toute partie A de X, A = f~1(f(A))
28. Soient I et J deux intervalles de R. Montrer que si une fonction f : I — J est strictement croissante
et bijective, alors sa réciproque f~! : J — I est aussi strictement croissante. Montrer que = — x2 est

strictement croissante sur R, et en admettant qu’elle est bijective de R} sur R,, en déduire que sa
réciproque, la fonction racine carrée, est strictement croissante.

29. Pour tout (m,n) € N2, on note
- m+2n+3

Ymn = ) +n+1’
et on appelle A I'ensemble {u, , (m,n) € N?}.
1. Calculer g0, u1,0, %0,1, Um,0-
Prouver que 3 est un majorant de A.
Justifier que sup A = 3.

Justifier que 1 est un minorant de A.

DAl

Trouver m de maniere que 1 < u,, 9 < 1.001. Montrer que 1 = inf A.
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Liste d’exercices n° 2

Convergence de suites

1. Etudier la convergence des suites suivantes, et donner leur limite s’il en est :

n+(—1)"
1oy =
I (S
2" 4 3
2. u, = o _gn
sinn
3. up = o avec (> 0)
n _ E[nz]

n

n
5. Up =vVn+1—+/n
6. up, = /n

7.

1 n
un—<1—|—>
n

2. On dit qu'une suite complexe (z,) converge vers £ € C si et seulement si

Ve > 0,dN € N,Vn > N, |z, — (]| <e.

Montrer que la suite (z,) converge dans C si et seulement si les deux suites (Re(z,)) et (Im(zy))
convergent dans R.
De plus, montrer qu’'une suite complexe convergente est bornée. La réciproque est-elle vraie ?

3. VRAI-FAUX : Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? On justifiera les réponses par
une preuve ou un contre-exemple :

1.
2.

© o N>

2

2) converge. Alors la suite (u,) converge

Si (up) est une suite telle que (w
On suppose de plus que (u,) est & termes positifs. Alors la suite (u,,) converge

Soit (ay) une suite bornée et (g,,) une suite convergeant vers 0. Alors la suite de terme général
Up, = Epay, converge vers 0

Si (uy) converge alors w41 —u, — 07

Si Upy1 — up — 0 alors (u,) converge

Si uy, ~ vy, alors u, — v, — 0

Siuy, — v, — 0 alors u, ~ vy,

Si (up) et (vy) convergent et si u, < wy, < v, alors (wy,) converge

Si (uy,) est une suite de réels strictement positifs et tend vers zéro, alors (uy) est décroissante a
partir d’un certain rang.

4. On définit les suites (uy) et (vy,) par

Uy, + 20y, Uy, + 3Up,

up = 17 Vo = 127 et Un+1 = 3 ; Un+1 = 4

. On pose a, = v, — uy, et b, = 3u, + 8v,. Montrer que les suites (a,) et (b,) sont des suites

géométriques convergentes, et donner leur limite.

2. En déduire que les suites (uy,) et (v,) sont convergentes et préciser leur limite.

3. Montrer directement que (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes. Que peut-on en déduire & I’aide

de la premiere question ?



5. Crritere de D’Alembert pour les suites

Soit (un) une suite de complexes non nuls telle que [ — £, avec 0 < £ < 1. Montrer que u, — 0.
6. On considere la suite (u,) définie par ug = 0 et up+1 = Vuy, + 2.

1. Montrer que la suite (u,) est bornée ( on pourra procéder par récurrence ).

2. Démontrer que la suite (u,) est monotone ; en déduire qu’elle est convergente et préciser sa limite.

3. Montrer que

Up — 2
Uptl — 2= Un‘|‘2+27
puis que pour tout n € N

1
[unt1 —2[ < §|un -2/
Que peut-on en déduire ?

7. Soient (u,) une suite réelle et ¢ € R.

1. Montrer que la suite (u,) converge vers ¢ si et seulement si les suites (uga,) et (ugn+1) convergent
vers . Trouver une suite non bornée telle que (ugy,) converge.

2. On suppose que les trois suites (ugy), (u2n+1) et (usy,) sont convergentes. Démontrer que la suite
(up) est convergente.
8. Soit (uy) une suite telle que pour tout n € N on ait |up+1 — up| < k™", k étant un réel vérifiant
0 < k < 1. Démontrer que la suite (u,) est convergente.

9. Théoreme barycentrique de Cesaro

1 n
Soit (uy,) une suite réelle ou complexe. On note S, ;= —— Z U
ntlis

1. Montrer que si (u,) converge vers ¢ dans R U {£oo} alors (S,,) aussi. (distinguer 2 cas : £ € R et
l € {+o00,—00}).

Que dire de (Sy,) si (uy,) est bornée ?

Trouver une suite (u,) telle que (S,,) diverge.

Montrer que si (u,) est monotone, la convergence de (S,,) entraine celle de (uy,).

Application : Soit (x,) une suite telle que xp,41 — x,, — £ € C*. Montrer que u,, ~ ¢n.

S A T

Application : Soit (z,,) une suite de réels strictement positifs telle que <2 — ¢ € R. Alors Upn — L.
("D’Alembert=-Cauchy”).

Limites de fonctions

10. Etudier les limites en xo des fonctions suivantes :

1 1
]_1170:0,](‘(%):*_ )
r sinx
2. 2 = +00, f(z) =zln Cﬁg) (a, B réels donnés),
x—4
3. wo =4, f(ﬁ)—m7
1 —v1-
41,0:07](‘(1:):\/_'_1: \/ x)
T
5. g = +00, f(z) =x(V1+ 22— 1),
1 3
6 Zo 7f(1") 1— 2 1 3’
2z — 3
7. xg = —00, f(T) = ——,
22 —4r+3
. = 1 =
8. xp ) f(x) (I—1)2
11. Soient a < b dans R, f :]a,b] — R dérivable. On suppose : 3 lim f'(z) =1 € R.

r—a™t



1. En utilisant le critere de Cauchy pour les fonctions, montrer que : 3 lim f(x).
r—a

2. En déduire que f admet un prolongement dérivable sur [a, b].

12. On rappelle la propriété suivante ol a et b sont dans R U {+o00, —oc0} :

dlim f(z) = b < Pour toute suite (z,,) de limite a, la suite (f(zy)) a pour limite b.

r—a

1

1. Montrer que la fonction x — cos(;) n’a pas de limite en 0.

2. Soit xq la fonction indicatrice de Q (i.e. xg vaut 1 sur les rationnels et O sur les irrationnels).
Montrer que xg n’admet de limite en aucun point.
13. Considérons la fonction f définie par f(z) = z%sinz (a € R).

1. Trouver deux suites (x,) et (y,) qui tendent vers +oo et telles que : Vn € N, f(z,) = 2% et
f(yn) = —y%. En déduire que, pour o > 0, f ne peut pas avoir de limite en +oc.

2. Calculer lirf f(x) lorsque a < 0.

14. Etudier les limites & droite et & gauche en zéro des fonctions suivantes :

T sinx sinx sinx rsine
—, T ——— It ——, I , T
|| x + 2|z tan x 1 —cosz

x
15. On rappelle que, si x est un nombre réel, E[x] désigne sa partie entiere. Montrer que ﬁ —gtoo L.
x
16. Une version faible du théoréme de L’Hépital (marquis de . ..)
Soit f : R4 — R une fonction dérivable telle que f/'(z) —,— 4100 £ € R. On veut montrer que

f(x)

— =0 L.
Pour cela, on suit la méthode suivante : Soit € > 0 fixé.
1. Trouver a > 0 tel que

flz) = fla)

Yz > a,

2. Montrer que :

@) J@) = 1@ _fle) _af) - fla)

x T —a x T T—a
En déduire : "
JK > 0 tel que Vz > a, f(@) - f(@) = f(a) < —.
x x—a x

(K peut éventuellement dépendre de ¢ ou a).
3. Conclure.

(Comparer avec I'exercice 9 sur les suites)
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1.

2.

Liste d’exercices n° 3

Continuité

. Les expressions de 'exercice 1, section B, liste 2 (limites de fonctions) définissent-elles des fonctions

continues sur leur domaine de définition? Peuvent-elles se prolonger par continuité au point xg
(lorsque z¢ est fini) ?

Méme question avec les expressions suivantes (on pourra utiliser 1.)

_ 1 1 _
f(l') ~ arcsinz  x et g = 0.
A/ 2 e -
flx) = W et xg = 0 (remarquer que cosz = /1 — sin? x lorsque x est proche de ).

2. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = z — E(z), ou E(x) désigne la partie entiére du réel x.

1. Représenter graphiquement puis étudier la continuité de la fonction f.

Déterminer, a ’aide du cours, une condition suffisante pour que I'image par f d’un intervalle I C R
soit encore un intervalle. Cette condition est-elle nécessaire ?

Déterminer tous les intervalles I tels que I'application induite sur I, fi; : I — f (I), soit bijective.
Dans quels cas est-elle continue ? Expliciter alors I’application réciproque (f| )7t f(I) — I. Est-elle
continue ?

Pour quelles valeurs du réel a la fonction g(x) = (x — E(z))(x — E(z) — a) est-elle continue ? Précisez
alors son graphe.

3. Considérons la fonction f de R dans R définie par : f(0) = 0, f(z) = 271 si z € Q* et f(z) = x si
x ¢ Q. Montrer que f réalise une bijection de R dans R. Est-elle monotone ? Déterminer son domaine de

continuité.

4. Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I de R.

1.
2.

Montrer que la fonction | f | (la valeur absolue de f) est continue sur I.

Exprimer la fonction sup(f, g) en fonction de (f+g) et | f—g |. En déduire que la fonction sup(f, g)
est continue sur I.

5. Soient f et g deux fonctions continues de R dans R.

1.

Si f(x) = g(x) pour tout nombre rationnel € Q , montrer que f = g , c’est-a-dire que f(x) = g(x)
pour tout nombre réel z € R.

Si f(z+y) = f(x)+ f(y) pour tout couple (z,y) de nombre réels (on dit alors que f est additive)
et si g désigne 'homothétie de rapport f(1) (i.e. la multiplication par f(1)), montrer que f = g.

Si f est additive et aussi multiplicative, c’est a dire f(zy) = f(x)f(y) pour tout couple (x,y) de
nombres réels, montrer que f est soit nulle soit la fonction identité (on pourra montrer que f est
croissante).

. Sif(x) #0et f(x+y) = f(x)f(y) pour tout couple (x,y) de nombres réels, montrer que f(1) >0

(on pourra supposer le contraire et étudier la fonction induite par f sur l'intervalle [1,2]) et que
f(x) = f(1)* := e*™/) pour tout = € R.

. Soit f : [a,b[— R une fonction continue.

(a) On suppose que hril f(z) = 400 Montrer alors que , pour tout A > f(a) , on peut trouver
x—b~
¢ € [a,b] tel que f(c) = A.



2.

(b) On suppose que b = +oo et que lir}rq f(x) = 1. Montrer alors que , pour tout réel A stricte-
T—1T00

ment compris entre f(a) et 1, on peut trouver ¢ > a tel que f(c) = A.

Démontrer que tout polynéome de degré impair admet au moins une racine réelle.

7. Soit f une fonction réelle définie et strictement croissante sur [a, b] , et telle que : f([a,b]) = [f(a), f(b)].

1.

Soit zp un point de [a, b[. Montrer que lim+ f(z) = inf{f(y)/zo < y < b} puis que f est continue

"EHZO

a droite en xg.

Montrer de la méme maniére que f est continue a gauche en xy €]a, b]. En déduire que f est continue
sur [a, b].

8. Soit k& un réel de l'intervalle |0, 1] et f une application de R dans R qui vérifie :

1.
2.

3.

VeeR, VyeR |f(@)—f@)|<kla—y].

Montrer que f est continue sur R.

Soit (up)nen la suite définie par son premier terme ug € R et par la relation de récurrence :
Vn € Ny upy1 = f(up).

En utilisant I'exercice 8, section A de la liste 2, montrer que la suite (uy)nen converge vers un réel
que P'on va noter £. Montrer que f(£) = £ et que ¢ est 'unique point fixe de f.

Montrer que ces résultats s’appliquent si f est dérivable sur R et si f/ vérifie :

3k €]0,1[ tel que Vz € R,| f'(z) |[< k.

4. Appliquer cette méthode avec la fonction f définie par f(x) = /= + 2 et avec ug = 0 puis comparer

avec 'exercice 6, section A de la liste 2.

Intégrales

9. Soient a,b,c,d quatre réels tels que a < b < ¢ < d et soit f : [a,d] — R continue sur [a, d]. Montrer
la relation suivante :

([ sww) ([ sw)+ ([ s@ar) ([ sw) v ([ swar) ([ ) =0

(on pourra le montrer d’abord pour f = 1 en s’aidant d’un dessin)
10.

b
. Soit h une fonction continue et positive sur [a, b] et telle que / h(t)dt = 0. Montrer que h = 0.
a

1 1
Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue non nulle telle que / ft)dt = / f2(t)dt. Montrer
0 0

que f =1, cest-a-dire : Vt € [0,1], f(t) = 1.
1
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R telle que f(t)dt = 3 Montrer qu’il existe un réel

0
xg de [0, 1] tel que f(xo) = xo ( utiliser le théoréme de Rolle).

11. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient f et g deux applications continues [a,b] — R, a et b étant deux réels tels que a < b.

1.

2.

Montrer que

b
VA € R,/ (f(t) + Xg(t))?dt > 0.

( / b f(t)g(t)dt)2 < ( / b f2(t)dt> ( / b gQ(t)dt>
</ab f(t)g(t)dt>2 _ </b f2(t)dt> (/abf(t)dt) < IR tel que f+Ag=0.

En déduire que

et que



d
3. On suppose que f ne s'annule pas sur [a,b]. Montrer que (b — a)? (/ f(x d:n) (/ f(x)) .

Pour quelles fonctions y a-t-il égalité ?

n
d
12. Soit I, 'intégrale / @ . Montrer que lim I, =0.
0o vnd4 a3 n—+oco

13. Soit f:[0,1] — R une fonction continue.
1
1. Montrer que si f(0) = 0 alors hm f(t”)dt =0.

n—-+o0o

1
2. Montrer que lim nt”f(t")dt:/ f(t)dt
0

n—-+00 0

1
14. Pour n € Net 2p € N, on pose I, ;, = / x"(1 — x)Pdx.
0
1. Calculer I, et I e
2. Etablir une relation de récurrence entre I ietl, 11, et en déduire I, 1
’2

3. Etablir une relation de récurrence entre I, p et L1151 et en déduire I, 5.

o o = (-G
4. En déduire une expression simple de la somme E P lorsque p € N.
n

k=0
15. Intégrales de Wallis

™

Pour n > 0 on pose I,, = /2 (sinz)"dz.
0

1. Pour n > 2 , montrer que nl, = (n — 1)I,,_s.
2. En déduire Iy, et Iz,y1 , pour p € N.
I

n+1

s
+ |1
— =
S|+

3. Montrer que, pour n > 1,1,-1 > I, >0 et que 1 < <

4. En déduire la convergence et la limite de la suite :

1.3.5.--.(2p—1)\?
“p:< 2.4.6.---(2p) > (2p+1).

m
g —
2(2p+1)
6. En déduire que lim I, =0.
n—-+o0o

5. Montrer que Vp >0, I§p+1

16. Soit a et b deux réels tels que a < b, et f une application de [a,b] dans R , dérivable sur [a,b] et

telle que la fonction dérivée f soit continue sur [a, b].
b

Pour n € N , on pose I, = / f(x)sin(nx)dz et J, = / f(z) cos(nz)dz.
Montrer que lim I, = lim J, =0.
n——+o0o n—-+o00
17. Soient a et b deux réels tels que a < b, et soient f et g deux fonctions réelles continues définies sur
lintervalle [a, b]. On suppose que la fonction g garde un signe constant sur [a,b]. A 1'aide de la fonction

b
F(z) = f(ac)/ g(t)dt , montrer qu’il existe un réel ¢ de [a, b] tel que
a

b b
/ F(Hg(t)dt = £(c) / o(t)dt

odt
18. Soit f la fonction définie sur |1, +oo[ par f(z) = / i

2Ilnz ev

Montrer par un changement de variable que f(z) = / —dv , puis en déduire lim f(z) a l'aide

Inz v z—1t
de la formule de la moyenne.

19. Extrait de l'examen de Juin 1997
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1
1. En écrivant que, pour tout z > 0,In(x) = / ;dt , montrer que, pour tout ¢ € N* | on a Vax >
1

1, 1 1
Ln(z) < —(93214 — 1), en déduire que lim —In(x) =0.
2 o= o F

2. Soit n,m € N,n > 1, on définit la fonction f, ., sur Ry = [0, 4o0[, par
fam(0) =0etsiz >0, frm(r) =2"(In(x))™. Montrer que f, », est continue sur Ry.

1
3. On considere l'intégrale I(n,m) = (—1)m/ fa,m(z)dx. Montrer que, si n > 1, alors I(n,m) =
0

n 1I(n, m — 1). En déduire I(n,m) en fonction de n et m.
n

1
4. (a) Sim € N* | montrer l'existence de la limite J(m) := liI(I)l (—1)”‘/ (In(z))"dx.
a—04+ o
(b) En intégrant par parties sur [a, 1] et en faisant tendre a vers 0, montrer que, si m > 0, J(m) =
mJ(m — 1). En déduire la valeur de J(m) en fonction de m.

5. Retrouver le résultat du 4) en faisant le changement de variable t = In(z) et en intégrant par parties.

20. Extrait de l’examen de Mai 1997

1
1
Soit ¢ € Q.. On considere la suite (uy),>1 définie par u, = / —dx.
0

2
14+ 4

1. Montrer que lir+n un = 1 (on pourra encadrer la fonction & intégrer).
n—-0o

2. Calculer la dérivée de In(z 4+ v/1 + 22). En déduire la valeur de u,, en fonction de n.

11
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Liste d’exercices n° 4

1. Séries géométriques
N

Calculer la somme partielle Sy = E uy, de la série géométrique de raison r € R et de premier terme
n=0
uo € R. En déduire que cette série est convergente si et seulement si |r| < 1 et donner sa somme dans ce
cas.
2. Séries de Riemann
N

1
1. On note Hy = Z — la suite des sommes partielles de la série harmonique. Montrer que

n
n=1

1
Vk € N*, ‘Hgk — Hk‘ > 5

Rappeler le critere de Cauchy de convergence des suites dans R, et en déduire que la série harmo-
nique est divergente.

1
2. Pour o < 1, montrer que la série de terme général — est divergente.
n

3. Pour a > 1, montrer que

1 no
Vne N, —< — dt.
ne o1 t®

s (s S
En déduire que la série de terme général — est convergente.
n
3. Régle n®u, — 0O
n—-+o0o

1. Montrer en utilisant Pexercice 2 que s'il existe a €]1,+00| tel que n“u,, —+> 0 alors la série de
n—-r+oo

terme général u,, est convergente.

2. Etudier la nature des séries de terme général suivant :
Inn

(a) up = -

(b) u, = a%’ pour a > 0.
4. Régle de d’Alembert

Soit (un)nen une suite de R telle que u, > 0 pour tout n de N.

1. On suppose que

Un+1
“n+l — f{e R+.
Un, n—-4oo

(a) Si ¢ < 1, construire des constantes ¢ > 0,\ < 1 et k € N tel que u,, < ¢\" pour tout n > k.
En déduire que la série de terme général u,, est convergente.

(b) Si £ > 1, montrer que la série de terme général u,, est divergente.

1 1
(¢) Que penser de ce critére de convergence pour les séries Z — et Z —7

n>0 n>0 n
|
2. Quelle est la nature de la série Z s ?
nn
n>0
3. Etudier la nature des séries de terme général u, = (2+ (—=1)")27" et u, = 2 + (—1)". Peut-on

Un41

conclure en général si n’a pas de limite ?

n

12



5. Applications
Déterminer la nature de la série de terme général :

1
SOV

W
3
|
E
=
2

(2n)!

n2

(n—1)!
6. Séries alternées

1. On suppose que (up)nen est une suite réelle telle que

Vn € Nyuy > upy1 >0, u, — 0.

n—-+oo
N
On note Sy = Z(—l)"un la suite des sommes partielles de la série de terme général (—1)"u,.
n=0
Montrer que les suites (Sap)pen €t (S2p41)pen sont adjacentes. En déduire que la série Z(—l)”un

n>0
est convergente.

2. Déterminer la nature de la série de terme général :

(a) (_ni)n pour a € R.
(b) (—1)"exp (— > ;)
k=1

() (=1)" (Vn+1-/n)

(o) =D

n—Inn

7. Soient E uy, une série convergente a termes dans R™. Montrer que E u% converge.
n>0 n>0

8. Soient (uy)nen une suite a termes dans RT et, pour tout n de N, v, = e
un

1. Montrer que, si E Uy, converge, alors E v, converge.
n>0 n>0

2. Montrer que, si E uy, diverge et si (up)nen est majorée, alors g vy, diverge.
n>0 n>0

3. Donner un exemple ol E uy, diverge et E Uy, converge.
n>0 n>0

13
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9. Soient Z Uy, €t Z vy, deux séries & termes dans R telles que ntl < ntl pour tout n de N.

U U
n>0 n>0 n n
Montrer que, si E vy, converge, alors E Uy converge.
n>0 n>0

10. Comparaison d’une série et d’une intégrale
Soit f une fonction positive continue et décroissante sur RT. Montrer que la série de terme général

+0o0
f(n) converge si et seulement si f(t)dt est définie.

11. Séries télescopiques
Soit (an)nen une suite de R, et (up)nen la suite définie par u, = ap41 — an (pour tout n dans N).

Montrer que la série E Uy, converge si et seulement si a,, a une limite finie £. Calculer E u, dans ce

n>0 n>0
cas.

+oo
Etudier les séries ; m et 21 m

1 =

12. Evaluation du reste
“+oo

On note R, = Z uy le reste au rang n de la série terme général u,,.
k=n+1

1. Evaluer R,, dans les cas suivants :
(a) la série géométrique u,, = r™ avec |r| < 1,

(b) la série u,, vérifiant (comme dans ’exercice 6)

vnENaunZun—i—lZOa Uy, — 0.

sinn

—n
2. Soit uy, = (2 + ) , pour tout n dans N*.

(a) Montrer que Z uy, est convergente.
n>0
(b) Trouver un entier N tel que

. -n
Yn>N, 0< <2+Sm”) <0.6.
n

(c) Evaluer le reste dans la série Z up, et déduire le nombre de termes a calculer pour connaitre
n>0
Z u, au moins a 1076 pres.
n>0

(_1)n 3 -3 N
3. Calculer Z ——— a 107" pres.

3
n
n>0

13. Intégrales généralisées
Déterminer la nature des intégrales suivantes :

(+00) 1 (+00) 1 (+00) «in2
/ e*dx, / In xdx / dx ) dx , / Smizxd:v
0 0 1 x 0 ¢ 1 x

On discutera suivant les valeurs de o réel.
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