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Liste d’exercices
Séries numériques et familles sommables
Exercice 1. Séries géométriques
N
Calculer la somme partielle Sy = E u, de la série géométrique de raison r € R et de

n=0
premier terme uy € R. En déduire que cette série est convergente si et seulement si |r| < 1 et
donner sa somme dans ce cas.

Exercice 2. Séries de Riemann
N

1. On note Hy = Z — la suite des sommes partielles de la série harmonique. Montrer que
n

n=1
N 1
Vk € FJ, ‘]yék-—-}{k’;f 5.

Rappeler le critere de Cauchy de convergence des suites dans R, et en déduire que la série
harmonique est divergente.

1
2. Pour a < 1, montrer que la série de terme général — est divergente.
n

3. Pour a > 1, montrer que

1 noq
Vn € N, —g/ —dt.
nOé n—1 tOt

: . 1
En déduire que la série de terme général — est convergente.
n

Exercice 3. Regle n“u, — 0
n—-+o0o

1. Montrer en utilisant 1'exercice 2 que §'il existe a €]1, +oo[ tel que n®u, — 0 alors la

n——+00

série de terme général u,, est convergente.

2. Etudier la nature des séries de terme général suivant :

1 n
() un = (b) w, =~ pour a > 0.

en
Exercice 4. Regle de d’Alembert
Soit (uy,)nen une suite de R telle que u,, > 0 pour tout n de N.

1. On suppose que
Un+1

—s [ eR".

Uy, n—-+4oo

(a) Sil < 1, construire des constantes ¢ > 0, A < 1 et k € N tel que u,, < cA™ pour tout
n > k. En déduire que la série de terme général u,, est convergente.

(b) Sil > 1, montrer que la série de terme général u,, est divergente.

R L. 1 1
(C) Que penser de ce critére de convergence pour les séries E — et E - ?
n n
n>0 n>0

n!
2. Quelle est la nature de la série 5 — 7
n
n>0



3. Etudier la nature des séries de terme général u, = (2+ (—1)")27" et u, = 2+ (—1)™

Un+1

Peut-on conclure en général si n’a pas de limite ?

n

Exercice 5. Applications
Determiner la nature de la série de terme général :

1

1, ———— 4, p~ndnn) 7. —
nt (—1)/n " o

5 n \" 5 Inn 3 (n!)?
S \n+1 CVnd4+n—1 - (2n)!

n 5
3. (23 6. o 9. ——
2n + 4 2n (n—1)!

Exercice 6. Séries alternées

1. On suppose que (u,)qen est une suite réelle telle que

VneN, u, > upi1 >0, u, — 0.
n—-+4o00
N
On note Sy = Z(—l)”un la suite des sommes partielles de la série de terme général

n=0
(—1)™u,,. Montrer que les suites (Sa,)pen €t (S2pt1)pen sont adjacentes. En déduire que la

série E (—1)"u, est convergente.
n>0
2. Determiner la nature de la série de terme général :

(="

n—Inn

(="

na

(B) (—1)"exp (—Z%) (d) <7ﬁ)nsm (%)

Exercice 7.
Soient E u,, une série convergente a termes dans R*. Montrer que E ui converge.

(a) pour «a € R. () (=) (Vn+1-+yn) (e

n>0 n>0
Exercice 8. u
. . N n
Soient (u,)neny une suite a termes dans RT et, pour tout n de N, v, = :
1+u2

1. Montrer que,si E Unp, Converge,alors E Un, Cconverge.
n>0 n>0

2. Montrer que, si E uy, diverge et si (uy,)nen est majorée, alors E v, diverge.
n>0 n>0

3. Donner un exemple ou E u, diverge et E v, converge.
n>0 n>0



Exercice 9.

Soient Zun et ZU" deux séries & termes dans RT telles que Unt1 < Pnt1 pour tout n
n>0 n>0 Un Un
de N.
Montrer que, si Z v, converge, alors Z u, converge.
n>0 n>0

Exercice 10. Comparaison d’une série et d’une intégrale
Soit f une fonction positive continue et décroissante sur R*. Montrer que la série de terme

+o0o
général f(n) converge si et seulement si f(t)dt est définie.
0

Exercice 11. Séries télescopiques
Soit (ay)nen une suite de R, et (u,)nen la suite définie par w, = a,11 — a, (pour tout n
dans N). Montrer que la série Z u, converge si et seulement si a,, a une limite finie [. Calculer
n>0

E u,, dans ce cas.

n>0

1 =1
—— et _.
— nn—i—l)e ;n(n+2)

+o00o
Etudier les séries g (
n=1

Exercice 12. Eval}rlation du reste

On note R,, = E uy le reste au rang n de la série terme général wu,,.
k=n+1

1. Evaluer R,, dans les cas suivants :
(a) la série géométrique u,, = r" avec |r| < 1,

(b) la série u,, vérifiant (comme dans l'exercice 6)

\V/TZGN, UnZUnHZO, un—>0

n—-+o00

. —n
sinn
2. Soit u,, = (2 + ) , pour tout n dans N*.
n

(a) Montrer que Z uy, est convergente.
n>0

(b) Trouver un entier N tel que

Vn > N, 0<(2+Sm”) <0.6.
n

(c) Evaluer le reste dans la série Zun et déduire le nombre de termes a calculer pour

n>0
connaitre Zun au moins & 107% pres.
n>0
(_1>n N -3 \
3. Calculer Z 5o 107 pres.

n>0



Exercice 13. Intégrales généralisées
Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+o00 +0c0 1 +00 (142
1. / e*dx pour a € R. 3. / —dx pour a € R. 5. / S L dr.
0 1 1

T 2

1 1
1

2. / Inzdzx. 4. / —dx pour o € R.
0 0 xre



