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Durée : 8 heures
Sont autorisées les notes de cours limitées a une feuille recto-verso, les calculettes ne
sont pas autorisées.
La précision, la clarté et la rigueur des explications seront considérées pour
la notation. En particulier, les réponses non justifices ne pourront pas étre
prises en compte.
Le sujet comprend un recto-verso.

Probleme d’analyse

Soit, pour « réel positif non nul, I'intégrale généralisée

(+oo)  dy
0= "

(1) Montrer que I'intégrale généralisée I(a)) converge si et seulement si « > 1/2. On pourra
comparer (1 + 2™ a x72% pour x € [1,+00).
Pour n entier au moins égal a 1, on note A, et B, les réels définis par

Ay =1I(n), B,=I(n+1/2).

(2) (a) Montrer que

boalde 1 t 1 (" dx
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(c) Montrer que 2nA, ;1 = (2n—1)A,, n>1.
(3) (a) Soit a,, défini par a,, = A,41/A,, n > 1. Montrer que la suite (a,),>1 est convergente.
Quelle est sa limite ?

(b) En déduire (o) — I[(a+ 1) = pour a > 1/2.

(b) Ordonner par ordre croissant A, A, 11 et B,,. En déduire que, si ¢, = B, /A,,n > 1,
la suite (gn)n>1 converge. Quelle est sa limite 7

(c) Montrer que la suite (A,),>1 est décroissante. En déduire que la suite (A,),>1 est
convergente, de limite ¢ (qu’on ne cherchera pas a calculer ici).

(d) Montrer que, si p, = (2n — 1)A,B,,n > 1, la suite (p,)n>1 est constante.

(e) Déduire de la question précédente que la suite (y/nA,)n>1 est convergente. Conclure
en donnant la valeur de la limite ¢ de la question (3) (c).



Probleme d’algebre

Soient r > 0 et t € R deux parametres. On note E l’ensemble de toutes les suites réelles
(tn)n>o Vvérifiant la relation

Uppo = 27 (COSE) Upyy — 12 Uy pour tout n >0 .

(1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I'espace des suites réelles.

(2) On note (v,) et (w,) les éléments de E qui vérifient : vy =1, v; =0, wy =0 et
w1 = 1.
(a) Soit (u,) un élément de E. Montrer que pour tout n € N, on a wu,, = ug v, + uj w, .
(b) Montrer que I'espace E est de dimension finie et calculer sa dimension.
(3) On note z un nombre complexe, et x,, = Re(2") et y, = Sm(z").
(a) On suppose que z? = 2r(cost)z — r*. Démontrer que les suites (x,) et (y,)
appartiennent a F.

(b) Réciproquement, on suppose que les suites (z,,) et (y,) appartiennent & E. Démontrer
que Uon a 22 =27 (cost) z — r?.

(4) On suppose que t ¢ {km; k € Z}, et on pose x,, = r" cos(nt) et y, = r" sin(nt).
(a) Montrer que les suites (z,) et (y,) appartiennent a F.

(b) Soit (u,) un élément de E. Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que pour
tout n € N, on a u, =" (a cos(nt) + b sin(nt)).



