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SUR LES GENRES MULTIPLICATIFS DEFINIS PAR 
DES INTEGRALES ELLIPTIQUES 

SERGE OCHANINE 

(Received 5 November 1985) 

CET ARTICLE est consacre a la demonstration d’une conjecture que Landweber et Stong [83 
ont imise dans leurs recherches sur les S’-varietes spinorielles et qui donne la description de 
l’idkal I de aso @ Q engendre par les projectivisations des fibrts complexes de dimension 
paire (thtoreme 2). Le lecteur est renvoyt a [S] pour l’historique de la question et ses r&cents 

developpements. 
L’idie principale de la demonstration est de dicrire tous les genres multiplicatifs 

rationnels qui s’annulent sur 1.11 se trouve que ce sont prkisement les genres multiplicatifs 
dont le logarithme est donnt par une inttgrale elliptique de premiere espkce 

s 

’ du 

0m’ 
(1) 

ou R(u) est un polynome pair de degre I 4. Dans le cas ou R(u) a quatre racines distinctes, ce 
resultat dkoule d’un calcul de rtsidus simple base sur les propriitb de la fonction elliptique 
obtenue par inversion de l’intlgrale (1). 

L’idkal I est igalement engendre par les varietis spinorelles qui admettent une action semi- 
libre de type impair de S’ (cf. [Z], [8]). Les genres elliptiques se trouvent ainsi ttroitement lies 
a la thiorie des S’-varietes spinorielles, le .&genre et la signature apparaissant comme cas 
particuliers digenires de ceux-ci. 

$1. GENRES MULTIPLICATIFS 

On notera fZsO l’anneaude cobordisme orient&. Soit A une Q-algebre commutative. Par 
A-genre multiplicatif(ou A-genre) on entendra tout homomorphisme d’anneaux cp: fiso + A. 
Comme nso@Q est l’anneau de polynomes Q[X,, . . . , Xi, . . .], ou X. E a$? est la classe 
de l’espace projectif CPzi, un A-genre est entierement defini par son logarithme 

m cPtxi) 2i+l 
9(4=i;02i+lu . 

11 est facile de voir que l’on itablit ainsi une bijection entre l’ensemble des A-genres et 
l’ensemble des series formelles g(u) sur A telles que 

g(u)=umodu2,g(-u)= -g(u). 

Deux autres objets sont canoniquement associis a un A-genre: 
(a) son groupe formel (cf. [7]), 

f(u,u) = g-‘(g(u)+g(o)), 
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oh g - ’ (u) est la serie formelle definie par g- 1 (g (u)) = u. C’est un groupe formel commutatif a 
un paramttre sur A tel que 

f(-k-4 = -f(rGG; 

(b) sa suite mulriplicati~e (cf. [lo], §19), 

@o = 1, $(xr), . . . , @“(X1, . . , x,), . . . 

dont la serie caracttristique 

P(x) = f @‘.(x,0,. . .,O) 
n=O 

est donnee par P(x2) = x/g-‘(x). 
La connaissance de l’un des objets cp, g (u),f (u, u), P( x ) p ermet de retrouver facilement les 

trois autres. C’est ainsi que I’on a 

zjt4 0) 1 p=- 
au 9’ (4 

(cf. [7]) ce qui donne g(u) lorsqu’on connait j(u, u). D’autre part, 

%(x1, . . *, x,), on retrouve cp par 

dCM4”l) = @” (PI, . . *, P.) CM”“l, 

OIYI pi = Pi(M) est la i-eme classe de Pontriaguine du fibre 
pi&I4 (M; A). 

Voici quelques exemples importants. 

si I’on connait P(x), et done 

tangent de la variete M, 

(1) Soit A = Q et T : OS0 + Q la signature difinie par 5 (Xi) = 1 (i 2 1). Aiors 

g(u) = arctanh u 

et la suite multiplicative correspondante est la suite de Hirzebruch L, (xl, . . . , x,) (cf. [lo], 

919). 
(2) Toujours pour A = Q, soit A : ~2” + Q le a-genre difini par la suite multiplicative de 

strie caracttristique 

P(x) = Jx/2 

sinh (G/2) 

Le logarithme de A est 

g(u) = 2arcsinh (x/2), 

et le groupe formel 

(3) Soit A = fiso@ Q et I : !A” + A est le morphisme canonique.Le logarithme de t est 

G(u) = izo&u2i+1, 
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et le groupe formel 

145 

F (U, V) = U+U+ 1 Ai,j UiVj 

i.j 2 I 

(Ai,j~n”o@Q) est universe1 en ce sens quepour tout A-genre cp : Qso + A on a: 

.f(u, fJ) = u + V f ijG 1 cP(Ai,j)UiCj. 

Notons que Ai,j = 0 si i + j E 0 (mod 2). 

$2. GENRES ELLIFTIQUES 

Soit A une Q-algebre commutative. Par A-genre elliptique, on entendra un A-genre cp 

dont le logarithme est donne par une integrale (formelle) de la forme 

s ” du 
g(n) = ___ 

WRT 
(1) 

ou R(u) = l-2 6U2fEU4(8, EEA). 

Par exemple, les genres ret 2 sont des Q-genres elliptiques avec 6 = E = 1 pour le premier 

et 6 = - l/8, E = 0 pour le second. 

Soient M une variete orientee compacte sans bord, et < un fibre vectoriel complexe de 

dimension n sur M. On note CT(<) la projectivisation de t. C’est un espace fibre de base A4 et 

de fibre CP,_ 1 . C’est ainsi que, pour n pair, on a toujours 

r(CP(<)) = T(M).T(CP,_,) = 0 

(cf. (41). 

TH~OR~ME 1. Soit cp un A-genre. Les conditions suivantes sont Pquivalentes: 

(a) (p(CP(<)) = 0 pour toutjibrP < de dimension paire sur une variPtP orientte compacte 

sans bord M; 
(b) le genre cp est elliptique. 

La demonstration de ce thtoreme occupe les quatre sections suivantes, et contient la 

determination de l’ideal I de nso@Q engendre par les classes [W(s)] qui figurent dans son 

&once (cf. [2], [S]). 

$3. VARIiTkS DE MILNOR 

Ces varittb fournissent des exemples ‘calculables’ de projectivisations. Soit H,,j 

l’hypersurface de bidegre (1, 1)de CPi x CPj. Sij 2 i, et [a,: . . . : ai] et [b,: . . . : bj] sont les 

coordonntes homogenes dans CPi et CPj respectivement, Hi,j est definie par I’equation 

aobo+. . . +aibi = 0. 

On a HiVo = Ho,i = CP,_, . 
La projection de CPi x CPj sur le premier facteur induit, pour j 2 i, une fibration 

7r:Hi,j-+ CP,. 

11 est facile de voir que Hi,j est la projectivisation du fibre < = 7 @ u - i], 06 fi - i] dbigne 
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le fibre complexe trivial de dimension j - i et ou 7 est le supplementaire du fibrt tautologique 

sur CP,: la fibre de y au-dessus d’un point de CP, representi par une droite dans Cif ’ est 

l’hyperplan de C’ T ’ orthogonal a cette droite. 

Notons que dime < = j, dimcHi,j = i + j - 1. 

PROPOSITION 1. (cf. [3]). Soit 

Alors on a: 

H(U,U)= U+U+ C [Hi,j] U’Uj. 
i+jZ2 

H(u, v) = G’(u)G’(u)F(u, u), 

ies series G(u) et F (u, u) Ptant celles de l’exemple universe1 (3) ci-dessus.0 

PROPOSITION 2. (cf. [ 111, ch. V). Pour i + j - 1 = 2n et i, j > 1, on a: 

s(2n)CHi.j] = - ’ f’ 9 

(1 

oti sc2”) [ ] designe le nombre de Milnor (cf. [lo], 9 16).0 

En particulier, [Hi,j] est indecomposable dans @“@Q pour i, j > 1 et peut etre pris 

comme generateur de cet anneau en dimension 4n. 

On notera J l’idkal de flso@Q engendre par les classes Yi+ 1 = [H3,2i] (i 2 2). Comme 

H3.2i est la projectivisation d’un fibre complexe de dimension Ii, on a: J c I. 

TH~OR~ME 2. Si < est un fibre complexe de dimension paire sur une uariete orientee 

compacte sans bord, on a [CP(<)] E J. 

COROLLAIRE. J = I. 
C’est la conjecture de Landweber et Stong mentionnee dans l’introduction. 

PROPOSITION 3. Soit cp un A-genre. Alors cp (J) = 0 si et seulement si cp est elliptique. Si le 
logarithme de cp est donne par I’integrale (l), on a d = q(CP2) et E = q(H,,,). 

Demonstration. Soit h,,j = p(Hi.j) et 

h(u, t.) = UfUf 1 ht.ju’U’. 
iijZ2 

D’aprts la proposition 1, 

Posons 

h (u, V) = g’ (u) g’ (u)f (u, n) . 

r(u) = f, h3,2iu2’. 
i=l 

L’hypothtse rp( J) = 0 est tquivalente a r(u) = h,_, u*. On a: 
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Done, comme 

on a: 

af(40) 1 

g’(u).----- = 
au ’ 

h(u, v) = g’(v) ( g’(u)u+v+~g~(u)a2~~o) v2) 

~3_f(uTO) 
+$7Yu)~- 

3 mod v4 

Comme la strie g’(v) est paire, on obtient tout de suite 

r(u) = d g’(u) “J$’ O) . 

Nous allons exprimer r(u) en termes de 

af(u, 0) 1 
b(u)=7=-. 

9’ (u) 

Pour cela, calculons les dCrivCes successives de 

f(k v) = 9-l (g(u)+g(v)) 

par rapport i v. On a: 

a.l- (4 0) 9’ (v) b (fh 4) -= 
au 9’ u-h v)) = b(u) 

a2.f(U,v) b’(f(u,u))b(f(u,v))-b(f(u,u))b’(v) -= 
au2 W2 

d3$‘o) = b(u) (b”(u)b(u)+b’(~)~-6”(O)), 

oti l’on a tenu compte de ce que b’(O) = 0. On a done 

6r(u) = 1/2(6(~)~)“-b”(0). 
. . 

La condltlon r(u) = h3,2 u2 est done Cquivalente 8: by est un polyn6me de degrt I 4. 
Comme b(u)’ est pair, posons 

b(u)‘= l-26u2+&u4=R(u). 

11 reste g calculer 6 et E. On a: 

(b (u)Z),I = - 46 + 128 u2, 

d’oti 

et E = h3.2. D’autre part, 

-= g’(u) = h 1 + 6 u2 mod u4, 

d’oti 6 = q (CP,). Cl 
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$4. GROUPE FORMEL D’EULER 

Le groupe formel dCfini par l’intttgrale (1) est connu depuis le XVIII sitcle sous le nom de 
formule d’addition pour les inttgrales elliptiques, 

PROPOSITION 4. (Euler [6], cf. [9], ch. 4). Si 

I ’ du 
g(u) = 

0JRo 
R(u)= 1-2Sz?+&U4, 

on a 

_ftu, v) = s-‘k?w+i7(4) = uJmi+@Gin 
1 -&U2V2 

Le calcul de h (u, u) pour ce groupe est tr& simple: 

= ( Jk+Jk ) (1+&U%2+&%4u4+. . .), 

d’oh l’on tire non seulement que /T,,,~ = 0 (i 2 2), mais aussi que h,i+ 1,2j = 0 (j > i) en 
accord avec le fait que H2iT 1,2j (j > i) est la projectivisation d’un fibrC complexe de 
dimension paire. 

Voici une autre application simple de la proposition 3. On sait ([4]) que la signature a la 
propriitk multiplicative stricte 

T(E) = T(B)T(F) 

pour toute fibration localement triviale E + B de fibre F, oti E, B, F sont des varittks orienttes 
compactes sans bord, telle que x1 (B) agit trivialement sur H * ( F; Q). 11 est clair que cette 
m&me proprittt: est vkifite par le A-genre TV (i E A) dtYini par 

so 5i = i.“r sur R4, . 

PROPOSITION 5. (Cl]), 928). Soit cp un A-genre ayant [a proprittt! mulriplicatice stricte 

d&rite ci-dessus. Alors il existe un i E A tel que cp = TV. 

Dimonstration. 11 est clair que cp( J) = 0, done cp est elliptique. Comme H3,2 est un fibrC 

sur CP2 de fibre CP,, on a E = d2, d’oti R(u) = (1-6~~)~ et 

g’(u) = & = 1+6uZ+B2u4+ . . . 

Done cp (CP,,) = 6’ = TV (CP,,), avec i. = 6.0 

$5. C-GENRES ELLIPTIQUES NON-DkGJkNi2Rti.S 

Soit cp un C-genre elliptique. On dira que cp est non-dPgtGrP si le polynhme R(u) a quatre 
racines distinctes, i.e. si d2 # E # 0. Dans ce cas, la strie g- ’ (u) est le dtveloppement en u = 0 
d’une fonction elliptique impaire d’ordre 2 que l’on notera s(u) (cf. [!I). On considkrera 
toujours s (10 comme fonction mtromorphe sur le tore C/2R, oti 2R est le rtseau des pkriodes 
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de s(u). Comme s( - u) = - S(U), les points u de C/20 tels que u = - u sont nkcessairement 

des zeros ou des p6les S(U). On en diduit que Rest engendre par deux poles d’ordre 1, oi, 02, 

de S(U) et que w = o1 + c+ est un zero simple. On voit tgalement que la fonction u + s(u + o) a 

le meme diviseur que s(u), done s (u + w) = i s(u), i. E C. Comme 2w est une periode et o n’en 

est pas une, on a E.’ = 1 et E. # 1. Done s(u+w) = -s(u). 

PROPOSITION 6. Soient cp un C-genre elliptique non-dPgknCrP, et CP(<) la projecticisation 

d’unfibrk complexe de dimension paire 2m sur une oar&k orientde compacte suns bord. Alors 

(P(CP(<)) = 0. 

DPmonstration. Soit TC: CP(<) + M la projection sur la base de 5. Le fibrt tangent stable 

de CP(<) est isomorphe a 

ou T(M) est le fibrt tangent de M et q le fibre conjugue du fibre tautologique sur CP(t) 

(cf. [12]). Soit t = cl (q). Alors H* (CP(j); C) est un H* (M; C)-module libre de base 1, 

t 9.. ., tZmml. La structure multiplicative de H* (CP(5); C) est donnte par l-unique relation 

(cf. [l 11, chap. V). Si 

(bi E H* (M; C)), on a 

t*m+C1(<)t2m-1+...+Clm(()=0 

y= b,+b, tf.. .+bz,_I t2m-1, 

(cf. PI, $3): 

(2) 

YCCP(GI = bzm- 1 CW . 

Soit @. (xi, . . . , x,) la suite multiplicative correspondant a q, et soit 

Q(P) = f @“(PI, . . ., P”). 
n=O 

Alors 

@(CP(<)) = 7r*(D(M).cD(~@7c*~), 

et, d’apres ce qui precede, il suffira de demontrer que le coefficient de t2m-1 dans la 

decomposition de cD(q @ rr* <) selon la base 1, t, . . , t2m- 1 est nul. Introduisons des variables 

formelles ui , . . ., tt2m telles que 

p(n*<) = fi (1 +u;,. 
k=l 

Alors 

la relation (2) devenant 

t+Uk) = 0. 

11 est clair que le produit (3) s’ecrit de manitre unique comme 

F (~1, . . . , u2m, r)+(kel (I+ii*))A(ul.. . .,U2m,t), 

(3) 
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oliF(u,, . . .,l&, c) est un polynbme de degre 5 2m - 1 en f. Pour calculer F (ul, . . . , u2,,, , t) 
explicitement, posons 

On a, pour tout i, 

B(u) = P(u2) = u/g-‘(u). 

F (U,, . . ., U2m>- Ui) = n B(Uk - Ui) 

k#i 

(car B(0) = 1). Done 

F (~1, . . .,u2,,,,t)= ‘c” n B(u,-ui)= . 
i=l k#i Uk - Ui 

Cette tgalite doit etre comprise dans le corps des fractions de l’anneau de series formelles 

symetriques en ur, . . . , u2,,, . Le coefficient de t2m- ’ est 

Comme sirie de Laurent formelle en ur, . . . , u2,,,, c’est le developpement en (0, . . . , 0) de la 

fonction 

i:I E;s($-ui) = i$I &++J 

(p(u) = l/s(u)) qui est meromorphe sur le tore (C/‘2Q)2m. Notre proposition sera demontree 

si l’on dtmontre que cette fonction est nulle pour tous les (u,, . . . , u2,,,) d’un ouvert non-vide 

U de ce tore. 

La fonction p(u) est elliptique d’ordre 2 et a le meme rbeau de piriodes 2Q que s(u). 

Prenons un U c (C/2Q)2m tel que (ur, . . . , t12m) E CJ entraine Ui f Uj (mod Q) si i # j. Soit 

f(u) = ifi p t”k- u). 
k=l 

C’est encore une fonction elliptique 2R-pkiodique. Le choix de U est tel quef(u) a 4m pales 

distincts 

u17.. ., UZm,U1+W,. . .,UZm+O. 

Le residu de p(u) en u = 0 est tgal a 1. Done le residu def(u) en Ui est 

n p(“k - ui). 

k#i 

De m&me, le rtsidu de ,u(u) en u = o est - 1. Done le risidu def(u) en Ui + o est 

-k~i/l(Uk-Ui-O)= n p(“k-ui), 
k#i 

car ~(u + o) = -p(u) et il y a 2m - 1 termes dans le produit. Comme la somme des rtsidus de 

f(u) doit Ctre nulle, on a 
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$6. DI%lONSTRATION DES THEORi&IES 1 ET 2 

Remarquons que pour base de l’anneau de polynGmes nsO@Q on peut prendre 

x = [CP,],Y = [H,,J],Yj,Y&. . . . Si 2 = [CP(<)], oti < est un fibrt complexe de dimension 

paire, on peut ecrire 

Z z P(X,Y) (mod J), 

oti P(X,Y) est un polynGme d coefficients rationnels. 

Pour toute paire (6, E)E Q* telle que 6* # E # 0, si cp est le Q-genre elliptique 

correspondant g R(u) = 1 - 2614’ + w4, on a 

P(6, E) = p(Z) = 0, 

en vertu des propositions 3 et 6. Done P(X, Y) = 0 et Z E J. Ceci prouve le thiorime 2. 

Le thiorime 1 dkoule immtdiatement du thtortme 2 et de la proposition 3.G 

Remerciemenrs-Je remercie vivement Peter S. Landweber et Robert E. Stong pour m’avoir indiquk 

ce probkme et pour les nombreux commentaires, suggestions et encouragements qu’ils m’ont 

prodiguks. 
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