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4 TABLE DES MATIERES

Dans ce cours "espace vectoriel” signifie "espace vectoriel sur R
de dimension finie”. Chaque tel espace E est isomorphe a ’espace R"
pour certain n. Pour introduire une topologie dans E on utilise une
norme. Toutes normes dans un espace vectoriel F de dimension finie
sont équivalentes, et la topologie dans £ ne depend pas du choix par-
ticulier de la norme. Voici les normes dans R" les plus utilisées :

n
>t
i=1
[2lloup = max (Jol,. ., 2] )

n
[l = lail.
i=1

[lz]]2 =




CHAPITRE 1

APPLICATIONS DIFFERENTIABLES :
NOTIONS DE BASE

1. Définitions, exemples

DEFINITION 1.1. Soit E, I des espaces vectoriels, U C F un ouvert,
a € U. Une application f : E — F est dite différentiable (ou dérivable)
au point a € E s’il existe une application linéaire L : £ — F' t.q.

@t ) — @)~ L

0.
h—0 1Al

L’application L est dite différentielle, ou dérivée de f en a, notée f’(a)
ou Df(a) ou encore d,(f).

THEOREME 1.2. Soit E, F,G trois espaces vectoriels, U C E,V C
F des ouverts, f:U — V,g:V — G des applications. Supposons que
[ soit différentiable en a, g soit différentiable en b = f(a). Alors go f
est différentiable en a et (go f)(a) = ¢'(b) o f'(a).

Exemples des applications différentiables :

1. Applications linéaires

2. Applications bilinéaires

2. Dérivées partielles

PROPOSITION 2.1. Une application f : R"™ — R" est différentiable
si et seulement si ses coordonnées f; : R™ — R sont différentiables.

DEFINITION 2.2. Soit U un ouvert dans un R™, f : U — R" une
application et a = (ay,...a,) € U. Si la limite

lim flay,...;a;+hyooo am) — flar, .. G .. a)
h—0 h

existe, elle est appelée la dérivée partielle de f en a par rapport a la
variable z; et notée 2L (a) € R™.
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ProproOSITION 2.3. §i f : R™ — R" est différentiable, alors toutes
les dérivées partielles existent et

F@m) = Y hip(a).

DEFINITION 2.4. Soit U un ouvert dans un R™, f : U — R"™ une
application et a € U. Soit h € R™. Si la limite

o Jla+ th) = f(a)

t—0 t

existe, elle est appelée la dérivée de f en a selon h et notée Dy, f(a),.

REMARQUE 2.5. L’existence des dérivées partielles ou meme des
dérivées selon tous vecteurs n’implique pas encore la différentiabilité
de la fonction.

DEFINITION 2.6. Soit U un ouvert dans un R™, f : U — R" une
application et @ € U. La matrice de Iapplication linéaire f’(a) par
rapport aux bases canoniques

3 8
a—ﬁ(a) Wf;(a)
N
a—il(a) agfm(a)

est appelée matrice de Jacobi de f en a, et notée J,(f).

PROPOSITION 2.7. La matrice de Jacobi de ['application composée
go [ est le produit des matrices de Jacobi des applications g et f :

Ja(go f)=To(g) - Ju(f) 0i b= f(a).

On peut définir les dérivées partielles par rapport aux variables
vectorielles :

DEFINITION 2.8. Soit E, F,G des espaces vectoriels, U C E x F
un ouvert, f : U — G un application. Soit (a,b) € U. La formule
x> f(z,b) définit une application f) : U; — G d’un voisinage U; C
E de a dans G. Si cette application est différentiable en a, sa dérivée
( f m)’(a) est appelée la dérivée partielle de f par rapport a la premiere
variable et notée

of

a—x(a,b) S L(E, G)

De la méme fagon on définit la la dérivée partielle de f par rapport a
la deuxieme variable, et on la note
of

5, (0:0) € LIF.G).



CHAPITRE 2

THEOREMES DES ACCROISSEMENTS FINIS

1. Théoréemes

THEOREME 1.1 (TAF1). Soient E, F des espaces vectoriels, U C E
un ouvert, f : U — F une application. Soit a,b € U ; on suppose que
[a,b] C U et que f est différentiable en tout point de [a,b]. Alors

£ () = f@)ll < [lb—all - sup ||f'(z)]]

z€la,b]

COROLLAIRE 1.2 (TAFconvexe). Soit U C E un ouvert conveze,
f U — F une application différentiable dans U. Soit k € R t.q.
|| f/(w)|| < k pour tout u € U. Alors

£ (0) = f(a)ll < Kl[b — all
foralla,b e U.
THEOREME 1.3 (TAF2). Soit A € L(E, F). Dans les hypothéses du
TAF1 on a

17 (b) = fla) = A(b = a)|| < ( sup Hf’(x)—AH)Hb—aH-

z€[a,b]

2. Applications

PROPOSITION 2.1. Une application différentiable f définie sur un
ouvert conneze et telle que f'(x) =0 pour tout x est constante.

DEFINITION 2.2. Soit U un ouvert dans un espace vectoriel E. Soit
f U — F une application différentiable en tout point de U. On dit
que f est de classe C! dans U si 'application

r— f'(x); U— L(E,F)
est continue.

PrRoOPOSITION 2.3. Soit U C R™ un ouwvert et f : U — R"™ une
application. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est de classe C' dans U.
7
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2. Les dérivées partielles existent en tout point de U et toutes
les fonctions

fi

Ox

T (): U —-R
J
sont continues.



CHAPITRE 3

THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES
ET THEOREME D’INVERSION LOCALE

1. Théoréme des fonctions implicites

THEOREME 1.1. Soit E, F,G des espace vectoriels, U C E,V C F
des ouwverts f : U x V — G une application de classe C* dans U x V.
Soit (a,b) € U x V et f(a,b) = c. Supposons que

0

—f(a, b): F -G

Ay
est un isomorphisme. Alors il existe des voisinages ouverts A C U, B C
V' des points a, resp. b et une fonction g : A — B, tels que pour
(x,y) € Ax B ona

(flz,y) =) & (y = g(x)).
La fonction g est de classe C' dans A et

1@ =~(ZLwaen) o (L)

2. Théoreme d’inversion locale. Difféomorphismes.

Soit E, F' des espace vectoriels, U C E un ouvert.

Définitions. Soit V' C F un ouvert et f : U — V une application
Cl. On dit que f est C'-difféomorphisme si f est bijective, et son
application réciproque f~1:V — U est de classe C! dans V.

On dit que f : U — F est un difféomorphisme local en a € U, s’il
existe un voisinage A de a, et un voisinage B de b, tels que f|A: A — B
est un difféomorphisme.

Le théoréme et ses corollaires.

THEOREME 2.1. Soit ¢ : U — F une application de classe C' dans
U. Soit a € U et supposons que ¢'(a) : E — F soit un isomorphisme.
Alors ¢ est un diffeomorphisme local en a.

9
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COROLLAIRE 2.2. Soit f : U — F wune application de classe C*

dans U telle que f'(a) est un isomorphisme pour tout a € U. Alors
f(U) est ouvert.

COROLLAIRE 2.3. Une application injective f : U — F telle que
f'(a) est un isomorphisme pour tout a € U est un difféomorphisme sur
son image.

PROPOSITION 2.4. Une application propre f : U — V de classe C*
qui est un difféeomorphisme local, est surjective, si V' est conneze.

ProproOSITION 2.5. Soit f : R — R"™ une application de classe
C*, telle que pour chaque x € R™ on ait ||f'(z)|]| < k < 1. Alors
Papplication x — x + f(x) est un difféomorphisme de R™ sur R™.

Application : Polynémes et leur racines. Poura = (aq,...,a,)
R"” on note P,(z) le polynéme ™ — a1z + asx + ... + (—1)"a,. Soit
U={(A,.., )M <X <...< A}
V ={(ay,...,a,)| le polynéme P,(x) a n racines réelles distinctes }
Soit @ : R™ — R™ I'application qui a chaque A € R"™ associe le n-uplet
a € R", tel que Ay, ..., \, sont les racines de P,(x).

THEOREME 2.6. L’image ®(U) est ouvert, et la restriction ®|U :
U — ®(U) est un difféomorphisme sur son image. Pour le déterminant
de la matrice jacobienne de ® en point A = (A1,...,\,) € U on a la
formule suivante :

det Jy(®) = = [ (N = \))-
i#j



CHAPITRE 4

DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR

1. Dérivée seconde

Soient E, F' des espace vectoriels, U C F est un ouvert, f : U — F
un application.

DEFINITION 1.1. Soit a € F. Supposons que f soit différentiable
au voisinage Uy de a; soit f': Uy — L(E, F') son application dérivée.
On dit que f est deux fois différentiable en a si f’ est différentiable en
a. La différentielle (f')(a) € L(E,L(E, F)) est appelée differentielle
ou dérivée seconde de f en a et notée f”(a).

LEMME 1.2. Soit E, F,G des espace vectoriels. Il y a un isomor-
phisme naturel entre L(E, L(F,Q)) et L(E, F; Q).

Vu ce Lemma on peut considérer la différentielle seconde d’une
application f : F — F' comme une application bilinéaire £ x £ — F'.

THEOREME 1.3 (Schwartz). La différentielle seconde est une appli-
cation bilinéaire symétrique.

LEMME 1.4. Soit f : E — F une fonction deux fois différentiable en
a€ E. Soitk € E. On pose : g(x) = f'(x)(k). Alors g est différentiable
en a et g'(a)h = f"(a)hk

DEFINITION 1.5. Soit f : U —> R" une application, et a € U.
Supposons que la dérivée partlelle ex1ste dans un voisinage de a. Si
la dérivée partielle de la fonction

of
o %)
par rapport a la coordonnée x; existe en a elle est appelée la dérivée
partielle de deuziéme ordre de f (selon les coordonnées z;, x;).

ProrosITION 1.6. Soit U C R™ un ouvert ,a € U et f: U — R™

une fonction. Si f est deux fois différentiable en a alors toutes les

853; - (a) existent et

a)hk = thax% a)

11

X —

dérivées partielles
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COROLLAIRE 1.7. Si f est deux fois différentiable en a, alors

LAt SR L
8:67;8:@ N 8@8%

DEFINITION 1.8. On dit que f : U — F est de classe C? si elle est
2 fois dérivable dans U et la fonction

z— f"(x)
est continue dans U.

ProposITION 1.9. Soit U C R™ un owvert et f : U — R™ une
fonction. Alors f est de classe C? dans U si et seulement si toutes les

dérivées partielles de premier et second ordre existent et sont continues
dans U.

2. Dérivées d’ordre > 2

DEFINITION 2.1. La définition des dérivées supérieures est faite par
récurrence : Soit f : U — F une fonction et a € U. La dérivée de n
-itme ordre f(™(a) est par définition la dérivée de le fonction

x> fO7D(2)
en a.

Comme dans le cas des la dérivée seconde, on peut identifier la
n-ieme dérivée d'une fonction avec une forme n-linéaire symétrique

f™a):Ex---xE—F.
On note f™(a)(h,...,h) par f™(a)(h)*.

THEOREME 2.2 (Formule de Taylor avec reste intégral). SoitU C F
un ouvert, f : U — F une fonction de classe C*** dans U. Soit a € U,
on suppose que [a,a+ h] C U. Alors

Flat h) = f(@) + F@h+ 3" @)0) + o f O a)(h)+
/1 (1 ;'T)kf(k-i,-l)(a + Th)(h)k+1d7'

COROLLAIRE 2.3 (le reste selon Lagrange). Dans les hypothéses du
théoréme précédent soit M = sup,; ||f*V (2)]|. Alors le reste

R = fla 1) = (F(a) + 7@+ L@+ gy @)
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vérifie
M

m“h\\(kﬂ)

IR (f, W <

3. Extrema des fonctions réelles

DEFINITION 3.1. Soit f : v — R une fonction, a € U.

1. On dit que f admet un mazimum en a si pour tout x € U
on a f(z) < f(a).

2. On dit que f admet un maximum local en a si pour tout x
dans un voisinage de a on a f(x) < f(a).

3. On dit que f admet un mazimum strict en a si pour tout

relU, x#aona f(r) < f(a).

4.  On dit que f admet un maximum local strict en a si pour
tout x # a dans un voisinage de a on a f(z) < f(a).

De méme on définit les notions de minimum, minimum strict, mi-
nimum local, minimum local strict.

On dit que f admet un extremum en a, si elle admet un maximum
ou un minimum.

On dit que f admet un extremum local en a, si elle admet un
maximum local ou un minimum local.

Une condition nécessaire d’extremum.

PROPOSITION 3.2. Soit E un espace vectoriel, U C E un ouvert.
Soit f : U — R une fonction. Supposons que f admet un extremum
local en a et que f est différentiable en a. Alors f'(a) = 0.

Une condition suffisante d’extremum.

PrRoPOSITION 3.3. Soit E un espace vectoriel, U C E un ouvert,
f: U — R une application de classe C*. Supposons que f'(a) = 0 et
que la différentielle seconde f"(a) est positive non dégénérée. Alors f
admet un minimum local strict en a.

Extremas liés et multiplicateurs de Lagrange. Ici U C R"
un ouvert, f : U — R une fonction, L C U un sous-ensemble, a € L.

DEFINITION 3.4. On dit, que f admet un minimum local lié en
a € L par rapport a L s’il existe un voisinage V' C U de a, tel que
fIVNL:VNL— R admet un minimum en a.

PROPOSITION 3.5. Supposons que L = g=1(0), ot g : U — R une
fonction de classe C*, telle que g'(x) # 0 pour tout x € U. Supposons
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que f admet un minimum local i€ en a. Alors il existe un nombre réel

A € R tel que
f(a)=X-g'(a).



CHAPITRE 5

SOUS-VARIETES DE R”

1. Sous-variétés et leurs espaces tangents

DEFINITION 1.1. Soit M C R", soit k un entier, 0 < k < n. On
dit, que M est une sous-variété de R"™ de dimension £ si pour chaque
x € M il existe un difféomorphisme ¢ : U — V (ou U,V C R" des
ouverts et x € U) tels que ¢(UNM) = VNREF. Un tel difféomorphisme
est appelé diffcomorphisme adapté ou carte adaptée a M en x.

DEFINITION 1.2. Soit K C R",z € K. Soit 7 :]a,b[— R" une C'-
application telle que y(¢) = z et pour tout ¢ €la,b[ on a : v(t) C K.
On dit que fl—Z(C) est vecteur tangent a K en x. L’ensemble de tous les
vecteurs tangents a K en x est dit espace tangent a K en x, noté T, K.

REMARQUE 1.3. L’espace tangent n’est pas nécessairement un es-
pace vectoriel.

PROPOSITION 1.4. Soit M C R™ une sous-variété de dimension k
etx € M. Alors :

1.  T,M est un sous-espace vectoriel de R" de dimension k.
2. Soit ¢ un difféomorphisme adapté a M en x. Alors T, M =
(67) (8(x))(RY).
EXEMPLE 1.5. L’ensemble Z = {(z1,x5)|z172 = 0} C R? n’est pas

une sous-variété de R2.

2. Graphes comme sous-variétés
Soit U € R*,V C R™ des ouverts, f: U — V une application.
PROPOSITION 2.1. Si f est de classe C', alors :
1. Le graphe de f
Ly ={(z,y) eR"xR" | y = f(x)}

est une sous-variété de R" de dimension k.
2. Soitc = (a, f(a)) € I'y. Alors Uespace tangent T.I'; est le graphe
de lapplication linéaire f'(a) : R¥ — R™.

15
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3. Sous-variétés définies par équations

Soit U C R™ une ensemble ouvert et f: U — RP une application
(ot p < n ). On va noter f~1(0) par M.

THEOREME 3.1. Supposons que f est de classe C* et que lappli-
cation linéaire f'(z) € L(R",RP) est surjective pour chaque z € M.
Alors :

1. M est une sous-variété de R"™ de dimension n — p.
2. L’espace tangent T, M est égal a Ker (f'(z) : R" — RP).

EXEMPLE 3.2. La sphere S™ C R™"*! est une sous-variété de R"+!
de dimension n.

EXEMPLE 3.3. Soit R > r > 0. Posons

Flz,y,2) = (Va?+ 42 — R)2 + 22 — 2

La surface, donnée par 1’équation F(z,y, z) = 0 est notée T? et appelée
tore. T? est uns sous-variété de R? de dimension 2.

PROPOSITION 3.4. T est homéomorphe a S* x S*.



