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1 Introduction

Soient (g, [,]) une algebre de Lie sur un anneau commutatif K, Ug = TUg/ son algébre enveloppante, ot
TUg = @nZO Ug®k désigne 'algébre tensorielle sur Ug munie du produit de concaténation, et I est I'idéal
bilatere engendré par les éléments de la forme

g@h—h®g—|[g,h]/g,he€g

Supposons donnés M un Ug-bimodule et N est un g-module & droite ('action de g est alors notée par -). Le
produit de deux éléments x et y de Ug sera noté zy, tout comme ’action de Ug sur M.

Definition 1.0.1.
— Le complexe de Chevalley-FEilenberg de g d coefficients dans N est le K-module N-gradué C.(g) défini

en degré n par
Cn(g; N) :=N®A"g

muni de la différentielle d°F : C,(g; N) — Co_1(g; N) définie en degré n par

dP@©g A Aga) =Y ()T gi@gi A AGA A
i=0
Y x@g A Agi gl A NG A Agn
i<j

avec x € N et g1, ..., gn dans g.
— Le complexe de Hochschild de Ug a coefficients dans M est le K-module N-gradué CH,(Ug; M) défini
en degré n par
CH,(Ug; M) :== M @ Ug®"

muni de la différentielle d : CH,(Ug; M) — CH,_1(Ug; M) définie en degré n par

n—1
dH(m®;v1®~--®xn) =mx ®x2®-~-®mn+2(—l)im®x1®~--xixi+1®---mn
i=1

+(D)"rt,m@T @ @ Ty

Dans le cas particulier ot N = M9 est le g-module adjoint dont le K-module sous-jacent est M avec
I’action de g définie par
m-g:=mg—gm ,mecM,geg

H. Cartan et S. Eilenberg ont démontré le théoreme suivant :
Theorem 1.0.2. [Cartan-Eilenberg] Si g est projective sur K, Uapplication d’antisymétrisation F : C,(g; M*?) —
CH,(Ug; M) définie en degré n par
Fm®giN---Agn) = Z sg(0)go(1) N+ A Go(n)
oEY,

pour tous m dans M et g1, ..., gn dans g est un quasi-isomorphisme de complexe de chaines.



Le but de cet exposé est de répondre a la question suivante (dans le cas on Q C K) :

Existe-t-il un quasi-isomorphisme de complexes de chaines G : CH, (Ug; M) — C.(g; M%), quasi-
inverse de F, explicite et fonctoriel en g?
En donnant les grandes lignes de la démonstration du théoréme suivant :

Theorem 1.0.3. Pour tout entier n existe des opérateurs explicites 'y, : Ug®™ — Ug[ty, -+ ,t,], et BL : Ug®™ —
Uglt1,- -, tn] polynomiauz en les indéterminées t;, 1 < i < n, tels que lapplication

G : CH, (Ug; M) — C.(g; M%)

définie en degré n par

G(mzr® - @x,) = / dty- - dt, STa(z(V, - 2M)z®. . e@mD, (@ - e® Bl 2 W) - @B (")

[0,1]"

pour tout m dans M et x1, ..., ©, dans Ug soit un quasi-inverse de l’application d’antisymétrisation, fonctoriel
en g.

Dans le théoréme précédent, S désigne I'antipode de 'algeébre de Hopf Ug et la notation de Sweedler
21 Q- ®m(”)

désigne le résultat du coproduit itéré (n — 1) fois appliqué & un élément x de Ug.
Ce résultat peut étre vu comme une généralisation des deux suivants :
Une solution non-explicite :

Theorem 1.0.4. [Suslin-Wodzicki] Si K = Q, il existe un quasi-isomorphisme de complexes de chaines
GV : CH.(Ug; Q) — C.(9; Q)
fonctoriel en g.
et, dans le cas abélien réel (Ug = Sg est identifié aux fontions polynomiales sur g*), une solution explicite :
Theorem 1.0.5. [Bordemann-Ginot-Halbout-Herbig-Waldmann] Si g est de dimension finie sur K = R, lap-
plication GBEHHW CH, (Ug; M) — C.(g; M*?) définie par

GBCHHEW (1 @ 01 @ - - 1y) 1= Z ([ dtr---dt,Of . (x1, - 2p)mOs, i, (X1, 2n)) D€, Ay,

. . A
115 5tn

ot €1, ..., &y désigne une base de g et les Oy, ... i, O; .., sont des opérateurs différentiels en les x; polyno-

miaux en les t;, est un quasi-inverse de F'.

711L

Dans ces deux cas, la construction repose sur l'existence d’une certaine homotopie contractante et sur
I'interprétation des homologies de Chevalley-Eilenberg et de Hochschild en termes de foncteurs dérivés.

2 La méthode

Pour comprendre d’otl viennent les quasi-isomorphismes définis précédemment (F, G, G5V et GBGHHW),
il suffit de revenir & la démonstration du théoréme 1.0.2 donnée par Cartan et Eilenberg (dans le cas ou g est
projective sur K) :

Proposition 2.0.6. w
HH  (Ug; M) := H,(CH,(Ug; M), d™) = TorV®®Ys™ (Ug; M)

Car
(CH*(U9§ M)7 dH) = (M QugeUger B*(UG)v Id® d”

ot (B.(Ug) = Ug**2,d®B) est la résolution bar de Ug comme Ug-bimodule.

., 2 +9)



Proposition 2.0.7.
H.(g; N) := H.(C.(g; N)) = Tor?(I; N)

Car
(C.(g; N),d“F) = (N @y C(g; Ug), Id @ d°F)

et Cy(g; Ug) est une résolution projective de K comme Ug-module d gauche (via 'augmentation ¢ : Ug — K),
appelée résolution de Chevalley-FEilenberg.

Le point clé de la démonstration du théoréeme 1.0.2 est la proposition suivante, qui tire parti de la structure
de Ug module & droite sur Ug ® Ug® induite par le morphisme d’algebres (Id ® S)A : Ug — Ug ® Ug® :

Proposition 2.0.8. Le complere de chaines (CK.(g),d™) défini en degré n par
CK,(g) :=Ug® A"g ® Ug
et ou d¥ est la différentielle obtenue en transportant d°F via Uisomorphisme
CK.(g) = Cu(g; Ug @ Ug™)
est une résolution projective de Ug comme Ug-bimodule, appelée résolution de Koszul de Ug.

Pour conclure, il suffit d’utiliser le lemme fondamental du calcul des foncteurs dérivés qui assure que n’im-
porte quel morphisme de résolutions
CK.(g) — B.(Ug),

en particulier I’application d’antisymétrisation F' a coefficients dans Ug® Ug®P, induira une équivalence
d’homotopie
M ®Ug®Ug°P CK. (g) — M ®Ug®Ug°P B*(Ug)

puis de remarquer que
M ®Ug®Ug°P CK* (g) = C*(gv Mad)

Nous voyons donc que n’importe quel morphisme de résolutions
B.(Ug) — CK.(g)

induira nécessairement un quasi-inverse de F'.

Afin de produire un tel morphisme de résolutions, il suffit de connaitre une homotopie contractante h :
CK.(g) = CK,+1(g)de la résolution de Koszul et de définir G, : B.(Ug) — CK,(g) par récurrence sur le degré
comme étant I'unique morphisme de Ug-bimodules gradués vérifiant

Go(l®z1®- 2, ®1) =hGp 1dP(1®@2, @ 2,®1) ,n>1

pour tous 1, ..., T, dans Ug et Gy = Idyyeug-

Dans le cas de Suslin-Wodzicki, ’homotopie est elle méme définie par récurrence et utilise 'iso de PBW.
Dans le cas de BGHHW, elle est explicite et repose du 'interprétation de la resolution de Koszul en termes de
formes différentielles (Cf. Connes, “non commutative diff. geometry” ).

L’idée est donc de comprendre géométriquement la résolution de Koszul ou de Chevalley-Eilenberg pour en
déduire une homotopie contractante (Pour démontrer 'acyclicité de C,(g; Ug), Cartan-Eilenberg se raménent
au cas abélien par filtration puis utilisent un résultat général sur les complexes de Koszul).

3 Le lemme de Poincaré algébrique

Rappelons que l'algebre enveloppante admet une interprétation géométrique en termes de distributions
ponctuelles : si g est de dimension finie sur K = R, en notant G un groupe de Lie dont 'espace tangent est g :

Ug = Ce(G)v

ot Ce(G) est l'espace des germes de fonctions en I’élément neutre e de G, muni de la topologie m-adique (m est
I'idéal maximal des germes s’annulant en e), et V désigne le dual linéaire continu. Cet isomorphisme (d’algebres
de Hopf) est clairement défini sur les générateurs (il suffit de se rappeler ce qu’est un vecteur tangent en e) et



prolongé via la regle zy(f) = (z®y)(f op) o u désigne le produit de G, f est un germe, et x, y sont de longeur
plus grande que 1 dans Ug.

On note X le champ de vecteurs invariant & gauche engendré par un vecteur tangent g € g = T.G.

Si l'interprétation des cochaines de Chevalley-Eilenberg a valeur dans R en termes de formes différentielles
invariantes est bien connue, celle des chaines en termes de courants ponctuels ’est moins :

Proposition 3.0.9. Le morphisme d’espaces gradués ¢ : Cy(g; Ug) — Q(G)Y défini en degré n par

Cu(g;Ug) — Q2(G)Y
QPN Agn = (wea(w(Xg,, -, X))

ot QM(G)Y désigne le dual continu (pour la topologie m-adique) de l’espace des germes de formes différentielles
sur G en e, est un isomorphisme de compleze de chaines (o Q2 (G)Y est muni de la différentielle de de Rham
dual d}y ).

Le lemme de Poincaré assure qu’a toute contraction s : [0,1] x U — U d’un voisinage de e est associée une
homotopie contractante § du complexe Q7 (G) via la formule

1
5(w) = / dt o s*w
0 at

ou ¢ 2 désigne le produit intérieur par le champ de vecteur %.
En choisissant U assez petit pour que le logarithme In : U — In(U) C g soit défini et tel que In(U) soit
convexe, il est possible de définir la contraction canonique s.., : I x U — U par la formule

Scan(t, z) := exp(tlnz) ,t€0,1], z€ U

Afin de d’écrire algébriquement 'homotopie de la résolution de Chevalley-Eilenberg induite par §.q, via
I’isomorphisme 1), il nous faut introduire un ingrédient supplémentaire : 'idempotent eulérien.

Definition 3.0.10. [Loday, Reutenauer| L’idempotent eulérien est le morphisme K-linéaire pr : Ug — Ug

défini par
ey

k>1

%(Id —ne)™ = In, (e + (Id — 7¢))

oun : K — Ug est l'unité de Ug, € : Ug — K son augmentation, et x désigne le produit de convolution des
endomorphismes K-linéaires de la bigébre Ug.

Remark 3.0.11. L’idempotent eulérien est en fait a valeurs dans g C Ug.

Proposition 3.0.12. L’homotopie contractante s : Cy(g;Ug) — Ciy1(g; Ug) induite par Scan via l'isomor-
phisme 1 vérifie

1
ST @G A A gn) = / dt ¢ (zM) @ pr(z®) A Ay (2P, g1) A+ A A2 g,,) (1)
0

pour tous x dans Ug et g1, ..., g, dans g, avec, pour tout t dans [—1,1],
k
- = Z/@o %Pf*k = exp, (tpr) = "1d**”
- Ay(w,y) = ¢7t($(1))¢t(3€(2)y)-
Ingrédients de la démonstration. Transcrire tout le calcul différentiel en termes algébriques. Un résultat fonda-

mental utilisé dans la démonstration est le lemme suivant, qui donne une inteprétation géométrique de 1’iso-
morphisme de PBW :

Lemma 3.0.13. [Torrossian, R.] Les difféomorphismes locauz (non compatibles auz structures multiplicatives
mais auz diagonales ensemblistes)



induisent au niveau des distributions ponctuelles le diagramme commutatif

pPBW!

Ug

BN

ot Sy est la cogébre symétrique sur g vue comme distributions sur le groupe additif (g, +), projg est induite par
la différentiation en 0 des fonctions, PBW est l’isomorphisme de symétrisation de Poincaré-Birkhoff- Witt dont
linverse est donné par

T
PBW Sg
g

1
—1 . *xk
PBW™" .= g —k!pr
k>0

ot la convolution a lieu dans Homg (Ug, Sg).

Remarquons que la contraction ¢; n’est alors rien d’autre que I’endomorphisme induit par la contraction
géométrique S.q, au niveau des distributions. O

L’interprétation géométrique de la résolution de Chevalley-Eilenberg n’a plus de sens sur un anneau quel-
conque. Cependant, la formule définissant 'homotopie s°*™ en a des que Q C K.

Theorem 3.0.14. [R.] Si l’anneau de base K contient Q, la formule (1) définit une homotopie contractante de
la résolution de Chevalley-FEilenberg de g.

Corollary 3.0.15. L’application linéaire graduée de degré +1 h : CK,(g) — CK.(g) définie en degré n par

1
hE@ g A Agn@Y) ::/ dt ¢y (zM) @ pr(z®) A Ap(@® g1) A+ A Ay (2 g,) @ g1 (2F)y (2
0

est une homotopie contractante de la résolution de Koszul de g.

4 Construction du quasi-inverse ¢

Rappel : G, : B.(Ug) — CK,(g) est défini par récurrence sur le degré comme étant I'unique morphisme de
Ug-bimodules gradués vérifiant

Go(l®z1®-2,®1) =hGp 1dP(1®@2, @ 2,®1) ,n>1 (3)

pour tous 1, ..., £, dans Ug et Gy = Idygeus-

Question : Comment se passer de la récurrence ?

Idée : Dans le cadre de la cohomologie & valeurs réelles d’une algebre de Lie de dimension finie/infinie, Van
est/Neeb définissent une application d’intégration des 2-cochaines de Chevalley-Eilenberg en 2-cochaines de
groupe localement lisses. L’ingrédient principal est une carte ¢ : U — V C g, ot G est un groupe de Lie/Fréchet
dont l'algebre de Lie est g et U est un ouvert de G contenant 1’élément neutre e, centrée en e et vérifiant des
conditions d’ordre 0 et 1. En posant

Oora(t) = 4 (sw(zlw%w(zz))) (s (1 - sw(zz))))

il est alors possible d’associer & toute 2 cochaine de Chevalley-Eilenberg w : A%2g — R, la cochaine de groupe
locale lisse

I(w) : (217 T ’Zn> € UXQ = / UZL"',ZHWeq
A2

dont la différentielle seconde au point (e, €) antisymétrisée redonne bien w i.e. D?, ) I(w)(g1,0)(0, 92)—DZ, . I(w)(g2,0)(0, g1)
w(g1 A g2)-



En prenant ¢ = S¢qn, et remplacant les simplexes par des cubes v, ... ,, bien choisis, il est possible de
généraliser cette construction a tout degré homologique pour définir un morphisme de complexe de cochaines

I:C*(gR) — CL.(G:R)
W = ((217..' ?Zn) = fD" fY:l,"'aaneq

qui soit une section de 'application de différentiation/antisymétrisation des cochaines de groupe localement
lisses.
Or, en considérant les germes de cochalnes de groupe, on obtient un isomorphisme

Cloc,e(GiR) = CH, (Ug; R)
Il s’avere que IY et le morphisme induit en cohomologie & valeurs réelle par G, coincident :

Proposition 4.0.16. Le diagramme de complexes de chaines

o~

Cl*oc,e(G;R)v CH*(UQ,R)
\ @:

Ci(g;R)

est commutatif.

La formule compacte définissant I se reléve sans difficulté au niveau des résolutions et permet d’écrire G.
sans faire appel a une récurrence. De plus, méme si elle n’a plus de sens sur un anneau arbitraire, cette formule
reste valide des que Q C K.

Theorem 4.0.17. [R.] Si g est une algébre de Lie sur K contenant Q, le morphisme de résolutions G, :
B, (Ug) — CK.(Ug) défini par (3) vérifie :

G (180,® - @2,®1) 1= [ dty--dt,Tn(2) - 2B (22 2@ W ABr (") 2R 8T, (2F2). L g (nt2)) g F8). 40
[0,1]™
pour tous Ty ..., T, dans Ug, ot Ty, : Ug®" — Uglty, - - ,t,] est ne n-cube défini par

Fn(yla T 7yn) = ¢t1 (y1¢t2 (y2¢t3(' o yn—1¢tn (yn) e )))

et les opérateurs B!, 1 <i < n sont définis par

1y 9

sz(yla"' ’yn) = S(Fn(ygl), yYn ))871_‘"(:1/52)? ayr(L2))

pour tous yi, ..., Yn dans Ug.

5 Applications

La connaissance du quasi-isomorphisme G, permet d’obtenir un relévement (une “intégration formelle”) des
cocycles d’algebre de Lie en cocycles de I'algebre enveloppante. De plus, le lemme fondamental du calcul des
foncteurs dérivés nous assure que la paire (F,G.) est une équivalence d’homotopie. Mieux que cela, un calcul
direct de la composée F, o G, nous montre qu’elle est égale & I'application identité sur C,(g; M%), en d’autres
termes

Idm®F
CH.(Ug; M) =— C.(g; M%)
Idm @G
est un rétract par déformation.
Bien que l'existence d’une homotopie H : CH,(Ug; M) — CH,.1(Ug; M) telle que

Hd"” +d?H =1d — F, o G,

soit assurée, il est utile pour d’éventuelles applications d’en déterminer une explicitement. Une fois de plus, il
suffit de traiter le cas universel des résolutions, ce que fait la proposition suivante en degré 1.



Proposition 5.0.18. Soient Hy : Byo(Ug) — Bo(Ug) et Hy : B1(Ug) — B2(Ug) les morphismes de Ug-bimodules
définis par
HQ =0

et

1
H(l®zol):= / dt1® ¢p(zV)@pr(zP) @ ¢ 1(a®) 10101
0
Alors
dPHy + Hod® = 1dp, 1)

Pour terminer, nous allons montrer comment utiliser G, et H, pour expliciter le théoréme de rigidité des
algebres de Lie semi-simples. Soient

— g une algebre de Lie semi-simple sur K = C,

— CJ[A]] la C-algebre des séries formelles & coefficients complexes en I'indéterminée h,

- Ug[[h]] := Ug ®c C[[h]].

Definition 5.0.19. [V. Drinfel’d, C. Kassel,] Une algébre enveloppante quantique pour g est la donnée
d’une structure de quasi-bigébre tressée sur le C[[h]]-module Ug[[h]] qui coincide d l'ordre O avec la structure
d’algébre de Hopf sur Ug.

La donnée d’une structure de quasi-bigebre tressée implique celle d’un produit associatif C[[h]]-linéaire
wn 2 Ug®2[[h]] — Ug[[h]] entierement déterminé par sa restriction a Ug®?, qui prend la forme d’une série formelle

Hp = Z hi#z‘

>0
ou chaque y; est une application linéaire de Ug®? dans Ug et g est le produit usuel de Ug.

Exemple de l'algebre de Drinfeld-Jimbo [Kassel] : A = (a;;5)1<i,j<n matrice de Cartan de g et D = diag(dy,--- ,d,)
matrice des longueurs de racines.

Definition 5.0.20. L’algébre de Drinfeld-Jimbo associée a g est le quotient, noté Uyg, de la C[[h]]-algébre
libre engendrée par les générateurs X;, Y;, H;, 1 <1 < n, par l’idéal engendré par les relations

HiaH' :07 XMY :67,—7
[ i [ i 7 sinh(hd;/2)
[H;, X;] = ai; X; [Hi, Hj| = —ai;Y;
et pour i # j
1—a;;
o[ ] xatoa
k=0 qi
et
1-ai 1 — qs
Z (_1)k |: kj(lzg :| YiijYil_a“_k -0,
k=0 qi
ou q; = ehdi/? [ a ] = gt [ay! = [algla —1]g - [1]q, [a], = L=
v ’ b T (b a=b]g!’ q: q q q’ q q—q- T °
q

Proposition 5.0.21. Upg peut-étre munie d’une structure de quasi-bigébre tressée qui en fait une algebre
enveloppante quantique de g.

Le théoreme de rigidité est le suivant :

Theorem 5.0.22. [Drinfel’d] Toute algébre enveloppante quantique est isomorphe, en tant qu’algébre associa-
tive, d la déformation triviale (Ug[[h]], po)-

La démonstration du théoreme précédent est non constructive et ne permet pas, a priori, d’expliciter un
isomorphisme. Cependant, il est possible de la suivre pas a pas et d’utiliser notre morphisme G, pour rendre
explicites les étapes qui ne le sont pas :



1. Le produit déformé s’écrit sous la forme py, := Zi>0 R s,

2. On pose k = inf{i > 1/ p; # 0}. py. est un 2-cocycle de Hochschild dans CH?(Ug; Ug),

3. Comme g est semi-simple H?(g;Ug®@) = 0, et une contraction explicite peut étre définie a l'aide de
I’élément de Casimir de g. Ainsi, il existe 8 : g — Ug explicite, telle que d°F 3 = F2p,,

4. Or, par la proposition G2F?uy = py, +d? H 'y, ie. pyp = d o avec a := G?B — H' yy,

5. On utilise I'isomorphisme de C[[h]]-modules Id + h¥a pour récrire le produit déformé sous la forme p} :=
> iso I p;. Par construction, pj = ph = -+ = pj = 0.

6. En reprenant la procédure avec le nouveau produit on fabrique une famille d’isomorphismes dont la

composée envoie le produit déformé sur le produit trivial.

Ainsi, G* et H! devraient permettre d’expliciter un tel isomorphisme en temps fini & tout ordre fixé, dés lors
que l'on connait explicitement le produit déformé comme c’est le cas dans la déformation de Drinfeld-Jimbo.

Remark 5.0.23. Un isomorphisme explicite est déja connu dans le cas ot g = slo(C). Dans “A guide to

quantum groups”, Chari et Pressley le définissent sur trois générateurs (a un scalaire prés égaux aux Hq, X1,
Yi):

Ung — Ugl[h]]
H — H
Y » Y

X =

9 <coshh(H—1)—cosh2h\/§> ¥

((H—1)2—4Q)sinh?h
avec

~ 1
Q:z(H—l)z—i—XYeUhg



