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1 Genres, logarithmes, fonctions caractéristiques
et suites multiplicatives

1.1 Définitions et proprietés générales des genres

Soit B une Q-algebre unitaire. Soit {p; };en une famille d’indeterminées telle
que p; est de poids ¢ pour tout entier ¢ et pg = 1. On note B l'anneau des
polynomes en les indeterminées p; a coefficients dans B. B est alors gradué par
les poids homogenes (p;, pi, - - - Pi,, & pour poids i1 + i + -+ + 4% ). On note By,
le B-module des polynomes homogéenes de poids k, pour tout entier k.

Définition 1.1.1 Une suite (K;)jen d’élements de B est dite m-suite, ou suite
multiplicative si
- Ko =1 et K; € B; pour tout entier j > 1.
— Pour toutes familles d’indeterminées ou d’éléments de B (p;)ien+, (P})ien~
et (pl)ien~ verifiant 1’égalité entre séries formelles

L 2y 22 +p52° 4+ - = (L4pyetph2®+p52  + - ) (Thpratpae®+psz®+- )
on a l’égalité entre séries formelles suivante
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La série formelle Z;‘io K;(p1,p2,- -+ ,pj)2’ sera notée K(Z;’;o p;27) afin
d’alleger les notations.
Remarque 1.1.2 La proprieté de multiplicativité (x) peut s’écrire
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A toute suite multiplicative K := (Kj) cn est associée une série formelle Q
dont le premier terme est 1 définie de la facon suivante :

Qk(z) = K(1+2)
Le coefficient devant 27 dans @ est alors K;(1,0,---,0).

Proposition 1.1.3 La série QQ définie précédemment détermine entiérement la
suite multiplicative K. FElle est appelée série caractéristique de K.

Réciproquement on a :

Proposition 1.1.4 Toute série formelle Q dont le terme de degré 0 est 1 est
la série caractéristique d’une suite multiplicative K.

Les deux propositions nous fournissent une bijection entre ’ensemble des
séries formelles de premier terme égal a 1 et ’ensemble des suites multiplicatives.
Notons Q99 I’anneau des classes de cobordisme orienté.

Définition 1.1.5 Soit B une Q-algébre unitaire. Un genre (orienté) d valeurs
dans B est un morphisme de Q algébres

0:°®Q— B
Les suites multiplicatives fournissent des genres de la fagon suivante

Proposition 1.1.6 Soit K := (K;) jen une suite multiplicative et M une va-
rieté de dimension 4n. Notons [M] la classe fondamentale de M ([M] € Hyn(M,Z))
et, pour tout entier i, p; la i-éme classe de Pontrjagin de M (p; € H*(M,7Z)).
Posons

or (M) := Ky (p1,p2,- - pn)([M])

et dans le cas ou la dimension de la varieté M n’est pas divisible par 4 on pose
v (M) :=0.
L’application px ainsi définie induit un genre, toujours noté g, a valeurs

dans B.

Remarque 1.1.7

1. Si M est de dimension divisible par 4, ¢(M) est une combinaison linéaire
de nombres de Pontrjagin de M.

2. Toute série caractéristique (i.e de premier terme égal a 1) @ donne de
méme un genre pq. La fonction caractéristique de pg est Q.

Définition 1.1.8 Le logarithme d’un genre ¢ est la série formelle log,, définie
par
@(Cp%)tznﬂ

log,(t) :== o1 1

n>=0

Soit @ une série caractéristique. Définissons la série formelle f par f(z) :=
ﬁ. Le premier terme de f est x donc f est inversible formellement. Notons

logg == f~".



Proposition 1.1.9
long (t) = logQ(t)

Nous savons par ailleurs grace a un théoreme de R. Thom que ’anneau
099 ® Q est un anneau de polynomes en les classes des CP?" (pour n € N) :

Théoréme 1.1.10 (Thom)
099 @ Q = Q[CP?,CP*,CPS, .. ]

Ainsi un genre est entiérement déterminé par ses valeurs sur les classes de cobor-
disme des CP?" et donc par son logarithme. De plus si ¢ est un genre, son
logarithme est aussi celui d’une série caractéristique Q. En effet

x

=log, ' (z) & Q(a*) = log_ ()

x
log (t) = log,,(t) < o)
La proposition 1.1.9 nous dit qu’alors 1og¢Q = log, d’ou ¢ = ¢q d’apres le
théoréeme de Thom. Ainsi tout genre est obtenu comme genre associé a une
série caractéristique (par la construction de la proposition 1.1.6 en utilisant
Kg) Il y a bijection entre 'ensemble des genres, celui des séries caratéristiques,
et celui des suites multiplicatives.
Enfin, un dernier objet est attaché a un genre, sa loi de groupe formelle :

Définition 1.1.11 La loi de groupe formelle associée a un genre ¢ est la série
formelle en deuz variables F, définie par

Fy(z,y) :=log, " (log,, () + log,,(y))

En conclusion, nous avons défini les objets genre, série caractéristique, loi de
groupe formelle, et logarithme. La donnée de I'un de ces quatre objets détermine
les trois autres.

1.2 Genre elliptique
Dans cette sous section, B = Q.

Définition 1.2.1 Un genre o : Q5°®Q — B est dit elliptique si son logarithme
log,, est donné par une integrale elliptique de la forme suivante

¥ 1
1 = dt
0g,(2) /O (1— 2612 1 cth)1/2
Remarque 1.2.2 Un genre elliptique ¢ a pour loi de groupe formelle

_ zy/R(y) +yV/R(x)
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Le premier exemple de genre est le genre elliptique L ou genre signature.

Définition 1.2.3 Le genre L est le genre de série caractéristique Qr, donnée
par




Proposition 1.2.4 Le genre L est elliptique.

Preuve de la proposition : Clairement log; (z) = th™'(z). Or

o1 r 1 z 1
h71 = 7dt = —dt = t
t () A 1_¢2 /0 ((1_t2)2)1/2d /0 ((1—2t2+t4)1/2d

Donc le genre L est elliptique de parameétres 6 = 1 et ¢ = 1. De plus le
développement en série de ﬁ est

1
1—¢ =2

k>0

d’ou

1 ,
logy, (z) = Z 2% + 1t2k+1
k>0

On en déduit que pour tout entier n, L(CP?") = 1.

O

Définition 1.2.5 Le genre A est le genre défini par la série caractéristique Q 4
donnée par

oy x/2

@ale’) = sinh z /2

Proposition 1.2.6 Le genre A est elliptique.

Preuve de la proposition :
Dans ce cas, le logarithme est donné par log 4(z) = sinh(z/2)~!. Or

d 1
—(2sinh(2/2)7!) = ———
dx 1+22/4
D’ou . )
log ;i (x) = / —dt
A7) 0o V1+1t2/4
ce qui prouve que le genre A est elliptique de parameétres 6 = —% et e =0.

2 Multiplicativité forte

2.1 Variétés virtuelles

Soit M une variété orientée compacte de dimension 2n. A toute classe de
cohomologie u dans H?(M,Z) on peut associer une sous-varieté! U de M de
codimension 2 telle que i*([U]) € Hap—2(M,Z) soit le dual de Poincaré de u,
ou 7 est 'inclusion de U dans M et [U] désigne la classe fondamentale de U. La
classe u est appelée sous-variété virtuelle. Apres avoir muni M d’une métrique

1 s’agit d’un résultat de R. Thom cf. [Thob4]



Riemannienne on peut identifier TM|y et TU @ NU ou NU désigne le fibré
normal & M dans U. Ce dernier est un fibré en plans réel qui peut naturellement
étre muni d’une structure de fibré en droites complexes dont la premiere classe

de Chern est i*(u). Alors
¢(NU)=14c(NU)=1+1i"(u)
d’ott
p(NU) = 1+ i*(u?)
Puis, en utilisant que TU @ NU =i*(T'M) :

(1+pr(M)+pa(M)+ )1 —u? +u* —ub+--))
Par ailleurs, nous savons que pour tout élément a € H*(M,Z)
i*(a)[U] = (a - u)[M]

Ainsi, il apparait que les nombres de Pontrjagin de U peuvent étre exprimés
comme 1'évaluation d’un polynome homogene de degré 2n en u et en les p;(M)
evalué sur le cycle fondamental de M, [M].

La construction précédente peut étre généralisée a tout r-uplet (uy, ug, - -, u;)
de classes de cohomologie u; € H?(M,Z) pour obtenir une sous-variété U, telle
que [U,] soit le dual de Poincaré de u; ---u, et dont la classe de Pontrjagin
totale p(U,) vérifie alors

p(U) - i (14 ui) - (1+ud)) = i*p(M)

Si ¢ est un genre de logarithme g, de série caractéristique @, de loi de groupe
formelle F(y1,y2) := >_, ;50 ar,s¥1y5 et de suite multiplicative K = (Kj);>o0,
la proprieté (xx) implique par multiplicativité de K :

KO pi(U)2)) [[ K +ujz) = i"K(>_ pi(M)z))

§>0 k=1 §=0
& K, 00) =i (KL 0,00 [] )
=0 j=0 k=1 k

= K0, = (k) T 21
k=1

d’on, en évaluant sur [U,] :

o(U) = (KE(M) - g~ (u1) - fu))[M] (%)

Considérons maintenant deux classes u et v dans M, le but étant d’exprimer
©(u + v) en fonction des valeurs prises ¢ sur les sous-varietés virtuelles de type



(u,u, -+ ,u,v,v,---,v) lorsque r et s parcourent N. C’est le contenu du lemme
—_——— ———

. T S
suivant :

Lemme 2.1.1

QD(U+U) = Z aﬁs'@(uaua"' , Uy UV, U,y e et ,’U)
r,s>0

T S

1

Preuve du lemme : Posons f = ¢~ et rappelons le lien entre f, g et F :

flu+v) = f(g(f(u) +9(f(v)))
— F(f(u), /(v))
= 3 anaf0) (o)
r,520

En vertu de l'identité ( x %) établie précédemment :
plutv) = (K(M) - f(u+v))[M]
= > ans(K(M) - f(w) f(v)*)[M]

r,s >0
- E ar,s’@(uaua"'vuavava"'77})
—_——— ———

r,s>0

T S

ce qui prouve le lemme.

2.2 Variétés de Milnor et genre universel

Définition 2.2.1 Le genre universel est l’application identité @ := Id : 099 ®
Q — Q3°®Q. Son logarithme est noté g et sa loi de groupe formelle F(y1,y2) :=
27'7320 QT,GnyS .

L’égalité du lemme 2.1.1 appliquée au genre universel est une identité dans
°®Q:
(u+v): QT’S~(U7U,"',U,’U,’U,"'7U)
———— ———

5>
r,s20 r s

Définition 2.2.2 Soient i et j deux entiers tels que i < j. La varieté de Mil-
nor H; ; est la sous-varieté de CP' x CP’ dont les points ont des coordonnées
homogeénes ((uo : w1 : -+ w;), (vo :v1 -+ 1 v;)) vérifiant

Ugo + u1v1 + - - uv; =0

Soient ¢ et j deux entiers tels que i < j. Considérons les deux générateurs
(en tant quanneaux) u € H?(CP?) et v € H?(CP7). Identifions u et v avec
leurs tirés en arriere dans H2(CP? x CP7) via les projections canoniques. En



remarquant que pour tout entier r, (u,u,--- ,u) est représentée par CP—" C

CP?, il vient

Posons o
H(y1,y2) = Z Hijyiy3
1,520

Proposition 2.2.3 Les séries formelles H et F sont reliées par
H(y1,y2) = E(y1,92) - ' (v1) - ¢ (92)
Preuve de la proposition :

H(y1,y2) = Z H”yiyé

4,520

3 Z zj: a, CP'"CPI~*yly]

4,720 r=0 s=0

> anin Y CP YT Y CP

7,20 izr j=s

F(y1,y2) - 9'(n1) - 9'(y2)

2.3 Multiplicativité forte
Définition 2.3.1 Un genre p est dit fortement multiplicatif si

pour toute fibration spin

E
B
de groupe strucural G compact et connezxe.

Proposition 2.3.2 Un genre ¢ est elliptique si et seulement si il s’annule sur
toutes les varietés de Milnor Hs o; pour i > 2.



Preuve de la proprieté : Soit ¢ un genre de loi de groupe formelle F' et
de genre g avec f := g~'. Notons h;; = ¢(H; ;) et h(y,z) = @ H(y,2) =
Zi, >0 h; jy'z?. Par universalité du genre @ la proposition 2.2.3 implique que

h(y,z) = F(y,z)-g'(y1) - 9'(y2) (1)

Notons 7(y) := i > 1h3 2,y*". Développons F en série de Taylor par rapport
a la variable z pour obtenir
103F

(y,0)z 2+6W( Y, 0)2% + -

10%F

oF
F(y,z) =y + ——(y,0)z + 292

0z
ce qui donne, en utilisant (1) et la relation ¢'(y) %5 (y,0) =1

h(y,z)=g’(y)g’(2)(y+ZF(%O) +5 gl( ,0)2% +--)
I W) () DR 02+

2F 1
—— (1,0)2% + 6

1
2 922
— ) (g + 5+ 3055 102 + ¢

En constatant que ¢(z) est paire et que r(y) est le coefficient de 23 dans h(y, 2)
(car Hj i+1 est nulle dans Q59 ® Q d’apres le théoréme 1.1.10) il vient :

3
") = so/ )2 (.0) (2)
)

= 8—F(

Il est naturel de considérer b(y y,0) = /g( ). En partant de la
définition de F par F(y,z) := g_l(g( ) + g(2)) et en différentiant tois fois
par rapport a z il vient successivement

OF 4G MF(.2)
9z 7’ g (F(y,z2)) b(z)
puis
327F(y 2 = b(F(y,z))(V'(F(y, z)) — b(2)b'(2))
0227 b(2)3

et enfin, en utilisant que »'(0) =0 et b(0) =1

OF

523 ,0) = () (V" (1)d(y) + V' (y)* = " (0))

En combinant cette égalité et (2) on obtient

[b()*]” — b"(0)

6r(y) = 5

Ainsi

W(H392i) =0 Viz2&r(y) = h372y2
& 36, ¢ /b(y)> =1—26y% + eyt

Ce qui prouve la proposition.



Remarque 2.3.3 Dans la démonstration précédente on voit que € = hz o et
§ = o(CP?).

Corollaire 2.3.4 Tout genre fortement multiplicatif est elliptique.

Preuve du corrolaire : Hs o; est fibré par CP%~1 :

Cp2i-1 —— Hsp;
cp?
La multiplicativité forte nous donne donc
@(Hs 2:) = (CP*~1)p(CP?) =0

car CP?~1 est bordante. En appliquant la proposition 2.3.2, ¢ est donc ellip-
tique.

3 Genre et formes modulaires

Définition 3.0.5 Le genre elliptique universel ¢°© : Q3° @ Q — Q[d,¢] est
donné par le logarithme

10g¢so ($) =

ot Q[6, €] est ’anneau des polynémes a coefficients dans Q en les indeterminées
libres & et € de degrés respectifs 4 et 8.

Proposition 3.0.6 L’image de la composée Q7° — Q30 @ Q — Q[e, 8] est le
sous-anneau Z[1/2,0,¢€].

On note Ty le sous-groupe de SL(2,7) constitué des matrices triangulaires
supérieurs modulo 2. On a

Proposition 3.0.7 L’anneau des formes modulaires pour Ty est C[J,¢].

Remarque 3.0.8

§(r)=—-1/8=3>_( > d)q"

n2=0 d|n,d pair

er)= (Y &)

n=1 d|n,d pair

et

avec ¢ = exp2™i".
P(z,7) = P(H7)

o(z,7) = -2 P

Théoréme 3.0.9 Z[1/2,0,¢] est constitué des formes modulaires pour Ty dont
la série de Fourier est a coefficient dans Z[1/2].
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