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1 Approche constructive

1.1 Objets simpliciaux et cosimpliciaux
1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 La catégorie A est celle dont les objets sont les ensembles
ordonnés n := {0,1,--- ;n} (n € N), et les morphismes sont les applications
non décroissantes ¢ : n — m i.e

Vi,jen , i<j= (i) < o))

Proposition 1.1.2 Les morphismes de A sont engendrés par les applications
dy :n-1— nets), : nt+l— n définies par

dn(J) '_{ j+1 sinon

et
i Joostj<i
sn(7) { j—1 sinon
pour tous n dans N et 0 <7 < n.

Définition 1.1.3 Un objet cosimplicial d’une catégorie C est un foncteur (co-

variant)
X:A-=C

Un objet simplicial d’une catégorie C est un foncteur contravariant
X:A->C
c’est 4 dire un foncteur covariant X : AP — C.

Proposition 1.1.4 Soit C une catégorie. La donnée d’un objet simplicial X :
A — C est équivalente a la donnée
— Pour tout entier n, d’un objet X,, de C.



— Pour tous entiers n et j avec 0 <1 < n, de deux morphismes de C
d} : Xp — Xp—1 (sin>=21) et sP:X, — Xpt

tels que les relations simpliciales suivantes soient vérifiées pour tout
entier n strictement positif (lorsque cela a du sens) :

ardytt =dydpt! sii<j

s?s}“l = s?s?jll s11> 7
STTRAYTY sii <

drsi—t = id sii=joui=j+1

stdl T sii>j+1

De méme la donnée d’un objet cosimplicial de C est équivalente a la donnée
d’objets X™ de C pour tout entier n, ainsi que de morphismes d¢, : X"~1 — Xn
(pour n > 1) et st : X" — X™ pour tout i dans [|0,n|], assujettis auz
relations cosimpliciales suivantes :

g = j—1 i
dn+1d7} = ﬂ+1d£? 511 < j
s) st =shsl sii>j

i gl
_ dy,_18,_5 s1i<]
s di = id siti=joui=j+1

dlsl  sii>j+1

On notera un objet tel simplicial ((X,)n>0, (d}), (s7)).

K3

1.1.2 Réalisation et Totalisation

Définition 1.1.5 Un espace topologique simplicial (resp. espace topologique
cosimplicial) est un objet simplicial (resp. cosimplicial) dans la catégorie Top.
Le terme espace simplicial sera ici une abréviation du terme espace topologique
simplicial.

Définition 1.1.6 Soit X := ((X,)n>0, (d}), (sI')) un espace topologique simpli-

1
cial. Sa réalisation, notée | X| est lespace topologique quotient :

H Xn x Aln] [/ ~
n=0
ot la relation d’équivalence ~ est celle engendrée par les relations suivantes :

(d;l+1.'17,y) ~ (xvdiz+1y) V(Q?,y) € Xn+1 X A[n]

et
(si 7t y) ~ (2,57, 1y)  V(2,y) € Xno1 x Aln]

pour tout entier n > 1.

Il est possible de définir la réalisation d’un espace simplicial comme le coégalisateur
d’une paire d’applications continues :



Proposition 1.1.7 Soit X := ((X,,)n>0, (d]), (sI')) un espace topologique sim-

(]
plicial. Définissions deuz applications continues f et f'

£ I X xam] = [ Xa x Al

$:M—n n>=0

ot les ¢ : m — n parcourent toutes applications croissantes (des morphismes
de A) de m dans n pour toutes les paires d’entiers (m,n) possibles. Ainsi, pour

tout ¢ : m — n et pour tout (x,t) dans X,, x A[m], posons

f((z, 1) := (2, 04(t)) € Xn x Aln]
et - -

F(@,8) = (6" (2),) € Xon x Al
ol ¢y = A(P) et ¢* := X(¢) : X, — X, est Uapplication induite par ¢ via
le foncteur X. La réalisation de X est alors l’égaliseur de la paire de fleches

(f, ) ainsi définie :

¢:m—n F - n>0

Cette définition de la réalisation d’un espace simplicial en terme de coégaliseur
se “dualise” pour donner une définition de totalisation d’un espace cosimplicial
en terme d’égaliseur :

Définition 1.1.8 Soit X := ((X™)n>0, (d}), (s,)) un espace cosimplicial. Définissons
deuz applications continues g et g

g9 : H Hom(A[n], X") — H Hom(A[m], X™)
n=0 ¢:M—1

par leur composantes dans chacun des Hom(A[m], X™) lorsque ¢ : m — n
décrit les morphismes de A. Ainsi pour un tel ¢, et pour tout f = (f™)n>0 dans
[1,>0 Hom(A[n], X™) la composante de g(f) dans le facteur correspondant d ¢
est g(f)y == X(p) o f™ et celle de ¢'(f), notée ¢'(f)y est f™ o A(¢).

La totalisation de X, notée totX est alors l’égaliseur de la paire de fléches
paralléles (g,9') :

totX —— HHom(A[nLXn) :9: H HO’IH(A[T)’LLX”)

n>0 g ¢m—n

C’est Uensemble des familles d’applications continues {f, : An] — X" }n>0
telles que le diagramme

Alm] 2% A

s b

Xm > X’I’L

X(¢)

commute pour tout morphisme ¢ : m — n de la catégorie A.



1.2 Limites et colimites homotopiques dans Top

Nous allons maintenant associer a chaque diagramme de Top un espace
simplicial dont la réalisation sera la colimite homotopique du diagramme de
départ.

1.2.1 Définitions de hocolim et holim

Définition 1.2.1 Soient C une catégorie et D une petite catégorie. Un dia-
gramme de forme D dans C est un foncteur F : D — C.

Définition 1.2.2 Soit D une petite catégorie. Le nerf de D, noté N(D) =
((N(D)n)n>0, (d]), (sT)) est ’ensemble simplicial défini par
— Pour tout entier n,

N(D),, := {co BB B, /e, €0b(D), o € HomD(ci,cH_l)}
c’est a dire que les n-simplexes de N (D) sont les chaines de n fléches

composables de D.
— pour tous n et ¢t entiers tels que 0 < 7 < n, et pour tout n-simplexe

ap aq Qn—1
ogi=cyg—c1 > 5 ¢, dans N(D)y,
Qg a; Q041 an . .
Co—C = —=Ci—1 — Cig1 — - —Cyp s10<i<n
L Q2 [e% ..
d} (o) := Cl —3Cy— - — Cp1 —3 Cp sit=0
[e %) Qn—1 ..
Cop—C —>+++—>Cph_2 — Cp_1 Sttt ="n
et
n L [e51] a; Id an
sto)i=cp— e — o — > Oyl S0y

Ceci va nous permettre d’associer un espace simplicial a tout diagramme
dans Top :

Définition 1.2.3 Soient D une petite catégorie et F': D — Top un diagramme
de forme D dans Top. Le remplacement simplicial de F' est l'espace simpli-
cial IIF = (((IIF), )0, (d2), (s7')) défini par

— Pour tout entier n,

W), = [ Fleo)
0oy 20,

EN(D)n

~ pour tous entiers n et i tels que 0 < i < n, et pour tout n-simpleze (du nerf
NMD),)o:=co B - B ey, d} restreinte au facteur F(cy), associé
o est
— Videntité de F(cg)o dans F(co)d,o C (ILF)p—1 sii >0
- Dapplication F(a1) : F(co)e — F(c1)dgo C (F)p—1 sii=0.
et application s restreinte au facteur F(co)e C (ILF), associé 4 o est
Videntité de F'(co) dans F(co)sro-

Ce qui nous conduit a définir la colimite homotopique d'un diagramme de
forme D



Définition 1.2.4 Sous les hypothéses de la définition précédente, la colimite
homotopique du diagramme F, notée hocolimF , est définie par

hocolimF = |11, F|

Une construction analogue permet de définir la limite homotopique d’un
diagramme dans Top :

Définition 1.2.5 Soient D wune petite catégorie et F : D — Top un dia-
gramme. Le Templacement costmplicial de F est l’espace cosimplicial II'F =
(ATF)")nzo0, (dy,), (sy,)) défini par :

— Pour tout entier n,

mr)r:=  J[ Flen)

EN(D)n

— Pour tous n et i entiers tels que 0 < i < n, et pour tout n-simplexe o :=
co BB, de N(D)p, la composante de di, : (IT'F)*~1 — (II*F)"
dans le facteur F(c,), de (II*F)™ associé a o est
— la composée de la projection pg,o(II*F)"~t — F(cp)a,o sur le facteur

F(cn)a;o associé a d;o et de Uidentité de F(cy)a,0 dans F(cp)s lorsque
1< n,
~ la composée de la projection p; ,(I'F)" ™t — F(cp_1)a,0 sur le facteur
F(en—1)d,0 associé a d;o suivie de lapplication identité de F(cp—-1)d,o
dans F(cn—1)s postcomposée enfin avec lapplication F(ay,) : F(¢n—1)o
F(cn)o lorsque i =n.
Et la composante de st : (I'F)"*1 — (II*F)" dans le facteur F(cy), de
(IT*F)™ associé a o est la composée de la projection ps,, sur le facteur
F(en)s,o associé aun+ 1 simplexe s;o, et de lidentité de F(cy)s,o dans
F(en)e-

!

ce qui conduit a

Définition 1.2.6 Sous les hypothéses précedentes, la limite homotopique du
diagramme F' est l’espace topologique noté holimF défini par

holimF = totll*F

1.2.2 Deux exemples : Le push-out et le pull-back homotopiques

Une colimite homotopique : le push-out homotopique
Notons D la catégorie a trois objets a, b et ¢ et deux morphismes f, g qui
ne sont pas des identités, représentée par le diagramme

|

Hb



ou l'on n’a pas fait figurer les identités. Un diagramme F' de forme D dans Top
n’est rien d’autre qu’'une donnée de push-out

o A := F(a), B := F(b) et C := F(c) sont des espaces topologiques, et
f:=F(a—1b),g: F(a— c) des applications continues. Alors, le remplacement
simplicial de F' vérifie :
(ILF) = A B][C
et
(ILF), = Ay H Ay H{l—simplexes dégénérés}

ou l'on a noté Ay (resp. Agy) le terme A associé au l-simplexe a — b (resp.
a — ¢) de N(D);. Les simplexes des (I1.F'),, sont tous dégénérés pour n > 2. La
réalisation de I1.F' est alors I'espace topologique quotient

hocolimF = A[[ B[ CT[(As x D [J(4g x 1)/ ~

ou I désigne l'intervalle [0,1] identifié & A[1] et la relation d’équivalence ~ est
définie par

Ve A, B> f(x)~(z,1)€eArxI et C>g(x)~(z,1) € Ay xI

et
VeeA A3z~ (x,0€ArxI et Ad>xz~(z,0)€ A4, x 1.

Le push-out homotopique du diagramme

1-—1.p

!

s’identifie donc a 'union du cylindre A x I et des espaces B et C ou les points
d’une des faces planes de du cylindre ont été recollés a leur image dans B via f
et ceux de l'autre face ont été recollés a leur image dans C.

Un exemple de limite homotopique : le pull-back homotopique
Considérons ici la catégorie D°P représentée par le diagramme

b

|

C——Q

Un diagramme G de forme D°P est alors une donnée de pull-back :



Le remplacement cosimplicial IT*G vérifie ainsi
(IMG)*=Ax BxC

et
(IT'G)* = AT x A9 x H{facteurs provenant des identités}

et tous les n-simplexes sont dégénérés pour n > 2. La totalisation de IT*G, i.e
holim@G, s’identifie au sous-espace de A x B x C x Hom(I, AT) x Hom(I, A9)
constitué des quintuplets (a, b, ¢, a, §) tels que

a(0) = f(b) et ofl)=p0)=a et G(1)=g(c)

2 Limites et colimites homotopiques dans les
catégories de modeles

2.1 Catégorie homotopique associée a une catégorie de
modeles, foncteurs dérivés

2.2 push-out et pull-back homotopiques



