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Exercice 1. Soit G un groupe fini, et C[G] = Map(G,C) le C-espace vectoriel
de toutes les applications de G vers C. On munit C[G] du produit de convolution,
défini pour tous f, g ∈ C[G] et tout x ∈ G par

(ff ′)(x) =
∑
y∈G

f(y)f ′(y−1x).

(a) Exhiber l’unité pour le produit de convolution et montrer que C[G] devient
ainsi une algèbre associative unitaire.

(b) Montrer que l’application linéaire

f 7→
∑
x∈G

f(x)x

est un isomorphisme de l’algèbre associative C[G] avec l’algèbre associative
CG, sous-jacente sous l’algèbre du groupe de G.

(c) Montrer comment transférer coproduit, counité et antipode afin d’obtenir
que C[G] devienne une algèbre de Hopf isomorphe à CG.

Exercice 2. Soit H une bigèbre. Montrer que l’ensemble G(H) des éléments
de type groupe, i.e. des x ∈ H tels que 4(x) = x ⊗ x, est un monöıde pour le
produit de H avec unité 1 ∈ H. De plus, si H admet une antipode S, montrer
que tout élément x ∈ G(H) admet un inverse dans G(H), i.e. que G(H) est un
groupe.

Exercice 3. Soit H une algèbre de Hopf, A une algèbre commutative et C
une cogèbre cocommutative. Montrer que les ensembles Homalg(H,A) des mor-
phismes d’algèbres et Homcog(C,H) des morphismes de cogèbre forment des
groupes pour la convolution, l’inverse de f étant donné par f ◦ S, resp. S ◦ f .
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