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Ce sont les notes de mon cours de master 2 sur les catégories tensorielles.

1 Préliminaires algébriques

Dans cette section, nous présentons les bases algébriques de ce cours. Les themes
principaux seront le produit tensoriel, la théorie élémentaire de représentations
et 'introduction des structures algébriques de base, comme les algebres associa-
tive, les cogebres coassociatives, les algebres de Lie, les algebres de Hopf, ainsi
que des exemples.

1.1 Le produit tensoriel

Référence: [9] Ch. II, p.23.

Soit K un corps. Soient U et V des K-espaces vectoriels. L’espace des
applications linéaires de U vers V' est noté Homg (U, V), et 'espace des endo-
morphismes de U sera noté Endg(U). Pour un troisiéme espace vectoriel W,
lespace des applications bilinéaires de U x V vers W sera noté Bil(U x V,W).
Le produit tensoriel U ® V' se caractérise par la propriété universelle suivante:

Proposition 1.1. Etant donné deuz espaces vectoriels U et V', il existe un
espace vectoriel U @ V' et une application bilinéaire 7 : U XV — U ® V' avec
la propriété universelle suivante: pour tout espace vectoriel W, application
linéaire

Bil(U x V,IW) - Homg (U@ V,W), f+ form
est un isomorphisme.

Cette propriété caractérise I’espace vectoriel U®V & isomorphisme canonique
pres.

Démonstration. Nous ferons ici une esquisse de preuve. Plus de renseignements
se trouveront dans [9] Section II.1.

L’espace vectoriel U ® V est défini comme le quotient de 1’espace vectoriel
libre K[U x V] sur 'ensemble U x V par le sous-espace engendré par les éléments

(u+u',v)—(u,v)—(u',v), (u,v+v")—(u,v)—(u,v"), (Au,v)=Au,v), (u,pv)—plu,v),



pour tous u,u’ € U, tous v,v’ € V et tous A\,u € K. L’appplication 7 :
UxV — U®YV est le passage au quotient et les images 7(u,v) sont notées
u ® v. L’application 7 est bilinéaire par construction. O

Si les espaces vectoriels U and V sont de dimension finie avec des bases
{ui,...,u,} deU et {v1,...,v,} de V, espace vectoriel URV est de dimension
nm et admet {u; ® vj|i =1,...,n, j = 1,...,m} comme base. Un élément
général de U ® V' est une somme finie d’éléments de la forme u ® v pour u € U
rtveV.

Corollary 1.2. Pour tout triplet d’espaces vectoriels (U, V,W), on a un isom-
rophisme naturel

Homg (U @ V, W) = Hom (U, Homg (V, W)).

Démonstration. L’isomorphisme est induit par (f : UV — W) — (u— (v +—
f(u ®v))). Son inverse est induit par (¢ : U — Homg(V,W)) — (v ®@v —
g(u)(v)). Notons qu’il suffit, par linéarité, de définir cette derniére application
sur des tenseurs élémentaires, i.e. de la forme u ® v. O

Le produit tensoriel satisfait les propriétées suivantes d’associativité, d’unitalité
et de symétrie.

Proposition 1.3. Soient U, V et W des espaces vectoriels. Les applications
sutvantes sont des isomorphismes naturels:

UV)oW=U(VeW), uev)w—u (vew),
pour tousu e U, veV etwe W,
KU=ZUK=2ZU, AQu—u®A— Au,
pour tous A € K et tous u € U, et
UVVeU, u®®Ru—uvQu

Ces isomorphismes naturels vont étre notés plus tard ay,v,w, la contrainte
d’associativité, ly : KQU — U, la contrainte d’unitalité a gauche, ry : URQK —
U, la contrainte d’unitalité a droite et 7y, la contrainte de symétrie ou le flip.

De plus, on a la compatibilité du produit tensoriel avec la somme directe et
le produit direct, voir [9] Section II.1.

1.2 Algebres et modules

Référence: [9], Ch. III, p. 39.

Une K-algébre ou simplement algébre est un K-espace vectoriel A avec un
produit associatif linéaire p: A® A — A et une unité 1 € A. Les axiomes d’étre
une algebre peuvent étre exprimés en termes de diagrammes commutatifs. En
effet, la commutativité du diagramme
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exprime [’associativité du produit pu. Notons que dans le coin supérieur a
gauche, nous avons utilisé la contrainte d’associativité afin d’idientifier (A® A)®
A= AR(A®A). Dans ce langage, 'unité 1 € A est codée en tant qu’application
linéaire 7 : K — A, qui envoie I'unité de K sur 'unité de A. La commutativité
du diagramme

KoA ™Y 494« AK

ida®n
ll////

A

R

R

exprime alors I'unitalité du produit p. La possible commutativité de ’algebre
A (que nous ne demandons pas systématiquement et que nous indiquerons, si
elle est imposée) peut étre exprimée par la commutativité du diagramme
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A®A AR A

A

A

Un A-module (ou, plus précisément, un A-module & gauche) M est un K-
espace vectoriel M avec une application linéaire p : A ® M — M tels que le
diagramme suivant est commutatif

AR A ML Ag M

l#@idM lp

AoM—" o M

Notons que ceci est le méme diagramme que le diagramme d’associativité
de p, mais le facteur le plus a droite est remplacée par M et trois occurrences
de p sont remplacées par p. Le diagramme s’appelle celui de ’associativité du
A-module M.

1.3 Le Théoréme de Jordan-Holder
Référence: [2], Ch. 1, Section 1.1, p. 1.



La théorie des représentations pose la question comment décomposer un A-
module M en sous-espaces qui sont encore des A-modules. Rappelons qu'un
A-module est appelé irréductible ou simple si ces seuls sous-A-modules sont
M et {0}. Un A-module M est appelé indécomposable s’il n’admet pas de
décomposition en somme directe de sous-A-modules propres. Evidemment,
un A-module irréductible est indécomposable, mais la réciproque est fausse en
général.

Dans des situations favorables, le A-module M se décompose en somme
directe de sous-A-modules irréductibles. Ceci est le cas, par exemple, pour
les G-modules complexes de dimension finie d’'un groupe fini G (Théoreme de
Maschke). En général, 'exigence d’une décomposition en somme directe de sous-
modules irréductibles est trop forte. La notion mieux adaptée au cas général
est celle d’une suite de composition:

Definition 1.4. Un A-module M admet une suite de composition s’il existe
une suite de sous-A-modules

O0=MycM,C...CM,=M
tels que M;/M;_1 est irréductible pour tout i =1,... n.

Le Théoréme de Jordan-Holder affirme 'existence et 1'unicité d’une suite
de composition dans des situations ol des suites croissantes et décroissantes
de sous-modules deviennent stationnaires. Pour cela, nous aurons besoin de
quelques préparatifs:

Lemma 1.5. Si X et Y D Z sont des sous-A-modules d’un A-module M, alors
(Z+X)NY =Z4+(XNY).

Démonstration. Clairement Z 4+ (X NY) C (Z+ X)NY, puisqu’un élément du
coté gauche est la somme d’éléments de la forme z+x avec z € Z et z € XNY et
z+x est dans Z 4+ X et donc aussi dans Y. Réciproquement, soit y = z+x dans
(Z+X)NY. Alors x = y—z est dans XNY, et doncy = z4+z € Z+(XNY). O

Proposition 1.6 (Théoréme d’isomorphisme de Zassenhaus). Soient U D V
et U' D V' des sous-A-modules d’un A-module M. Alors il existe des isomor-
phismes

U+vHnu unu’ LU+vynu

V+vynu  UnV)+UnV) (V'+V)nU’

Démonstration. 1l suffit de montrer le premier isomorphisme, le deuxieme est
ensuite obtenu en échangeant les roles de U D V et U’ D V.

Le morphisme du terme du milieu vers celui de gauche est induit par la
composé

UnNnU s U+VHYNnU = (U+V)YnU)/(V+V)nU).



Son noyau est
UnNUHYN(V+VH)NU)=UnNV+V)NU' =0 NV)+UNV')
en utilisant deux fois le lemme. O

Theorem 1.7 (Théoreme de Jordan-Hoélder). Soit M un A-module et con-
sidérons deux suites de sous-A-modules

O=MyCcM,C...CM,=M,

et
0=MjCM;C...CM,=M.

Alors il existe des raffinements de ces suites en suites de méme longueur en
insérant des termes intermédiaires

O0=LgcLic...CcL,=M,

et
0=L,CcLic...CcL, =M.

\

tels que les quotients L;/L;—1 sont une permutation des quotients L’ /L | a
isomorphisme pres. Ainsi les conditions suivantes sur M sont équivalentes:

(a) M admet une suite de composition.
(b) Toute suite de sous-modules de M se raffine en une suite de composition.

(¢) M satisfait & la condition de chaine croissante et a la condition de chaine
décroissante pour ses sous-A-modules.

Démonstration. Afin de raffiner les suites ci-dessus, on peut insérer des termes
(Mj’ + M;) N M;+q entre M; et M;yq pour la premiére suite, et des termes
(M} + M;) 0 M}, entre M et M}, , pour la deuxieme suite. Le Théoreme
d’isomorphisme de Zassenhaus montre alors que les quotients correspondants

sont isomorphes. O

On déduit de ce théoreéme que la longueur de composition (si elle existe) est
un invariant du A-module.

1.4 Le Théoréme de Krull-Schmidt

Référence: [], Ch. 3, Section 3.4, p. 110.

Le Théoreme de Krull-Schmidt est un autre outil de la Théorie des représen-
tations élémentaire qui est vrai des que les modules ont longueur finie. Il s’agit
de montrer qu’un module de longueur finie admet une unique décomposition
en indécomposables. De nouveau, nous aurons besoin de quelques préparations
avant d’y arriver.

D’abord, il y a une correspondence entre décompositions d’'un module M
en somme direct et idempotents orthogonaux dans I'algebre End(M). En effet,



étant donné une décomposition de M en somme directe M = @ | M;, les
inclusions 4; : M; — M et les projections p; : M — M; se composent en
ej == i;p; € End(M). Ces e; sont des idempotents (i.e. €5 = e;) orthogonaux
(ejer, =0sij # k) dont la somme est U'identité: e + ...+ e, = id.

Dans la situation ci-dessus, on pose M; = i;(M) = i;p;(M) = e;(M).
Alors z € M se décompose en x = Y. | e;T avec x; := e;T € MJ’ On a alors
ejr; = xj et epr; = 0si k # j. Ceci implique que

MiO(M{+ ...+ M, _,+ M, +...M})=0,

pour tout j = 1,...,n. Réciproquement, si un module M contient des sous-
modules My, ..., M, qui satisfont aux deux conditions

M = M1+ . —i—]\fn7 Mjﬂ<M1+ . .+Mj,1+Mj+1+. . Mn) =0 V_] = 1, ey,

alors M est la somme directe des M;.
Rappelons qu’un module M est appelé décomposable s’il s’écrit M = My ® M-
avec M; # 0 pour ¢ = 1,2. Dans le cas contraire, M est appelé indécomposable.

Proposition 1.8. Un module M # 0 est indécomposable si et seulement si
End(M) ne contient pas d’idempotent autre que 0 et iday.

Démonstration. Si M est décomposable, nous avons vu comment construire des
idempotents (différents de 0 et idps) dans End(M). Réciproquement, étant
donné un idempotent e # 0,idp;, on pose e; = e et eo = idy; — e. Alors,
(e1,e2) forme une paire d’idempotents orthogonaux qui somment a l’identité.
M se décompose alors comme avant en somme directe M = M; & My avec
szej(M) et MJ#O O

Rappelons qu’un anneau A est appelé local s’il n’admet qu’'un seul idéal
maximal. Il est équivalent de demander que I’ensemble des non-inversibles dans
A est un idéal. Un anneaux local ne peut contenir autres idempotents que 0 et
1. Ainsi, si End(M) est local, le module M est indécomposable. On appelle un
module M fortement indécomposable si M # 0 et End(M) est local.

Proposition 1.9. Soient
M=M®&...&M,, N=N&...& Ny,

ot les M; sont fortement indécomposables et les N; sont indécomposables, et
supposons M = N. Alors m = n et il existe une permutation o telle que
M; = Ny;y pour tous j =1,...n.

D’abord, on va démontrer le lemme suivant:

Lemma 1.10. Soient M et N des modules tels que N est indécomposable et
M #0. Soient f: M — N et g: N - M deux homomorphismes tels que gf
est un automorphisme de M. Alors f et g sont deux isomorphismes.



Démonstration. Soit k U'inverse de gf, donc kgf = idy;. Posons | := kg : N —
M. Alors If =idyy, et sil’on pose e = fl: N = N, alors €2 = flfl = fidy 1 =
fl = e. Puisque N est indécomposable, on a nécessairement e = idy ou e = 0.

Ce dernier cas est impossible, puisque on aurait idy, = id3, = IfIf = lef =0
ce qui contredit M # 0. Donc fl = e =idy et f est un isomorphisme, ainsi que
g=Fk1f 1. O

Démonstration de la Proposition 1.9. On démontre la proposition par récurrence
sur n. Le cas n = 1 est clair: un module indécomposable M ne peut étre isomor-

phe & une somme directe non-triviale, donc m = 1. Supposons n > 1. Soient

e1,...,en les projections déterminées par la décomposition de M et fi,..., fm

celles données par la décomposition de N. Soit g : M — N l'isomorphisme de

M dans N. On pose

hj = fjger, kj= 61gflfj, Vi=1,...,m.

Alors

m

m m
Z kih; = Zelg_lfjgel = elg_l(z fi)ger = erg”lidnger = ey
j=1 j=1

Jj=1

Les restrictions de e; et k;h; & My envoient My sur M, donc elles peuvent étre
regardées comme endomorphismes €/, (k;h;)" de M;. Puisque My = ey (M)
et ef = er, on ae) = idy,. Douidy, = Y70 (kjh;)'. Or, End(M;) est
local, donc un des (k;jh;) est une unité, et donc un automorphisme de M.
En réordonnant les N;, on peut supposer j = 1, et on a donc que (k1h1)
est un automorphismes de M;. La restriction de h; & M; peut étre regardée
comme un homomorphisme h} de M; vers Nij. De méme, k; donne lieu & un
homomorphisme kf : Ny — M; tel que k{h] = (k1hy) est un automorphisme.
Par le lemme, b} = (fige1) : M1 — Ny et ki = (e1g~'f1) : Ny — M; sont des
isomorphismes.

Montrons que M = g~ Ny @ (My + ...+ M,,).

En effet, soit x € g7'!Ny N (My + ... + M,,). Alors e;x = 0, puisque = €
My+ ...+ M,, et x = glypouruny € N;. Dot 0 = ejz = e;g- 'y =
e1g  fiy = kiy = kiy. Ainsi, puisque k] est un isomorphisme, y = 0 et
donc z = 0. Ceci implique g~ Ny N (My + ...+ M,,) = 0. Maintenant, soit
r€g !Ny CM =g Ny +My+...+M,. Alors z,esz,...,e,z € M’ et donc
(par orthogonalité) e;x € M’'. Dot M’ D e1g ' Ny = e1g ' fiN1 = k1N, =
kiN1 = M. Par suite, M" D M; pour tous j =1,...,n et donc M' = M.

Observons alors que l'isomorphisme g : M — N envoie g~ 'N; sur Nj.
Donc il induit un isomorphisme de M/g='N; sur N/N;. Par ce qui précede,
M/g= Ny = Mo+...+M, = My®...®&M,. Puisque N/N; = No@®...®N,,, on
a un isomorphisme de M>@®. .. M,, sur No®. .. N,,. L’application de I’hypothese
de récurrence acheve la démonstration. O

L’autre ingrédient pour démontrer le Théoreme de Krull-Schmidt est le
Lemme de Fitting. Pour un endomorphisme f € End(M), on définit f*M =



Moo [ (M) and f~°°0 = U, ker(f™). Ainsi € f>°M si et seulement si
pour tout n = 1,2,..., il existe y, tel que f"(y,) = 2. De méme, z € f~°°0 si
et seulement 8’il existe n = 1,2,... tel que f™(x) = 0. Les ensemble dont f>°M
est 'intersection forment une chaine descendante

M> f(M)D f2(M)>....

D™un autre coté, puisque f"(z) = 0 implique f**!(z) = 0, on a une chaine
ascendante
0 C ker(f) C ker(f?) C....

Puisque les termes des deux chaines sont des sous-modules et stabilisés par f,
f°M et f~°°0 sont des sous-modules (pour la réunion, on utilise que la chaine
est croissante !) et stables par f.

Proposition 1.11 (Lemme de Fitting). Soit f € End(M) et suppose que M est
Artinien et Noetherien (ou, de maniére équivalente, que M posséde une suite
de composition). Alors on a la décomposition de Flitting

M= f*M@a® f~0.

De plus, la restriction de f a f°M est un automorphisme et la restriction de
f a f~°°0 est nilpotente.

Démonstration. Puisque M est Artinien, la suite descendante de sous-modules

stabilise, et il existe donc un s tel que f*(M) = ft1 (M) = ... = f*M.
Puisque M est Noetherien, la suite de sous-modules ascendante stabilise, et il
existe donc un t tel que ker(f?) = ker(f*t!) = ... = f7°°0. Soit r = max(s, t),

donc f*M = f"(M) et f~°0 = ker(f"). Soit z € f*M N f~°°0. Alors il
existe y € M tel que z = f"(y). Donc 0 = f"(z) = f?"(y), donc y € ker(f*") =
ker(f"). D’ou z = f"(y) = 0. Ceci montre que 'intersection fM N f~°°0 est
réduite a zéro.

Soit maintenant z € M. Alors f"(x) € f"(M) = f?*"(M), donc f"(z) =
2" (y) pour un y € M. Ainsi f"(z — f"(y)) =0, i.e. z =2 — f"(y) € ker(f") =
f7°°0. Onadoncx = f"(y)+zavec z € f~>0et f"(y) € f>°M, ce qui montre
I’existence de la décomposition en somme directe de M.

Puisque f~°°0 = ker(f"), la restriction de f & f~°°0 est bien nilpotente.
La restriction de f & f°M = f"(M) = f"+1(M) est surjective. Mais cette
restriction est aussi injective, puisque f*M N f~°°0 = 0 implique que f*M N
ker(f) = 0. O

Une conséquence du Lemme de Fitting est:

Proposition 1.12. Soit M un module indécomposable qui est Artinien et Noethe-
rien. Alors tout endomorphisme de M est soit nilpotent, soit un automorphisme.
De plus, M est fortement indécomposable.

Démonstration. Puisque M est indécomposable, on a par le Lemme de Fitting
soit M = f*M, soit M = f~°°0. Dans le premier cas, f est un automor-
phisme, dans le deuxieéme, f est nilpotent. Afin de montrer que M est fortement



indécomposable, i.e. que End(M) est local, il faut montrer que Pensemble I des
endomorphismes qui ne sont pas des automorphismes est un idéal. Pour cela, il
suffit de montrer que si f € I et g € End(M) arbitraire, alors fg € I et gf € T
et pour tous les f1, fo € I, fi + fo € I. La premiere assertion se déduit du fait
que si f € I, alors f est nilpotent. En effet, un tel f n’est ni injectif, ni surjec-
tif, et du coup, ni fg, ni gf ne peuvent étre des automorphismes. Supposons
maintenant que fi; + fo ¢ I, i.e. que f; + fa est inversible dans End(M). On
pose alors h; = fi(f1 + f2)~' € I pour i = 1,2, ce qui donne hy + hy = 1. Alors
h1 = 1 — hgo est inversible, puisque il existe n tel que hy = 0, ce qui entraine que

(1—=ho)(14+hy+...+hy Y =1=04ha+...+h3 (1 - hy).
Ceci est en contradiction avec hy € 1. O

Tout cela était nécessaire pour montrer 'unicité de la décomposition en
somme d’indécomposables. Son ezistence est beaucoup plus facile a démontrer:

Proposition 1.13. Soit M # 0 un module qui est Artinien et Noetherien.
Alors M posséde des sous-modules indécomposables M;, i = 1,...,n, tels que
M=M®&...&M,.

Démonstration. Par le Théoreme de Jordan-Holder, M est de longueur finie et
admet une suite de composition. Si N est un sous-module propre de M, la suite
M D N D 0 admet un raffinement en suite de composition. Ainsi la longueur
de N est strictement plus petite que la longueur de M.

Si M est indécomposable, I'affirmation est vraie. Sinon, on a M = M7 & M>
avec M; # 0. Puisque M; # 0, la longueur diminue strictement, donc, par
hypothese de récurrence, on peut supposer que M; = My & ... B Mi,, et
My = My @ ... Msy,, ou tous les M;; sont indécomposables. On a alors

M=M1®...0 My, ®Ma1 ®...0 May,,.
O

Theorem 1.14 (Théoréme de Krull-Schmidt). Soit M un module qui est a la
fois Artinien et Noetherien. Soit

M=M&...0M,=N®...® Ny,

ot les M; et les N; sont indécomposables. Alors m =n et il existe une permu-
tation o telle que M; = Ny ;) pour tousi=1,...,n.

Démonstration. La démonstration se déduit des Propositions et En
effet, dans la Proposition [1.9] on exige I'indécomposabilité forte qui se déduit
de la Proposition [1.12 O



1.5 Cogebres et comodules

Référence: [9], Ch. III, Section III.1, IIL.6, pp. 39 et 61.
La notion de cogebre est ”duale” a celle d’algebre.

Definition 1.15. Une cogébre (coassociative counitale) est un triplet (C, A\, €)
ou C est un K-espace vectoriel et A : C — C R C et e: C = K sont des
applications linéaires tels que les diagrammes

c— 2 .cgC

lﬁ
ide®4A

CRC——CoCoC

lA@idc

et

K@C~—CoC2% 0ok

S

C

sont commutatifs.

L’application A : C' — C ® C est appelé le coproduit de C, et € : C — K
est appelé la counité. On appelle une telle cogebre cocommutative si de plus le
diagramme

cec—% s cwC

N

est commutatif. Pour deux cogebres (C, A e€) et (C’, A, €'), on appelle une
application linéaire f : C' — C’ un morphisme de cogébres si

(f@f)oA=Nof, o e=¢of.
Le coproduit s’écrit comme
M) =D ey Gep =) o =,
(c) (c)

appelé notation de Sweedler, la somme (finie !) étant sous-entendue dans la
derniére notation.

On note que 'espace vectoriel dual d’une cogebre est une algebre avec le
produit g := A*o Ao T« - o A : C* ® C* — (C'® C)* inclut des produits
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tensoriels de formes linéaires dans les formes linéaires sur le produit tensoriel. (Il
faut changer I’ordre des facteurs grace a 7¢« ¢+, puisque I'application transposée
change 'ordre des facteurs !) Puisque A n’est en général pas un isomorphisme
(en tout cas en dimension infinie), le dual d’une algebre n’est en général pas une
cogebre. Ceci est cependant le cas pour une algebre de dimension finie.

On verra plus tard les exemples qui nous intéresseront pour la suite du
cours, mais pour avoir déja un exemple simple en téte: soit X un ensemble. La
linéarisation KX de X, i.e. I'espace vectoriel avec comme base les éléments de
X, est une cogebre pour le coproduit A(z) = z ® x et la counité e(x) = 1. Ces
structures sont définies sur les éléments de X, i.e. sur la base de KX et sont
ensuite prolongées a tout KX par linéarité.

On appelle coidéal un sous-espace I d’une cogebre C tel que A(I) C I®C+
C®1I et e(l)=0. Cest la bonne notion pour obtenir une structure de cogebre
sur lespace vectoriel quotient C/1.

Definition 1.16. Soient (C, A ¢€) et (C', A, €') deuzx cogébres. Une application
linéaire f : C — C" est un morphisme de cogébres si

(feafloA=Nof, et dof=ec

La notion de comodule pour une cogebre C s’obtient aussi en dualisant le
diagramme qui définit un module:

Definition 1.17. On appelle N un C-comodule s’il existe une application linéaire
A: N = C®N telle que les diagrammes suivants sont commutatifs:

N—2 sC®N

l A lidc(@)\
ARidy,

CON——CRC®N

et

K@N<—C®N

e®idn
\)\T

N

Plus exactement, ceci est la notion de comodule a gauche (le facteur C' est a
gauche dans le produit tensoriel). De méme, il existe une notion de comodule &
droite.

1.6 Algebres de Hopf
Référence: [9], Ch. 111.2, T11.3, pp. 45 et 49.
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Definition 1.18. Une bigébre est un quintuplet (B, u,n, N, €) ot (B, u,n) est
une algébre (associative unitaire) et (B, €) est une cogébre (coassociative,
counitaire) telles que /\ et € sont des morphismes d’algébres.

Le fait que A : B —+ B ® B est un morphisme d’algebres veut dire que les
deux diagrammes suivants

ARA
B B——= (B® B)® (B® B)

ip. i(#@ﬂ)o(idB@)T@idB)
B B® B
et
K i B
l” ia
KoK—"L Bo B

sont commutatifs. Notons que (1 ® p)o (idp ® T ®idp) est la multiplication
de Valgebre B ® B. De méme, le fait que € est un morphisme d’algebre est
laffirmation de la commutativité des deux diagrammes suivants:

BB -2C KoK
i#
B €

-

o

~—Q®

~

et

K

! B
idx
€
K
En termes d’éléments, le fait que A est un morphisme d’algebres veut dire

Z(ﬂcy)(l) ® (2y)(2) = Z Ty @ T2y et A(l) =1® 1.
(zy) (x),(y)

En tant que exemple préliminaire, le linéarisé KX d’un ensemble X devient
une bigebre, si X est un monoide. En effet, la structure de monoide sur X
induit une structure d’algebre associative unitaire sur KX. On a pour tous les



éléments z,y € X
Alry) =y @y = (x @ x)(y ©y) = A@)Ay),
donc A est un morphisme d’algebres.

Definition 1.19. Une algébre de Hopf H est une bigebre avec une antipode,
i.e. une application linéaire S : H — H telle que

S*idH:idH*H:noe.

Ici * est le produit de convolution sur Homg (H, H), induit par la structure de
cogebre de H au départ et la structure d’algébre de H a larrivée. L’application
noe est l'unité de x, donc S est par définition un inverse bilatére de idy dans
l’algebre associative de convolution.

Pour les exemples suivants, voir [9], Ch. IX.4.3, p. 219 et [3], Ch. 3.2, p.
59.

Exemple 1.20. Un des exemples les plus importants pour nous sera celui de
Ualgébre du groupe G: le monoide G donne lieuw a une bigébre KG, comme
constaté précédemment. L’antipode de KG est induite par le passage a linverse
dans le groupe G, i.e. S(g) = g~ ' sur les générateurs g € G de KG. En effet,
l’équation

S*idH ZidH*H:nOE

s’écrit sur un élément g € G comme

S(9)g=95(9) = €e(g)1 = 1.

1

De la, il est clair que S(g) = g~ est le seul choiz.

Exemple 1.21. L’exemple dual de l’exemple précédent est celui des fonctions
sur le groupe G: K[G] := {f : G — K}. On suppose maintenant que le groupe
G est fini. Les fonctions delta 6, sur les éléments a € G du groupe forment une
base de K[G]. Le produit de K[G] est celui des fonctions, i.e. pour f: G — K
et h: G — K, on définit fh : G — K par fh(a) := f(a)h(a) pour tout a € G.
L’unité est la fonction constante 1. Le coproduit est induit par le produit de G:
pour f : G = K, on identifie d’abord K|G]@K[G] a K[G x G] (ce qui est possible
grace a Uhypothése que G est fini). Avec cette identification, on définit A(f)
par

A(f)(g1,92) := f(9192),

pour tous g1,92 € G. La counité est l’évaluation de la fonction en 1 € G.
L’antipode se définit sur les fonctions delta par S(6,) = d,-1 pour tout a € G.
On en déduit S(f)(g) = f(g™1) pour tout f : G — K et tout g € G. Ainsi K|G]
devient une algebre de Hopf, duale a celle de l’exemple précédent. Cette dualité
est induite par la dualité entre K-espaces de dimension finie.
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Exemple 1.22. [ existe une construction du double de deux algébres de Hopf
(qui sont compatibles en un certain sens, en Anglais matched) que l'on va ex-
aminer seulement dans le cas de l’algebre du groupe d’un groupe fini G. En tant
que K-espace vectoriel, le double est le produit tensoriel D(G) := K[G] ® KG.
On définit les structures algébriques pour tous les x,y,g,h € G par:

(a) le produit (64 ® )(0n @ Y) = ga.zn(0g @ TY),
(b) Vunité 1 =37 50, ®1 (ou 1€ G est lunité de G),
(¢) coproduit A(dy @ x) =)

(d) counité e(6y @ x) = g1,

g1g2=g(692 ® 1) (dg, ® ),
(e) antipode S(6g @ ) = 0p-14-1, @ -1

(Attention & la notation 6 pour le delta de Kronecker !) Observons que l'on a
changé Uordre du coproduit sur K[G]: la raison pour cela viendra bien plus tard,
voir démo (c¢) du Lemma 5.24. Ces formules expriment une structure de produit
semi-direct sur D(G), KG agissant sur K[G] par conjugaison: x6,0™1 = 8,451
pour tous z,g € G.

1.7 Algebres de Lie
Référence: [9], Ch. V.1 et V.2, pp. 93 et 94.

Definition 1.23. Une algébre de Lie est un K-espace vectoriel g avec une ap-

plication bilinéaire [,] : g x g — g telle que pour tous x,y,z € g
(a) [x,y] = —[y,x] (le crochet est antisymétrique),
(b) [z,[y, z]] = [[z,y], 2]+ [y, [z, 2]] (le crochet est une dérivation de lui-méme).

Les classes d’exemples les plus courants sont g = M, (K) avec le crochet
[A,B] = AB — BA pour tous A, B € M,(K) ou encore l'algebre de Lie des
dérivations D d’une algebre associative A, i.e. des endomorphismes D : A — A
avec D(ab) = D(a)b+ aD(b) pour tous a,b € A. Le crochet est de nouveau le
commutateur.

Soit H une algebre de Hopf. On appelle élément primitif de H tout élément
x € H tel que A(z) =2 ® 1+ 1®z. En fait, les éléments primitifs forment une
algebre de Lie sous le commutateur de H. En effet, soient x,y € H primitifs.
Alors

Alzy) = Alz)Aly) = (Iez+z])(1Qy+y®]) = IQery+yRr+zy+ry®1.

De méme
Alyr) =1yr+zy+yc+yzr® 1.

Donc
A(zy —yr) =1® (vy —yz) + (vy —yz) @ 1,

14



i.e. le commutateur d’éléments primitifs est encore primitif. On vérifie facile-
ment que Pensemble des éléments primitifs, noté Prim(H) devient ainsi une
algebre de Lie.

Definition 1.24. On appelle g-module un espace vectoriel M avec une applica-
tion linéaire p: g x M — M, (x,m — x - m telle que pour tous x,y € g et tous
me M

[z,y] m=a-(y-m)—y-(z-m).

De nouveau, il s’agit de la notion de module & gauche sur une algebre de Lie.
On peut associer a tout algebre de Lie g une algebre associative Ug telle que
les g-modules au sens de la définition ci-dessus soient exactement les modules a
gauche sur 'algebre associative Ug. On appelle Ug 'algebre enveloppante de g.
Elle est construite en tant que quotient de ’algebre tensorielle

T(g)=Kogog”og”o...
sur I'espace vectoriel g, par 1’'idéal engendré par les éléments de la forme
TRy -y — [z,

pour tous z,y € g. L’algebre tensorielle est encore graduée (par le degré ten-
soriel), mais puisque 'idéal n’est pas homogene, Ug n’est pas une algébre asso-
ciative graduée, mais seulement filtrée.

En fait, Ug est une algebre de Hopf avec le coproduit A(z) =z ® 1+ 1Qx
pour les 2 € g (et étendu par linéarité & tout T'(g), puis passé au quotient &
Ug). Lantipode est donnée par S(z) = —x pour z € g.

2 Catégories et foncteurs

Dans cette section, nous présentons une petite introduction aux catégories et
foncteurs. Pour référence, on prendra l’appendice A du livre de Weibel [T1].

2.1 Catégories

Definition 2.1. Une catégorie C est la donnée d’une classe d’objets ob(C), d’un
ensemble Home (A, B) pour toute paire (A, B) d’objets de C, de morphismes
identité id g pour tout objet A € ob(C) et d’une application

o HOmc(A,B) X HOch(B, C) — HOch(A, O)

("la composition des morphismes”) pour tout triplet (A, B,C) d’objets de C.
Ces données doivent satisfaire a l’associativité, i.e. pour f: A— B, g: B —C
et h: C — D, on doit avoir (hog)o f =ho(gof), et a laxiom d’unité, i.e.
pour tout f: A — B, on doit avoir idg o f = foidy.
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Le fait de parler d’une classe d’objets plutét que d’un ensemble d’objets est
une précaution qui permet de parler de la catégorie Ens des ensembles ou la
classe d’objets n’est pas un ensemble. Rappelez-vous que la notion de I’ensemble
de tous les ensembles mene a des contradictions.

On a pleins d’exemples de catégories: celle des groupes abéliens Ab (ou
les objets sont les groupes abéliens et les morphismes sont les morphismes de
groupes), la catégorie des groupes Grp (ol les objets sont tous les groupes
et les morphismes sont les morphismes de groupes), R-mod la catégorie des
R-modules a gauche etc.

Dans une catégorie C, on appelle un morphisme f : A — B un isomorphisme
s’il existe un morphisme g : B — A tel que fog =idp et go f = idy. Grace
a lassociativité, un tel morphisme g (pour un f donné) est unique et noté
g=f"

Definition 2.2. Un morphisme f : B — C dans une catégorie C s’appelle
monomorphisme si pour tous morphismes distincts e1,eq : A — B, on a foey #
foea. Cette propriété s’exprime aussi par la possibilité de simplification & gauche
sutvante: pour tous morphismes ay,as : A — B tels que foa; = foas, on a
a1 = ag.

On définit de fagon ”symétrique” (ou ”duale”) la notion d’épimorphisme par
la propriété de simplification & droite. Dans pleins de catégories dont les ob-
jets ont des ensembles sous-jacents (comme par exemple Ens, Grp, Ab etc),
la propriété d’étre un monomorphisme est simplement la propriété d’étre un
morphisme injectif (et de méme, épimorphisme revient & demander que le mor-
phisme soit surjectif). Attention, dans la catégorie des anneaux Ann, Z C Q
est un épimorphisme !

Un objet I d’une catégorie C s’appelle initial si pour tout objet C' de C, il
existe un unique morphisme de I vers C. De méme pour objet terminal. Un objet
qui est a la fois initial et terminal s’appelle objet zéro. Si C contient un objet
zéro, noté 0, alors tout ensemble Home (A, B) contient une fleche A — 0 — B.
Cette fleche est noté également 0.

Definition 2.3. Le noyau A := ker(f) d’un morphisme f : B — C dans une
catégorie C consiste d’un objet A et d’un morphisme i: A — B tel que foi =20
qui possédent la propriété universelle sutvante: Pour tout morphismee: A’ — B
dans C tel que foe =0, il existe un unique morphisme e’ : A’ — A tel que e se
factorise e =i o0¢’.

Tout noyau i : A — B est un monomorphisme et deux noyaux d’un méme
morphisme sont isomorphes. Un morphisme donné dans une catégorie n’admet
pas forcément un noyau.

Definition 2.4. Le conoyau D := coker(f) d’un morphisme f : B — C dans
une catégorie C consiste d’un objet D et d’un morphisme p : C — D tel que
po f =0 qui possédent la propriété universelle suivante: Pour tout morphisme
g:C — D' dans C tel que go f = 0, il existe un unique morphisme g’ : D — D’
tel que g se factorise g = g’ o p.

16



Dans les catégories Grp, Ab, R—mod ou encore Vect (la catégorie des K-
espaces vectoriels pour un corps K fixé), noyau et conoyau ont leur signification
habituelle.

La notion de produit est aussi donnée par une propriété universelle.

Definition 2.5. Soit {C;}icr une famille d’objets de la catégorie C. Le pro-
duit ;e C; (87l existe) est une paire consistant d’un objet W;e;C; de C et de
morphismes 7j : IL;c;C; — Cj pour tout j € I tels que pour tout objet A dans
C et toute famille de morphismes a; : A — C;, il existe un unique morphisme
a: A — 1erCy tel que mj o oo = aj pour tout j € 1.

Attention, il existe des catégories ou toute famille d’objets admet un produit
(comme dans Ens, Grp, Ab, R—mod ou encore Vect), mais la catégorie des
corps Crp n’admet pas de produit du tout.

Definition 2.6. Soit {C;};cr une famille d’objets de la catégorie C. Le copro-
duit [],c; Ci (s'il existe) est une paire consistant d’un objet [[,.; C; de C et de
morphismes ij : C; — [1,c; Ci pour tout j € I tels que pour tout objet A dans
C et toute famille de morphismes «; : C; — A, il existe un unique morphisme
a:]];c;Ci — A tel que o iy = o pour tout j € 1.

En tant qu’exemples, le coproduit dans Ens est la réunion disjointe, dans
Grp, c’est le produit libre de groupes, dans R—mod, c’est la somme directe. 11
est tres instructif de se noter les propriétés du genre a0 i; = «; en tant que
diagrammes.

Definition 2.7. Soient p : A — X et ¢ : B — X deux morphismes dans
une catégorie C. On appelle tiré-en-arriére ("pullback”) de (@, ) une paire de
morphismes o : Y — A, B:Y — B tels que poa = 9 o B qui a la propriété
universelle suivante: étant donné des morphismes v :Z — A et § : Z — B tels
que p o~y =1 od, il existe un unique morphisme { : Z — 'Y avec vy = ao( et
0=p0oC(.
Z
\\
LR |
B is@
B v, X

On a les deux propositions suivantes (voir [7] Theorem I1.6.2 p. 61 et Lemma

IT1.1.3 p. 86) que l'on utilisera pour identifier le foncteur Ext plus loin:

Proposition 2.8. Etant donné un diagramme de tiré-en-arriére dans une catégorie
C avec objet zéro, on a:

(i) Si (J,p) est le noyau de B, alors (J, a0 p) est le noyau de .

(ii) Si (J,v) est le noyau de @, v se factorise comme v = a oy ot (J, 1) est
le noyau de (3.
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Démonstration. (i) Posons v = aou. Montrons d’abord que v est un monomor-
phisme. On a que pp: J = Y et {a, 8} : Y — A x B sont des monomor-
phismes (se déduit de I'unicité de ¢). Donc {«, B}ou = {v,0}: J - Ax B
est un monomorphisme, d’oti le fait que v est un monomorphisme. De plus,
notons que pov = powou = YoFop = 0. Enfin, pour montrer la propriété
universelle, prenons 7 : Z — A et montrons que si ot = 0, alors 7 = vory
pour un morphisme 7y. Puisque ¢ o 0 = 0, la propriété du tiré-en-arriére
montre qu’il existe o : Z — Y tel que aoo =7, foo = 0. Puisque (J, i)
est le noyau de 3, 0 = p o 79, de sorte que T = ao o Ty =V oTy.

(ii) Puisque ¢ o v = 0, on raisonne comme dans (i) pour montrer qu’il existe
w:J —Y avec aopu=vet fopu=0. Puisque v est un monomorphisme,
u Vest aussi. Montrons que (J, u) est le noyau de 8. Soit S o7 = 0,
T:Z =Y. Alors poaor =1pofor =0, et ainsi €’oT = voT1y = @opoTy.
Or, BoT = fopoty =0, et donc, puisque {a, 8} est un monomorphisme,

T = [40Tp.
O

Ici, nous faisons appel a la définition de suite exacte qui ne sera vue que en
Section 3. Il s’agit d’une suite de morphismes telle que I'image du morphisme
précédant est le noyau du morphisme suivant. Dans les suites exactes cour-
tes ci-dessous, cela implique en particulier que B — E et B — E’ sont des
monomorphismes et que v’ et v sont des épimorphismes.

Proposition 2.9. Soit

0 B E Y u 0
=
0 B E—2sA 0,

un diagramme commutatif avec des lignes exactes. Alors le carré de droite
est un tiré-en-arriere.

Démonstration. Soit

€
S

L

E—YsA

!’

le tiré-en-arriere de (o, v). Montrons d’abord que € est un épimorphisme.
Le fait que P soit le tiré-en-arriere revient (voir Lemma III.1.1 p. 85 dans [7])
a l'exactitude de la suite

O—>P{i>}A’><E<V’;(>I>AaO.

Soit o' € A’. Puisque v est un épimorphisme, il existe e € E avec v(e) = a(a’),
ce qui implique que (a’,e) € ker((v,—a)) = im({¢, p}). Donc il existe p € P
avec o' = €(p) (et par ailleurs e = ¢(p)). Donc € est un épimorphisme.
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Maintenant, ¢ induit un isomorphisme ker(e) = B grace a la Proposition
2.8 On obtient donc une extension

0BA&PS A 0.

Par la propriété universelle de P, il existe un morphisme ¢ : £/ — P tel que
pol = ¢ et eo = 1. Puisque ¢ induit I'identité sur A’ et B, ¢ est un
isomorphisme par le Lemme des 5 (vu en exercice). O

L’objet dual d’'un tiré-en-arriere est le poussé-en-avant (”pushout”). En
inversant toutes la fleches dans le diagramme précédent, on formule facilement
sa propriété universelle.

Pour des raisons formelles, on introduit pour une catégorie donnée C aussi
la catégorie opposée C°P avec les mémes objets que C, mais avec les fleches et
la composition opposées: f: A — B dans C donne un morphisme f°P : B — A
dans C°P. 1l est clair que les monomorphismes de C sont les épimorphismes
de C°P, les noyaux de C sont les conoyaux de C°P, les produits de C sont les
coproduits de C°P, les tirés-en-arriere dans C sont les poussés-en-avant de C°P et
vice-versa.

Notons aussi que tout objet défini a ’aide d’une propriété universelle est
unique a isomorphisme canonique pres.

2.2 Foncteurs

Definition 2.10. Un foncteur F : C — D associe a chaque objet C de C un
objet F(C) = FC = F¢ de D et & chaque morphisme f : C; — Cy dans C
un morphisme F(f) : F(C1) — F(C3) de D. Un foncteur doit envoyer les
identités sur des identités: F(idc) = idpcy et doit envoyer la composition sur

la composition: F(f og) = F(f)o F(g).

On appelle un tel foncteur aussi covariant. Une telle préscription F' : C — D
qui renverse le sens des fleches (i.e. qui va de C dans D°P !) s’appelle un foncteur
contravariant.

Par exemple, soit K un corps. La préscription qui associe & tout ensemble fini
X portant une action d’un groupe G la représentation de permutation V(X) =
D.cx Ke, ot G agit par g - e, := ey, pour tout g € G et tout x € X définit
un foncteur de la catégorie des G-ensembles finis G-Ensg, vers la catégorie des
G-modules G-mod. En effet, pour un morphisme de G-ensembles f : X — X'
on a un morphisme de G-modules induit V(f) : V(X) — V(X’), défini sur une
base par e, — ey(,). Cette application linéaire est un morphisme de G-modules,
puisque f est un morphisme de G-ensembles (f(g-x) = g- f(x) pour tous g € G
et tous = € X).

Les catégories Grp, Ab, R—mod ou encore Vect ont aussi des foncteurs
oubli vers la catégorie Ens qui envoient un groupe, une groupe abélien, un
R-module ou encore un k-espace vectoriel sur leur ensemble sous-jacent.

On appelle un foncteur F' fidéle si les applications induites

Home (A, B) — Homp(F(A), F(B))
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sont injectives pour toute paire d’objets (A4, B) de C. Des foncteurs oubli sont
en général des foncteurs fideles. Un foncteur F' s’appelle plein si les applications

Hom¢ (A, B) — Homp(F(A), F(B))

sont surjectives pour toute paire d’objets (A, B) de C.
Nous allons maintenant définir des transformations entre foncteurs avec
méme catégorie de départ et d’arrivée.

Definition 2.11. Soient F,G : C — D deux foncteurs de C vers D. Une
transformation naturellen : F = G associe a chaque objet C' de C un morphisme
ne : F(C) = G(C) dans D tel que pour tout morphisme f: C — C’ dans C, on
a un diagramme commutatif

o) 2L per

ac) 2 q)

Dans le cas ou chaque n¢ est un isomorphisme, on parle d’un isomorphisme
naturel et on note n: F = G.

En tant qu’exemple, considérons le foncteur T': Ab — Ab qui associe a
chaque groupe abélien A son sous-groupe de torsion T'(A). L’inclusion T(A4) C A
est en fait une transformation naturelle 7 : T' = idap-

Definition 2.12. Soit F': C — D un foncteur. Sl existe un foncteur G : D —
C ainsi que des isomorphismes naturels id¢ = Go F etidp = F oG, on appelle
F (et aussi G) une équivalence de catégories.

Par exemple, la catégorie des espaces vectoriels basés dont les objets sont
des paires consistant d’un espace vectoriel et d’'une base de celui-ci et dont les
morphismes envoient base sur base, est équivalente & la catégorie Vect par le
foncteur oubli (qui oublie la base). Notons que ces deux catégories ne sont
pas isomorphes (ce qui voudrait dire que les deux foncteurs plus haut vérifient
FOG:idD et GOF:idcl).

Un critere utile pour déterminer si deux catégories sont équivalentes est le
suivant:

Theorem 2.13. Soit F' : C — D un foncteur pleinement fidéle et essentielle-
ment surjectif, i.e. tout objet de D est isomorphe & un objet de la forme F(X)
pour un objet X dans C. Alors F est une équivalence de catégories.

Démonstration. Voir [10] p. 93, Theorem 1. O

2.3 Catégories abéliennes

Une catégorie C s’appelle additive si 'ensemble Home (A, B) pour toute paire
(A, B) d’objets de C est un groupe abélien avec zéro 0 et tel que la composition
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catégorielle soit distributive pour I’addition de cette structure. Si f, g, ¢’, h sont
des morphismes composables, la distributivité s’écrit

folg+g)=fog+fog et (9+g)oh=goh+g oh.

De plus, une catégorie additive doit posséder un objet zéro et un produit A x B
pour toute paire d’objets.

Definition 2.14. Une catégorie additive A s’appelle abélienne si elle posséde
les trois propriétés suivantes:

(AB1) Tout morphisme dans A posséde noyau et conoyau.
(AB2) Tout monomorphisme dans A est noyau de son conoyau.
(AB3) Tout épimorphisme dans A est le conoyau de son noyau.

Du coup, dans une catégorie abélienne il est équivalent d’étre monomor-
phisme et noyau d’un morphisme, tout comme il est équivalent d’étre épimor-
phisme ou conoyau d’un morphisme. La catégorie R—mod est abélienne et, dans
un certain sens, c’est le seul exemple. Rappelons qu’une catégorie s’appelle petite
si sa classe d’objets est une ensemble. Le Théoreme de Freyd-Mitchell (1964) af-
firme que toute petite catégorie abélienne se plonge dans une catégorie R—mod
pour un certain anneau R, voir [I1] p. 25. Le probléme restant est que anneau
R n’est pas unique. On peut s’arranger (en choisissant un ”univers”) a ce que
les catégories qui nous intéressent soient petites (voir [I0], p. 12, remarques sur
les ” catégories larges”).

En algebre homologique, on a en général deux manieéres de raisonner: soit
on utilise les propriétés universelles des objets afin de raisonner abstraitement
(et sans utiliser d’éventuels éléments - notion qui peut ne pas avoir de sens dans
une catégorie abélienne quelconque !), soit on utilise des éléments en faisant
appel au théoreme de Freyd-Mitchell (i.e. en identifiant la catégorie abélienne
dans laquelle on travaille & une sous-catégorie du type R—mod). Nous allons
privilégier la deuxiéme maniére qui est souvent plus directe (mais nous invitons
évidemment le lecteur de fournir des démonstrations alternatives !).

Un raisonnement assez abstrait, connu sous le nom de Lemme de Yoneda,
est tres utile. Toute catégorie additive A se plonge dans la catégorie abélienne
Ab™” des foncteurs AP — Ab par le foncteur h qui envoie un objet A vers le
foncteur hy = Hom 4(—, A). Ce plongement s’appelle le plongement de Yoneda.

Lemma 2.15 (Lemme de Yoneda). Le plongement de Yoneda refiéte 'ezactitude,

ie. une suite A% B 5 C dans A est exact si pour tout objet M dans A, la
suite

Hom (M, A) %5 Homu (M, B) 2 Homu (M, C)
est exacte.
Démonstration. En posant M = A, on voit que foa = By o a,(ida) = 0,

donc im(a) C ker(8). En posant M = ker(8), on voit que le monomorphisme
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1 : ker(B) — B satisfait 8.(1) = So1 = 0. Il existe donc par exactitude
un morphisme o € Hom4 (M, A) tel que 1 = (o) = a0 g, ce qui implique
ker(8) = im(1) C im(a). O

Definition 2.16. Soit K un corps. Une catégorie additive C est appelée K-
linéaire si pour tous objets X, Y dansC, le groupe abélien Home (X, Y) est muni
d’une structure de K-espace vectoriel telle que la composition de morphisme soit
K-linéasire.

Definition 2.17. Soit F' : C — D un foncteur entre catégories additives. On
appelle F additif si les applications Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) pour
tous les objets X, Y de C sont des homomorphismes de groupes abéliens. Si de
plus C et D sont K-linéaires et ces homomorphismes sont K-linéaires, F est
appelé K-linéaire.

Proposition 2.18. Pour tout foncteur additif F' : C — D et tous objets X, Y
de C, il existe un isomorphisme naturel

F(X)® F(Y) = F(X&Y).

Démonstration. On vérifie d’abord que la somme direct X @Y dans la catégorie
abélienne C est caractérisée par l'existence de morphismes ixy : X - X @Y,
iy : Y 52 XPY etpx: XBY - X, py : XBY — Y tels que pxix = idy,
px iy =0, pyix =0, py iy = idy et ix px +iy py = idxgy, puisqu’il s’agit
a la fois de la somme catégorique et du produit catégorique de X et Y.

Par ailleurs, ala fois F(X)®F(Y) et F(X®Y') vérifient cette caractérisation
(dans la catégorie abélienne D), donc ils sont isomorphes. Pour F(X @& Y), on
obtient cette caractérisation en appliquant simplement F' a ces relations, puisque
F' est un foncteur additif. O

2.4 Foncteurs adjoints

Nous terminons notre tour d’horizon sur les catégories par la notion de foncteurs
adjoints.

Definition 2.19. Une paire de foncteurs L : A — B et R : B — A s’appelle
adjoint s’il existe une bijection pour tous objets A de A et B de B

o

T=TAB': HOIIlE:(L(A)7 B) — HOHlA(A, R(B))

qui est naturelle en A et B, i.e. pour tous morphismes f : A — A’ dans A et
g: B — B’ dans B, on a un diagramme commutatif

Homg(L(A"), B) —“Y "~ Homp(L(A), B) — > Homp(L(A), B')

lTA’,B lTA,B lTA,B/
-

Hom(A', R(B)) ——> Homu(A, R(B)) —%> Hom.(A, R(B'))
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En d’autres mots, on a les deux foncteurs Homg(L(—), —) et Hom 4(—, R(—))
de A°P x B vers Ens, et 7 est un isomorphisme naturel entre eux. On dit que
L est adjoint a gauche de R et que R est adjoint a droite de L.

Il y a pleins d’exemples pour de tels pairs de foncteurs adjoints. Un fonc-
teur adjoint a gauche est souvent une construction universelle qui ”inverse” un
foncteur oubli. Soit, par exemple, K un corps et L : Ens — Vect le foncteur
qui associe a un ensemble X le K-espace vectoriel qui a une base indexée par X.
Autrement dit, L(X) est I’ensemble des combinaisons linéaires des éléments de
X a coefficients dans k. L est foncteur adjoint au foncteur oubli R : Vect — Ens
qui associe a un k-espace vectoriel I’ensemble sous-jacent.

Theorem 2.20. Une paire de foncteurs adjoint (L, R) : A — B détermine

(1) une transformation naturelle n : idg = Ro L, "l’unité de ’adjonction”,
telle que 'adjoint & droite de f : L(A) — B est R(f)ona : A — R(B).

(2) une transformation naturelle € : Lo R = idg, "la counité de l’adjonction”,
telle que Uadjoint & gauche de g: A — R(B) est eg o L(g) : L(A) — B.

De plus, les composées suivantes sont l'identité:

LA "W LoRoL(A) 5 L(A) et RB)SRoLoR®B) ™ RB). (1)

Démonstration. Voir [I0] p. 82, Theorem 1. O

En fait, on a aussi une sorte de réciproque de ce théoréme: une paire de
foncteurs (L, R) : A — B avec des transformations naturelles 7 : id4 = Ro L
et € : Lo R = idg telles que les composées dans équation soient l'identité
forment une paire de foncteurs adjoints, voir [I0] p. 83, Theorem 2.

Les foncteurs adjoints ont de bonnes propriétés. Par exemple, un foncteur
adjoint a gauche entre catégories abéliennes est toujours exact a droite et un
adjoint a droite exact & gauche, voir la Définition 3.3 (p. 25) et le Theorem

2.6.1 dans [I1], p. 51. Une autre bonne propriété est la suivante (voir Theorem
I1.7.7 dans [7], p. 68):

Theorem 2.21. Si le foncteur R : D — C admet un adjoint a gauche, alors R
préserve produits, tirés-en-arriere et noyaux.

Démonstration. Soit {Y;p;} le produit d’objets Y; dans D. Il faut montrer que
{RY; R(p;)} est alors le produit des objets R(Y;) dans C. Supposons donnés
des morphismes f; : X — RY;. Soit 7 la bijection naturelle de I’adjonction
avec inverse . Alors &(f;) : LX — Y; sont des morphismes, donc il existe par
la propriété universelle du produit un unique morphisme g : LX — Y tel que
piog=¢&(fi). On a alors

R(pi)o7(g9) =T(piog) = fi.

De plus, 7(g) est 'unique morphisme f tel que R(p;) o f = f;. En effet, tout
/' X — RY est de la forme f' = 7(¢’) et g est uniquement déterminé par

piog=&(fi)
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Le deuxiéme point sont les tirés-en-arriére. Soit

Yy 254

P
B—Ysx

un tiré-en-arriere dans D. Nous affirmons que

RY -9 RA
-

.
RB . RXx

est un tiré-en-arriere dans C. Pour cela, supposons donnés des morphismes
v:Z — RAetd:Z — RB dans C avec Rp oy = Ry od. En appliquant &, on
trouve po(y) = ¥ o&(d). Donc il existe (par la propriété universelle du tiré-en-
arriere) un unique morphisme p: LZ — Y tel que a0 p =£&(7) et B o p = £(0).
En appliquant ensuite 7, on trouve R(a) o 7(p) = v et R(8) o 7(p) = 4, et,
comme on ’a vu pour les produits, 7(p) est 'unique morphisme vérifiant ces
équations.

Le dernier point est la préservation des noyaux. Soit 1 : ker(f) — B le noyau
du morphisme f : B — C dans D. Il faut montrer que R(1) : R(ker(f)) — R(B)
est le noyau de R(f) dans C. Soit donc o : A — R(B) un morphisme avec
R(f)oa=0. On a donc () : L(A) — B avec f o &(a) = 0. Par la propriété
universelle du noyau de f, il existe un unique morphisme o’ : L(A) — ker(f)
avec 10 o = £(a). D’ott le morphisme 7(a’) qui vérifie R(1) o 7(a’) = a. Une
fois de plus, 7(’) tire son unicité de 'unicité de «’. O

3 Algebre homologique

Dans cette section, nous allons donner un petit apergu de ’algebre homologique,
i.e. de la théorie des foncteurs dérivés. Pour plus de détails, je réfere aux livres
de Hilton-Stammbach [7] et de Weibel [I]. Ici, on suit [4], Sections 1.4, 1.6 et
1.7.

3.1 Suites exactes
Voir [4] Section 1.4, p. 4.
Definition 3.1. Une suite de morphismes
s X T X T X

dans une catégorie abélienne s’appelle exacte en degré i si im(f;—1) = ker(f;).
Elle est appelée exacte si elle est exacte en tout degré. Une suite evacte

0-X—->Y—>2—-0

est appelée suite exacte courte.
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Dans une suite exacte courte, X est un sous-objet de Y et Z 2 Y/X est le
quotient correspondant.

Definition 3.2. Soient
S:0-X—-2Z35Y =0, S0 X2 Y 50

deuz suites exactes courtes (avec les mémes termes extrémes). Un morphisme
de S vers S’ est un morphisme f:Y — Y’ qui se restreint en lidentité de X
et de Y. L’ensemble des classes d’équivalence de suites exactes courtes (avec
mémes termes extrémes) a isomorphisme prés s’appelle Extl(Y,X), l’ensemble
des extensions de Y par X.

On peut définir une opération d’addition sur Extl(Y,X ). Soient pour cela
S et S’ deux suites exactes courtes comme ci-dessus. On construit d’abord la
suite exacte somme:

0-XeX—>ZaZ -YaY —0.

Ensuite, on fait le tiré-en-arriere (du c6té droite) par rapport au morphisme
diagonal Y — Y @ Y défini par y — (y,y) pour obtenir une suite exacte

0-XaX—->2"'-Y —0.

Le noyau reste X @ X par la Proposition 2.8. Finalement, on fait le poussé-en-
avant par 'application somme X @ X — X définie par (z,2’) — x+ 2’ (du coté
gauche). Cela donne une suite exacte

S+858:0-X—-2">5Y —0.

Le conoyau est resté le méme grace a la version duale de la Proposition 2.8. Le
fait que cette somme de Baer est associative, commutative et admet un neutre
est 'objet d’un exercice.

3.2 Objets projectifs et injectifs
Voir [4] Section 1.6, p. 6.

Definition 3.3. Soient C et D des catégories abéliennes. Un foncteur additif
F :C — D est appellé exact o gauche (resp. exact a droite) si pour toute suite
exacte courte 0 - X —Y — Z — 0 dans C, la suite

0—F(X)—=FY)— F(Z) (resp. F(X)—F(Y)— F(Z)—0)

est exacte dans D. Un foncteur est appelé exact s’il est exacte a gauche et exact
a droite.

On utilise aussi le terme exact a gauche et exact & droite (et exact) pour
des foncteurs contravariants. En effet, un foncteur contravariant F' : C — D
est appelé exact a gauche si le foncteur covariant associé C°P — D est exact a
gauche.
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Exemple 3.4. Soient X etY objets dans une catégorie abélienne C. Le foncteur
contravariant Home(—,Y) et le foncteur covariant Home (X, —) sont tous les
deuzx des foncteurs exacts a gauche de C vers la catégorie des groupes abéliens.

Exemple 3.5. Soit A un anneau et M un A-module a droite. Alors le foncteur
Vs M ®aV de la catégorie des A-modules & gauche vers la catégorie des
groupes abéliens est exact a droite.

Definition 3.6. Un objet P dans une catégorie abélienne C est appelé projectif
si le foncteur Home (P, —) est exact. De méme, un objet I dans C est appelé
injectif si le foncteur Home(—, I) est exact.

Supposons maintenant que tous les objet de la catégorie abélienne C ont
longueur finie.

Definition 3.7. Soit X € C. Un couverture projective de X est un objet pro-
jectif P(X) dans C ensemble avec un épimorphisme p : P(X) — X tels que si
g : P — X est un épimorphisme d’un objet projectif P vers X, il existe un
épimorphisme h : P — P(X) tel que ph = g.

Si une telle couverture projective existe pour X, elle est unique a isomor-
phisme (non-unique) pres.

Definition 3.8. Soit X dans C. Une enveloppe injective de X est un objet
injectif Q(X) de C ensemble avec un monomorphisme i : X — Q(X) tels que si
g: X — Q est un monomorphisme de X wvers un objet injectif Q, il existe un
monomorphisme h : Q(X) — Q tel que hi=g.

Si une telle enveloppe injective existe pour X, elle est unique a isomorphisme
(non-unique) pres.

3.3 Le foncteur Ext

Voir [] Section 1.7, p. 7, [11], Sections 3.3 et 3.4, pp. 73 et 76, et [7], Ch. III,
p. 84.

Soit R un anneau et soient M et N deux R-modules a gauche. On appelle
résolution projective de M toute suite exacte

ii—=> Po— P — Py— M — 0,

ou les P; sont des R-modules projectifs (par exemple, des R-modules libres).
Etant donné une telle résolution, on applique le foncteur Homp(—, N) pour
définir le complere de R-modules

0 — Homp(FPy, N) = Homg (P, N) = Homp (P2, N) — ...

Ceci veut dire que, si’on note d; le morphisme Homg(P;—1, N) — Homg(P;, N)
pour tout ¢ > 0 (avec P_; =0), 'on a d;11 0d; =0.
La cohomologie de ce complexe est par définition

Hi = ker(dwl)/lm(dl)
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Elle est indépendante (& isomorphisme canonique prés) du choix de la résolution
P*, voir le Comparison Theorem 2.2.6 dans [I1], p. 35. Pour ¢ > 0, cette coho-
mologie est notée Ext’(M, N), et il est facile de voir (en utilisant que le foncteur
Hom est exact & gauche) que Ext”(M, N) = Homp (M, N). De méme, on montre
ci-dessous que Ext!(M, N) est canoniquement isomorphe au Ext! (M, N) défini
précédemment & ’aide de suite exactes ("Ext de Yoneda”).

Soit 0 — N7y — Ny — N3 — 0 une suite exacte courte de R-modules. Alors
il existe une suite exacte longue en cohomologie

... — Ext'(M, Ny) — Ext‘(M, Ny) — Ext’(M, N3) — Ext™"™ (M, Ny) — ...
Lemma 3.9. Pour tout n > 0 et tout anneau R, on a

(a) Extr(®ada, B) 2 M Exth(Aq, B).

(b) Extn(A,lgBg) = HgExtRh(A, Bg).

Démonstration. Soient P, — A, des résolutions projectives des A,. Donc
Ba Py = B A, est une résolution projective de la somme directe, puisque la
somme direct de modules projectifs est projectif. De méme, si Bg — ()3 sont des
résolutions injectives des Bg, alors IIgBz — IIgQ)3 est une résolution injective
du produit, puisque le produit direct d’injectifs est injectif. L’affirmation du
lemme se déduit donc directement de II,Hompg(A,, B) = Homg(®Aq, B) et
de Homp(A,IIgBg) = IIgHompg(A, Bg) et de la commutation de la prise de
cohomologie d’un complexe de cochaines avec le produit. O

Nous allons maintenant procéder a 'interprétation de Ext en termes de ”Ext
de Yoneda”, i.e. & partir d’extensions et de suites exactes, voir [7], Ch. III.

Definition 3.10. Soient A et B des R-modules. Une extension de A par B est
la donnée d’un R-module X et d’une suite exacte courte 0 - B - X — A — 0.
Pour désigner une extension par un objet, notons-la £&. Deux extensions sont
équivalentes s’il existe un diagramme commutatif

0 B X A 0
iidB iu J{id,q
0 B X’ A 0

On appelle une extension scindée ou triviale s’il elle est équivalente a l’extension

0B Ba AT 40,
Lemma 3.11. Si Exth(A, B) = 0, alors toute extension de A par B est scindée.

Démonstration. Soit 0 - B — F — A — 0 une extension. Vue comme suite
exacte courte, elle induit une suite exacte

Homp(A, E) — Homp(A, A) % Extk(4, B).
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Ainsi l'identité id4 se releve en un morphisme o : A — FE dans le cas ou
Exty(A, B) = 0. Or, o est une section de F — A, donc la suite du départ est
scindée: £ = A& B. O

Dans la démonstration précédente, on voit que la classe ©(§) = 9(ida) €
Exty(A, B) est Uobstruction & ce que la classe ¢ soit scindée: ¢ se scinde si
et seulement si id4 se releve & un élément de Hompg (A, E) et ceci est le cas si
et seulement si la classe ©(€) € Extg(A, B) est nulle. Notons également que
des extensions équivalentes sont des obstructions isomorphes par naturalité du
connectant 0. L’obstruction ne dépend que de la classe d’équivalence de &.

Theorem 3.12. Etant donné deuz R-modules A et B, Uapplication © : £ —
0(id4) établit une correspondence biunivoque

{classes d’équivalence d’extensions de A par B} ‘& Extk(4, B),
sous laquelle ’extension scindée correspond a la classe nulle 0 € Ext}z(A, B).

Démonstration. Fixons une suite exacte courte 0 — M 4 P — A — 0 avec
P projectif ("présentation projective de A”). En appliquant Homg(—, B), on
obtient une suite exacte

Hompg(P, B) — Homp (M, B) % Extk(A, B) = 0.

Ainsi, pour un x € Exth(A, B) = coker(Homg (P, B) — Hompg(M, B)), on peut
choisir 8 € Hompg (M, B) tel que 9(8) = x. Soit E le poussé-en-avant de j et 3,
i.e. le conoyau de M — P& B, m +— (j(m),—B(m)). On a donc un diagramme
commutatif

J

0 M P A 0
bk
0 B E A 0,

ol le conoyau A est préservé par le poussé-en-avant, ce que se déduit de la
Proposition duale de Proposition On note ¢ la classe de 0 - B - E —
A — 0. Par naturalité du connectant 9, on voit que O(¢) = z, i.e. que © est
une surjectiorﬂ

Cette construction donne une application bien définie ¥ de Exth(A, B) vers
Pensemble des classes d’équivalence d’extensions. En effet, si 5/ € Homg (M, B)
est un autre relevement de z, il existe un morphisme f € Hompg(P, B) tel que
B = B+ foj. Sil’'on note E’ le poussé-en-avant de j et 3, alors les morphismes
i: B — Eeto+iof induisent un isomorphisme E’ = E (par propriétés
universelles des deux poussés-en-avant) et une équivalence entre &’ et &.

1On notera que la méme application © envoie soit & sur d(id 4) (en appliquant Homp (A, —)
a la suite &, soit sur 9(idg) (en appliquant Homp(—, B) & la suite £). Ceci se déduit du
Theorem 2.7.6 dans [I1], p. 63
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Réciproquement, étant donné une extension £ de A par B, la propriété de
relevement de P donne lieu a une application 7 : P — F et a un diagramme
commutatif

0 M P A 0
l"/ \LT lldA
0 B—'sE A 0,

Dans cette situation, F est alors le poussé-en-avant par j et v par la version
duale de la Proposition Dot W o O(§) = & ce qui montre que O est
injective. O

3.4 Cohomologie de groupes

Référence: [4] Ch. 1.7, p. 7.

On va illustrer 1'algebre homologique des sections précédentes sur I'exemple
de la cohomologie des groupes. Soit G un groupe et soit A un G-module,
i.e. un groupe abélien avec une action Z-linéaire de G. Alors les groupes
abéliens Ext(Z, A) dans la catégorie de G-modules (ott G agit trivialement
sur Z) s’appellent les groupes de cohomologie de G & valeurs dans A, et on les
note H'(G, A).

Dans le cadre de la cohomologie des groupes (comme pour la cohomologie
d’autres structures algébriques, e.g. les algebres de Lie ou les algebres associa-
tives), on a une résolution projective explicite de Z comme G-module trivial,
appelée la résolution bar. Celle-ci donne une maniere explicite de définir et de
calculer les groupes de cohomologie H*(G, A). Soit P; = Z[G"1] le Z-linéarisé
du produit cartésien G+, Les P; deviennent des G-modules en posant pour
9,90,---,9i € G

9-(90:91,---,9i) = (990,91, - - -, 9i)-

Les P; forment un complexe de groupes abéliens avec 'opérateur bord 9; : P; —
P;_1 défini par
ai(g()v cee 792) = (9091,92’ R 791) - (90791927 s 7.g7,)+
N (71)271(907 R agi—lgi) + (71)2(903 s 7gi—1)-
11 est facile & vérifier que (P;,d;);>0 forme une résolution du G-module trivial
Z. Les P; sont des G-modules libres, donc projectifs.
On a des isomorphismes 7; : Homg(P;, A) = Map(G*, A) donnés pour h €
Homg (P;, A) par
’YZ(h)(glu cee 791) = h(17 g1, "°7gi)7

et les opérateurs d; = 9} : Homg(P;—1,A) — Homg(P;, A) deviennent sous
cette identification

dz(f)(gla DR agi) - glf(g27 e agz) - f(gnga cee 7gl)+
A CD) T (g 90190 + (SD) (915, gimn)-
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Ce complexe dont les termes sont les C* = C¥(G, A) := Map(G?, A) et dont
les différentielles sont données ci-dessus est appelé le complexe standard de G a
valeurs dans A.

Les cocycles dans ker(d;+1) de ce complexe et les cobords dans im(d;) de
ce complexe seront notés Z*(G, A) et BY(G, A) respectivement, et la cohomolo-
gie H'(G, A). Notons que si A est un anneau commutatif et que Paction de
G préserve la multiplication de A, alors H*(G, A) devient un anneau gradué
commutatif, avec comme multiplication le produit de Yoneda des Ext-groupes.

Remark 3.13. (a) H°(G,A) = A%, le sous-G-modules des invariants dans
A. Donc, si l'action est triviale, on a H°(G, A) = A.

(b) Si G agit trivialement sur A, alors H'(G, A) = Hom(G, A). Plus géné-
ralement, H'(G, A) classifie les homomorphismes de G vers le produit
semi-direct A x G qui sont inverses a droite a la projection A x G — G,
& conjugaison par des éléments de A pres.

(c) Le H?(G, A) classifie les extensions abéliennes de G par A. En particulier,
si G agit trivialement sur A, il classifie les extensions centrales de G par

A.

Remark 3.14. La définition de la notion de 1-cocycle peut étre généralisé au
cas ou le groupe A n’est pas forcément abélien. Dans ce cas, en notant le produit
de A multiplicativement, 1’équation de 1-cocycle prend la forme

flgh) = f(g) - gf(h).

Ces 1-cocycles ne forment en général pas un groupe, mais seulement un ensem-
ble. C’est un ensemble muni d’une action de A via

(a-f)lg) =a-flg)-g(a)™".

L’ensemble des orbites sous cette action est alors appelé H(G, A), le premier
espace de cohomologie de G a valeurs dans A. Dans le cas ou A est abélien, on
retrouve la définition habituelle de la cohomologie. On peut de nouveau montrer
que H(G, A) classifie les homomorphismes G — Ax G qui sont inverses & droite
a la projection standard, a conjugaison par des éléments de A pres.

Remark 3.15. Soit G = Z/nZ le groupe fini cyclique & n éléments. Calculons
la cohomologie H*(G,Z). La résolution bar est trop volumineuse pour ce calcul,
il y a dans ce cas une résolution plus petite. Posons P; = ZG = Z[g]/(¢" — 1)
et soit 0; : P; — P,_1 défini par 9;(f) = (¢ — 1) f si i est impair, et par

%(f)=04+g+g+...+g" Nf

si ¢ est pair. On montre qu’il s’agit d’une résolution et donc d’une résolution
périodique. A Paide de cette résolution, on trouve H2+1 (G,Z) =0et H¥(G,Z) =
Z/nZ pour j > 0, tandis que H°(G,Z) = Z. On peut méme aller plus loin et
montrer que 'anneau gradué H®(G,Z) est

H*(G,Z) = Z[z]/(nx) = Z & x(Z/nZ)|x],

ol x est un générateur en degré 2.
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4 Théorie de représentations catégorique

Référence: [], Ch. 1.8, p. 9.

Soit C une catégorie abélienne. Le but de cette section est de mettre a notre
disposition les outils qui permettent de faire de la théorie des représentations
dans C sans utiliser qu’il s’agit de la catégorie des modules sur un anneau.

Definition 4.1. Un sous-objet d’un objet Y de C est un objet X avec un
monomorphisme © : X — Y. Un objet quotient de Y est un objet Z avec un

épimorphisme p: Y — Z. Un sous-quotient de Y est le quotient d’un sous-objet
deY.

On montre facilement qu’un sous-quotient d’un sous-quotient de Y est un
sous-quotient de Y. En particulier, un sous-objet d’un quotient de Y est un
sous-quotient. Pour un sous-objet X C Y, on définit le quotient Z = Y/X en
tant que conoyau du monomorphisme ¢ : X — Y.

Soit maintenant C, pour o € I une famille de catégories additives. La somme
directe C = @, Ca est la catégorie dont les objets sont les sommes

X=PX., Xacl

acl

telles que pour presque tous a, X, = 0. De plus, les morphismes sont les

Home (X, Y) = ) Home, (Xa, Ya)
acl

pour X =@ ; XaetY =@, ;Yo llest facile de voir que C est une catégorie
additive. Elle est K-linéaire si et seulement si toutes les catégories C, le sont.

Definition 4.2. Une catégorie abélienne C est dite indécomposable si elle n’est
pas équivalente a la somme directe de deux catégories non-nulles.

Soit toujours C une catégorie abélienne.

Definition 4.3. Un objet non-nul X est appelé simple ou irréductible si 0 et X
sont ses seuls sous-objets. Un objet X est appelé semi-simple s’il est la somme
directe d’objets simples. La catégorie C est appelée semi-simple si tout objet est
semai-simple.

Lemma 4.4 (Lemme de Schur). Soient X etY deuz objets simples de C. Alors
tout morphisme non-nul f : X —'Y est un isomorphisme. En particulier, si X
n’est pas isomorphe ¢ Y, alors Home(X,Y) = 0. De plus, Home (X, X) est une
algébre a division.

Soit X un objet dans la catégorie abélienne C.

Definition 4.5. On dit que X est de longueur fini s’il existe une suite de
composition
0=XoCcXjC...CX,=X
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telle que X;/X;—1 est simple pour tous i = 1,...,n. On appellera une telle
suite de composition aussi suite de Jordan-Holder de X. On dira qu’une suite
de Jordan-Hélder contient un objet simple Y avec multiplicité m si le nombre
de i tels que X;/X;_1 soit isomorphe a Y est m.

La version catégorique du Théoreme de Jordan-Holder est alors:

Theorem 4.6 (Théoréme de Jordan-Hoélder). Supposons que 'objet X soit de
longueur fini. Alors toute filtration de X par des sous-objets peut étre raffinée en
une suite de Jordan-Hélder, et deuz suites de Jordan-Hélder de X contiennent
tout objet simple avec la méme multiplicité. En particulier, elles ont la méme
longueur.

Quitte a utiliser le Théoreme de Freyd-Mitchell, ce théoréeme est le méme
que Théoreme [1.7] i.e. le Théoreme de Jordan-Hélder pour les A-modules. On
s’intéressera dans ce cours essentiellement & des catégories abéliennes ou tout
objets est de longueur fini, ainsi des suites de Jordan-Holder existent.

Rappelons qu’un objet X dans la catégorie abélienne C s’appelle indécom-
posable s’il n’est pas somme directe de deux sous-modules propres.

Theorem 4.7 (Krull-Schmidt). Tout objet de longueur fini admet une décom-
position en somme directe d’indécomposables, de plus, elle est unique a isomor-
phisme pres.

De nouveau, quitte a utiliser le Théoreme de Freyd-Mitchell, ce théoreme
est le méme que Théoreme [1.14] i.e. le Théoreme de Krull-Schmidt pour les
A-modules.

Soit C une catégorie K-linéaire ou tous les objets sont de longueur fini. Pour
deux objets X et Y de C tels que Y est simple, on note [X : Y] la multiplicité de
Y dans une suite de Jordan-Holder de X. Cette quantité est bien définie grace
au Théoreme de Jordan-Hélder.

Definition 4.8. Le groupe de Grothendieck Gr(C) est le groupe abélien libre
engendré par les classes d’isomorphisme X; des objets simples de C. A chaque
objet X de C, on associe sa classes [X]| dans Gr(C) donnée par la formule

[X] = Z[X : X)X

Il est clair que si
0-X—-Y—=>2Z-=0

est une suite exacte dans C, alors [Y] = [X] + [Z]. Quand cela ne prétera pas a
confusion, on écrira X au lieu de [X].

Definition 4.9. Une catégorie K-linéaire abélienne C est appelée localement
finie si les conditions suivantes sont satisfaites:

(a) pour toute pair d’objets X et'Y, le K-espace vectoriel Home(X,Y) est de
dimension finie,
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(b) tout objet X de C est de longueur finie.

Ainsi, dans toute catégorie abélienne localement finie, les Théoremes de
Jordan-Holder et de Krull-Schmidt sont vrais. On n’étudiera que des catégories
abéliennes localement finie dans ce cours. Pour une telle, on notera O(C)
I’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets simples.

Definition 4.10. Un foncteur additif F : C — D entre catégories abéliennes
localement finies est appelé injectif s’il est pleinement fidele. On appelle F
surjectif si tout objet simple de D est sous-quotient d’un objet du type F(X)
pour un objet X de C.

On observe que cette notion de surjectivité est plus faible que la surjectivité
essentielle du foncteur F' (qui affirme que pour tout objet de D est isomorphe &
F(X) pour un objet X de C).

Proposition 4.11. Supposons K algébriqguement clos. Alors dans toute catégorie
localement finie C sur K, on a

Home(X,Y) =0,
si X etY sont des simples non-isomorphes, et Home (X, X) 2 K pour X simple.

Démonstration. Soit f : X — Y un morphisme. Par le Lemme de Schur, on a
soit f = 0, soit f est un isomorphisme. Ceci implique bien que Hom¢(X,Y) =0
si X et Y sont non-isomorphes et que Home (X, X) est une algebre & division
pour X simple. Puisque Home (X, X) est de dimension finie par hypothese, ceci
implique que Home (X, X) 2 K, puisque K est algébriquement clos. O

Definition 4.12. Une catégorie abélienne K-linéaire C est appelée finie si elle
est équivalente a la catégorie A—mod des modules de dimension finie sur une
K-algébre de dimension finie A.

Cette définition est ambigué, puisque l'algebre A n’est pas canoniquement
associée a la catégorie C. En fait, cette définition détermine uniquement la classe
de A sous équivalence de Morita. Du coup, il est mieux d’avoir une définition
indépendante de A:

Definition 4.13. Une catégorie K-linéaire est appelée finie si
(a) les espaces de morphismes dans C sont de dimension finie,
(b) tout objet de C est de longueur finie,
(c) C a assez de projectifs, i.e. tout objet simple a une couverture projective,
(d) il n’y a qu’un nombre fini de classes d’isomorphismes d’objets simples.

Notons que les Condition (a) et (b) sont 'exigence que C est localement finie.

L’équivalence des deux définitions d’étre finie se voit comme suit. D’une
part, si C = A-mod est la catégorie des modules de dimension finie sur une
algebre de dimension finie A, alors on a clairement (a)-(b). Pour le point (c),
on a le lemme suivant:
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Lemma 4.14. Tout simple est quotient d’un indécomposable monogéne projec-
tif.

Démonstration. Soit S un simple dans A-mod. Alors S est monogene (car tout
élément non nul engendre un sous-module non-nul qui doit étre égal & S), donc
quotient de A: il existe Q C A tel que A/Q = S. Parmi tous les facteurs directs
M de A tels que M/Qn =2 S, on peut choisir un M de dimension minimale, noté
P. Alors P est projectif et monogeéne (projectif puisque facteur direct d’un libre,
monogene, car quotient de A). Montrons que P est indécomposable. Sil’on avait
P=M®N et : P — S est I'épimorphisme construit, alors S = 7(M) +m(N).
Puisque S # 0, un des facteurs est non nul, disons w(M) # 0. Mais alors
S = mw(M), puisque S est simple, donc S est quotient de M (ce qui contredit la
minimalité de P, si N est non nul. O

On note le P de la démonstration P(S) et on conclut que 7 : P(S) — S est
une couverture projective de S. En effet, si f : P — S est un épimorphisme,
alors il existe g : P — P(S) tel que f = 7 o g par projectivité de P. On montre
ensuite que g doit étre un épimorphisme.

Pour le point (d), on utilise le Théoreme de Krull-Schmidt: on a vu que
quand on l'applique & A elleeméme (ce qui est possible, puisque A est de di-
mension finie et donc Artinien et Noethérien comme A-module), on a que A se
décompose en produit d’anneaux locaux (car le facteurs sont indécomposables,
donc fortement indécomposables, et End a, (A;) = AP est donc local). Chaque
facteur local n’a qu’'un seul module simple (dont ’annulateur est I'idéal maxi-
mal). Donc A n’a qu’un nombre fini de modules simples (& isomorphie pres).

Réciproquement, si C satisfait (a)-(d), alors on peut prendre A = End(P)°P
ou P est un générateur projectif de C. Un choix pour P est, par exemple,

P = épi,
=1

ou les P; parcourent les couvertures projectives des simples X; de C pour i =
1,....n.

Un générateur projectif P de C donne lieu a un foncteur F' = Fp : C — Vec
de C vers la catégorie Vec des espaces vectoriels de dimension finie, en posant
F(X) = Home (P, X). Le fait que P est projectif se traduit en la propriété que
F est exact, et le fait que P est un générateur se traduit en la propriété que F' est
fidele (i.e. pour toute paire d’objets A et B de C, 'application Hom¢ (A4, B) —
Homyeo(F(A), F(B)) est injective). On va prendre cette propriété en tant que
définition du fait d’étre un générateur. De plus, 'algebre A = End(P)°P peut se
définir aussi en tant que End(F'), 'algebre des automorphismes fonctorielles de
F'. Réciproquement, il est bien connu que tout foncteur exact fidele F' : C — Vec
apparalt ainsi par un générateur projectif P de C, qui est unique a isomorphisme
pres.

Remark 4.15. La catégorie des duaux d’une catégorie abélienne finie est de
nouveau finie. En effet, c’est la catégorie des modules de dimension finie sur
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A°P Talgebre A avec le produit opposé. Le foncteur de dualité entre ces deux
catégories envoie un module de dimension finie sur son dual. On en déduit que
tout objet d’une catégorie abélienne finie admet a la fois couverture projective
et enveloppe injective.

Definition 4.16. Soient A et B deux K-algébres de dimension finie et soient
A-mod et B—mod les catégories des modules de dimension finie sur A et B re-
spectivement. On dit qu’un foncteur F': A—-mod — B—mod est @-représentable
s’il existe un (B, A)-bimodule V tel que F est naturellement isomorphe au fonc-
teur X — V ®a X.

On peut montrer que F' : A-mod — Vec est ®-représentable si et seulement
si il a un adjoint a droite.

Proposition 4.17. Un foncteur F : A-mod — B-mod qui est K-linéaire et
additif est @-représentable si et seulement si il est exact a droite.

Démonstration. Le sens direct est clair, puisque le foncteur produit tensoriel est
exact a droite. Pour le sens réciproque, soit F': A—mod — Vec exact a droite.
Notons V' = F(A). Alors V est un B-module avec une action de A & droite
qui commute & celle de B-module, i.e. V est un (B, A)-bimodule. Montrons
que F(X) s’identifie de fagon naturelle & V ® 4 X. En effet, ceci est clair quand
X est un A-module libre. Soit M — N — X — 0 une présentation libre de
X. On applique le foncteur F' qui est exact a droite a cette suite pour obtenir
que F(X) est le conoyau de l'application V ®4 M — V ®4 N qui est égal a
V ®4 X. Cet isomorphisme F(X) = V ®4 X ne dépend pas de la présentation
libre choisie pour X et est fonctoriel en X. O

Corollary 4.18. Soit C une catégorie abélienne K-linéaire finie et soir F : C —
Vec un foncteur additif, K-linéaire et exact o gauche. Alors F = Home(V, —)
pour un objet V de C.

Démonstration. Soit C = A-mod pour une K-algebre de dimension finie A. Le
foncteur X — F(X*)* est un foncteur exact & droite de A—-mod dans A-mod.
Ainsi on a F(X*)* 2 X ®4 V pour un A-module V', naturellement en X. Du
coup, on a F(X*) = (X ®4V)* = Homg moa(V, X*), i.e. F(Y)=Hom¢(V,Y)
pour tout Y dans C, naturellement en Y. O

Remark 4.19. Le Lemme de Yoneda affirme que les morphismes entre deux
foncteurs Home (V, —) et Home (W, —) sont exactement les morphismes entre les
objets correspondants V et W, i.e. tout tel morphisme s’obtient en tant que
précomposition par un morphisme ¢ : W — V dans C.

5 Catégories monoidales

Référence: [9], Ch. XI, p. 275.
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5.1 Définition et Exemples

Une catégorie monoidale est une catégorie E|avec un produit tensoriel:

Definition 5.1. Soit C une catégorie. Un produit tensoriel ® sur C est un
foncteur ® : C x C — C tel qu’il existe un isomorphisme naturel

a:®o(®xide = ®o (ide x ®)
qui vérfie pour tous X,Y, Z,W € C le pentagone suivant commute:
(XeY)®(ZoW)
(XeY)oZ)oW XY ®((ZoW))
J{ ax,y,z®idw idx®ay,Z‘WT

resw Xo(Yez)ow)

XY o2Z)oW

De plus, on exige que @ admette une unité, i.e. il existe un object I € C
avec deux isomorphismes naturels | : [ @ — —id et r: — ® I — id tels que pour
tous X,Y € C le triangle suivant commute:

(XoheY Ly XoIoY)
rx ®idy
\ idx ®ly
XY

On appelle (C,®,a,I,l,r) une catégorie monoidale.

Exemple 5.2. La catégorie abélienne C = Vectg des K-espaces vectoriels est
une catégorie monoidale avec les produit tensoriel ordinaire @ = Qg. Ceci a
été constaté dans la Proposition[I.3. L’objet unité I =K, l'espace vectoriel K,
puisque KQV 2V @K XV pour tout K-espace vectoriel V' (naturellement en

V'), voir Proposition [1.3

Exemple 5.3. Soit (A, u,m) une algébre associative et C = A—mod, la catégorie
abélienne des A-modules (a gauche). Supposons que (A, p,m, A\, €) est une bigébre.
Alors le produit tensoriel sur Vect se restreint en un produit tensoriel sur A—mod:
Pour deux A-modules X et'Y, le produit tensoriel X @k Y devient un A-module
en posant

a-(x@y)=Aa)(zey) =Y (11-2)® (az-y).

a

Le corps de base K devient un A-module grdace a Uapplication e: a - X := e(a)A
pour tous a € A et tous A € K.

2Elle sera souvent abélienne dans notre contexte, mais ce n’est pas obligatoire pour définir
la notion de catégorie monoidale.
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En fait, on a la proposition suivante:

Proposition 5.4 ([9], Prop. XI1.3.1, p.285). Etant donné une algébre associative
(A, u,m) et morphismes d’algébres A : A - A A ete : A — K. Alors
la catégorie A-mod est monoidale (par rapport & A\ et €) si et seulement si
(A, p,m, A €) est une bigébre.

Démonstration. Dans le sens réciproque, il suffit de montrer que la contrainte
d’associativité a et les contraintes d’unitalité [ et r de la catégorie Vect sont des
morphismes de A-modules. Ceci est facile a montrer.

Dans le sens direct, ’associativité du produit tensoriel pour X =Y =2 = A
(en tant que A-module pour la multiplication & gauche), évalué sur 1 ® 1 ® 1
(pour 1 € A), montre que A est coassociative:

agaala (uV)@w)=a-as4,4((u®V)RW).

Puisque 'action de A sur le produit tensoriel est donnée par le morphisme A
et par définition de 'isomorphisme a4, 4 4, ceci se réécrit:

(A®id)A(a)(u®v) @w) = (Id @ A)A(a)(u® (v® w)).
En posant u = v =w =1 € A, on obtient
(A®id)Ala) = (id @ A)A(a)

pour tout a € A, i.e. la coassociativité de AA. Un raisonnement analogue montre
que € est une counité: la contrainte d’unitalité a gauche [ 4 est A-linéaire, et cela
implique que (¢ ® id)A(a) = a pour tout a € A. La A-linéarité de la contrainte
a droite r4 montre que (id ® €)A(a) = a pour tout a € A. O

Remark 5.5. Un monoide peut se définir en tant qu’ensemble C avec un pro-
duit associatif (z,y) — x -y et un élément neutre 1 € C' tel que 1% = 1 et pour
tout x € C des bijectionsz—~ 1-zetx+— xz-1. Eneffet,onal-1-z2 =1z
par 12 = 1, et grace a la bijection, on en déduit 1 -z = 2 pour tout z € C.

De la méme maniere (en catégorifiant), il existe une définition équivalente
de la notion de catégorie monoidale ou 'on exige qu’il existe un élément unité
I et un isomorphisme i : I ® I = [ et des autoéquivalences de catégories Ly :
X —>I®XetRr: X - X®I. Cest le point de vue mis en avant dans [4] qui
est montré d’étre équivalent & la définition d’une catégorie monoidale ici.

5.2 Propriétés de 'unité [

Soit (C,®,1I,1,r) une catégorie monoidale. Dans la Définition I'unité I est
au milieu dans le diagramme en forme de triangle. Il s’avere que les triangles
ou I est a droite et a gauche sont aussi commutatifs:

Lemma 5.6. Les diagrammes en triangle suivants sont commutatifs:
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ar,v,w

IeV)eW I®(VeWw)
Iy ®idw
\ AV
Veow
VeoWw)el A Ve Wel)
TVQW
\\\\\ //ﬁg;w

Veow
pour toute pair d’objets (V,W) de C.

Démonstration. Voir Lemma XI1.2.2 de [9], p. 283.

UeIxV))
a®idw id

®
s

Y

(UeD)aV)oW UeIaV)oW
(TU®idv)®idW

f
A

(idU®lv)®idW
UeV)oW

a a a

Us (VoW
’I‘(}®(idv®id ldU®(lv®ldw)

\

U)o (VeW) idu ®lv gw U((IeV)oW)

f
h

idy ®a
U (VeW))

Dans ce diagramme, le hexagone circonscrit est le pentagone de la définition
d’une catégorie monoidale, le carré au milieu en haut est le triangle de la con-
trainte d’unitalité, les deux parallelegrammes des cotés sont la naturalité de
la contrainte d’associativité a (pour abréger, on n’a pas mis les indices) et le
triangle en bas & gauche est de nouveau le triangle de la contrainte d’unitalité.
Puisque tous les morphismes sont des isomorphismes, on déduit la commuta-
tivité du triangle en bas a droite. Cela donne pour U = I:

idr ® (ZV®W o a) =id;® (lv ® ldw)

On en déduit (avec la naturalité de [ et le fait que I est un isomorphisme) que
lvegw 0ca = ly ® idy. Ceci est la commutativité du premier triangle dans
I’énoncé. La commutativité du deuxieme se démontre de fagon analogue. O
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On en déduit des propriétés des contraintes d’unitalité ou l'indice comporte
Iunité I:

Lemma 5.7. Pour tout objet V de C, on a
ligy =1d; ® Iy, rver = ry ®idy, lr =ry.

Démonstration. Par naturalité de la contrainte d’unitalité [ (appliqué au mor-
phisme Iy : I®V — V), onaly oljgy = ly o (id; ® lyy). Puisque Iy est un
isomorphisme, on en déduit l;y = id; ® lyy. La deuxieme égalité s’obtient de
la méme maniere en utilisant la naturalité de la contrainte d’unitalité a droite
r.

Montrons alors I; = r;. Par le lemme précédent (i.e. Iy ® idy = lygw ©
arv,w pour V=W =1I) et l;gy =id; ®ly (également pour V = I), on obtient

lr®idr =ligroar = (id;®lr)oarrr.

Du triangle de la définition (i.e. rv ® idw = idy ® lw o ay,1,w toujours avec
V =W = 1I), on obtient r; ® id; = (id; ® I1) o ar,r,;. On en conclut donc
l; ®id; = r; ® id;. Ceci donne finalement r; = I, car r est un isomorphisme
naturel. O

On en déduit que les endomorphismes de I forment un monoide commutatif:

Proposition 5.8. L’ensemble End(I) des endomorphismes de l'objet unité I
forme un monoide commutatif par rapport a la composition des endomorphismes.
De plus, pour des endomorphismes f et g de I, on a

f®9:g®f:7"1_10(f09>07’1:Tj_lo(gof)orb

Cette derniere affirmation veut dire que le produit tensoriel d’endomorphismes
de I coincide avec la composition, pourvu que ’on identifie I et I® 1 vial; = ry.

Démonstration. 1l est clair que End(I) est un monoide pour la composition
avec comme unité I’endomorphisme id;. Montrons qu’il est commutatif. La
naturalité de [ et r implique

f®id1=rl_10for1 et id;@g:l;logoll.

En utilisant r; = Iy du lemme précédent et la loi d’échange (voir Exo 1 du
TD1), on obtient

feg=rito(fogorr=rlo(goflorr=g®f.

On en déduit que fog=go f. O
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5.3 Exemples de catégories monoidales

Pour les exemples suivants, la référence est [4], Ch. 2.3, p. 26.

Exemple 5.9. La catégorie G-mod des G-modules sur un corps K est une
catégorie monoidale: Pour deux G-modules M et N et des éléments m € M et
n € N, on définit

g-(men)=(g-m)x(g-n).

Ceci est compatible avec le fait que le coproduit dans KG est A(g) = g® g pour
tout g € G. L’unité du produit tensoriel est le G-module trivial K (i.e. g-\ =
€(9)A = X pour tout g € G et tout A € K). La sous-catégorie pleine G-mod™
des G-modules de dimension finie est également une catégorie monoidale.

Exemple 5.10. Soit G un groupe fini et Vectg la catégorie des K-espaces vec-
toriels G-gradués, i.e. un objet de Vectg est un K-espace vectoriel V avec une
décomposition V = EBQGG Vy. Les morphismes dans cette catégorie doivent re-
specter cette décomposition (i.e. f(Vy) C Wy pour f:V — W et tout g € G).
Le produit tensoriel est défini par:

VeW),= € V.ow,
z,yeG:zy=g
L’unité I du produit tensoriel est donnée par I} = K et I, = 0 pour tout

g # 1€ G. Dans Vectg, il existe des objets &, pour g € G qui sont définis par
(0g)e =K si x =g et (§g)y = 0 sinon. Ces objets vérifient §g @ &), = dgp, et ils
forment une sorte de base de la catégorie Vectg dans le sens que tout objet de
Vectgn est isomorphe a une somme de d4. En fait, Vectg est la catégorie des
représentations de K[G| introduit dans I’Exemple pour un groupe fini G.
Pour cela, on peut remarquer que le produit dans K[G] s’écrit pour les fonctions
delta comme

0g0n = 09,104

Ceci implique que les fonctions delta sont des projecteurs orthogonauzx dont la
somme fait 1 (1 =5, _,04). Ces projecteurs donnent la décomposition V. =

@gEG Vg

Exemple 5.11. Soit G un groupe et A un groupe abélien (écrit multiplicative-
ment), vu comme G-module trivial. On se donne un 3-cocycle w € Z3(G, A) sur
G a coefficients dans A. Cela veut dire que w est une application w : GXGXG —
A qui vérifie

geG

w(gg' 9", 9" w(g,9'.9"9") = wlg,g',9")w(g,9'9", 9" (g, 9", ")
pour tous g,9',9", 9" € G.

On définit une catégorie monoidale C& comme suit: Les objets 64 sont in-
dexés par les éléments de G. Les morphismes sont donnés par Homcy, (0g,6n) =
0 si g # h, et Homey (64,0y) = A. Ceci définit bien une catégorie. Le produit
tensoriel est donné par 04 @ §, = dgn sur les objets, et le produit tensoriel sur
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les morphismes est donné par le produit dans A. L’unité I du produit tensoriel
est donnée par I =1 € G. Au lieu de prendre comme contrainte d’associativité
lidentité, on la prend induite par w, a savoir:

Q5,57 ,0m ‘= w(g, h, m)id(;ghm : (59 X 5h) R O — (59 [ (5h [ 5m),

pour g,h,m € G. En fait, le pentagone pour la contrainte d’associativité se
déduit de l'identité de cocycle pour w.

5.4 Catégories monoidales tressées

Definition 5.12 ([9], Ch. XIIL.1, p. 314). Une catégorie monoidale C est ap-
pelée tressée, s’il existe une contrainte de commutativité, i.e. un isomorphisme
naturel cxy : X @Y =Y @ X pour tous X,Y € C tel que les deux hezagones
suivants sont commutatifs:

CX,Y®Z

Xo¥YeZ)—(YQRZ)X

ax,y,z ay,z, X

X
/

(XoY)eZ Y ®(Z2X)

cx,y ®idz idy ®cx,z

A
\

ay,x,z

YeX)Z—=YR(X®2)

et

CXQY,Z

(XoY)®Z Z®(XQY)

-1 -1
Ax. vy, z Az XY

X
f

XY o2 (ZeX)®Y

idx®cy,z cx,z®idy

/A
A

a;(,lz,y
XRUZQY)—(X®2Z)QY
La catégorie Vect est tressée pour la contrainte de commutativité exhibée
en Proposition [I.3] Une catégorie monoidale peut étre tressée par rapport a
plusieurs tressages différents. On verra quelques exemples en exercices.

5.5 Foncteurs monoidaux

Voici la bonne notion de foncteur monoidal qui préserve donc la structure
monoidale:

Definition 5.13 ([9], Ch. XI.4, p. 287). Soient (C,®,1I,a,l,7) et (D,®,1,a,l,r)
deuz catégories monoidales. Un foncteur monoidal de C vers D est un triplet
(F, @0, p2) ot F : C — D est un foncteur, po est un isomorphisme de I vers
F(I) et

(U, V): FU)Q F(V) = F(URV)
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est une famille d’isomorphismes naturels pour tous U,V € C tels que pour tous
UV, W €C, les diagrammes suivants soient commutatifs:

(F(U) @ F(V)) @ F(Y), ——= E(U) ® (F(V) ® F(W)

af(u

\LW?(va)@idF(W) lidF(U)(@LPZ(VvW)
FUV)® F(W) FU)@ F(VeW)
J/cpg(U@V,W) ltpz(U,V@W)
F(au,v,w)

F(UeV)eW) FU®((VeoWw))

lr)

& F(U) F(U)

l‘ﬂo@idF(U) F(IU)T

p2(I,U)
—_

F(I)® F(U) FI®U)

TF(U)

FU)®1 F(U)

idp(U)®LP0 F(T‘U)T

w2 (U1
)

P o PV L Fo e )

On appelle un foncteur monoidal strict, si les isomorphismes pq et pg sont
des identités.

Une transformation naturelle entre foncteurs monoidaux est une transforma-
tion naturelle entre les foncteurs sous-jacents qui fait commuter les diagrammes
faisant intervenir ¢g et ¢f, et w2 et ¢). Avec cette notion de transformation
naturelle, on formule I’équivalence de catégories monoidales.

Exemple 5.14. Soit K un corps, A une K-algébre, et soit C = A-mod la
catégorie des A-modules a gauche. Alors on a un foncteur

F: A-bimod — End(C), M+ (M ®4 —),

ou A—bimod est la catégorie des A-bimodules, i.e. M porte une action a gauche
et une action & droite de A qui sont compatibles (i.e. a-(m-a’) = (a-m)-d
pour tous a,a’ € A et tout m € M). Le K-espace vectoriel M @4 X pour un
A-module a gauche X devient un A-module a gauche par l’action a gauche sur
M.

Ce foncteur est un foncteur monoidal. Un foncteur du méme type peut étre
défini dans le cas ot A est de dimension finie et C = A-mod™ est la catégorie
des A-modules de dimension finie.

Proposition 5.15. Le foncteur F ci-desssus prend ses valeurs dans la sous-
catégorie monoidale pleine End,o(C) des endofoncteurs de C qui sont exacts a
droite. De plus, on définit de cette maniére une équivalence entre les catégories
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monoidales A-bimod et End,.(C) dans le cas ot A est de dimension finie et
les A-modules et bimodules sont de dimension finie.

Démonstration. La premiere affirmation se déduit du fait que le produit ten-
soriel est exact a droite. Pour la seconde partie, on construit un quasi-inverse
F~1. Soit G € End,e(C). On définit F~1(G) par la formule F~1(G) = G(A). 1l
s’agit bien d’un A-bimodule, puisque d’une part G(A) est un A-module & gauche,
et d’'une autre part, G(A) porte une action compatible de End4(A) = A°PP,
l'algebre opposée. On vérifie en utilisant Proposition que F et F~! sont
inverses I'un de l'autre. O

5.6 Strictification et cohérence

Référence: [4], Ch. 2.8, p. 36, et Ch. 2.9, p. 39.

Definition 5.16. On appelle une catégorie monoidale C stricte si pour tous
objets X, Y, Z inC, on a des égalités X @ (Y Z) = (XQY)@Z et X®@I =
X =1® X et siles contrainte d’associativité et d’unitalité sont les identités.

Exemple 5.17. Soit C une catégorie. La catégorie des endofoncteurs End(C)
est une catégorie monoidale avec comme produit tensoriel la composition. 11
s’agit d’une catégorie monoidale stricte.

Par contre, les catégories Vect, A—-mod, Vectg etc ne sont pas strictes. Mais
on a le Théoreme de Mac Lane:

Theorem 5.18 (Théoreme de Strictification de Mac Lane). Toute catégorie
monoidale est monidalement équivalente a une catégorie monoidale stricte.

Démonstration. Voir [4] Theorem 2.8.5, p. 36.

On va établir une équivalence entre la catégorie monoidale donnée C et la
catégorie monoidale des endofoncteurs de C-modules a droite de C. L’analogue
non-catégorique de ce résultat est le fait que tout monoide M est isomorphe au
monoide des applications de M dans M qui commutent avec la multiplication
a droite. R

Plus précisément, soit C la catégorie monoidale définie comme suit: les objets
de C sont des pairs (F,c) ou F' : C — C est un foncteur et ou pour tous objets
X, Y deC

CX,\Y F(X)@Y%F(X@Y)

est un isomorphisme naturel tel que pour tous objets X, Y et Z de C, le dia-
gramme suivant est commutatif:

(FX)oY)® Z

AF(X),Y,Z
cx,y ®idz

FX®Y)® Z FX)® (Y ®Z)

lcx@w,z icx,y(@z

F(X®Y)®2) FX®(Y®2)

F(ax,v,z)
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Un morphisme 6 : (F1 c') — (F?,¢?) dans la catégorie C est une transfor-
mation naturelle  : F' — F? tel que le diagramme suivant commute pour tous
X, Y dans C

Cl
FYX)®Y —>F{(X®Y)

l@x(@idy l9x®y
2
C

F2X)®Y —> FX(X QY)

La composition dans la catégorie C est la composition verticale des trans-
formations naturelles. Le produit tensoriel dans la catégorie C est donné par
(Fl,cY) @ (F?,¢%) = (F'F?,c) ou ¢ est 'isomorphisme naturel donné par la
composée

1
Cr2(x),y Fl(ci,y)
— —

FIF(X)®Y FYF*(X)®Y) FYFY((X®Y))

et le produit tensoriel des morphismes est donné par la composition des trans-
formations naturelles (qui est strictement associative !). L’unité est la foncteur
identité. Ainsi, C est une catégorie monoidale stricte.

Afin de montrer que C est équivalente & C considérons le foncteur L : C — C
donné par la multiplication a gauche

LX)=(X®—ax__), L(f)=f®—.

Notons que le diagramme exigé pour I’élément F' = L(X) de C est le pentagone
de la définition de la catégorie monoidale C. Dans la suite, on montrera que L
est une équivalence monoidale. Pour cela, notons déja que tout objet (F,c¢) de
C est isomorphe & L(F(I)) (en utilisant ¢ et la contrainte d’unitalité & gauche).

Montrons que L est pleinement fidele. Soit 8 : L(X) — L(Y) un morphisme
dans C. Définissons f: X — Y par la composée

-1
XS xerLyerhy,

ou r est la contrainte d’unitalité a droite. En fait, pour tout Z dans C, on
afy; = f®idy. En effet, ceci se déduit de la commutativité du diagramme
suivant:

r71®id a . i
Xoz XKooz xe(l92)% 2 xg 2

lf@idz l91®idz i‘%@z l@z

veorlene s lyeles) Yy oz

Ici, les lignes sont 'identité par I’axiome du triangle, le carré a gauche com-
mute par définition de f, le carré a droite commute par la naturalité de 0 et le
carré central commute, car 6 est un morphisme dans C.
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Ainsi done 07 = f ®idyz, et ceci implique que 8 = L(f) et ainsi le foncteur
L est plein. De plus, si 'on a L(f) = L(g) pour deux morphismes f, g dans C,
alors f®id; = g®idy, donc f = g par le fait que r est un isomorphisme naturel.
Ainsi L est un foncteur fidele. En tout, L est une équivalence.

Il reste & montrer que I’équivalence est monoidale. Pour cela, nous définissons

®o et pa,
©o : ICA:> L(Ie), o X,Y):L(X)oL(Y) S L(X®Y),
par po =171 : (idc,id) = (I ® —,ar,— ) et pa(X,Y) = a;(’lyﬁ,
VX, Y) : (Xo(Y®—), ([dx®ay,— —ocaxyg—,—)) = (XQY)®—,axgy,—,—)-

Le p2(X,Y) est bien un morphisme dans CA, puisque le diagramme correspondant
se déduit du pentagone dans C. L’hexagone dans la définition d’un foncteur
monoidal se déduit aussi du pentagone dans C. Les deux carrés dans la définition
d’un foncteur monoidal se réduisent a des triangles qui sont deux des trois
triangles que 1'on avait montrés. O

Dans une catégorie monoidale C, on peut former des produits tensoriels n-
fois d’une suite Xi,...,X,, d’objets de C. A une telle suite, on peut associer
différentes manieres de parenthéser I'expression X; ® ... ® X,,. Ces différentes
maniére de parenthéser forment en général des objets différents de C.

Pour n = 3, la contrainte d’associativité donne une maniére canonique (na-
turelle !) d’identifier les deux parenthésages possibles, i.e. des deux objets (en
général différents) X; ® (Xo ® X3) et (X1 ® X2) ® X3. De 14, on peut déduire
facilement que deux parenthésages quelconques de X7 ® ...... X, pour n >3
sont isomorphes par une chaines de contraintes d’associativité.

On aimerait utiliser ce fait pour ignorer completement le parenthésage de
produit tensoriels dans des calculs (comme on le fait pour les produits de n
éléments dans une algebre associative). Mais on a alors le probléme de savoir
comment pour n > 4 identifier ces deux parenthésages: il se pourrait qu’il y ait
plusieurs manieres différentes de les identifier et qu’elles donnent des résultats
différents. Pour n = 4, le pentagone commutatif implique que les deux identifi-
cations possibles donnent le méme résultat. Mais pour n >4 ?

C’est ce probleme que résout le Théoreme de Cohérence de Mac Lane qui
est le premier résultat important de la théorie des catégories monoidales:

Theorem 5.19 (Théoreme de Cohérence de Mac Lane). Soit C une catégorie
monoidale et X1,...,X, des objets de C. Soit P; et Py deux parenthésages
de X1,...,X, (dans cet ordre) avec des insertions arbitraire de l'objet unité
1. Soient f,g : Pi — P, deuz isomorphismes, obtenus comme compositions
des contraintes d’associativité et d’unitalité et de leurs inverses, possiblement
tensorisés par des identités. Alors f = g.

Démonstration. On obtient ce théoreme en tant que corollaire du Théoréeme de
strictification de Mac Lane. En effet, soit L : C — C’ une équivalence monoidale
de C et une catégorie monoidale stricte C’. Considérons un diagramme dans C
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qui représente f et g, et appliquons le foncteur L a ce diagramme. Au-dessus
de toute fleche qui représente une contrainte d’associativité, on peut dresser
le rectangle (i.e. le premier diagramme de la Definition , et de méme
(i.e. dresser un des carrés qui sont les deuxiéme et troisieme diagrammes de la
Definition pour les contrainte d’unitalité. De cette maniére, on obtient
un diagramme en forme de prisme dont une des faces consiste de morphismes
identité (& savoir les contraintes d’associativité et d’unitalité dans C’) et dont
les autres c6tés sont commutatifs. Donc le dernier c6té (celui avec les identités)
est commutatif aussi et cela veut dire f = g. O

Ainsi deux maniere de parenthéser le produit de n objets dans C sont pas
seulement isomorphes, mais isomorphes par le méme isomorphisme naturel, donc
on peut les identifier canoniquement. C’est ce que l'on fait habituellement dans
des calculs dans une catégorie monoidale, en ignorant les parentheses que 'on
devrait insérer.

5.7 Le Centre de Drinfeld

Référence: [9], Ch. XIIL.4, p. 330 et XIIL.5, p. 333, mais aussi Ch. IX.4, p.
213, et Ch. IX.5, p. 220.

Le Centre de Drinfeld est une construction qui associe a chaque catégorie
monoidale stricte (C, ®, I) une catégorie monoidale tressée Z(C), appelé le cen-
tre de C. Cette construction s’étend aux catégories monoidales non-strictes.
Pour la catégorie monoidale C des A-modules pour une algebre de Hopf A de di-
mension finie avec antipode inversible, le centre Z(A-mod) est monoidalement
équivalent a la catégorie D(A)-mod des modules sur le double de A. Comme
nous avons introduit le double uniquement pour I’algebre de Hopf KG pour un
groupe fini G, nous allons montrer ce théoréme uniquement dans ce cadre.

Definition 5.20. Un objet de Z(C) est une paire (V,c_ y) ot V est un objet
de C et ot c_ y est une famille d’isomorphismes naturels

CX,V:X®V—>V®X
pour tout objet X de C tels que
cxgy,v = (cx,v @idy)(idx ® cy,v). (2)

Un morphisme de (V,c_ ) vers (W,c_ w) est un morphisme f :V — W dans
C tel que pour tout objet X de C, on a

(f (9 idx)nyv = CX,W(idX (29 f) (3)

Il est facile de voir que Z(C) est une catégorie. Observons que (comme on
Pavait vu dans la démo du Théoreme de strictification) la propriété d’étre dans
le centre (pour une K-algebre par exemple) devient ici structure dans la version
catégorifiée (& savoir un isomorphisme naturel entre X @ Vet V ® X). .
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Theorem 5.21. Soit (C,®, 1) une catégorie monoidale stricte. Alors le centre
Z(C) est une catégorie monoidale tressée stricte ot

(a) Vunité est (I,id),

(b) le produit tensoriel de (V,c_ v) vers (W,c_ w) est donné par

(Vieev)@ (Weew) = (Ve W,cvew),
olc_yew  XQVOW = VW ®X est donné par

ex,vew = (idv ® ex w)(ex,v @ idw).

(c) le tressage est donné par

cvw : (Viemv) @ (Woemw) = (W, e w) @ (Ve v).

Démonstration. Voir [9] Theorem XII1.4.2, p. 331.

(1)

Soient (V,c_ v) et (W, c_ w) deux objets de Z(C). Montrons que la paire
(V@ W,c_ yew) définie ci-dessus est un objet de Z(C). Le fait que
cx,veow est un isomorphisme dans C pour tout objet X et sa naturalité
se déduisent directement des mémes propriétés pour c_ v et c_ y. Il faut
montrer la Relation pour c_ ygw. Pour tous objets X, Y dans C, on
a:
cxey,vew = (dv ® cxey,w)(cxey,y @ idw)
= (idy ® cxw ® idy)(idygx ® CY,W)
(CX,V X idY®W)(idX Rcy,v ® idw)
= (dv ® ex,w ®idy)(cx,v @ idwgy)
(dxgv ® CY’W)(idX Rcy,v ® idw)
= (exvew ®idy)(idx ® cy,vew).

L’étape non-triviale ici se déduit de la naturalité du produit tensoriel:
f®g=(f®idyg) e (idss) ® g) = (idp(s) ® g) o (f ®ids(g))-

Soient f : (Vie—v) = W,e—w) et f/: (V',e—vr) = (W,c_wr) deux
morphismes dans Z(C). Montrons que f® f’ est un morphisme dans Z(C).
On veut donc montrer la Relation . On a:
(fof ®idx)exvey = (f®idy ®idx)(dy ® f/ ®idx)

(idv ® ex,v/)(ex,v ®idy)
(f ®@idy ®idx)(idy ® cxw)

(idv ®idx ® f')(cx,v ®@idy)
= (idw @ cxw)(f ®idx ®@idw~)

(exv ®@idw)(idx ®idy ® f')
(idw @ ex,w)(cx,v @ idwr)

(idx ® f ®@idy)(idx ®idy @ f')
= cxwew (dx @ f@ f').
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Ici, on a évidemment utilisé la Relation pour f et f’ et de nouveau la
naturalité du produit tensoriel.

Il est ainsi clair que le produit tensoriel est bien défini sur objets et mor-
phismes de Z(C). Il est fonctoriel et satisfait aux propriétés requises, car le
produit tensoriel satisfait & ces propriétés dans C. On en déduit que Z(C)
est une catégorie monoidale stricte. Dans la suite, nous allons montrer
qu’elle est tressée.

Montrons d’abord que le tressage cyy (proposée dans la partie (c) du
Théoreme) est bien un morphisme dans Z(C). Pour cela, on vérifie la
Relation , a savoir

(ecvw @1dx)ex,vew = cx,wev(idx ® cvw)

pour tous objets X dans C. On a

(cvw @idx)exvew = (cvw ®@idx)(idy ® cxw)(ex,v ® idw)

= CV@X,W(CX,V ® idw)
= (dw ®cx,v)exev,w
= (idw ®ecx,v)(ex,w ®idy)(idx ® cv,w)
= cx,wevidx ® cvw).

On a utilisé la définition du ¢ sur le produit tensoriel (item (b) du Théoréme;
pour le produit tensoriel en la seconde variable), la propriété définissante
de ¢ (pour le produit tensoriel en la premiere variable) et la naturalité de

C—w-

Le tressage cy, est inversible par définition et il est naturel par rapport
aux morphismes dans C, donc aussi par rapport aux morphismes dans
Z(C). Il reste & montrer les deux hexagones (dans la version stricte). Mais
ces deux hexagones sont la compatibilité de ¢ par rapport a un produit
tensoriel en la premiere et en la seconde variable, et sont donc vrais grace
a la Relation et la Relation dans le (b) du Théoréme.

O

Theorem 5.22. Soit D(KG) le double de l'algébre de Hopf KG, l’algébre de
groupe du groupe fini G. Alors les catégories monoidales tressées Z(KG—mod)
et D(KG)-mod sont équivalentes comme catégories monoidales tressées.

Nous allons démontrer ce théoreme en plusieurs étapes. Tout d’abord,
intéressons-nous aux D(KG)-modules:

Proposition 5.23. Un D(KG)-module V est exactement la donnée d’une struc-

ture de KG-module sur V', plus une décomposition V.= €

e Vy telles que

h-Vy C Vigp—1 pour tous g,h € G.
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Démonstration. La restriction &8 KG ® 1 € D(KG) donne une structure de
KG-module sur V. La restriction & 1 ® K[G] donne une structure de K[G]-
module a V. Cette derniere est simplement une G-graduation de V', puisque les
générateurs de K[G] sont envoyés sur une famille d’idempotents orthogonaux
de V dont la somme vaut idy. La compatibilité de ces deux structures se lit
dans la derniere équation de 'Exemple xégx_l = 0,451 montre qu’'en
commutant les structures de KG-module et celle de K[G]-module, le degré g de
V, change en xgx~!. Il est clair que la réciproque est vraie aussi. O

Ensuite, afin de montrer que le théoréme ait un sens, il faut définir une
structure de catégorie monoidale tressée sur D(KG)-mod. Elle provient en fait
d’une R-matrice sur D(KG) = K[G] @ KG. 11 s’agit de

n

R=) (190,01 =) (10e)®( ®1),

g€eG i=1
ot (e;)i=1,...n est une base de KG avec sa base duale (¢%);—1 ., de K[G].
Lemma 5.24. R est une R-matrice sur D(KG), i.e. R vérifie
(a) R est inversible dans D(KG) ® D(KG),
(b) (A ®id)(R) = Ri3Ra3 et (id ® A)(R) = RigRi2,
(¢) pour tous f € K[G] et tous a € KG: A°P(f ® a)R = RA(f ® a).

L’algebre de Hopf D(KG) devient avec cette R-matrice une algébre de Hopf
tressée.

Démonstration. Voir Theorem IX.4.4 in [9], p. 216.

(a) Montrons que R est inversible d’inverse R donné par

R= Zl@e ((e'08)®1).

i=1
Soit £ =bRu®c®v € K[G] ® KG @ K[G] ® KG. On évalue RR sur £ en
utilisant la dualité (,) entre KG et K[G]:

i<(1®e¢ej)®(ei(ejoS)®1),b®u®c®v>

ij=1

= €(bw Zu iez Zej ))eie;)
(¢) =1

e(b)v(1)e(e)u(1)
= 1919101,8).

(RR,¢)

Par suite, RR =1®1®1® 1. De méme, on montre que R est un inverse
a gauche de R.
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(b) Ici, il faut montrer (A ® id)(R) = Rj13Rs3 ou encore

n
Y 1egeledgedel=) 10eeloe @ce 1.
i(e:) i.j=1

Pour cela, on évalue le coté gauche sur § = a ®t @b R® u ® c ® v dans le
produit tensoriel D(G) ® D(G) ® D(G):
(A®id)(R),0) = (> 1@l @ ®1,0)
i,(ei)

= @) 3 eieueutel).
i,(eq)

Remarquons que
Za’ ®ad = Z e'(a)e; @ e,
(a) i,(ei)

ce qui se voit en appliquant le coproduit de KG aa =", e'(a)e;. Avec
cela, on obtient

O eoteulel) =Dt u(d").
(e:) i=1 (c)
D'oil
(A @id)(R),0) = Y e(a)e(b)o(1)E(c Yu(c”).
©)

D’un autre c6té, on obtient

(RizRos,0) = e(a)e(b)o(1) D tle)ules)(e’e’)(c)

= e(@)ed)o(1) Yt e'(eud_ el ()e;)
(¢) =1 j=1

= e(a)e(b)v(l)zt(cl)“(cﬂ)
(¢)
= ((A®id)(R),8).

De maniere similaire, on montre que ((id ® A)(R),6) = Ri3R12.
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(¢) Evaluons A°P(f @ a)Rsur E =bQu® ¢ ® v.

(AP(feaRE) = Y (ffed)(lee) e (f @d)(e 1))
(a),(£)i
Z <f// ® a////ei ® f/ei(S—l(a///)?a/) ® a//, €>
(a),(f)i
_ Z f”(b)u(a"”ei)f'(c/)ei (S—l (a///)c//a/)v(a//)
(a),(£),(e)i
_ Z f(bc’)u(a””ei(s_l(a”’)c”a')ei)v(a”)
(a),(c),i
_ Z f(bcl)u(a////s—l(a///)c//a/)v(a//)
(a),(c)
_ Z e(a”/)f(bc’)u(c/’a/)v(a”)
(a),(c)
= Z Fu(c"a" yv(a").
(a),(c)

Ici, on anoté e (S~1(a”)?a’) la forme linéaire qui a z associe €' (S~ (a”)za’).
Notons que cette conjugaison a droite dans ’argument correspond bien a
la conjugaison a gauche de 'indice g dans ¢4 que I'on a vu dans le dou-
ble de Drinfeld. Observons que 'on a bien utilisé que dans le double de
Drinfeld, le coproduit sur K[G] a l'ordre inversé, voir I’'Exemple

D’un autre coté, on a

(RA(f®a),&) = Y (1@e)(f ®@d)® (¢ @1)(f ®d"),€)
(a),(f)i
=Y e edd el e
(a),(f)i,(ei)
=Y ATl ) o)
(a),(c),(f)i,(ei)
=Y RS e ulea)e ().
(a),(c) i, (e:)
Par ailleurs, en appliquant (A ® id)A & ¢ = Y"1, €'(c)e;, on obtient
Z ded od = Z el(c)e, @el @el.
©) (e5),i=1
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En utilisant cette équation, on obtient finalement

<RA(f ® CL),€> _ Z f(c////S—l(C///)bcl)u(c//a/)v(a//)
(a):(¢)
= D ") )ul"ayo(a")
(a)(e)
= D fu("a)u(a")
(a),(e)
= (A®(f@a)R,E)

Le tressage sur D(KG)-mod est alors obtenu en posant
(v @ w) = TyWw (R(v@W)),

ot Ty, est le flip, i.e. ’échange des deux facteurs dans le produit tensoriel, et
V, W sont des D(KG)-modules. Le fait que cette définition donne un tressage
est le contenu de la Proposition VIIL.3.1 dans [9] p. 178:

Proposition 5.25. La formule cff y, (v @w) = 1v,w (R(v@w)) ci-dessus définit
bien un tressage sur la catégorie des D(G)-modules.

Démonstration. Comme dans la Proposition VIIL.3.1 dans [9] p. 178, nous
allons montrer les deux hexagones au cas ou la catégorie monoidale est stricte,
i.e. la contrainte d’associativité est supposée d’étre 'identité et les hexagones
deviennent donc des triangles.

Tout d’abord, c{iw est un isomorphisme, car la R-matrice est inversible des
que 'algebre de Hopf (ici D(G)) admet une antipode inversible, voir I’Equation
(2.9) du Theorem VIII.2.4 dans [9], p. 175.

Ensuite, c{}w est un morphisme de D(G)-modules. En effet, pour tout
x € D(G) et tousv € V, w € W ou V, W sont deux D(G)-modules, on a

G ew) = Tvw(RA(@)(vew)
P(z)R(v @ w))
= A(z)tvw(R(v @ w))
= z-yw(Rvow)==z- cl‘;,w(v@)w).

= mvw(d

Finalement, montrons le deuxieme des deux triangles, i.e.

05®V,W = (Cg,w ®idV)(idU®C\1§,W)a et Cg,veaw = (idV®Cg,W)(Cg,v®idW)a

en notant R =Y. s; ® t;:
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(idy ® cﬁw)(cgv Ridp)(u@vw) = Ztiv R tjw @ $;8;u
0,J

= D (t)v e () w0 © s

Z At) (v @ w) ® s;u

cll}y@w(u ®RURw).
O

Proposition 5.26. Soit (V,c_ ) un objet de Z(KG-mod) pour un groupe fini
G. Alors Uapplication p : V — V @ KG (coaction a droite) définie pour tous
v eV par p(v) = ckg,v(1 ®v) donne une structure de D(KG)-module sur V.

Démonstration. On écrira la coaction a droite p comme

p(v) :Zvv Qug € VRKG
(v)

pour tout v € V. La naturalité de c_ y nous permet d’exprimer un cx v
quelconque en termes de la coaction p pour tout KG-module X. En effet, soit
x € X et T: KG — X 'unique morphisme de KG-modules envoyant 1 sur z (il
s’agit donc de la multiplication & droite par x !), alors on a (par naturalité de
c_,v) le diagramme commutatif suivant:

CKG,V

KGV —V KG

\Lx@idv J{id\/@w

Xov 2 veXx.

On a donc que pour tout v € V et tout z € X
exv(z®v)=p) (1) :Zvv ® vg. (4)
(v)

Montrons que la coaction p est coassociative. Par la condition définissante
de c_ v (et ce qui précede), on a

cxeyv(@@yeu) = Z vy ® (ve)' T @ (ve)y
(v)
= (exv @idy)(idx @ cy,v)(r @y @)
= Z(Uv)v ® (vv)ar @ vay-
(v)
Pour X =Y =KG et £ =y = 1, on obtient

ZUV ® (’UG)/ ® (Ug)” = Z(vv)v & (Uv)(; Rvg.
(v) (v)
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Ceci est bien la coassociativité de la coaction p.

On a aussi cg,y = idy, car K = I est I'unité du produit tensoriel. D’ol
kv (1®v) =3, e(vg)vy = v pour tout v € V. Ceci donne que la coaction
est counitaire. Ainsi, V' devient un KG comodule (& droite), i.e. un KG-module
G-gradué. Notons ici que la structure de KG-comodule sur V' est donnée par

:ng®g,

geG

pour v =3 Vg € Byeq Vo =V, et la structure de K[G]-module (a gauche)
est donnée par
KIGl@V =V, 0, v d4(v) = vy,

ce qui donne aussi lieu & une G-graduation, puisque les d, pour g € G forment
une famille d’idempotents orthogonaux dont la somme vaut idy .

Il reste a vérifier la compatibilité entre les deux structures. Elle provient du
fait que cx,y est KG-linéaire. On a pour tout a € KG, tout z € X et tout
veV

a-cxyv(@®v)=cxv(a- (z®@wv)).

On en déduit pour la coaction p que

Aa)p(v)(1 ® ) Zp v(1ed) | (1ez).

Ceci devient avec X = KG et x =1
Z avy @ ad'vg = Z (a"v)y ® (a"v)gd'.
(a),(v) (a),(v)
Avec a =g € G (et donc A(g) = g ® g et un seul terme dans la somme sur (a))
et Z(U) VY ®UG = D peq Vh @ h pour v = ), v, ceci donne

Y grvn@gh=> (9-0)r®(g-v)g-

heG heG

Pour une seule composante v € V}, on trouve alors la compatibilité entre action
et coaction exigée dans un D(KG)-module, & savoir que la composante dans
laquelle se trouve g - v (pour v = vy, € V},) est indexée par ghg—!. O

Le point important de ce lemme est que, puisque l'algebre de Hopf KG est
de dimension finie (i.e. parce que G est fini), la donnée d’un comodule & droite
sur KG est équivalente & la donnée d'un module sur K[G] = KG*.

On va exprimer le tressage dans la catégorie Z(IKKG-mod) par la R-matrice,
introduite plus haut:

Lemma 5.27. Pour un objet (V,c_ y) de Z(KG-mod) et X un KG-module,
lisomorphisme cx v est uniquement déterminé par

exv(z®@v) =7xv(R(® ®v)),
pour tout x € X et toutv e V.
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Démonstration. Par I’Equation , on a

cxyv(iz®@v) = Zvv®vgsc
(v)

= Z(ei, vg>’l)v X e;x
i,(v)

= E e v ex
i

= 7x,v(R(x ®@v)).

Démonstration. [Démonstration du Théoreéme 7.15]

(1)

On définit d’abord un foncteur
F : Z(KG-mod) — D(KG)-mod.

On pose pour cela F(V,c_y) = V avec sa structure de D(KG)-module
établie par la Proposition Cette structure est déterminée par

g@6n-v=>_ 6n(k)g- vk
keG
pour tous g,h,k € G et tout v = Y, sup € V. Soit f: (Vie_v) —
(W,c— w) un morphisme dans Z(KG-mod). Alors, par définition, f
vérifie
(f ® idx)CXJ/ = CX,W(idX ® f)

Puisque la structure de comodule p(v) est donnée par ckg v (1 ® v), cette
équation montre que f est un morphisme de comodules. Or, f était déja un
morphisme de KG-modules, donc il est un morphisme de D(KG)-modules.
Ainsi, F est un foncteur fidele (puisque I'identité sur les morphismes).

Montrons que F' est un foncteur monoidal strict. Le produit tensoriel de
(Vie—v) et (W,c_w) est donné par (V @ W,cvew) avec ckg,vew =
(idv ® cka,w)(cke,v ®idw ). Donc la coaction sur V @ W est donnée par

pvow (V@ w) = Z Vg @ wp, ® hg
g,heG

(apreés la premiére étape, on multiplie par la droite par g !). L’action d’une
fonction a dans K[G] sur v ® w peut donc s’exprimer par

a-(vew) = Z (v, hg)vg @ wp,.
g,heG

Cette derniére expression n’est rien d’autre que

Z (A(a), g @ hyvg @ w, = Ala) - (v @ w)
g,heG
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par définition du coproduit (attention & I'inversion des facteurs dans ’'Exemple
1.22|!) sur K[G].

On assemble tout cela en I'action de D(KG) sur v ® w:
(@®a)- (vew)=Al)(A) - (v@w) =Ala®a)(vew).

On retrouve alors laction par le coproduit de D(KG), et F est donc un
foncteur monoidal strict.

Par le Lemme on a
Fleyw(v@w)) =1vw(R(v®w)).

Ceci veut dire que le foncteur F' est tressé, i.e. envoie le tressage de la
catégorie de départ sur le tressage dans la catégorie d’arrivée.

Soit maintenant V' un D(KG)-module. Pour tout KG-module & gauche
X, on définit
exv(z®v) = 7xv(R(z©v)),
ouwv € Vetxe X. Montrons que (V, c_ v) est un objet de Z(KG-mod).
11 est facile de voir que 'application cx i est naturelle, et c’est donc une
bijection naturelle, puisque R est inversible. Montrons que cx,y est KG-
linéaire. Soit ¢ € KG. On a, en utilisant la relation dans le Lemme
0. 24
CX’V((L(.’E ® U)) = TXV\/(RA(G,) (iL’ ® ’U))
= 7x,v(AP(a)R(z @v))
= Ala)rxv(R(z @)
= a-cxv(z®u).

Il faut aussi vérifier la relation définissante de c_ v, i.e.

exeyv(@@y®v) = (cxv @idy)(idxy @ cyv)(z®@y @ v).

Le coté gauche est égal a

Txoy,v (A ®idke)(R)(z @ y @ v)).

Le c6té droite est égal & Txgy,v(Ri3Ra3(x @ y ® v)). Les deux cotés sont
donc égaux grace au Lemme Ainsi G(V) = (V,c_,v) est bien un
objet de Z(KG-mod).

Pour montrer que G est un foncteur, soit f : V. — W un morphisme de
D(KG)-modules. 1l faut vérifier que G(f) = f est un morphisme dans
Z(KG-mod). D’abord, G(f) = f est bien KG-linéaire, puisque f est
D(KG)-linéaire. De plus, on a pour tous z € X et tousv € V

((f@idx)CXJ/)(f@’U) = Txﬁw(idx(@f)(R(LU@’U))

x,w(R(z ® f(v)))
(ex,v(idx ® f))(z ®@v).
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(5) On a clairement FG = id. L’égalité GF = id se déduit du Lemme [5.27]
On a donc montré I'équivalence de catégories monoidales tressées entre
Z(KG-mod) et D(KG)-mod.

O

Remark 5.28. Les arguments de la démonstration ci-dessus marchent dans le
cadre général du double d’une paire d’algebres de Hopf compatibles, voir [9],
Ch. XIIL5, p. 333. De plus, la méme démonstration s’applique dans le cadre
des modules de dimension finie.

5.8 Catégories monoidales rigides

Référence: [], Ch. 2.10, p. 40.

Soit (C, ®, I, a,i) une catégorie monoidale (ot ¢ : I®I =2 I est I'isomorphisme
naturel), et soit X un objet de C. Dans ce qui suit, nous allons omettre les
contraintes d’unitalité a gauche et a droite [ et r.

Definition 5.29. Un objet X* de C est appelé un dual ¢ gauche de X s’il
existent des morphismes evx : X* @ X — I et coevy : I — X ® X*, appelés
évaluation et coévaluation, tels que les compositions suivantes

X CONEIN (X o X @ X TS X @ (X e X) PESY

et

—1

X BN v o (X @ X*) NI (Xt @ X) @ X VSR x
sont les identités de X resp. de X*.

Definition 5.30. Un objet *X de C est appelé un dual & droite de X s’il
existent des morphismes evly : X ® *X — I et coevly : I — *X @ X tels que
les compositions suivantes

-1
) oo
evy ®idx

Xidx%evXX(g)(*X@X)axﬁ),x(X@*X)®X —_— X

et

cocv’X ®id * x
—

"X CX@X)® X TN iy g (X @ X)) XYY oy

sont les identités de X resp. de *X.

Remark 5.31. Si X* est un dual & gauche de X, alors X est un dual a droite
de X* avec evly. = evx et coev’y. = coevy, et vice-versa. On a donc *(X*) =
X = (*X)* pour tout objet X qui admet des duaux & gauche et a droite. De
méme, dans toute catégorie monoidale, on a I* = *I = [ avec morphismes

d’évaluation et de coévaluation i et i~ ! resp. .
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Proposition 5.32. Si un objet X dans une catégorie monoidale admet un dual
a gauche (resp. a droite), alors il est unique & isomorphisme unique pres.

Démonstration. Voir Proposition 2.10.5 dans [4] p. 41. O

Definition 5.33. Un objet dans une catégorie monoidale est appelé rigide s’il
admets des duaux a gauche et a droite. Une catégorie monoidale C est appelée
rigide si tout objet de C est rigide.

6 Catégories tensorielles

Référence: [4], Ch. 4.1, p. 65.
Soit K un corps algébriquement clos (donc infini).

Definition 6.1. Soit C une catégorie K-linéaire, localement finie monoidale
rigide. On appelle C une catégorie multitensorielle sur K si le bifoncteur ® : C x
C — C est bilinéaire au niveau des morphismes. On dit que C est indécomposable
si C nest pas équivalente a une somme directe de catégories multitensorielles
non-nulles. Si de plus Ende(I) 2 K, on appelle C une catégorie tensorielle.

Une catégorie multitensorielle qui est finie et semi-simple s’appelle une catégorie
de multifusion. Si de plus Endc(I) 2 K, on appelle C catégorie de fusion.

Exemple 6.2. La catégorie des espaces vectoriels de dimension finie, Vectfi®
est une categorie de fusion. La catégorie G-mod"™ des G-modules de dimension
finie est une catégorie tensorielle. Il en est de méme de la catégorie gfmodﬁn
des g-modules de dimension finie sur une algebre de Lie g et de la catégorie
Vectgn’W des espaces vectoriels G-gradués de dimension finie ot la contrainte
d’associativité est donnée par un 3-cocycle w. Si G est un groupe fini, alors
G-mod™ est une catégorie de fusion pourvu que K soit de caractéristique nulle

ou premier avec |G| (le Théoréme de Maschke assure alors la semi-simplicité).

7 Représentations de modules croisés de groupes

Nous présentons ici les représentations de modules croisés d’apres Bantay [2]
en tant que généralisation de représentations du double de Drinfeld D(G). Ces
représentations forment bien encore une catégorie monoidale tressée.

7.1 Modules croisés de groupes

Introduisons tout d’abord les objets algébriques dont on aimerait plus loin
étudier les représentations:

Definition 7.1. Un module croisé de groupes est un homomorphisme de groupes
1 H — G avec une action de G sur H par automorphismes tels que pour tous
h,h' € H et tout g € G

(a) p(g-h) = gu(h)g=" (équivariance de p),

98



(b) pu(h) - = hi'h=1,

La condition (a) implique que I'image im(u) est un sous-groupe distingué de
G, donc que le conoyau G := G/im(u) est de nouveau un groupe. On I'appelle
parfois mo(u : H — G). La condition (b) implique que le noyau K := ker(u) est
central dans H. On lappelle parfois 71 (u : H — G). En fait, laction de G sur
H donne lieu & une action bien définie de G sur K (en choisissant une section
de G — G; l'action de G sur K ne dépend pas du choix de la section).

Exemple 7.2. Le morphisme identité idg : G — G est un module croisé de
groupes.

Exemple 7.3. L’inclusion du sous-groupes distingué p: H — G est un module
croisé. En fait, tout module croisé p: H — G ot u est injectif est isomorphe a
Uinclusion d’un sous-groupe distingué.

Exemple 7.4. Une extension centrale i : G — G est un module croisé. En fait,
tout module croisé ou p est surjectif est isomorphe a une extension centrale.

Exemple 7.5. Le morphisme conj : G — Aut(G) défini par g — (¢’ — gg'g™!)
est un module croisé. Le noyau de conj est le centre Z(G) de G et le conoyau
de conj est le groupe des automorphismes extérieurs de G.

Un morphisme de modules croisés (¢,¢) : (u: H - G) = (4 : H — G’)
est la donnée de deux morphismes de groupes ¢ : H — H' et ¢ : G — G’ tels
que o pu =y’ o ¢ et que pour tous g € G et h € H, on ait

d(g-h) =(g) - d(h).

7.2 Représentations de modules croisés de groupes

Suivant Bantay [I], on associe & un tel module croisé de groupes p: H — G ou
H et G sont des groupes finis une catégorie de représentations qui s’avere d’étre
monoidale tressée. Dans la suite, nous allons étudier des représentations de
groupes et de modules croisés sur le corps des nombres complexes C. L’extension
de ces constructions et résultats au cas d’'un corps de caractéristique p est cer-
tainement un projet tres intéressant. L’autre condition qui simplifie beaucoup
les choses est que 1’on considere uniquement des groupes finis G et H.

Definition 7.6. Une représentation du module croisé u: H — G est un triplet
(V, P,Q) consistant d’un C-espace vectoriel V qui porte une structure de G-
module via un homomorphisme de groupes Q : G — GL(V) et qui porte aussi
une H-graduation, i.e. il existe une application P : H — End(V) telle que pour
tous h,h' € H

(i) P(h)P(h') = oy P(h) (idempotents orthogonauz),

(ii) Y pen P(h) =idy (dont la somme vaut l'identité).
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De plus, les structures de G-module et de H-graduation doivent étre compatibles
au sens que pour tout g € G et tout h € H, on ait

Q(9)P(h)Q(g)~" = P(g-h).

La dimension d’un triplet (V, P, Q) est par définition la dimension de V. Un
morphisme f : (V,P,Q) — (V', P/, Q') est une application linéaire f : V — V'
telle que pour tous g € G, Q'(g9) o f = f o Q(g) et que pour tous h € H,
P'(h)of = foP(h). On définit ainsi une catégorie de représentations du module
croisé u : H — G, notée M(u). Sil’on consideére uniquement les représentations
de dimension finie, on écrira M (y)fi".

Notons ici que les représentations du module croisé idg : G — G pour un
groupe fini G sont exactement les D(G)-modules. De méme, notons que les
représentations du module croisé p : 1 — G sont simplement les G-modules.
Ainsi la théorie des représentations de modules croisés de groupes englobe celle
des représentation d’'un groupe G et celle du double de Drinfeld de G.

Exemple 7.7. Le triplet I = (V,P,Q) avec V = C, P(h) = dp1idc pour tout
h € H et Q(g) = idc pour tout g € G est un objet de M(p). Il s’avére d’étre
lunité du produit tensoriel.

Exemple 7.8. Le triplet R = (V, P,Q) avec V = C[GX H], l’espace vectoriel des
applications sur G x H a valeurs complexes, P(h)¢ : (g,h') — 0p,g.n (g, 1) et
Q(9)¢: (¢',h) — ¢d(gg’, h) pour tout ¢ € V, tous h,h' € H et tous g,9' € G. On
appelle cet objet la représentation réguliére de . On a bien dim(R) = |H||G|.

Exemple 7.9. Le triplet 0 = (V, P,Q) avec V = C[K x G], P(h)¢ : (k,g) —

Ongrp(k,g) et Q(g)p :_(v,i) = ¢(v, gg') pour tout ¢ € V, tout k € K = ker(p),
tout h € H et tous §,¢g' € G = G/im(u). On Uappelle l'objet du vide.

La notion de la somme directe d’objets (V, P,Q) et (V', P',Q’) est simple-
ment
V,P.Q)e (V' ,P.Q)=VeaeV. . PeP,QaqQ).
Le produit tensoriel d’objets (Vi, P1,Q1) et (Va, P2, Q2) dans M(u) est par
définition (V1 ® ‘/é,Plg,ng) ou P : m — ZhGH Pl(h) & Pg(h_lm) et Qs :
g Q1(g) ® Q2(9g).

Proposition 7.10. La catégorie M(p) est une catégorie monoidale par rapport
au produit tensoriel ci-dessus.

Démonstration. On vérifie facilement que (V1 ®@Va, P12, Q12) est bien de nouveau
un objet de M(p). Les contraintes d’associativité et d’unitalité a gauche et
a droite sont celles de la catégorie des espaces vectoriels, prolongées sur les
application lindaires P et Q. Ainsi il est clair que M(u) est une catégorie
monoidale. U

Remarquons que le morphisme p : H — G n’est pas encore entré en jeu a ce
stade. Tout ce qui précede repose uniquement sur les groupes G et H et ’action
de G sur H, i.e. sur le produit semi-direct H x G. Le morphisme g nous fournit
en fait un tressage de la catégorie M (u):
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Theorem 7.11 (Bantay). La donnée du morphisme u : H — G induit un
tressage de la catégorie M(p) par la formule

Ry VieVo—=1eV:, v Qu+— Z Q2(p(h))(v2) @ Pr(h)(v1).
heH

Observons que ce tressage spécialise bien au tressage donné par la R-matrice
dans le cas du module croisé idg : G — G ou il s’agit de la catégorie des
représentations du double de Drinfeld D(G).

Démonstration. Montrons tout d’abord que Rp2 est bien un morphisme dans
M(u). Pour cela, on montre que Ri5 commute avec les matrices Pjo et Q12:

Riz Pia(m)(v1 ®v2) = Ria( Zpl (1) @ Po(h™'m)(v2))
heH

= > Qau(h) Pa(h™'m)(v2) ® Py(h') Py(h)(v1)
h,h' € H

- ZQQ )) Po(h™ m) (v2) @ Pi(h)(vy)
heH

= ZQ2 )) Po(h~tmhh™1) (v2) @ Py(h)(vy)
heH

= > Qa(ulh) Palu((h™") - m)h™ ) Qa2 (u(h) ™) Qa(u(h)) (v2) @ Pi(h)(v1)

heH

= 37 Polalh) - (B - m)ah) - B )Qa(h)) (v2) @ Py () (v1)
heH

= D Po(mh™")Qa(u(h))(v2) © Py(h)(v1)
heH

= Y Palmh™)Qa(u(W))(v2) ® PL(R)PL(H) (10)
h,h'e H

= (Z Py(mh™) @ Py(h))Riz(v1 ® v2)
heH

= Z Py(k) @ Pi(k™'m)) Riz(v1 @ vg)
keH

= Pgl(m) R12(’U1 ®’Ug).

De méme, on calcule la commutation avec (Q12:

Ri2 Q12(g9)(v1 ®wv2) = Ri2(Q1(g)(v1) ® Q2(g)(v2))
= > Qa(u(h)Q2(9)(v2) ® Pi(h)Q1(g)(v1)

heH
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= D Q9)Q2(9) " Qa(u(h)Q2(9)(v2) © Qu(9)Q1(9) ™ Pr(h)Qu(g)(v1)

heH

= Y Qa9)Qa(g u(h)g)(v2) @ Qu(g)Pr(g™" - h)(v1)

heH

= Y Q9)Qa(ulg ™" 1)) (v2) © Qulg)Pi(g ™ - h)(vn)

heH

= ) Qa(9)Qa2(u(k))(v2) ® Q1(g) Py (k) (v1)
kel

= Q21(9) Ri2(v1 ® vo).

La naturalité de Rqo provient du fait que les morphismes dans M () commu-
tent avec toutes les matrices P(h) et Q(g): solent f: V3 — Wi et g: Vo — Wy
deux morphismes dans M(u). On calcule:

> Qa(n v2)) @ P1(h)(f(v1))

heH

= D 9(Qa(p(h)(v2)) ® f(Pi(h)(v1))

heH
= (9@ N Qau(h)(v2) @ Py(h)(v1)
heH
= (9® f)Riz2(v1 @ v2).

Riz2(f @ g)(v1 @ v2)

Montrons que Ris est un isomorphisme, i.e. que Rjo est inversible: pour
cela, on définit

Ry :Va@Vi»Vi@Vy, va@vr— Y Pi(h)(v1) @ Qa(u(h)™")(v2).

heH
On a bien
Ry Riz(v1 ®@v2) = Ry ( ZQZ )(v2) @ P1(h)(v1))
heH
= Y P(W)Pi(h)(v1) ® Qa(u(h) ") Q2 (u(h))(v2)
hWEH
= Y Pi(h)(v1) @ Qa(u(h) " )Qa(u(h))(v2)
heH
= Z Pl ®U2
heH
= V1 Q V9

On montre de la méme fagon que Ry, est un inverse & droite de Ry». On a donc
montré que Rjo est un isomorphisme naturel de M(p). Il reste & montrer les
deux hexagones, on va se contenter ici du premier:
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R
Vie(hels) —=(hoV)ah

y 42,31

(Vi ®Va) ® Vs Vo (Vs @ V1)

(Va@ V)@V —2 V@ (V; © Vi)

Par les trois fleches au-dessus, un élément v; ® v ® v3 est envoyé sur

> Qaa(p(h)(v2@vs)@Pr(h) (1) = Y Q2(u(h))(v2)@Qs (u(h)) (v3)@ Py (h) (1)

heH heH

Par les trois fleches en-dessous, I’élément v; ® vy ® v3 est envoyé sur

Y Qa(u(h)(v2) ® Qs(u(h'))(vs) @ Py(h')Py(h)(vr).

hhEH

On voit donc que le diagramme est commutatif grace au fait que Py (h')Py(h) =
5h,h’P1(h)- O

7.3 Objets simples dans la catégorie M (u)

Etant donné un objet (V,P,Q) de M(u), on appelle un sous-espace vectoriel
W C V invariant (ou un sous-module) si pour tout g € G, tout h € H et tout
we W, onaQ(g)(w) e Wet P(h)(w) € W. Un objet (V,P,Q) de M(u) est
appelé irréductible (ou simple) s’il ne possede pas de sous-module non-trivial.

Il est intéressant de classifier les modules irréductibles dans la catégorie des
D(G)-modules (voir e.g. Theorem 3.2.1, p. 61, dans [3]):

Theorem 7.12. Les objets simples de D(G)—mod sont indexés par les paires
(g,m) ot g est une classe de conjugaison d’un élément g dans G et 7 est une
représentation (irréductible de dimension finie) du centralisateur Z(g). La paire
(g, m) induit un D(G)-module en prenant le D(G)-module induit par .

Démonstration. En effet, soit V un D(G)-module de dimension finie et v € V
non-nul. Le sous-module engendré par v est

D(G)v = Z KG d4v = Z @ x KZ(g) dq4v.

geG 9g€Gxgzr—1leg

Ici, g est la classe de conjugaison de g € G et Z(g) est le centralisateur. Il
faut comprendre ce calcul comme suit: on fait agir un élément de KG sur 4.
Les éléments du centralisateur Z(g) ne changent pas l'indice de la fonction
delta, car ils commutent avec g (Rappelez vous le produit dans D(G) !). Les
autres éléments (que I’on peut donc prendre parmi les représentants des classes
a gauche de Z(g): KG se décompose en réunion disjointe des Z(g) ol = est un

63



tel représentant) changent I'indice de la fonction delta, i.e. envoient le résultat
dans une autre composante graduée du KG-module G-gradué V. On trie alors
sur les vecteurs obtenus suivant les composantes de la G-graduation, et dans
chaque composante, on a un Z(g)-module KZ(g)d,v. Ceci montre qu'un D(G)-
module irréductible consiste d’un choix d’une classe de conjugaison g pour un
g € G et d’'un Z(g)-module 7 que 'on place dans chaque composante gradué,
indexée par un représentant x des classes & gauche de Z(g) dans G.

Réciproquement, un tel Z(g)-module 7 donne par induction un KG-module.
Ce KG-module est bien la somme directe

@ XIT.

zgr—leg
O

En adaptant la démonstration, on trouve les objets simples dans M (u) pour
un module croisé p : H — G arbitraire:

Theorem 7.13. Les objets simples de M () pour un module croisé yu: H — G
de groupes finis H et G sont indexés par les paires (Op, ) ot Oy est lorbite
d’un élément h € H sous l'action de G et w est une représentation (irréductible
de dimension finie) du stabilisateur Staby, C G de h sous l'action de G. La paire
(O, m) induit une représentation du module croisé en prenant le G-module H -
gradué V- = @, .o Vi obtenu en insérant la représentation m dans toutes les
composantes graduées Vi, = m ou (ce qui revient au méme) de prendre le G-
module induit par .

Exemple 7.14. Le groupe G = S5 admet exactement huit représentations ir-
réductibles dans la catégorie des D(S3)-modules. En effet, d’aprés le théoréme
précédent, il suffit de prendre les trois classes de conjugaison dans Ss et de cal-
culer pour chacune le centralisateur Z(g), prendre les représentations irréductibles
du centralisateur et d’induire.

(a) Pour la classe de conjugaison {id}, le centralisateur est Ss tout entier
et les représentations irréductibles du centralisateur sont donc les modules
irréductibles de S3, a savoir la représentation triviale U, la représentation
signature U et la représentation standard V.

(b) Pour la classe de conjugaison des trois transpositions {71, 72,73}, le cen-
tralisateur est C; = {id, 7, } pouri = 1,2,3. C; admet deux représentations
irréductibles (de dimension 1), et les représentations de Ss induites par
ces deux représentations sont U @V = C3 et U @V (se déduit par une
analyse des caracteéres).

(¢c) Pour la classe de conjugaison {c,c*} ot c est un 3-cycle, on a le central-
isateur C = {id,c,c®}, qui a trois représentations irréductibles données
par les 3 racines troisiémes de l'unité. Les S3-modules induits sont U & U
et V.
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Les matrices données par Uapplication Q sont celles donnant la structure de
Ss-module. Il reste a définir des matrices P(h) pour h € S3 compatibles. Les
D(S3)-modules du cas (a) sont simplement donnés par P(1) = id et nul pour
les autres éléments de Ss. Ensuite (cas (c)), il y a encore P a définir pour deuz
autres représentations standard V de Ss. La, on peut prendre P(c) = proji, la
projection sur la premiére composante, P(c?) = proj, et tous les autres P(h) =
0. Pour la deuziéme copie de V', on inverse les réles de ¢ et ¢>. Dans le cas
(b), il y a deuzx représentations de dimension 3. Ld, on peut encore s’en tirer
avec des projections standard, cette fois-ci attribuées aux transpositions. Le cas
le plus intéressant est celui de U ® U, car c’est le seul ot les matrices P ne sont
pas diagonales dans la méme base que celles de images de Q. En fait, dans ce
cas, on prend

P(c) = (

NI NI

NI NI

N—
@

-+
3
o

[ V)
~—
N

| N|—=
D=
ot |
[ NI
N———

Je ne connais pas d’algorithme qui construit ces matrices P(h) pour une repré-
sentation de Sy, donnée afin de la transformer en D(S,,)-module.

Un analogue d’un Théoréme de Maschke nous assure que la catégorie M (u)fn
est semi-simple, i.e. que tout objet de M(u)f" se décompose en somme direct
d’objets simples. Rappelons que nos hypothéses sont que le corps de base est C
et que les groupes G et H sont finis.

Theorem 7.15 (Maschke). Soit (V, P,Q) un objet de M(u) et W un sous-
espace invariant de V. Alors W admet un supplémentaire W' invariant, et on
a donc V=W @ W', somme direct d’objets de M ().

Démonstration. On s’inspire de la description des modules simples: un module
(V, P,Q) sur le module croisé u : H — G est un espace vectoriel H-gradué

l

V=P v.=P P v

heH i=1 heO;

ou O; est une orbite d’'un h € H sous l'action de G,
H=0,U...U0,,

et chaque composante gradué V}, est une représentations du stabilisateur Staby,
de h sous 'action de G.

Soit donc W un p-sous-module de V, ie. W = @'_, Drco, Wr ou W),
est un Stabp-sous-module de V},. Par le Théoréme de Maschke ordinaire (ou
en faisant la somme sur tout g € Staby, pour rendre équivariante la projection
7w : Vi — Wp), on peut supposer que W, admet un supplémentaire Staby,-
invariant noté W; dans Vj,. La somme directe W' := P, , W; des W}, est un
sous-espace invariant de V' en somme directe avec W. O
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