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1 Introduction

En mécanique classique on étudie I'évolution au cours du temps de certains
systemes physiques, comme une toupie, un gaz, une étoile et ses planétes... Si, au
temps initial ¢ = 0, le systéme est représenté par un point x de l'espace des phases
X, alors au temps ¢ ce systéme est représenté par un point f*(z).

Lorsque 1’on ne dispose pas de formule explicite pour f%, on cherche & comprendre
le comportement de f*(z) pour ¢ grand. Une telle étude qualitative a été initiée par
Poincaré. Dans les exemples issus de la mécanique céleste, il arrive souvent grace a
la conservation de I’énergie, que I'espace des phases soit compact, et qu’il existe sur
X une mesure finie invariante par f*.

Pour clarifier les phénomenes, certains mathématiciens sont sortis du cadre des
équations différentielles en ne gardant que I'espace X et le groupe a un parametre
de transformation ({f*, ¢ € R},0) (systéme dynamique continu), ou encore que
I'espace X et une transformation f (pas toujours inversible) de 'espace X (systéme
dynamique discret). Dans ce dernier cas on s’interesse au comportement asympto-
tique des itérations f™ de f. Pour mener 'étude qualitative du comportement de
fH(z) pour t grand, deux cadres s’averent particulierement bien adaptés : celui de
la topologie (systémes dynamiques topologiques) et celui de la théorie de la mesure
(théorie ergodique).

Nous nous placerons ici dans le cadre de la théorie de la mesure.

La théorie de la mesure est une branche récente des mathématiques qui étudie les
formes linéaires sur certains espaces vectoriels de fonctions numériques. Le concept
de mesure est beaucoup plus général que celui de mesure au sens usuel utilisé en
métrologie dans les autres sciences expérimentales et techniques et qui consiste a
affecter a certains sous-ensembles d’un ensemble £ un nombre réel positif satisfaisant
a certaines conditions (mesure d’un segment, d’un angle, etc.).

La théorie de la mesure est aujourd’hui pratiquement synonyme de théorie de
I'intégration. Elle comprend comme application importante la théorie des probabi-
lités.

Ce TER sera conduit par deux axes : apres un bref rappel de notions élémentaires
en théorie de la mesure et en topologie, nous étudierons les applications préservant la
mesure, dans le but d’accéder a quelques résultats de la théorie ergodique, dont nous
fournirons quelques applications ; puis dans un second temps nous nous focaliserons
sur les applications mélangeantes.

Nous fournissons en fin de document un récapitulatif des principaux résultats de
la théorie de I'intégration de Lebesgue, le lecteur pourra s’y référer en cas de doute.

Remerciements : Nous remercions M. Wang, professeur au département de ma-
thématiques a Nantes, pour son suivi tout au long du semestre, ses conseils et aides
qui ont permis la réalisation de ce projet.
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2 Préambule

2.1 Introduction a L’ergodicité

Ergodicité : Historiquement, le mot ergodique (£pyou = énergie, 6doc = che-
min) reflete I'idée, due a Boltzmann, que, le plus souvent, un systéme physique décrit
au cours du temps un chemin sur ’hypersurface a énergie constante, chemin qui est
dense sur cette hypersurface. De nos jours, le concept mathématique d’ergodicité ne
fait plus référence a la physique ou a la topologie.

Les phénomenes d’ergodicité et les hypotheses, postulats, principes, théorémes
et théories qui s’y rattachent sont d’abord apparus en physique.

Débarrassé de son appareil mathématique formel, on peut définir I'ergodicité
comme la propriété d’un systeme qui tend, aux divers sens possibles du calcul des
probabilités, vers un état limite indépendant de la situation initiale.

Un exemple simple d’ergodicité est fourni par le battage d’un paquet de cartes
a jouer, probleme qui a été étudié par H. Poincaré. Un battage peut étre considéré
comme une suite de permutations; la probabilité de passage d’un état du paquet a
un autre état apparait comme une matrice M = (p;;) ol p;; est la probabilité pour
qu’apres une opération de battage la carte qui était a la i-éme place vienne occuper la
j-eéme. Si M satisfait a des conditions tres générales, la probabilité pl(-;) pour qu’apres
n opérations la carte initialement a la i-eme place vienne occuper la j-iéme tend
vers une limite w;, indépendante de ¢. Autrement dit la probabilité pour qu’apres
un battage assez long une carte occupe une place donnée est indépendante de la
position qu’elle occupait initialement. C’est parce qu’ils admettent cette ergodicité
que les joueurs font confiance au battage (sans tricherie) des cartes pour rétablir
une situation de "hasard" avant de commencer une nouvelle partie.

Francois Le Lionnais.

Théorie ergodique : Branche de la mécanique statistique née au début du
siecle de I'étude de systemes dynamiques constitués par un grand nombre de par-
ticules (mouvement brownien). Son cadre naturel devient aujourd’hui la théorie de
la mesure. L’un de ses principes de base revient a substituer a la notion de "mesure
instantée" du physicien une certaine moyenne. Les applications de la théorie ergo-
dique maintenant diverses vont des mathématiques appliquées jusqu’a la théorie des
nombres.

Chaos : Des 1899, H. Poincaré émettait I’hypotheése que d’infimes incertitudes
sur I’état initial d’un systeme sont amplifiées au cours du temps, de sorte qu’il est
impossible de prévoir I’évolution du systeme a long terme. A partir des années 60 de
nombreux scientifiques ont repris cette hypothese. Edward Lorenz, sous la termino-
logie d’"effet papillon", I'illustre ainsi : le vol d’un papillon provoque un déplacement
d’air qui, dans six mois ou un an, aura une influence sur le temps a un endroit de
la planete. Avec 'aide prépondérante de I'ordinateur, I’étude mathématique de cer-
tains sytemes dynamiques d’équations a permis de simuler de tels phénomeénes qui
vont a ’encontre de l'opinion de nombreux scientifiques qui pensaient, avant Ed-
ward Lorenz, que des causes simples entrainent des effets simples. La solution de
tels sytemes est attirée par un attracteur étrange géométriquement tres complexe



2 PREAMBULE 6

(objet fractal) et ’évolution de la solution vers cet attracteur a un comportement
erratique imprévisible. De plus, elle est trés sensible aux conditions initiales : d’in-
fimes modifications de ces derniéres provoque une évolution tres différente de la
solution vers 'attracteur. On dit que le comportement de la solution est cahotique
ou que le systeme engendre le chaos. Ce chaos, qui reflete le manque d’information
sur I'attracteur et sur I’évolution de la solution, est néanmoins déterministe puisque
engendré par un syteme d’équations parfaitement connu.

L’étude du chaos, en plein essor actuellement, s’appuie a la fois sur des théories
mathématiques puissantes et sur les observations de simulations en laboratoire ou
sur ordinateurs et intéresse pratiquement toutes les branches des sciences (physique,
chimie, géologie, économie, sociologie, psychologie...).
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2.2 Notions préliminaires
2.2.1 Mesure de Haar

Soit G un groupe topologique compact. On peut définir naturellement une mesure
de probabilité, liée a la structure de groupe de GG. Cette mesure est définie sur la tribu
B(G) des boréliens de G. Cette mesure possede de plus la propriété de régularité.

Définition 2.2.1 (Régularité) Soit X un espace topologique compact.
Soit m une mesure définie sur la tribu de Borel de X. On dit que m est réguliere
St

Ve>0, VEeB(X),3 M compact,3 U ouwvert avec M C E C U, m(U\M) <e¢
(1)

Remarque 2.2.1 Pour justifier qu'une mesure est réguliere, il suffit de vérifier :
Ve >0, VE € B(X),3 M compact, avec M C E, m(E\M) < e (2)

Preuve.

Soit une mesure vérifiant (2).

Soit e > 0, K € B.

Appliquons (2) & X\ E : 3 M compact de X tel que M C X\FE et m((X\E)\M) <
5. Posons alors M=X \M qui est un ouvert de X, étant le complémentaire d’un
fermé.

On a alors : m(M\E) = m((X\M)\E) = m((X\E)\M) < 5

Rappelons que : pour Y un ensemble quelconque, VA, B CY, AC B= X\B C
X\A. Donc ici on a E C M.

De plus toujours d’apres (2), 3 N compact de X, N C E et m(E\N) <

Alorsona: NCFE C M et

£
5

m(M\N) = m(M\E) + m(E\N) < g + g —c.

Remarque 2.2.2 Si X est métrisable, alors toute mesure de probabilité sur (X, B(X))
est réguliere.

Heuristique : La notion de régularité vient partiellement remédier a 'impossi-
bilité de décrire précisement la tribu borélienne : on encadre alors avec une précison
arbitraire la mesure de tout borélien par celle d'un ouvert plus grand et d’un fermé
(ou d’un compact) plus petit, ce qui est généralement possible.

Définition 2.2.2 (Mesure de Haar) Soit G un groupe topologique compact. On
définit une mesure de probabilité m sur la tribu B(G) des boréliens de G vérifiant :

m(zE)=m(E) VxzeG, VYV EecB(G) et de plusm est réguliére. Cette mesure
est appelée mesure de Haar.
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Théoreme 2.2.3 La mesure de Haar ainsi définie existe et est unique.

Théoreme donné dans [1].

Remarquons que nous définissons la mesure de Haar comme une mesure de pro-
babilité.

La mesure de Haar m vérifie de plus m(FEz) =m(E) V z € G, V E € B(G)

car pour chaque x € G fixé, la mesure m, définie par m,(E) = m(Ex) est
invariante par rotation et réguliere et de plus égale a m.

L’invariance par rotation de m peut aussi s’exprimer :

[ I@dm(y) = [ fdm(y) ¥ € L'(m), Vo ea

Si U est un ensemble ouvert non vide de parties de G, alors U posséde une mesure
de Haar, car G = Ugeg gU = g1U U goU U ... U g, U par compacité.

Pour le groupe S = {z € C | |z| = 1} la mesure de Haar est la mesure de
Lebesgue circulaire normalisée.
Pour le n-tore T" la mesure de Haar est le produit direct de la mesure de Haar
sur T.
Si m; est la mesure de Haar sur G;, @ € Z, alors le produit direct des mesures
o0

m; est la mesure de Haar sur le produit direct H G;.
1=—00

La mesure de Haar sur le groupe a deux éléments Z\27Z = {0, 1} donne a chaque

point la mesure % Alors la mesure sur le produit direct H Z\2Z est le produit
1=—00

direct de ces mesures.

Sur un groupe compact métrisable G, il existe une distance p qui est invariante
par rotation, dans le sens ou p(gz, gy) = p(z,y) = p(zg,yg) V g,z,y € G. Si d
est une distance quelconque sur G et m une mesure de Haar, nous pouvons prendre

plx,y) = / ( / d(gxh, dyh)dm(g)> dm(h).

2.2.2 Notions topologiques

Nous noterons d, sauf mention contraire, la distance associée a un espace mé-
trique X, noté aussi (X, d).

Rappelons que : VA, B € X
J(A\B) C 0AU OB
J(ANB) C0AUOB
J(ANB) C0AUOIB

Nous nous intéresseront plus particulierement aux espaces métriques compacts,
pour lesquels nous donnons quelques résultats importants :

Théoreme 2.2.4 Soit X un espace topologique compact. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) X est métrisable.
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(i) X posséde une base d’ouverts dénombrables.
(iii) C°(X) est séparable.

Preuve.

(i) = (ii)

Soit X un espace métrisable. Notons alors d une distance sur X. Posons, pour
zo € X, e >0, By(xg,e) ={r € X | d(zxg,z)<e}.

Alors I’ensemble < By | x, | € X, ne N} forme une base d’ouvert de

(X, d).
(i) = (iii)

n

Lemme 2.2.5 (Lemme d’Urysohn) Soit X un espace topologique séparé locale-
ment compact, U un ouvert de X, K un compact de X inclus dans U. Alors il existe
une fonction f continue de X dans [0, 1] telle que

re K= f(r)=1.

r ¢ U= f(z) =0.

Soit alors (U;);e; une base d’ouverts de X. Soit (K;);e; une famille de compacts
telle que K; C U;, Vi € I. D’apres Urysohn, il existe une fonction y; continue,
positive, égale a 1 sur K; avec support compact dans U;. Alors I’ensemble des com-
binaisons rationnelles de ces x; est dénombrable et dense dans C(X).

(iii) = (i) : admis.

Théoréme 2.2.6 Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé.
Soient A et B deux parties non vide de E. On a :
(i) A, B compacts de B = A+ B compact de E.
(ii) A compact de E, B fermé de E = A+ B fermé de E.

Preuve.

(i) Approche élégante : Soient A, B deux compacts de E. Alors A X B est aussi
un compact de F. Posons f: Ex E — FE, (a,b)— a+b.

f est une application continue car polynémiale, et A+ B = f(A x B). L’image
continue d’un compact étant compact, A + B est un compact de E.

Approche plus intuitive : Soient A, B deux compacts de E. E étant un espace
vectoriel donc métrique, nous utilisons la caractérisation des compacts par Bolzaro-
Weierstrass. Soit (a, + b,) une suite de C = A + B. Montrons que cette suite
possede au moins une valeur d’adhérence dans C. (a,) étant une suite de A, et A
étant compact, 3 (a,, ) une sous suite de (a,) convergente dans A. Considérons alors
la sous suite (an, + byn,) de C. (b,,) étant une suite de B, et B étant compact,
3 (bny, ) une sous suite de (b, ) convergente dans B. Alors la sous suite (an, + by, )
de (an, + b,) converge dans C, par convexité de la norme.
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(ii) Soient A un compact de E, B un fermé de E. Soit (a, + b,) une suite de
C' = A+ B convergent vers x € E. (a,) étant une suite de A, et A étant compact,
3 (an, ) une sous suite de (a,) convergente vers un a € A, i.e. ||a,, — allg — 0.

Alors [|by, — (z — a)|g < [|bn, + an, — [|p + |lan, — allp — 040 = 0. Donc la
suite (by, ) converge vers b:= x —a € B par fermeture de B.

On a ||an, +bpn, —(a+b)||g < ||an, —al|g+||bn, — bl & — 040 = 0. Donc a+b est
une valeur d’adhérence de (a,, +b,), alors par unicité de la limite xt = a+b € A+ B.

O

Remarque 2.2.3 ATTENTION : A, B fermés de E A A+ B fermé de E. Exemple
E =R, A=7,B =+/2Z, A et B sont fermés, et /2 étant irrationnel, le sous groupe
dénombrable A + B = Z[/2] est dense dans R et différent de R (donc non fermé
dans R).

Théoréme 2.2.7 Soit (G, +¢g,05) un groupe topologique abélien.
Soient A et B deuzx parties non vide de G. On a :
(i) A, B compacts de G = A+ B compact de G.
(i1) A compact de E, B fermé de E = A+ B fermé de E.

Preuve de (i).

Soient A, B deux compacts de GG. Alors A x B est aussi un compact de G. A+ B
est I'image continue du compact A X B par (a,b) — a +¢ b (qui est par définition
une application continue).

O

Nous rappelons que lorsque K est un espace topologique compact, (C°(X), ||.]|o0)
est une algebre de Banach.

En pratique nous utiliserons pour les démonstrations la caractérisation des com-
pacts par les recouvrements (propriété de Borel-Lebesgue), le résultat suivant est
alors interessant :

Théoréme 2.2.8 (Lemme ¢ de Lebegue) : Soit (X, d) un espace métrique com-
pact.
Soit (O;)icr un recouvrement ouvert de X. Alors :

de réel >0 tel queVe e X, Vr <e, Ji,, €I tel que B(x,r) C O;.

Preuve. X étant compact, nous pouvons extraire de (O;);c; un sous recouvre-
ment fini.

Notons le (U;)icqi ), P € N*.

Supposons que le théoreme soit faux, i.e.

pour chaque n > 1, Jx, € X, tel que Vi € [1,p], B(zn,1/n) ¢ U,.
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Considérons la suite (x,)nen<, comme X est un espace métrique compact, on
peut extraire une sous suite (z,,) convergente, vers un certain x € X.

(Us)iep p) étant un recouvrement de X, 3 j € [1,p] tel que z € U;.

Soit a = d(x, X\U;) > 0. Prenons un n; tel que n; > 2/a et d(z,,,z) < a/2,
alors :

1
Vy € Blan, 1/na), dly,x) < d(y, zn,) + d(wn,, 7) < — + % <a.

Alors B(xn,,1/n;) C U; = contradiction.

0

Sur un espace métrique compact (X, d) se définit de maniére naturelle une tribu
B(X), appelée tribu de Borel, définie comme étant la plus petite (pour l'inclusion)
tribu contenant les ouverts de X.

Toute application f : X — C continue est mesurable pour cette tribu.
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3 Applications préservant la mesure

3.1 Définitions et exemples

Définition 3.1.1 Soient (X, B1,mq) et (Xo, By, ma) deux espaces probabilisés.

(a) Soit T : X1 — Xy une application, on dit que :

T est mesurable si (By € By = T~(Bsy) € B)
(ce que l'on note par abus : T~ (Bs) C By ).
(b) Soit T : X1 — Xy une application, on définit :

T préserve la mesure si'T est mesurable et By € By my(T~(Bz)) = ma(Bs)

(c) Soit T : X1 — Xs une application préservant la mesure, on définit :

T est inversible si T est bijective et T~ préserve aussi la mesure.

Remarques 3.1.1

(1) Nous devrions écrire T': (X, By, my) — (Xa, By, m2), la propriété de préser-
ver la mesure étant relative aux tribus et mesures définies sur les ensembles X; et
X,.

(2)SiT: X; — XyetS: Xy — X3 sont deux applications préservant la mesure,
alors
SoT: X, — X3 est aussi une application préservant la mesure.

Preuve. Soit B € B3, S preservant la mesure, on a my(S™'(B)) = ms(B), et
mi((S o T)(B)) = mi(T o S)(B)) = mu(T-1(S(B)) = ma(S~1(B)) =

mg(B), car T préserve la mesure par hypothese.

(3) Les applications préservant la mesure sont les applications preservant les
structures d’espaces mesurés.

(4) Nous seront interessé par le cas (X1, By, m;) = (Xa, By, mg), notamment lors
de I’étude des itérées T™ d’une fonction T'. Lorsque T : X — X est une application
préservant la mesure d’un espace (X, 5, m) , on dit que T préserve m ou que T est
m-invariante.

En pratique, pour montrer qu'une application donnée préserve la mesure, il n’est
pas interessant d’utiliser la définition précédente, pour la simple raison que nous
n’avons pas une connaissance explicite de tous les membres de la tribu. Cependant
nous aurons souvent la connaissance explicite d’'une semi-algebre & générant la tribu
B. Par exemple :

- Si X est 'intervalle unité [0, 1], S peut étre la semi-algebre de tous les sous-
intervalles de X.

- Si X est un produit cartésien de R, & peut étre ’ensemble de tous les pavés.

Le théoreme suivant est alors interessant pour déterminer si une application
préserve la mesure ou non.
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Théoréme 3.1.2 Soient (X, B1,m1), (Xa, Ba,ma) deux espaces de probabilité, et
T : Xy — X5 une application.

Soit Sy une semi-algébre générant Bs.

Si pour chaque Ay € Sy, T (Ag) € By et my(T(As)) = ma(Ay)

Alors T est une application préservant la mesure.

Preuve.

Notons C; = {B € By | T7Y(B) € By, mi(T"'(B)) = my(B)}. Nous voulons
montrer que Co = By. Par définition Cy C Bs, et comme chaque membre de 1'algebre
A(Sz) générée par S, s’écrit comme une union finie disjointe d’éléments de S, (théo-
reme B.1.3, page 48), nous avons A(Sy) C Cy. De plus Cy est trivialement une classe
monotone. Or la tribu générée par A(S,) est la classe monotone générée par A(S»)
(théoreme B.1.13). Donc By = (By).

0

Exemples d’applications préservant la mesure :

(1) L’application identité de (X, B, m) est trivialement une application préser-
vant la mesure.

(2) Soit S* := {2z € C | |z| = 1}. Soit B la tribu des boréliens de S* et
soit m la mesure de Haar. Définissons, pour a € S*, I'application T": S* — S! par
T(z) = az. T est alors une application préservant la mesure pour 'espace (S*, B, m).
T est appelée rotation de S*.

(3) La transformation 7' : G — G définie par T'(z) = ax, ou G est un groupe
topologique compact et a un élément fixé de G, préserve la mesure de Haar. Ces
applications sont appelées rotations de G.

(4) Tout endomorphisme continu surjectif d’'un groupe compact G préserve la
mesure de Haar.

Preuve. Soit A : G — G un endomorphisme continu et soit m la mesure de
Haar sur G. On définit alors une mesure de probabilité sur la tribu des boréliens de
G par la formule pu(E) = m(A~'(F)). Cette mesure est réguli¢re (car m l'est).

Alors u(Az-E) = m(A™(Az-E)) = m(x-A"'E) = u(E). Or A est surjectif.Donc
[t est invariante par rotation pour tout élément, alors p = m par 'unicité de la
mesure de Haar. Ceci montre que A préserve la mesure.

O

Exemple : 'application T'(z) = 2", définie de S dans lui-méme, est surjective,
et donc préserve la mesure de Haar. (pour n € N*)

Définition-proposition 3.1.3 (produit direct) Soient T; : X; — X; des appli-
cations préservant la mesure définie sur un espace de probabilité (X;, B;, m;), pour
i=1,2.
Le produit direct T} x Ty est lapplication préservant la mesure de (X1 X Xo, By X
By, my X my) définie par :
T1 X Tz(l’l,l’g) = (T1<I1),T2($2)).
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Preuve.

Soient T; : X; — X; une application préservant la mesure définie sur un espace
de probabilité (X, B;, m;), pour i = 1,2. Soit T'= T; x Ty le produit direct. Cette
application préserve la mesure des pavés :

Soit A x B € By x By, ona T (A x B) = (T; ' (A), Ty 1(B)).

De plus on a : (my x my)(T7Y(A x B)) = (my x ma)(T7(A), Ty (B)) =
my (T H(A).ma(Ty H(B)) = my(A).ma(B) = (my x ma)(A x B).

Or les pavés forment une semi-algebre de X; x X, qui engendre By x Bs, alors
d’apres le théoreme 3.1.2, I'application T" est une application préservant la mesure.

O

Remarque 3.1.2 On peut de la méme maniere définir le produit direct d’applica-
tions préservant la mesure pour un nombre infini dénombrable d’applications (nous
n’en aurons pas l'utilité ici).
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3.2 Isométries associées

A tout espace mesuré (X, B, m) on associe les espaces de Banach suivant :
LP(X,B,m)={f:X —C | f est mesurable et/ |[flPdm < oo}/ (p2>1)

ou ~ est la relation d’équivalence : f ~ g <= {z € X | f(z) # g(z)} est
négligeable (<= est de mesure nulle).

Ces espaces font partie des outils les plus performants pour la résolution des
problemes prenant place sur des espaces mesurés.

Nous savons qu’une application préservant la mesure 7" est un morphisme entre
espaces mesurés. Il serait donc interessant de pouvoir associer a 7" un morphisme
entre espaces LP. C’est ce que nous allons définir dans ce qui suit.

Soit L°(X, B, m) lespace quotient (par la relation d’équivalence définie précé-
demment) des fonctions mesurables a valeurs dans C.

Soit L% (X, B, m) 'espace quotient (par la relation d’équivalence définie précé-
demment) des fonctions mesurables a valeurs dans R.

Définition 3.2.1 Soit (X, B;,m;) deux espaces de probabilité, i = 1, 2.
Si T : X1 — Xs est une application préservant la mesure, on définit :
Uopérateur induit U : L°(Xy, By, my) — L°(Xy, By, my) par :

Urf(x) = f(Tx), f € L%(Xy Byyma), x€ X1

On a :
- Up(Lg(Xy, By, ma)) C Ly(X1, By, ma).
- Ur est linéaire :

Soient f et g € L%( Xy, By, my), alors Ur(Af +pg) = (Af + ug)(Tx)
= ANf(Tz)+ p.g(Tx)
MNf(Tz) 4+ p.g(Tx)
= ANUrf(z) 4+ p.Urg(x)

-Ur(f.9) = (Urf)(Urg) : Ur(f.g9)(x) = f9(Tz)= f(Tz).g(Tz) = (Urf)(Urg)(z).
- Soit ¢ une fonction constante, on a Upc = ¢(Tx) = c.
-f>0=Urf = f(Tx) > 0. (On dit que Ur est un opérateur positif).

Lemme 3.2.2 Soit (X;, B;, m;) deuz espaces de probabilité, i = 1,2.
Soit T : X1 — Xy est une application préservant la mesure, on a :

F e LO(XQ,BQ,mQ) :>/UTF dmy :/F dme

(ot si l'une des intégrales n’existe pas ou vaut l'infini, il en est de méme pour
Pautre).

Preuve.
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On peut ne considérer que les fonctions & valeurs réelles (si F' € L°(Xy, By, my)
est a valeurs complexes, il suffit de considérer sa partie réelle et sa partie imaginaire
séparemment).

On se place dans le cas ou F est positive : si F' est quelconque, on pose F(z) =
Ft(z) — F(x) ou : F*(z) = max(0,z) et F~(z) = max(0,—x). F" et F'~ sont
mesurables positives et

/deg :/F+dm2—/F+dm2.
Supposons donc F' > 0. On veut montrer que / UrF dm; = / F dms

Si F' est une fonction simple alors le résultat est vrai.
En effet, F est sz'mple 4 F' s’écrit sous la forme :

Zaz]lA ) avec a; € R, A; € Bs.

On a alors /deg = i a;ms(A;) et /UTF dm, = /Fonm1
n=1
- / S 4L, (T)dmy
n=1
= il(li/ﬂ_Tl(Ai) dmy
= > am (T (4)

Or T préserve la mesure, donc may(A;) = my(T7(4;)), Vi e N, donc :
[ UrF dmi = E ams(A) = [ Fdm,

Si F' n’est pas snnple alors F' étant mesurable, F' est limite de fonctions simples.
Comme F' est positive, la limite peut étre choisie croissante. On choisit donc une

suite de fonctions (F},),en qui croit vers F. Notons : Z bn,ils,,
Alors UpF, = byly-yp,,) (avec T-*(B,;) € By) donc UrF, est aussi une
i=1
fonction simple.
De plus Vz € X, F,(Tx) — F(Tx) donc UrF, — UrF.

Le théoreme de convergence monotone nous donne alors : / UrFdm; = lim / UrF,dm;.
n—oo

Or | UrF,dm, = | F,dmsy car F,, fonction simple Vn.
On applique de nouveau le théoreme de convergence monotone pour la suite

T}Ll,glo / EF,dmsy = / Fdmes.
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Théoreme 3.2.3 Soitp>1. On a :
(Z) UTLp(XQ, Bg,mg) C Lp(Xl, Bl,ml)
(@) |Ur fllp, = I fllp¥ f € LP(Xy, By, ma).
En particulier : Up Ly, (Xa, Ba,ma) C L (X1, By, mq).

Preuve.
Soit f € Lp(XQ,BQ,mQ).
Posons F(z) = |f(z)[’. On a /|f|pdm2 < oo donc /de2 < oo d'ou F €

LO(X27 827 mZ)-
On peut donc appliquer le lemme précédent. on obtient :

[ Urldmy = [ |fdma. Ox Urlfl? = (Ur| £ et Urlf| = |£1(T2) = |f(Tz)| =

|Ur .
donc Ur|f|P = (JUrf])? et finalement on obtient :

JUrlydmy = [ 1fpdms, soit [Ur ], = 11£]
0J

Par conséquent, une transformation 7" : X; — X, préservant la mesure induit
une isométrie linéaire de LP(Xy, By, ms) dans LP(Xy, By, my) (p > 1).

En particulier, si T : X — X est une application préservant la mesure, inversible,
d’un espace de probabilité (X,B,m) , alors Ur est un opérateur orthogonal de
L*(X,B,m). L’étude de Uy est appelée I’étude spectrale de T'. Nous verrons lors de
la formulation des concepts d’ergodicité et d’applications mélangeante I'efficacité de

cette notion.
De plus, si 71 : X7 — Xs, T5 @ Xy — X3 préservent la mesure alors Uror, =

UT2 9] UT1- En effet,

Ur, oUr, f(z) = Up(Ur,f(z))
Ur, (f(T2(2))) = f(T2(T1(2)))

= f(Tz o Th(x))

Unyor, f ()

En particulier, pour 7' : X — X une transformation préservant la mesure, on a :
VN eN, Upny = (Up)V.
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3.3 Récurrence

Une propriété vérifiée par toute les applications préservant la mesure est la pro-
priété de récurrence :

La récurrence est une propriété de 'orbite d’un point, qui consiste a revenir une
infinité de fois vers son point de départ, un peu comme une comete qui revient assez
régulierement pres de la Terre.

Définition 3.3.1 (point récurrent, point périodique) Soit f une application
continue d’un espace topologique X dans lui-méme. Un point x de X est dit ré-
current (pour f) s’il existe une suite strictement croissante d’entiers ny, telle que

lim f™(x) =

k—oo

Un point x est dit périodique pour f s’il existe n > 1 tel que f™(z) = x.

Théoréme 3.3.2 (Théoréme de récurrence de Poincaré) Soit (X,B,m) un es-
pace de probabilité, f : X — X wune application préservant la mesure m, et A € B
tel que m(A) > 0.

Alors, pour m-presque tout point x de A, Uorbite (f"(x))nen Tepasse une infinité

de fois dans A.

Preuve.
Notons A,, = U f7¥(A) I'ensemble des points de X qui passent dans A lorsqu’on
k>n
itere f au moins n fois. Notons A, = ﬂ A,, I'ensemble des points de X qui passent

neN
une infinité de fois dans A. Notons A = AN A, 'ensemble des points de A qui

passent une infinité de fois dans A.

Montrons d’abord que tout point de A repasse une infinité de fois dans A : soit
x € A, il existe une suite 0 < n; < ny < ... d’entiers naturels tels que f™ € A, Vi.
Pour chaque ¢, nous avons f"(x) € A car f" " (f"(x)) € A, Vj.

Nous allons maintenant montrer que m(.A) = m(A) :

On a m(A,41) = m(f~'(A,)) = m(A,) puisque f préserve la mesure, alors
m(A,) = m(Ap) pour tout n. La suite (A, )nen est décroissante (pour I'inclusion),
Donc m(As) =m([) 4,) = lim m(A4,) = m(Ay).

neN noes

De plus A C Ay, donc m(A) = m(Ao()A) = m(A).
0]

Corollaire 3.3.3 Soit X un espace métrisable séparable, m une mesure de proba-
bilité borélienne sur X et f: X — X une application continue préservant m.
Alors m-presque tout point de X est réccurent pour f.

Preuve.

Soit C' une base dénombrable d’ouverts dans X (par exemple 'ensemble des
boules centrées en un point d'une partie dénombrable dense de X, et de rayon
rationnel strictement positif).
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Pour tout élément B de C, le théoreme de récurrence de Poincaré fournit un
ensemble m-négligeable Ng tel que tout point de B — N repasse une infinité de fois
dans B.

La réunion N = Upgce Np est encore m-négligeable. Or, par construction, tout
point du complémentaire de N est récurrent.

U

3.3.1 Exemple 1 : interprétation de la divergence.

Soit U un ouvert de R®, F': U — R" un champ de vecteur C*.
On définit la divergence du champ F' par :

divF(z) := trace DF(x)

Nous pouvons donner au mot "divergence" (inspiré de la mécanique des fluides)
un sens intuitif :

divE > 0 = le flot (; défini par le champ de vecteurs F' "diverge" : les trajectoires
des points x € U s’écartent les unes des autres et le volume d’un élément de fluide
(volume n-dimensionnel) croit avec le temps .

divF < 0 = le flot ¢, défini par le champ de vecteurs F' "converge' : les trajec-
toires des points x € U de rapprochent les unes des autres et le volume d’un élément
de fluide décroit avec le temps t.

Théoréme de Liouville : divF = 0 = le flot ¢; préserve le volume n-
dimensionnel.

Ceci se voit facilement pour un champ linéaire.

Cela s’explique par le fait que si F est a divergence nulle, Dy, (x) est un endo-
morphisme de déterminant 1 en tout point :

Soit F': R™ — R", une fonction C* telle que div F' = 0.

On consideére I'équation différentielle : f(t) = F(f(¢)), f(0) = .

Soit J(t) = Of; (matrice de Jacobi).
9 J7/ 1<ij<n

On pose D(t) = detJ(t). . |
La dif_férentielle d’un déterminant donne : D(t) = tr(*com(J(t)) * J(t)).
of; n

Bt 2 (0) = 3 0, ()0

' 8% o

J(t) = VJ(t) = (VF)(f) ot VF = (45

3%')19‘,]'91'
D(t) =detJ(t) tr(VF) = D(t)divF(f(t,z)) = 0.
Donc D(t) =1, Vt.

0

Dans ce cas particulier le théoreme de réccurence de Poincarré donne un résultat
intéressant :
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Proposition 3.3.4 Soit F' un champ de vecteurs a divergence nulle sur un ouvert de
R™. Soit p; son flot. Soit K un compact positivement invariant : ¢,(K) C K, t > 0.

Alors, quel que soit ty > 0, presque tout x € K est un point récurrent de py,.
(i.e. la trajectoire de presque tout point de K revient arbitrairement prés de x :
lim inf |2 () — | = 0).

Preuve.

L’application ¢ : K — K donnée par le temps tq du flot préserve la mesure de
Lebesgue d’apres le théoreme de Liouville. Comme K est compact, sa mesure totale
est finie. On peut donc appliquer le théoréme de récurrence de Poincaré.

U

Des situations ou s’appliquent le principe de récurrence de Poincaré se ren-
contrent fréquemment en dynamique hamiltonienne.

Dynamique hamiltonienne.

Le formaliste hamiltonien de la mécanique classique, dans le cas conservatif (sans
frottements), conduit & une équation différentielle sur R?" du type suivant. Les
coordonnées de R?" sont groupées par paires (z1,y1), (T2,¥2), etc. Les variables
d’une méme paire sont appelées des variables conjuguées (par exemple : position -
moment). On se donne une fonction H (le plus souvent C'*°, appelée 1'hamiltonien
du probléme, définie sur un ouvert U de R?". on considére le systéme différentiel
ci-dessous, ou i varie de 1 a n :

R |
e 9y
. 0H

Théoréme 3.3.5
(1) La fonction H est constante le long des orbites (préservation de l’énergie).
(2) Le champ de vecteurs correspondant est a divergence nulle (préservation du
volume).

Ce théoreme est admis. Voir [3] pour une preuve.
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4 FErgodicité

4.1 Résultats préliminaires

Soit (X, B,m) un espace de probabilité et T': X — X une transformation
préservant la mesure. Si T-'B = B, B € B, alors T~}(X\B) = X\B. L'étude de T’
se ramene alors a I'étude des deux transformations Tjp et Tix\p. Si 0 < m(B) < 1,
nous avons simplifié I’étude de T. Si m(B) = 0 ou m(X\B) = 0, I'étude de T
n’est pas significativement simplifiée (car nous pouvons toujours en théorie de la
mesure négliger un ensemble de mesure nulle) , cependant nous pouvons ignorer
B ou X\B. Ceci nous meéne donc vers I’étude des transformations qui ne peuvent
étre décomposées comme précédemment, et aux fagons d’exprimer toute application
préservant la mesure en terme de ces applications indécomposables. Nous qualifierons
par la suite ces applications indécomposables d’ergodiques.

Définition 4.1.1 Soit (X, B, m) un espace de probabilité.
Soit T une application de (X, B, m) préservant la mesure, on dit que :

T est ergodique si les seuls éléments B € B tels que T~'B = B satisfont
m(B) =0 oum(B) = 1.

La condition d’ergodicité pour une application peut se vérifier de plusieurs fagons,
nous donnons quelques uns de ces outils dans les deux théoremes suivants :

Théoréme 4.1.2 Soit (X, B, m) un espace de probabilité.

Soit T : X — X une application préservant la mesure.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est ergodique.

(ii) Les seuls éléments B € B tels que (T"'BAB) = 0 vérifient m(B) = 0 ou
m(B) = 1.

(iii) VA € B avec m(A) > 0, nous avons m(|J T™"A) = 1.
n=0

(iv) VA, B € B avec m(A) >0, m(B) >0, 3 n>0 avec m(T~"(ANB))> 0.

Ce théoreme est admis. Voir [1] pour une preuve.

Théoréme 4.1.3 Soit (X, B, m) un espace de probabilité.

Soit T': X — X une application préservant la mesure.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est ergodique.

(7i) f mesurable etVx € X (foT)(z) = f(x) = [ est constante presque partout.

(1i7) f mesurable et presque pour tout x € X (foT)(x) = f(x) = [ est constante
presque partout.

(iv) f € L*(X,B,m) etVo € X (foT)(x)= f(x) = [ est constante presque
partout.

(v) f € L*X,B,m) et presque pour tout v € X (foT)(z) = f(z) = [ est
constante presque partout.
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Preuve.

Trivialement :

(iii) = (ii).

(i) = (iv).

(v) = (iv).

(iii) = (v).

Il reste alors a montrer (i) = (iii) et (iv) = (i).

Montrons d’abord (i) = (iii) :

Supposons 1" ergodique et f mesurable telle que f oT = f presque partout.

Nous pouvons supposer que f est numérique (Pour f : X — C, il suffit de
considérer séparemment la partie réelle de la partie imaginaire).

Définissons, pour k € Z et n € N, X(k,n) := f~1([k/2", (k+1)/2"]).

Nous avons : T7H X (k,n))AX (k,n) C{z € X | (foT)(x)# f(z)} qui est par
hypothese négligeable.

Donc T7H(X (k,n))AX (k,n) est aussi négligeable, i.e. m(T' X (k,n)AX (k,n)) =
0, et comme T est ergodique on a m(X (k,n)) =0 ou 1.

Pour chaque n fixé, U X (k,n) = X est une union disjointe, donc par additivité

keZ
de m, 3k, avec m(X (k,,n)) = 1.
Soit Y = ﬂ X(kp,n),alorsonam(X\Y) = U X\X (kp,n)) <> m(X\X (kn,n)) =
n=0 n=0 n=0

0. Donc m(Y) = 1.
De plus f est constante sur Y.
Donc f est constante presque partout.

(iv) — (i)
Supposons que T'E = E,, E € B. Alors 1g € L?*(m) et (1goT)(z) = 1g(z)
pour tout z € X, donc par (iv) 1g est constante presque partout. Donc 1g = Op.p.

ou 1p.p. et m(E) :/ lpdm =0oul.
X

Exemples d’applications ergodiques :

1. L’application identité de (X, B, m) est ergodique <= VB € B, m(B) = 0 ou
1.

2. La rotation T'(z) = az sur le cercle unité est ergodique <= a n’est pas une
racine de I'unité
Preuve.
Nous avons vu précédemment que 'application préserve la mesure de Haar.
Supposons que a soit une racine de I'unité, alors a”? = 1 pour un certain p # 0.
Soit f(z) = 2P. Alors foT(z) = aPzP = 2P = f(z), donc foT = f et f n'est
pas constante p.p. Donc T n’est pas ergodique d’apres le théoreme précédent.

Réciproquemnt, supposons que a ne soit pas une racine de I'unité. Soit f &€
L?*(m) vérifiant foT = f.
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+o0
Soit f(2) = Y cu(f)e* ™. Avec c,(f) = /]0 | e~ 2t £ dt. 1a théorie de

n=—oo

Fourier assure que la transformée de Fourier f +— (¢, (f))nez est une isométrie
de L?(m) dans [?(m). Posons a = €2 0 €]0,1]. On a ¢, (foT) = e*™0¢,(f)
par changement de variable, et e?™ £ 1 ¥n # 0, donc pour tout n € Z*
on a (1 — e2™)c, (f) = 0, donc ¢,(f) = 0. Donc f est constante et T est
ergodique.

U
3. Soit G un groupe compact et T'(z) = ax une rotation de G. On considere la

mesure de Haar normalisée m. Alors T' est ergodique ssi {a"}7% est dense
dans G. En particulier, si T" est ergodique, alors G est abélien.
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4.2 Le théoreme ergodique

Le résultat le plus important de la théorie ergodique fut établi par G.D. Birkhoff,
en 1931.

Théoréme 4.2.1 (Théoréme ergodique de Birkhoff) :
Soit (X, B, m) un espace mesureé.
Soit f: X — X une application mesurable qui préserve m.
Vo € Li(X,m) on note :

1 n—1

Suele) =, 3 oA @)

Alors on a :
(i) La limite o(x) = Lim Spo(x) existe pour m-presque tout x.
(ii) ¢ o f = & presque partout.

(iii) || @l < llepllza-
(iv) Si la mesure m est finie, alors la convergence a liew dans L', i.e.

dim [|She — @[ = 0.

(v) Pour toute partie A dans B, de mesure finie, telle que f~(A) = A, on a :

d:/~d.
Acpm [ Gdm

(vi) En particulier, si m est une mesure de probabilité ergodique, alors ¢ est
constante p.p. :

Bx) = [ pdm.

pour m-presque tout x.

Définition 4.2.2
Spp(z) s’appelle une moyenne de Birkhoff de .
La limite (lorsqu’elle existe) nlg& Sne(x) s’appelle la moyenne orbitale (ou tem-

porelle) de .

L’intégrale / wdm s’appelle la moyenne spatiale de .
X

Heuristique : Ce théoreme est une version "quantitative" de la "densité" des
orbites. Pour une application ergodique, il exprime que, pour toute partie mesurable
A, la proportion de temps passé dans A par presque toutes les orbites est égale a
m(A).

Le (vi) du théoreme traduit que si m est une probabilité ergodique, alors presque
toutes les moyennes temporelles d’une fonction intégrable coincident avec sa moyenne
spatiale.

Ceci traduit une propriété "d’équirépartition” de (presque toute) orbite, au sens
que 'on peut calculer les intégrales des fonctions en prenant des moyennes des
valeurs de cette fonctions sur les orbites.
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Si m est une mesure de probabilité ergodique, en prenant pour ¢ la fonction
caractéristique 14 d’un élément A de B, le résultat précédent dit que la proportion
de temps

lim Card{k <n | f"(z) e A}

n—oo n
que l'orbite de x passe dans A est égale & m(A), pour m-presque tout point = de X.
Afin d’effectuer la démonstration du théoreme de Birkhoff, nous aurons besoin
des théoremes suivants :

On dit qu'un opérateur U : L (m) — LL(m) est positif si : V f positive, U(f)
est une application positive.

Théoréme 4.2.3 (Théoréme ergodique maximal) : Soit U : Li(m) — Li(m)
un opérateur linéaire positif tel que ||U|| < 1.

Soit N € N*.

Soit f € Li(m).

On définit fo =0, f,=f+Uf+U*f+---+U"'f, Vn>1

et Fy(x) = Jmax falz) > 0.

Alors / fdm>0.
{z | Fn(x)>0}

Preuve.
OnaFNELR( ) car Vp € N, prLR( m) :

/prldm<2/ |Ulf|dm<Z||UH /. |f|dm<2||U|| £l < oo,

Vn e [0,N],ona: Fy > f,, donc Fy—f.>0, alors U(FN fn) =0 car U est
un opérateur positif, alors U(Fx) > U(f,) par linéarité. Donc UFn+f > Uf,+ f =
fn+17 Vn e [[O,N]]

Dong, si Fx(z) > 0, ona UFy + f > 1r<na<Xan( x) = Oglzgvfn( x) = Fy(z) car
(fo=0).

Alors f > Fy —UFy sur A={z | Fy(x)> 0}
Donc/fdmZ/FNdm—/UFNdm
A A A

Or Fy > 0 donc X\A = {z | Fx(x) = 0} Et /XFNdm = AFNdm >
/FNdm—I—/ FNdm:/FNdm
A X\A A
Donc/fdm:/XFNdm—/ UFydm, or Fy >0 donc UFy > 0 ( U positif)
Alors/ UFy m>/UFNdm (AC X), et—/ UFydm < — /UFNdm
Ona/fdm>/ Fydm — /UFNdm or [|U]| < 1, ie. [UFN)|: < |Fnlh
Dou/ UFNde/ Fy dm
X X
Donc/Afdmz()i.e/ Fdm > 0.

{z | Fx>0}
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Corollaire 4.2.4 Soit T : X — X wune application préservant la mesure. Soit g €
Lk (m).

1n1
SoitBa:{:UGX | sup— > g(T"(z) )>oz}.

n>1nzo

Alors /B 9 dm > am(B,NA), siT'A= A et m(A) < oo.
aN

Preuve.
Supposons pour l'instant que m(X) < oo et A = X.
On considere 'opérateur Ur défini précédemment. On rappelle que ||Ur|| = 1, et
VneN, Um = U%.
1l i _1IE RS
On a — Z g(T"(x — Z Urig)(xz) = — Z(UTQ)@)-
n = on = n =
n—1
, 1
Donc — Y g(T"(x)) = —gn(z), en utilisant les notations du théoréme précédent.
n

i=0
Posons f =g —«a, on a:

B, = € X (T (x)) >0
frex 1oy ?; e >of
= {:BGX | Supi(Ti(x)) >0}
n21 j—q
= {x € X | supfu(z) > 0} = {96 € X | supfu(z)> O}
n>1 n>0
= reX | maxfn()>0}
U { e,
= U{reX | Fy(x)>0}
N=0
Or d’apres le théoreme précédent, on a / fdm >0
{z | Fn(z)>0}

Donc/ fdm:/oo fdm >0
. U feeX | Fu(2)>0}

i.e./ g—adm >0

Ba

Donc / gdm > am(B,)
Ba

Cas général : nous appliquons le méme raisonnement a 7j4 pour obtenir / gdm >
BanA
am(B, N A).

O

Pour effectuer la démonstration du théoreme ergodique de Birkhoff, nous allons
I’énoncer de la maniere suivante, réduite a 1’essentiel.
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Théoréme 4.2.5 (Le théoréme ergodique de Birkhoff) On suppose que T :
(X,B,m) — (X,B,m) préserve la mesure, X fini ou o-fini et f € L*(m).
n—1

Alors — Z f(T'x) converge p.p. vers une fonction f* € L'(m).
n <
On a alors f*oT = f* p.p et, si m(X) < +o0, on a/ f*dm:/ fdm
X X

Preuve.
(a) Montrons qu'il existe une application f* vérifiant : — > f(T'z) — f*(x)
n 4
b-p.

Supposons d’abord que m(X) < +oc et que f € Li(m).
(si f est a valeurs complexes, il suffit d’étudier les parties réelle et imaginaire
séparément).
On considere les lim Sup et inf car elles existent toujours :
1n—1 )
Notons f* = lim sup — Z f(T'z) et f, = lim inf— Z f(T'z)

n—-+o0o
n

Posons a,(r) = — Z f(T'x). Alors a, 1 ( ] S AT

1=0

if(T" )
nt 1an+1<x> — a,(T2) if Tir) = L 30 [(T') = f(a).
Or limsup a,(z) = f*(x) et hmmfan( )= f*(x).l_

n—-+o0o

Donc en passant a la lim sup on obtient :

17
Et a,(Tx) = waﬂ
n

D’ou

lim sup a,,+1(z) — limsup a,,(Tz) = lim sup 1f( )=01ie f*(z)— f*(Tz) = Op.p.

n—-+00 n— 00 n—-+o0o
donc f*oT = f*p.p..
De méme en passant a la lim inf, on obtient : f, 0T = f..
Montrons que f* = f, p.p.
Soient a, f € R, on définit E, 5 ={z € X | fi(x) <fet a< f*(x)}.
Onaalors: {z € X | fu(z) < f*(2)} = U Eop.
a,BeQ | p<a

Montrons que m(E,3) =0si < a:

On a : TflEaﬁ =F.,p5:

En effet, T7'E,3 = {z € X | Te € Eop} = {z € X | fuTx) < (et
a < f*(Tx)}.

Oronavuque f*oT = f*et fooT = f..

Donc T'E,s={z € X | fiz )<Beta<f( )} Eup.

Posons maintenant B, = {x €X | sup— z f(T }
On a E,3N B, = E, 3 : en effet, EQBCB
1n 1 1n 1
Soit © € E, g alors a < lim sup — > f(T"z) <sup— Y f(T"z).
Nt men N5, nz1 T ;2

Donc x € B,. De plus m(E, ) < +00 car E,5 C X et m(X) < +o0.
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Et on a supposé f € Lk(m).
Donc on peut appliquer le corollaire précédent, et on obtient :
fdm >am(E,3NB,), ie / fdm >am(E,p).
EaﬁﬁBa E

De plus, By = {z € X | filz)<feta< f@)}={eeX | —fix)> -0
et —a > —f*(x)}. » »
Or —f. = — l}lrggg)fi 2 f(T)(@) = limsup L > —f(T'x) = (= f)"
=0 n—too T
De méme —f* = (—f)..
Donc E,p = {z € X | —a > (—f)(z) et (=f)"(x) > =0} = {z €
X[(=f)s(z) < —aet =8 < (=f)*(2)}. »

Comme précédemment, en posant Bg = {z € X | sup - > f(T'(z)) > -}
n21 Tt —g

Et en appliquant le corollaire précédent, on obtient :

—fdm > —Bm(EasNBs), ie —/ fdm > —pm(Eas), i.e/ Fdm <
Ea,gﬂBg Ea,ﬂ Ea,ﬁ

ﬁm<EOcﬂ>

Finalement, on a obtenu :
am(E, ) < A fdm < gm(E, ).

Donc si f < « :ﬁ&m(Eaﬁ) < pm(Eqyp) = m(Eyp) = 0.
Or{zeX | file) <f (@)= | FEap

o,BeQ|B<a
Donc m({z € X | fi(z) < f(x)} < > m(Eap)=0.
o,BeQ|B<a
=m({zeX | fiz)= f*(x)i)lz 1 (car f. < f*)).
Donc f* = f, p.p. = nETOOi > f(T'z) existe et vaut f* = f..
i=0
On a montré que 711712—:1 f(T'z) — f*(x) p.p.
i=0

(b) Montrons que f* € L*(m).

n—1
Soit g,(r) = |- >~ f(T'2).

i=0
Vn e N, g,(x) > 0.

1n—1 ; 1n—1 ; 1n—1 ;
Et /gnc;m=/|n;)f<T>|dms [ 5 < 05 [ 1l
Or /(T = 112
D dm < 23S dm = L
onc/gn m_n§/\f\ m = |flly < 4oo car f € L'(m).

Donc Vn € N, /gndm < +o0

Donc liminf [ g,dm < 400
Donc on peut appliquer le lemme de Fatou et on obtient :
lim g,dm < lim inf/gndm < 40

n—-+o0o



4 ERGODICITE 29

1= 1l
Or 1l n(z) = lim |— T'x) =] lim — Tix)| = | £*
vl gaw) = B 123 AT = lim 53 /()| = 1]

= / |f*ldm < +oo ie f* € L' (m).
(c) Montrons que /Xf* dm = /dem sim(X) < 400 :

On définit D ={z € X | £ < f*(x) <L} ouk€Z,n> 1.

Ona: T YDy)= Dy

Eneffet, 7" '(Dp)={z e X | < f(Te) <} ={aeX | E<f(x) <
k+1
el

(car f*oT = f*) = D}.

De plus,Ve > 0,Dp N Br_, = Dy}

En effet, D} C B%_ !

e

k 1 n—1 ] 1 n—1 )
Soit ¢ € D} alors — < limsup — T'x) < sup — Tz
{alors < moup LS () < sup S /(')
Done ¥ = < sup L5 f(1i0)
onc — — e < sup — T
n HZI? "o

Donc z € Bx_,.
De plus, m(D}) < 400 car D} C X et m(X) < +o0
Donc on peut appliquer le corollaire précédent, et on obtient :

k k
— > - n g —_—— n .
/DZﬁBk_E fdm /DZ fdm > (n e)m(Dp N B%_E) (n g)ym(D})Ve > 0

k
dm > —m(D?
= D;;f m_nm( r)

Ona: f*(z) < &L sur D!

k41 k+1 k+1 k
Donc/nf*dmg + _ i _Rt
k

1dm = DY) = —m(D?}
m n m(Dy) nm( R+

dm

pr n n Jor
1 1

Zm(Dr </ dm + —m(D"

nm( p) < sz m+nm( r)

Or on remarque que X = U, Di¥n > 1 et les D sont disjoints (a cause de
keZ
I'inégalité stricte).
Donc m(X) =m({J D}) =>_ m(Dy)
keZ keZ

Et /Xf*dm:ZA)Zf*dm

keZ

1
Donc / frdm < / fdm+ —m(Dy)
Dy Dp n

:>Z/sz*dm§242fdm+i2m(DZ

keZ kEeZ kEeZ
= /Xf* dm < /dem—l— (m(X)/n)
Et en faisant tendre vers 400 on obtient :
/X Frdm < /X Fdm.(1)

On remplace f par —f et on applique ces résultats, cela nous donne :
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[=nrdm< [ —fdm.

or (<f) = —fo= = [ fedm<— [ fam. = [ foam= [ fdm.(2)
(1) et (2):>/Xf*dm§/xfdm§/xf*dm

or on a vu que f* = f. p.pi.e/Xf*dm:/Xf*dm:»/Xf*dm:/dem

Donc si m(X) < 400 alors /Xf* dm = /dem

(d) Supposons maintenant que X soit o-fini et m(X) = oc.

Pour pouvoir appliquer le corollaire, nous devons montrer que m(E,g) < 400
pour [ < «
Supposons d’abord que o > 0.
Rappelons que X o-fini = 34, € Btq X = |J 4, et Vn e N;m(A,) < +o00
neN
On peut donc prendre C' € BtqC C E,get m(C) < 4oo (car X = |J  Eap)
o,BeQ|f<a
Considérons la fonction h = f — al¢
/ |f—a]lcldm§/ \f]dm—i—oz/ 1 dm < +o0
X X X

car f € L*(m) et m(C) < +o0
Donc h € L'(m)

n—1

posons hy =0, h,, = Z h(T'z), Hy = max f,

P 0<n<N
alors d’apres théoreme ergodique maximal, on a :

/ hdm >0 VN > 1
z|Hy >0

Ona:C CEypC |J o | Hv(z) >0 (par le méme raisonnement que précé-
N=0
demment).

Donc en appliquant le corollaire avec C', on obtient : / |f|dm > / fdm >
X X
am(C).
1
ie m(C) < —/ |fldm < oo, YC € B avec m(C) < oo (car a > 0 et f €
aJx
L'(m)).
Or X est o-fini, donc on peut passer au sup et ainsi : m(E, 3) < 0.
Sia <0 alors 8 < 0 et on peut alors appliquer le méme raisonnement a —f et
—( au lieu de f et a.

Donc Va, m(E, ) < oo.
Donc on peut appliquer le corollaire pour obtenir le résultat souhaité.
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4.2.1 Application 1 : Les nombres normaux

Définition 4.2.6 (Nombre normal) : Depuis E. Borel, on appelle nombre nor-
mal par rapport a la base 10 tout mnombre dont la répartition des chiffres de son
développement décimal satisfait a la "loi du hasard". Plus généralement et plus pré-
cisement : soit En>1 grr avec b, < q, la partie fractionnaire d’un réel x écrit en base
q. Pour tout entier k > 0 et toute suite s = bibiy1...bix_1 de k chiffres consé-
cutifs de la partie fractionnaire de x, notons N(s,n) le nombre d’occurence de s
dans boby ...b,. On dit que x est normal par rapport da la base q (ou en base q) si
lim,, 0o N(8,n)/n = q~* pour toute suite s de longueur k. A cause de la périodicité
de leur développement en base q, aucun nombre rationnel n’est normal en base q.

Le nombre de Champernowne (0,123456789101112131415..., irrationnel, trans-
cendant, non nombre de Liouville) est normal en base 10. Par contre on ignore si
V2, e ou T sont normauz. On ne connait pas d’exzemple explicite de nombre algé-
brique normal.

Définition 4.2.7 (Nombre absolument normal) : Un nombre réel est dit ab-
solument normal s’il est normal par rapport a toute base.

Un nombre absolument normal est irrationnel.

On ignore si le nombre de Champernowne est absolument normal. On sait que
I’ensemble des nombres qui ne sont pas absolument normauz est négligeable, et pour-
tant on ne connait aucun nombre dont on peut prouver la normalité dans toute base !

Théoréme 4.2.8 (Théoréme de Borel des nombres normaux) : Presque tous
les nombres de [0, 1] sont normauz en base 2, i.e. pour presque tout x € [0,1], la
fréquence d’apparition du chiffre 1 dans le développement binaire de x est %

Preuve. Soit
T: [0,1] — [0,1]
T — 2z mod 1

T préserve la mesure de Lebesgue m : L’ensemble des sous-intervalles de [0, 1]
forme une semi-algebre de [0, 1], il suffit donc de montrer que pour tout [c,d[C

[0, 1], m(T~*([c,d[)) = m([c,d[). En effet, soit [a, b[C [0, 1[. Alors T'([a, b]) = 2([a, b[N]0

[2([a, b[N[3, 1)) = 1
Alors soit [c d[C [0,1], on a T ([e,d]) = 3[c,d[U3 [ d[+1).
Done m(T*([e, d[)) = m(3[c, d[) + m(5([c, d[+1)) = 2m(5]c, d]) = m([c,d[) donc

T préserve la mesure.

De plus T est ergodique : il suffit de montrer que pour tout [c,d[C [0,1] t
T~ ([c,d]) = [e,d[ on a m([c,d]) = 0 ou 1.

Soit [c, d[C [0, 1], cela signifie que soit ¢ # 0, alors £ € T~ ([¢, d[), mais £ & [c, d|,

ou que d # 1, alors £ + 1 € T7([c,d[), mais ¢ + } & [c, d].

Donc les seuls intervalles vérifiant T7([c,d[) = [c,d[ sont [0,1] et &, qui sont
respectivement de mesure 1 et 0. T" est donc ergodique.

Soit Y I'ensemble des points de [0, 1] qui ont une unique décomposition binaire.

On peut écrire alors le complémentaire comme une union dénombrable de points
(de mesure de Lebesgue nulle) donc la mesure du complémentaire est nulle.

7%[)U
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Donc m(Y) = 1.
Soit x € Y alors x a une décomposition binaire unique et on peut écrire x sous
la forme :

?—l—?%—?—l— .avec a; = 0 ou 1, Vi. ) )
2 | 03
Done T'(x )—T(2 +2 +23+ )= (a+ 2 5 +22+ ) mod 1= =545 4.
Soit f(z) = Ljy2(().
Alors
; e Qi1 | Qg2 1 sty g >
AT () = A 2 + 22 ) _{ 0 smon
Donc
% 1 i1 = 1
) ={y Z ]
n—1
Donc si z € Y, Y f(T"(z)) représente le nombre 1 dans les n-premiers chiffres

i=0
de la partie fractionnaire de la décomposition binaire de x.

Or d’apres le théoréme de Birkhoff, comme T est ergodique, on a :
1
lim — S f(T(x / dm p.
f*(z) nggloan vy Jy Jdm e

n—1

1 1
Or m(Y') =1 donc hm—ZfT" :/]11/21 x)dm:1—§p.p

Donc la fréquence de 1 dans la décomposition binaire de presque tout point de
[0,1] est 3

O
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4.2.2 Application 2 : Le théoréme ergodique I’ de Von Neumann

Corollaire 4.2.9 (Théoréme ergodique L? de Von Neumann) : Soit 1 <
p < oo et soit T une application préservant la mesure de (X,B,m) un espace de
probabilité (donc de mesure finie).

n—1

Si f € LP, alors il existe f* € LP tq f*oT = f* p.p. et ‘ S AT - f| —o0.

n -

=0 P
Preuve.
Supposons que g soit bornée et mesurable, alors g € LP (car L™ C L” et notam-
ment g € L').
Donc on peut appliquer le théoreme de Birkhoff, et on obtient :
Ly g(T'z) — g*(x) pp
i=0
n—1
Or |g"(z)| = | — Zg (T'2)] < [lgll < nlg( )| < oop.p. car g € L
Donc ¢* E LOO et Hg Hoo < {9l
Ona\lng’ g|p—>0(:arfz:gTZ g* () p.p
1 n—1 1= 1
De plus, [¢°(x) = - 3 gD < gl + - 3 llg o Tlcl” < 2 gllZaui est
i=0 =0
n—1
intégrable car m(X) est finie et g € L™ et |— > g(T) — g*fP — Op.p.
nz 0

donc par le théoreme de convergence dominée :

17L 1

: _ = iz)|P _ = )P _

Jim [ 157 = L S o dm = [t ly'(e) = 5 o' dm =0

donc II*ZQ (") = g"ll, — 0

zO
n—1

1
Donc — Z g(T'z) converge dans LP donc elle est de Cauchy dans L? :
Soit € > () on peut choisir Ny tq Vn > Ny, k > 0,

1 7= 1 n+k—1
H*ZQ Zng H<*
1 n—1
Prenons maintenant f € L? et S,( E f(T'x

Nous devons montrer que S, (f) converge dans Lp vers f*.
Comme LP est complet, montrons que S,(f) est une suite de Cauchy dans LP.
Or [[Sn(f) = S (F)llp < [15n(f) = Snl@)llp + 15n(9) = Sntr(9)llp + [[Snrr(g) —

Stk ()l
De plus, L est dense dans LP.

Soit € > 0, on peut choisir g € L™ tq ||f glly < 3
1 7= 1

Et {15, (f Hp—l\*ZfTZ e <~ ZHfT’ e < 1£1l

Done |[5,(f) — n( )Ilp <|f=gllp < g
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c

3 £
On a montré précemment que ||.S,(g9) — Sntx(9) |, < 3 sin>Nyet k>0

Et de méme [[Sy1x(9) — Snix(f)llp <

Finalement, ||.S,(f) — Snir (), < g + % + % sin>Nget k>0
Donc S, ( f) est une suite de Cauchy dans LP donc elle converge et ||S,(f) —

S llp = noe
Il reste mamtenant a montrer que :

J“‘OTZJ”*];).pln1 o | :
P = Jim 3 AT) =l S (7))
= i "L i 1 i F(r) 1w L)
:nl—lzri-loon—l—lszz f(@)

Donc f*oT = f*pp
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4.2.3 Application 3 : Caractérisation d’une application ergodique

Corollaire 4.2.10 Soit (X,B,m) un espace de probabilité, soit T : X — X une
transformation préservant la mesure, on a alors :

n—1

T est ergodique <=V A, B € B, = > m(T7"AN B) — m(A)m(B)
n

‘ n—oo
=0

Preuve.

Si T est ergodique et si m(X) < oo alors V f € L'(m),
1 n—1 ) 1

f= lim = 3 f(T'z) = 7/ .

f im Of( x) m(X) dempp

n—oo N, —
En effet, T est ergodique = f* est constante p.p d’apres le théoreme 3.5.3 car
f* o T — f'*
Or le théoreme de Birkhoff = /X ffdm = /X fdm

:>f*/ 1dm:/ fdmp.p
X X
= f*m(X) = /dem p.pie f*= #X)/dem p.p
Donc si X est un espace de probabilité alors : V f € L1(m), f* = /X fdm p.p
On prend f =14 alors f € L'(m)
Z 14(T"2) n—> X]lAdm m(A) p.p
n—1

Donc l > 14(T"x)15(z) — m(A)1p(z) p.p

nizo e
n—1

1 1n—1 ) 1 n—1
Or |* Z La(T"x)1p(x)| < - > [La(T'2)[[1p(2)] < - > 1=1

1= =
Et m(X ) =1 < oo donc 1 est intégrable. Donc par le théoreme de convergence
dominée, on a :

JL%/)(igﬂA(Ti)ﬂBdm XT}l—rrlngLZILA g dm
égg&ﬁZ/h Nipdm = [ m(A)Lpdm

= lim gZ / Lp-ia1p dm = m(A)m(B)

= nhjgloﬁ Z/ Lp-isnp dm = m(A)m(B)

= lim - ni:l m(T™'AN B) = m(A)m(B)
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Réciproquement, supposons que 'on ait VA, B € B, ngm(TiA N B) —
m(A)m(B). Soit E € B tel que T"'E = E. On remplacei:fl et B par F dans
I'équation précédente pour obtenir nnz_:lm(E) — m(E)?, ie. m(E) = m(E)?,
donc m(E) =0oul et T est ergodiquei.:O
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5 Meélange :

Le mélange est une propriété d'un systéme dynamique plus forte que I'ergodicité.

5.1 Transformations mélangeantes

Définition 5.1.1 (application mélangeante) : Soit (X, B, m) un espace de pro-
babilité.

Soit f: X — X une application mesurable qui préserve m, on définit :

f est mélangeante si ¥V A, B € B, lim, ..om(AN f~™(B)) =m(A)m(B).

On dit aussi que [ est fortement mélangeante.

Définition 5.1.2 (application faiblement mélangeante) : Soit (X,B,m) un
espace de probabilité.

Soit f une application préservant la mesure. On définit :

[ est faiblement mélangeante si lim,, o = 32775 |m(AN f7'B) —m(A)m(B)| = 0.

La différence entre le mélange fort et le mélange faible réside dans la méthode de
convergence.

Remarques 5.1.1

1. Une application mélangeante est ergodique.
En effet, si A = f71(A), alors m(A) = m(AN f~"(A)) et donc
m(A) = lim m(AN f(4)) = m(AY.
Donc m(A) vaut 0 ou 1, et f est ergodique.

2. Lorsque f est sous-entendue, on dit aussi que la mesure m est mélangeante.

L’interprétation L? du mélange est la suivante.

Théoréeme 5.1.3 Soit (X, B, m) un espace de probabilité.
Soit f: X — X une application mesurable qui préserve m, on a

f est mélangeante <= ¥ ¢, € L*(X,B,m), nh—%lo/x o.(Yof™) dm = (/X © dm)(/Xw dm)

En outre, il suffit de vérifier cette égalité pour @, dans un sous espace H' dense
de L* pour qu’elle soit vraie pour tout @, dans L*.

Théoréme admis

Théoréme 5.1.4 Soit (X, B, m) un espace de probabilité, et soit S une semi-algébre
générant B.
Soit T : X — X wune application préservant la mesure. On a :

n—1

1 .
1. T est ergodique <= lim — > m(T AN B) = m(A)m(B).
n—oo 7, =



5 MELANGE : 38

n—1

1 .
2. T est faiblement mélangeante <= lim — > |m(T*ANB)—m(A)m(B)| = 0.

n—00
nz =0

3. T est fortement mélangeante <= lim m(T "AN B) =m(A)m(B).

Théoréme admis

Théoréme 5.1.5 Si{a,} est une suite réelle bornée alors sont équivalents :
9 Jim 3 5l =0

(ii) il existe un sous-ensemble J de N de densité zero,
. |JN{0,1,....,n— 1}
n

(i) lim — Z la|> =0

n——+oo n,

— 0 tq lir_{l a, =0sin ¢ J

Preuve.
Si M C N, on définit par ays(n)le cardinal de {0,1,....,n — 1} N M
(1) = (i)
1 n—1
1
Soit Ji, :={n e N | |a,| > %}, (k> 0).
Alors J; C Jy, C

n—1

1
Comme on a une somme de termes positifs, — » _ |a;| > — > |a;].
n > " ier.nfo,..n—-1}
11
Or pour n € Ji, |a,| > — : donc — Z la;] > —%ouk(n).
1 7= 1
Or nkrfm — Z |la;] = 0 donc 1oy, (n) — 0.
Donc Ve > 0 (donc on peut prendre =5),30 =l <l < ...
tqVn >y, Tay,, (n) <e= k%rl (*)
On définit maintenant J := U [ k1 N [k, les1)]

k=0
Nous allons montrer que J est de densité 0 ( et alors on aura montré qu’il existe

un sous-ensemble (=J) qui vérifie le (ii)).

Sily <n <lgyq, alors JN[0,n) =[J N[0, U[J N[l n)].

Or J; C Jy C ... C Ji et comme on prend l'intersection avec [0,l;], on peut
enlever les termes de 1'union avec J,~.

Donc [J N [0,1;] C [Jx N [0,l;)]. par un raisonnement analogue,[J N [lx,n)] C
[Jkr1 0 [0, m)].

et donc, en passant au cardinal, on obtient :

L) < o () + s, ()] < o, (1) + 0, ()] (ear by < )

1 1 1
Donc ﬁO{J( n) < — o T Pl (d’apres (*))
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1
Donc —ay(n) — 0. Donc J est de densité 0.

Montrons que si n ¢ J alors lirf an =0
Sin>lgetn¢Jalorsn ¢ Jypy (dapres la def de J) et donc |a,| < 5 Donc

nkglmanzoslnéJ

(17) = (1) :
On a {a,} bornée donc IK tq |a,| < K, Vn.
On a: lir}rl a,=0sin¢J<—

Ve >0,dN. tqVn > N1, n¢ J = |a,| <e

et comme J est de densité nulle, on a aussi Vn > N, o, a"é”) <e.
On prend N, = max(N. 1, N o).
donc Vn > N,
1 1 K n
= lail =~ [ Yoo al+ Y \ai’] < —ay(n)+ —¢
n 20 n L‘eJm{o,..n—l} i¢Jn{0,.n—1} J n n
1 n—1

< (K+1ed li — ;| = 0.

(K +1)e oncnirfmng\a]

(i) <= (i) :

Il suffit de remarquer que §E1‘1]m la,| =0 <= gl}m lan|? = 0.

Théoréme 5.1.6 Soit T une transformation préservant la mesure d’un espace de
probabilité (X, B,m), alors on a les équivalences suivantes :

1. T est faiblement mélangeante
2. YA, B € B, il esiste un sous-ensemble J(A,B) de N de densité zero tq :

ngJ(lA}%)_}OO m(T™"ANB) =m(A)m(B)

3. VA,Be€B, ona:
n—1

lim 1 S Im(T7'ANB) — m(A)m(B)|> =0
S

Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoréeme précédent avec a, = m(T""AN B) —
m(A)m(B).

0
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Théoréme 5.1.7 Soit (X, B, m) un espace de probabilité et T : X — X une appli-
cation préservant la mesure. On a :
(i) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) T est ergodique.

1 n—1 )
(2)9f.g€L¥(m), lim 5 <Upfg>=<f1><1g>
=0

n—1

1 .
(3)Vf e L*(m), JL%52<U%f’f>:<f’1>< 1, f>.
=0

(ii) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) T est faiblement mélangeante.

1n—1 )
(2)Vf,g€ L*(m), lim — > |<Upf,g> — < f,1><1l,g>|=0.
[ i

n—1

1 .
(3)Vf € Lm), lim ~ S| <ULf.f> = <fl><1f>]|=0.
1=0

(1ii) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) T est fortement mélangeante.
(2)Vf,g € L*(m), lim <Upf,g>=<f1><1lg>.
(3)VfeL*(m), lim <URf,f>=<f1><1f>.

Preuve :

La méthode est la méme pour prouver (i), (ii) et (iii). Nous allons détailler (iii)
pour illustrer les idées. De légeres modifications sont nécéssaires pour adapter cette
preuve au cas (i) et (ii).

(2)=(1):

Soient A, B € B. Prenons f =14, g=15.0Ona:

lim <Upf,g>=<f,1><1,g9>,ie. TLILI{.IO/ILT”AHB dm = m(A)m(B).

Le. lim /ILTanmB dm = m(A)m(B), i.c. lim m(T AN B) =m(A)m(B).
H=": n
On fixe B. Soit h une fonction simple telle que : h(z) = a;14,

i=1

V1<i<n,ona:lim, ., <Ukls,lp>=< 14,1 ><1,1p > (comme
prédemment)

n n
Donc nh—>nc}o < U?Z;GJA“]IB > = 7111—%02;&’ < Uply,, 1 >
1= 1=

Puis en fixant h, et par la méme Ilnéthode, on obtient : lim < Urh,h > = <
h,1><1,h>

Donc on a montré (3) pour une fonction simple. Supposons maintenant que
fe L2 (m).

Soite > 0. On peut choisir h une fonction simple telle que ||f — hl2 < €.

Comme on a: lim < Uph,h > = <h,1 ><1,h > 3N, tel que Vn > N,

| <Uph,h > — <h,1><1,h>|<e¢
Alors si n > N,,

=) a; <1a,1><1,1p>=<> a;lu,1><1,1p>=<h,1>
=1
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| < UM f> — <fil><1,f>|<

| <ULf, f> — <Uph, f > |+ | <Ufh,f > — <Uph,h > |+

| <URh,h> — <h,1><1,h>|+|<hl><1h> — < f1><1,h>|+
< fil><1l,h> — < fil><1,f>]

S|I<URf=h),f>|+|<Uph,f—=h>|+e+|<Lh>||<h—f1>]+]|<
f71>|’<17h_f>|

< IS = Rllallfll2 + 1F = All2llllz + & + Al f = hll2 + [Lf |2l = fll2 (inégalité de
Cauchy-Schwartz)

<elflls +e(lfllz +) + e+ (Ifll2 +€)e + el 2

Or f € L?(m) donc ||f]|s < 400 donc lim <Upf,f>=<f1><1,f>

(3) = (2):

Soit f € L*(m) et soit H; le plus petit sous-espace de L?*(m) contenant f et les
fonctions constantes et tel que UrHy C Hy

On définit Fy = {g € L*(m) | lim <Upf.g>=<f1><1lg >}

F est alors un sous-espace de L?(m) qui contient f et les fonctions constantes.
On remarque que Fy est invariante par Ur donc Hy C Fy

Sige HJ% alors < U} f,g >=0, Vn>0et <1,9 >=0 et donc H]% C Fy. Donc
Fr=L*(m)

O

Définition 5.1.8 Soit T une transformation préservant la mesure d’un espace de
probabilité (X, B, m).

On dit qu’un nombre complexe \ est une valeur propre de T' si c’est une valeur
propre de lisométrie Ur : L*(m) — L*(m).

i.e s'il existe f € L*(m), f # 0 tq Urf = \f soit f(Tx) = \f(x)p.p.

Une telle fonction est appelée fonction propre associée a .

Remarques :

1. Si A est une valeur propre de T alors || =1
En effet, |[f[|* = [|UrfI]* = (Urf, Urf) = (AfAf) = APIFIP

2. X = 1 est toujours une valeur propre pour une transformation préservant la
mesure. Les fonctions propres associées sont les fonctions constantes non nulles.

Définition 5.1.9 Une transformation préservant la mesure d’un espace de probabi-
lité (X, B, m) a un spectre continu si 1 est la seule valeur propre de T et si les seules
fonctions propres associées sont les constantes.

Théoréme 5.1.10 (Théoréme spectral pour les opérateurs unitaires) On sup-
pose que U est un opérateur unitaire dans un espace de Hilbert complexe H. Alors
pour toute fonction f € 'H,

il existe une unique mesure de Borel finie py sur K telle que :

(U"F.8) = [ N € Z
SiT est inversible alors Ur est unitaire et si'l' a un spectre continu et < f,1 > =
0 alors py n'a pas d’atomes (i.e Va € K, ug(x) =0)



5 MELANGE : 42

Ce théoreme sera admis. Une preuve est donnée dans Introduction to Hilbert
Space and the theory of Spectral Multiplicity de P.Halmos.

Théoréme 5.1.11 SiT' est une transformation préservant la mesure inversible d’un
espace de probabilité (X, B, m) alors T est faiblement mélangeante <= T a un
spectre continu.

Preuve.
Supposons que T est faiblement mélangeante. et soit Urf = \f, f € L*(m).
SiA#1lalors < f,1>=0.

En effet, ona:UTf:)\f:>/Udem://\fdm
Oronavuque/Udem:/fdmd’oﬁffdm:)\ffdmi<f,1>:081
A#1

et d’apres les propriétes des applicatons faiblement mélangeantes, on a :

lnZ|UTff <f1><1f|—1nZ|UTff|—1nZ|A’ff|w
1n1

Of*ZWff S NI I= waf

1n1

*Zlffl—l(f, DI (car [A[ = 1)

Donc (f f)=0=f=0pp
Si A =1 alors comme 7' est ergodique, f oT = f = f est constante p.p.

Réciproquement, supposons que T a un spectre continu. On veut montrer que

VfeL*m),ona:
1n1

*Z! Urf, /) = (DA HF =0 (%)

Si f est constante p.p alors f vérifie bien (*). Il reste a montrer que (f,1) =0 =

1 "= 1 )
- Z ‘ UTf f | — 0
=0
D’apres le théoreme spectral, il suffit de montrer que si p1f est une mesure conti-

nue sur K alors :

MO
Oron s L 521 [ = & 5[ dig) [ s (0)
Ly S (¥ ans ) [ ()

H

0(/1( K()ﬁ')i d(pr ® pr)(A, 7) (d’apres Fubini)

T
1
n
1 n 1
= [ GO dlu © ) (A7)
()\ 7') n est pas dans la diagonale de K x K alors :
Y

{ — (An)"

Or
15 } 0
n — (A7) |

=0
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Or py n’a pas d’atome donc la mesure pour py ® iy de la diagonale vaut 0.
1 n—1 )
Donc — Y (A7)" — 0 p.p
n =
; n—1 ) 1 n—1 )
De plus, [= Y (A7) < =Y (|M])' <1
nizo " =0
Donc par le théoreme de convergence dominée, on obtient :
1 n—1

lim — 3 |/x’ dpr(V[2 =0
R

Exemple :
Une rotation T'(z) = az, a € C, a # 1 du cercle unité S' n’est jamais faiblement

mélangeante.

En effet, on a Up(Idsi)(z) = Ids:i(T(2)) = Idsi(az) = a.Idsi(z).
a est donc une valeur propre # 1 de T.
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5.2 Fractions continues
5.2.1 Préliminaires

Il est facile d’approcher tout réel x par un rationnel § de dénominateur ¢ = N

avec une erreur d’au plus ﬁ Mieux, si on autorise un dénominateur ¢ < NN, on peut

I’approcher avec une erreur d’au plus q% (c’est un théoreme de Dirichlet). Cela résulte

du lemme des tiroirs : on découpe lintervalle [0,1] en N intervalles I, = 4, 5£1];

parmi les valeurs de {nx} pour 0 < n < N, deux d’entre elles {ni1x} et {nox} sont
dans le méme intervalle et (ny — ny)z differe d’un entier p par au plus . Donc (en
supposant ng > ny) avec ¢ = ng — ny, on a

Le développement en fraction continue est une méthode qui permet de trouver ra-
pidement cette meilleure approximation. Voici cette méthode :

Soit u est un nombre réel, on note [u] la partie entiere de u et {u} = u — [u] sa
partie fractionnaire.

Pour z €]0, 1], on pose a1(x) = [%]’ et f(z) = {i}

Pour n € N*, on pose, lorsque c’est défini, a, = a,(z) = ai(f"(z)). Remar-
quons que a, > 1. Comme y = m pour tout y €]0, 1], on a I’égalité :

En réduisant au méme dénominateur, on obtient une expression de la forme
Pn + Pn-1Tn

Qn + Gn—1Tn
égalités :

< D1 Qi > _ < 1 a ) ot { Pnt1 = Gni1Pn + Pn1 (%)
Do Qo 0 1 Gnt1 = Uni1Gn + Gn-1

Tout ceci est bien défini tant que f™(x) ne s’annule pas.

. avec x, = f"(z) € [0,1]. Les entiers p, et g, sont obtenus par les

Proposition 5.2.1 Le développement en fraction continue x +— (ay,aq,...) s’arréte
<= x est rationnel.

5.2.2 La transformation de Gauss

Soit. X D’espace topologique [0,1] — Q. L’application f : X — X, définie par
flz) = {%}, est appelée la transformation de Gauss. Pour tout irrationnel z, on a,
en posant a, = a,(r — [z]),
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CL1+

a + —————

1
Qp—1 + —
G,

L’intérét de la mise en place de la transformation de Gauss est, bien que nous
n’en parlerons pas ici, que 1’étude des fractions continues est intimement liée a celle
du systéeme dynamique mesurable (X, f).

Définition 5.2.2 (Mesure de Gauss) La mesure de Gauss est Uapplication p =
1 dz
log 2 (1+z) :

Proposition 5.2.3 La transformation de Gauss préserve la mesure de Gauss.

Preuve :
Pour toute fonction positive mesurable @ sur [O 1] on a:
1
— = = ds =
/]0,1[(p(f Z/nﬂl 1+t Z:/01 s+n)2(s+ S}rn)
1
5 ds :/
/]0,1[90( );(s+n)(s+n+1) 10,1 pls)d 1+s
O

Proposition 5.2.4 La transformation de Gauss est ergodique pour la mesure de
Gauss.

Preuve : admise.

On en déduit la propriété suivante sur la fréquence d’apparition d'un entier [
dans le développement en fractions continues d’un réel x.

Corollaire 5.2.5 Pour presque tout x € [0,1], pour tout | dans N*, on a :

lim Card E<n | a =l}=1o —).

Preuve :

Le théoreme ergodique de Birkhoff, appliqué a la transformation de Gauss f et
a la fonction intégrable ¢ = 1y, | 4, @)= affirme que, pour presque tout x, cette
limite existe et est égale a :

1 z 1 1 1 1
dy = d = log(1+ —) —log(1 = logy(1+-7——57)-
/(p H e log2 hn 112 log2(0g( )~ losl +l+1)> og2(I+775 )

O

Proposition 5.2.6 La transformation de Gauss est mélangeante pour la mesure de
Gauss.
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5.3 Transformation linéaire du tore

Soit n > 0.
On note T” de tore de R"*!' que I'on peut définir par : T" ~ S* x ... x St
—_—

n fois

Et on définit :

p: R* — T"
r +— & =xmodZ"€]|0,1]"
Les transformations linéaires du tore T" sont des exemples particulierement im-
portants. D’une part, ils se prétent bien aux calculs. D’autre part, la complexité de

leur dynamique est assez représentative de situations plus générales. Nous donnons
quelques résultats sans démonstration.

Soit M = (my;)1<i j<n une matrice N x N & coefficients dans N. On définit :
e T — T
(0i)1<o<n — MO = (X1, mi0))i<o<n

De sorte que le diagramme suivant commute :

RY M RY

o| Jr

TN fu TN

Lemme 5.3.1
(1. fur est surjective.
det M #0 = { 2. fur préserve la mesure de Haar X = df sur TV,
L3-VOeTN, #fy, (0)=|det M|.

Proposition 5.3.2 Soit fi; : TV — TV Uapplication donnée par une matrice M
a coefficients entiers et telle que det M est non nul. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) fu est mélangeante (pour df).

(it) far est ergodique (pour df).

(7ii) aucune valeur propre de M n’est racine de l'unité, i.e.

vV n e N\{0}, det(M"—1)#0.

Remarque 5.3.1 En prenant N = 1, on retrouve le fait que les rotations g : 6 +— p6
de R\Z dans R\Z sont ergodiques pour tout p € N\{0, 1}.
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A Notations :

Pour X un ensemble quelconque, A, B deux parties de X :
AAB := A\B U B\A (la différence symétrique).

Pour (X, ) un espace topologique, A une partie de X, nous noterons :
Ig := l'adhérence de A dans X.

A (resp. AAA) := l'intérieur de A (resp. de AAA) dans X.

0A := la frontiere de A dans X.

B( ,r)i={y € X | d(xg,y) <r}, ou (X,d) est un espace métrique, r € R**.
CO(X ) {f:X —C | f continue}, ou X est un espace topologique.
diam(A) := sup, ,c 4 d(z,y), ot (X, d) un espace métrique.
diam((O;)icp1p]) = Supjep ) diam(0;), ot (O;)iepp) est un recouvrement fini
d’un espace métrique (X, d).

1,4 := fonction caractéristique de I’ensemble A.

[l == Sgg\f(x)l pour f: X — C € RU{co}.
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B Rappels de théorie de la mesure

B.1 Résultats élémentaires en théorie de la mesure.

Nous donnons ici sans démonstration quelques résultats de base en théorie de la
mesure, utilisés dans ce TER.

B.1.1 Tribus

Définition B.1.1 (Semi-algébre de parties d’un ensemble) Soit X un ensemble.
Une semi-algebre sur X est un sous-ensemble S des parties de X tel que :

-ged.

-VA, BeS, ANB € S. (stabilité par intersection finie)

-VAEeS, si X\A=|JE;, avec E; € S, X\A € S.

=0

Définition B.1.2 (Algeébre de parties d’un ensemble) Soit X un ensemble. Une
algebre sur X est un sous-ensemble A des parties de X tel que :

-oe A

-VA,Be A, AnB e A

-VAe A X\Ae A

Théoréme B.1.3 Soit S une semi-algébre de X. L’algébre A(S) générée par S est
constituée des sous-ensembles de X s’écrivant comme une réunion finie disjointe
d’éléments de S.

Définition B.1.4 (Tribu de parties d’un ensemble E) Synonyme de o-algébre
de parties de E.
Une partie non vide B de l’ensemble P(E) des parties de E est une tribu si :
(i) @ € B.
(ii) Ae B= A€ B.
(ZZZ) (An)nzo CcB= UnZO An € B.
Il en résulte que la partie Ny>o A, € B.

Les éléments d’une tribu 7" sont appelés les parties T-mesurables, ou simplements
parties mesurables.
(X, T) est appelé ensemble mesurable.

Proposition B.1.5 Une tribu est stable par union finie, intersection dénombrable
et différence.

Exemples de tribus :

1. La famille T'= P(X) des parties de X est appelée la tribu discrete.
2. T = {2, X} est appelée la tribu grossiere.

3. X ={a,b,¢c,d} et T ={2, X, {a, b}, {c, d}}.
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Définition B.1.6 (Tribu trace) Soit (X, B) un espace mesurable et Y une partie
quelconque de X ; alors By = {BNY | B & B} est une tribu sur'Y appelée tribu
trace de B sur'Y .

Comme une intersection de tribus sur X est encore une tribu, nous pouvons
poser :

Définition B.1.7 (Tribu engendrée par une famille de parties) Soit C' une
famille de parties de X, l’ensemble des tribus de X qui contiennent C', muni de la
relation d’ordre partiel C, admet un plus petit élément, noté t(C) qui est linter-
section de toutes les tribus contenant C (c’est la plus petite (pour 'inclusion) tribu
contenant C'), que l'on appelle la tribu engendrée par C.

Définition B.1.8 (Tribu Borélienne de R?) Si X = R?, la tribu borélienne de
R?, notée B(R?), est la tribu engendrée par l'ensemble des ouverts de R,
Les éléments de B(R?) sont appelés les boréliens de R®.

Définition B.1.9 (Tribu produit) soit X = X;x Xsx...x X, avec B; des tribus
sur X;, 1 € [1,n]. La tribu produit des tribus By, ..., B, est la tribu By ® ... ® B,
sur X engendrée par les pavés By X By X ... X B, ou B; € B;, i € [1,n].

Proposition B.1.10 Soit C' une famille de parties de X et Y une partie quelconque
de X, alors la tribu trace de t(C) sur'Y est engendrée par

Cy ={cnNY | ceC}

Corollaire B.1.11 En particulier nous avons : la tribu borélienne de [a,b] définie
par B([a,b]) = B(R)|q4 est la tribu engendrée par les parties A C [a,b] qui sont les
traces des ouverts de R sur [a,b].

Il est pratique dans de nombreuses preuves de décrire la tribu B(.A) générée par
une algebre A, celle-ci étant 'intersection de toutes les tribus contenant 4. Nous
aurons besoin pour cela de la définition suivante :

Définition B.1.12 (Classe monotone) Soit X un ensemble. Une classe mono-
tone sur X est un sous-ensemble M des parties de X tel que :

-V EyC Ey C Ey C ... suite croissante d’éléments de M, U E, € M.

n=0

-V FyDprplDFy,D ... suite décroissante d’éléments de M, ﬂ E, e M.

n=0

Comme l'intersection d’une famille quelconque de classes monontones sur X est
encore une classe monotone sur X, nous pouvons parler de classe monotone générée
par un sous-ensemble des parties de X.

Théoréme B.1.13 Soit A une algébre de X . La tribu B(.A) générée par A est égale
a la classe monotone générée par A.
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B.1.2 Fonctions mesurables

Définition B.1.14 (Application mesurable) Soient (X,B) et (Y,C) deux es-
paces mesurables et f: X — Y une application. On dit que f est (B,C)-mesurable
(ou mesurable) si :

Veel, f'(c)eB

Définition B.1.15 (Application borélienne) Une application f : RP — RY qui
est (B(RP), B(R?))-mesurable sera dite borélienne.

Proposition B.1.16

(1) Une composée d’applications mesurables est mesurable

(it) Si f + X — Y est (B,C)-mesurable et Xy C X, alors f|x, est (Bjx,,C)-
mesurable.

(1ii) (principe de recollement) : soit (T;);e; une partition dénombrable de X en
éléments mesurables. Une application f: X — Y est (B,C)-mesurable

ssi chaque restriction fir, est (Bjr,,C)-mesurable.

Théoréme B.1.17 (critére de mesurabilité) Soient (X,B), et (Y,C) deux es-
paces mesurables et F une famille de parties telle que t(F) = C. Alors une applica-
tion f: X — Y

est mesurable ssi pour toute partie C-mesurable F, f~1(F) est B-mesurable.

Corollaire B.1.18

(i) Une application f: X — R est (B, B(R))-mesurable siVa € R, {f < a} est
B-mesurable.

(73) Une application f :RP — R? est borélienne si f est continue.

(7i1) Soient (X,B) et (Y;,C;),i € {1...,n}, des espaces mesurables et f; : X —
Yi,i € {1..,n}, n applications.

Alors f = (f1,., fn) : X — ] Vi est (B, ®[,C;)-mesurable ssi¥i € {1,...,n}, f;

=1

est (B, C;)-mesurable.

Corollaire B.1.19
(i) Si f,g: X — R sont (B, B(R))-mesurables, il en sera de méme pour \f(\ €
R), fg, max(f,g), min(f,g), f, [~ et pour % et f+ g si ces deur fonctions sont
bien définies partout.
(i1) S (fn)nen est une suite de fonctions de X — R(B, B(R))-mesurables, alors
il en sera de méme pour : sup f,, inf f,, limsup f,, liminf f,.
neN neN neN neN

B.1.3 Mesures

Définition B.1.20 (Application o-additive sur une tribu B d’un ensemble £)
Une application m : B — R est dite o-additive si pour toute suite (A,)nen d’élé-
ments de B deux a deuz disjoints, la suite (m(A,))Nen est sommable et vérifie :

m(U An) = 3 m(An).

n>0 n>0
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Lorsque I'application vérifie la formule seulement pour des sommes finies, on dit
que 'application est additive.

Définition B.1.21 (Mesure sur un ensemble non vide £ (ou sur une tribu B))
Application o-additive m définie sur une tribu B de E d valeurs dans R*, non iden-
tiquement égale a +oo et vérifiant m(2) = 0.

On dit que la mesure m est finie si m(X) < oo et que la mesure m est o-

o0

finie il existe des parties mesurables Xg C X; C ... telles que U X, = X et
n=0

m(X,) < oo, VneN.

Exemples :
- La mesure de Lebesgue sur (R", B(R")) est une mesure o-finie.
- Toute mesure de probabilité est o-finie.

Exemples de mesures :

(1) La mesure de Lebesgue sur R : u(la, b)) = p([a,b]) = b — a.

(2) La mesure de dirac sur un ensemble (X, B) en un point € X est la mesure :
0.(T) = lper = 1sixz €T, 0 sinon.

(3) La mesure de dénombrement est définie par : my(T") = card(T).

(4) Si (X,B,m) est un espace mesuré et si Y est une partie mesurable de X,
alors la mesure induite par m sur Y, notée my est définie, pour B € By, par :

myy(B) = m(B)

(5) Soient (X, B, m) un espace mesuré, (Y, C) un espace mesurableet f : X — Y
une application mesurable.

L’application m? : C — R* U {+00} telle que VC € C, m/(C) = m(f~1(C))
est une mesure sur (Y, C) appelée mesure image de m par f.

Les parties mesurables de R pour la mesure de Lebesgue sont les boréliens de R.

Proposition B.1.22 (propriétés des mesures) Soit (X, B) un espace mesurable,
(Ai)ien C X des parties mesurables, et m une mesure sur X.

(i) Ay C Ay = m(A;) < m(Ay). [croissance]
(i) m({J 4) < > m(4). [o-sous-addidivité]
ieN i€eN
(ii) si A; C Air, m(|J 4i) = '1i+m m(A;). [stabilité par limite croissante]
ieN e
() si A1 C Ay et Fig,m(Ay) < +oo alors m([] 4;) = ‘li+m m(A4;). [sta-
ieN e

bilité par limite croissante]
(U) m(A1 U Ag) + m(A1 N AQ) = m(A1> + m(Ag)
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B.2 Principaux résultats de la théorie de l’'intégration de
Lebesgue

Nous rappelons ici les principaux résultats de la théorie de 'intégration de Le-
besgue.

L’intégrale de Riemann est satisfaisante pour les fonctions continues ou pour cer-
taines fonctions f discontinues mais satisfaisant a des conditions exprimant que sur
tout intervalle |x;, x;41[ la variation de f reste "raisonnable". L’idée de Lebesgue est
de renverser le probleme ; au lieu de partager 'ensemble de départ de f, I'intégration
de Lebesgue partage ’ensemble d’arrivé de f et pour chaque intervalle |y;, y;41] on
considére I'ensemble des x tels que y; < f(z) < y;41. La fonction f est intégrable
au sens de Lebesgue lorsque I'image réciproque de tout intervalle est mesurable. La
notion d’intégrale ainsi obtenue est plus générale que celle de Riemann : toute fonc-
tion Riemann-intégrable est Lebesgue-intégrable et les deux intégrales coincident.
Par contre la fonction de Dirichlet (indicatrice de Q dans R) est Lebesgue-intégrable
(et son intégrale est nulle) mais n’est pas Riemman-intégrable.

La supériorité de l'intégrale de Lebesgue sur celle de Riemann est particuliere-
ment mise en lumiere dans les problemes de convergence, ’étude des séries trigono-
métriques et la théorie des distributions.

Nous nous placerons ici dans un espace mesuré (X, B,m) .

Une fonction f : X — C pouvant étre considérée comme la somme de deux
fonctions X — R (sa partie réelle et sa partie imaginaire), nous ne considérerons
ici uniquement des fonctions X — R.

Pour f : X — R une fonction intégrable, nous noterons / f dm son intégrale
X

sur X et pour A € B nous définissons l'intégrale de f sur A comme / f-1adm.
X

Les trois théoremes suivants sont les trois théoremes clefs de 'intégration des
fonctions positives.

Théoréme B.2.1 (Théoréme de convergence monotone de Beppo-Levi) Soit
(fn)nen une suite croissante de fonctions X — R m-mesurables et positives de li-
mite une fonction f. Alors

(i) f est mesurable, positive.

(ii)Afdm:JL%Afndm’

Théoréme B.2.2 (permutation ) et /) Soit (X, B, m) un espace mesuré.

Soit (fn)nen une suite de fonctions X — R m-mesurables et positives. Alors

/X (i@ dm::z?/xfndm.

Théoréme B.2.3 (Lemme de Fatou) Soit (f,)nen une suite de fonctions X —
R m-mesurables et positives.

Alors 0 < [ lim %\]nf frndm <lim inf/X fndm.

X ne neN
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Théoréme B.2.4 (Théoréme de convergence dominée) Soit (f,)nen une suite
de fonctions X — R m-mesurables. On suppose qu’il existe g : X — R fonction
mesurable et N une partie mesurable de mesure nulle telle que :

(i) La suite (fn)nen converge simplement sur X\N vers une fonction f.

(i) supy, | fu(w)| < g(w)m — pp.

(iii) g est intégrable

Alors f est intégrable et /X |fo — fldm — 0. et /X fdm= nh_)rrolo/X frdm.

Soient (X, B, m) et (Y,C, s) deux espaces mesurés. Il existe une unique mesure sur
I'espace mesurable produit (X xY, B&C), notée m®s, et appelée mesure produit des
mesures m et s, vérifiant la condition m ® s(B x C') = m(B).s(C), VB € B, C € C.
Il existe deux énoncés du théoreme de Fubini qui permet de calculer les intégrales
sur l'espace produit X x Y : pour les fonctions positives (Fubini-Tonelli), et pour
les fonctions de signe quelconque.

le premier énoncé est simple d’application puisque les hypothéses a vérifier sont
quasi inexistantes. Par contre le deuxiéme énoncé demande de vérifier que I'in-
tégrande est m ® s-intégrable. Cette vérification se fera en général en calculant

/ / |f|dm ® s a I’aide du premier énoncé, puisque |f| est une fonction positive.
XxY

Théoréme B.2.5 (Fubini-Tonelli) Soit f : X x Y — R* une fonction (B ®
C, B(R))-mesurable. Alors les fonctions

T - Af(%y)dé’(y)
y = [ flay)dm(z)

sont positives et mesurables et on a les égalités :

[ tames= [ ([ ) ds) dm@) = [ ([ f.y)dni) ds)

Théoréme B.2.6 (Fubini) Soit f : X x Y — R* une fonction (B ® C, B(R))-
intégrable. Alors les fonctions

T - Af(l’,y)dé“(y)
y = [ fla.y)dm()

sont définies p.p. et égales p.p. a des fonctions L' et a nouveaus les éqgalités précé-
dentes sont vraies.
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