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CHAPITRE 1

Introduction

Ce cours est une initiation aux méthodes probabilites de prévision.

e Pourquoi vouloir prévoir ?

Trés souvent pour des raisons socio-économiques (prévoir le temps qu’il va faire, I’évo-
lution des ventes d’un certain produit, prévoir la consommation d’électricité pour ajuster
au mieux la production).

e Comment prévoir ?

Toujours en s’appuyant sur ce qui s’est passé avant 'instant a partir duquel démarre la
prévision. Et parfois en utilisant des renseignements annexes. Dans la prévision des ventes
pour ’année j+1 on s’appuiera sur I’évolution des ventes durant les années j, 7—1, - - -, mais
on tiendra compte aussi, éventuellement, d’indices exogénes (la conjoncture économique,
certains événements récents inattendus etc....).

e Peut on prévoir parfaitement bien ?

Jamais. Il y a toujours une erreur de prévision, et les méthodes sérieuses fournissent
non pas une prévision, mais un intervalle de prévision. D’autre part il arrive souvent qu’une
amélioration minime de la qualité de la prévision ait une grosse incidence sur les coiits.

e De quelles méthodes dispose-t-on pour prévoir ?

Elles sont nombreuses.

1- Vous connaissez la plus rudimentaire, qui consiste a faire une régression et a se baser
sur elle pour prévoir. Par exemple on ajuste sur la série xq,--- ,z, un modéle de type

xj:a1j2—|—a2j—|—a3+ej g=1--- n.

On estime les coefficients par une méthode de régression. On valide le résultat, puis on
prévoit x,1 par
ay(n+1)% +as(n+1) + as,

et x,.0 ainsi que les suivants de facon analogue.

2- Les lissages exponentiels sont une batterie de procédures extrémement simples a
mettre en ceuvre. Ils sont exposés au chapitre 3.

3- Les méthodes de prévision les plus populaires depuis une quarantaine d’années sont
celles liées a la modélisation ARMA. Elles consistent en gros a dégager les tendances
évidentes dans le phénoméne qu’on observe (croissance, périodicités etc...) et a se concentrer
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Cours de Prévision : G. Oppenheim, A. Philippe, M.-C. Viano 8

sur ce qui reste lorsqu’on les a supprimées. On procéde a une modélisation linéaire fine du
résidu obtenu et on s’appuie sur cette modélisation pour obtenir la prévision. Ces méthodes,
plus sophistiquées mais plus performantes que la régression et que les lissages exponentiels,
sont cotiteuses en temps calcul. Leur utilisation systématique dans tous les domaines, que
ce soit économique, industriel, physique etc..., est due au développement exponentiellement
rapide de I'outil informatique. Elles seront ’objet principal de ce cours.

4- Les méthodes a noyau, qui sont abordées au dernier chapitre, sont plus récentes et
figurent parmi ce qu’on pourrait appeler les techniques non paramétriques de prévision.
Plus souples que la méthode ARMA, elles demandent aussi un peu plus de savoir faire de
la part de l'utilisateur.

Il y a bien d’autres méthodes dont on ne parlera pas ici. Il faut savoir aussi que les
méthodes probabilites ne sont pas les seules. Par exemple la prévision de la pollution
atmosphérique peut trés bien se faire par des méthodes liées a la mécanique des fluides,
qui n’ont aucunement recours aux probabilités.

Certaines données sont “faciles” et, sur elles, toutes les méthodes donnent de bonnes
prévisions. Tout ’art du statisticien, face a des données difficiles, est de confronter plusieurs
méthodes et de choisir celle qui convient le mieux.



CHAPITRE 2

Qu’est ce qu’une série temporelle 7 Exemples commentés.
Tendances, saisonnalités

Une série temporelle (ou encore une série chronologique) est une suite finie (z1,- -, x,)
de données indexées par le temps. L’indice temps peut étre selon les cas la minute, I’heure,
le jour, 'année etc.... Le nombre n est appelé la longueur de la série. Il est la plupart du
temps bien utile de représenter la série temporelle sur un graphe construit de la maniére
suivante : en abscisse le temps, en ordonnée la valeur de 1’observation a chaque instant.
Pour des questions de lisibilité, les points ainsi obtenus sont reliés par des segments de
droite. Le graphe apparait donc comme une ligne brisée.

1. Exemples

EXEMPLE 2.1. Les taches solaires. Il s’agit du nombre annuel de taches observées a la
surface du soleil pour les années 1700-1980. Il y a une donnée par an, soit donc 281 points
reliés par des segments. C’est une des séries temporelles les plus célébres. On y distingue
la superposition de deux phénomeénes périodiques (une période d’a peu prés 11 ans et une
autre d’a peu prés 60 ans, cette derniére étant moins crédible que la premiére vu la longueur
de la série). I

EXEMPLE 2.2. Les ventes de champagne. Il s’agit du nombre mensuel de bouteilles
vendues entre mars 1970 et septembre 1978. Soit 103 points. On distingue sur le graphe une
augmentation moyenne, une dispersion croissante (les “pics” sont de plus en plus marqués)
et deux saisonnalités superposées (1 an et 6 mois).

Cette série, comme les trois qui suivent, est assez typique de ce que I'on rencontre dans
le domaine de 1’économétrie.

Elle est facile & modéliser et donne lieu a de “bonnes” prévisions pour toutes les mé-
thodes couramment utilisées. I

EXEMPLE 2.3. Les ventes de voitures. Les données courent sur 35 ans, et il y en a
une par mois. Soit 420 points. On y voit une croissance non linéaire (peut étre de type
logarithmique). Les deux saisonnalités d’un an et de 6 mois se voient moins que dans la série
précédente a cause du plus grand resserrement des abscisses. On voit aussi une rupture trés
nette aux environs de ’année 1983. Cette rupture fait que la série est extrémement difficile
a modéliser et donne de trés mauvaises prévisions quelle que soit la méthode utilisée. ||

EXEMPLE 2.4. La consommation d’électricité sur toute la France. Une donnée toutes
les demi-heures, pendant 35 jours en juin-juillet 1991. Soit 1680 données. On y voit bien
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Cours de Prévision : G. Oppenheim, A. Philippe, M.-C. Viano 10

deux composantes périodiques correspondant a la journée (48 unités de temps) et a la
semaine, ainsi qu'un effet “week-end” massif. I

EXEMPLE 2.5. Le nombre de passagers (en milliers) dans les transports aériens. Une
donnée par mois de 1949 a 1960. Tendance linéaire (ou plus) trés marquée, ainsi qu’une
forte augmentation de la variabilité et une composante périodique correspondant a I’année.

EXEMPLE 2.6. La population des Etats-Unis (une donnée tous les 10 ans, de 1790 &
1980, soit 21 points). Le seul phénoméne évident est la croissance qui semble non-linéaire.
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2. Tendances, composantes saisonniéres

Il est temps de définir ces notions qui ont été évoquées au paragraphe précédent.
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2.1. Tendances.
e On parle de tendance linéaire lorsque la série peut se décomposer en
Tp=an+b+e, n=12---

Plus généralement, on parle de tendance polynomiale lorsque la série peut se décomposer
en

xn:alnp+a2np*1+"-+ap+1+en n=12---
expression dans laquelle e,, est un résidu ot ne figure plus la tendance et qui, de ce fait, a
une allure relativement homogéne dans le temps. Ceci sera précisé par la suite.

De méme on pourra définir des tendances logarithmiques, exponentielles etc....Ainsi,
le graphe de 'exemple 2.6 semble & premiére vue présenter une tendance polynomiale ou
exponentielle. Pour trancher entre les deux, on peut tracer le graphe du logarithme des
données et voir si il présente une tendance linéaire.

e La tendance peut étre multiplicative dans certaines séries :
Ty, = then n=12---

ou t, prend 'une des formes (linéaire, polynomiale etc...) évoquées plus haut. C’est alors
le logarithme des données (si elles sont positives!) qui présente une tendance additive.

2.2. Composantes périodiques, saisonnalités.

e On parle de composante périodique, ou de périodicité, lorsque la série se décompose

en
T, = S, +eén n=12,---

ou s, est périodique (c’est a dire s,,r = s, pour tout n, ou T est la période, supposée
entiére) et ou e, est un résidu non-périodique et sans tendance.

Par exemple s, = cos %5 a une période T' = 12.

Lorsque la période T est de 6 mois ou un an, comme c’est le cas dans beaucoup de
phénoménes socio-économiques, on a plutdot ’habitude de parler de saisonnalité ou de
composante saisonniére.

e Comme précédemment, il arrive qu’on ait recours & un modéle multiplicatif.

2.3. Superposition de tendances et de périodes.
On peut bien imaginer des modéles de type
xn:sg)jtsg)jttn—l—en n=12---

dans lequel se superposent deux séries périodiques de périodes T et T, et une tendance.
Moyennant une légére modification (en l'occurrence le passage au logarithme qui gomme
effet d’augmentation de la dispersion) la série des ventes de champagne (exemple 2.2) est
assez bien expliquée de cette facon, avec une tendance linéaire et la superposition de deux
périodes de 6 mois et d'un an. Le commentaire est le méme pour le traffic aérien. On y
reviendra.



CHAPITRE 3

Lissages exponentiels

1. Introduction

Dans l’'industrie il est courant que 'on doive effectuer des prévisions de vente de pro-
duction ou de stock pour une centaine de produits. Ces prévisions sont effectuées a partir
de données par exemple mensuelles et ’horizon de prévision est court, un an maximum.
Un certain nombre de techniques "autoprojectives" sont regroupées sous la rubrique du
lissage exponentiel. Ces approches construisent des prévisions assez précises. Elles sont
peu cotuteuses et les calculs peuvent étre rendus trés rapides par I'utilisation de formules
récursives de mise & jour.

Elles ont beaucoup de succés dans les milieux dans lesquels un grand nombre de chro-
niques unidimensionnelles doivent étre analysées séparément dans un but de prévision. Les
succés sont importants malgré I’absence de bases théoriques solides comparables a celles
des méthodes ARMA, ARIMA et SARIMA.

Nous présentons les bases empiriques des techniques et précisons les conditions d’utili-
sation optimales.

Les procédures automatiques présentent quelques dangers. On risque des mauvaises
prévisions si la technique utilisée n’est pas adaptée a la chronique analysée.

Le lissage exponentiel est briévement présenté dans Gourieroux-Monfort ([4]). Une
présentation détaillée figure dans Mélard (|5]) page 139-170. Un article de Gardner (|3])
fait un point sur la question.

1.1. Idées générales. On dispose d’une série chronologique = = (z1,...,x,) de lon-
gueur n enregistrée aux dates 1,...,n. On se situe a la date n et on souhaite prévoir la
valeur x,;, non encore observée a I’horizon h. On note cette prévision : z,, j,.

L’entier n est parfois appelé base de la prévision.

La plus ancienne des techniques est celle du lissage exponentiel simple. Dans toutes ces
techniques il s’agit d’ajuster a la chronique, localement, une fonction simple :

— une constante dans le lissage exponentiel simple,

— une droite dans le lissage exponentiel double,

— des fonctions polynomiales ou périodiques dans les lissages plus généraux.

2. Lissage exponentiel simple

Dans cette partie la prévision trés simple, trop simple, ne dépend pas de 1’horizon h de
prévision. Nous conservons l'indice pour étre cohérent avec la suite.

14
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2.1. Définition. La prévision Z,,; est construite :

— en prenant en compte toute ’histoire de la chronique,

— de sorte que, plus on s’éloigne de la base n de la prévision, moins l'influence des
observations correspondantes est importante. Cette décroissance de I'influence est de
type exponentiel. De 1a vient le nom de la technique.

On se donne «, appelé constante de lissage, avec 0 < a< 1, et on définit (la prévision Z,
ne dépend pas de h) :

n—1
(1) Tpp = (1—a) Z o, .
=0

Remarquons que plus « est voisin de 1, plus I'influence des observations éloignées dans le
temps de la base n est grande.

2.2. Formules récursives de mise a jour. La définition (1) vérifie les formules de
récurrences suivantes

(2) Tpp = (I —a)r, + adp_1p
(3) :i‘n,h - :i‘n—l,h + (1 - Oé) (xn - i‘n—l,h)

Par conséquent, la connaissance de la prévision a I’horizon sur la base n — 1, soit Z,,_1 3,
et I’observation z,, suffisent pour calculer immédiatement la prévision suivante Z,, .

Cependant, 'utilisation des formules récursives nécessite d’initialiser la récurrence en
prenant par exemple #;;, = w1, on remarque que pour n assez grand la valeur initiale a
peu d’influence.

Remarquons aussi que la formule (2) permet d’interpréter &, , comme le barycentre de
z, et de ,_1 ), affectés respectivement des masses 1 — o et . L’influence de la derniere
observation est d’autant plus grande que « est proche de 0.

2.3. Interprétation géométrique. Asymptotiquement 2, ; est la meilleure approxi-
mation au sens des moindres carrés (pour des pondérations exponentielles) de x par le
vecteur constant ad ou § = (1,...,1) € R™

En effet la valeur de a qui minimise

n—1

@ Sl —a),
j=0

est fournie par :

1—
a(n) = a Zoz Ty

1—an
Si 'on transforme légérement le modéle en considérant que

r=(x1,...,2,) =(..,0,...,0,21,...,2,)
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c’est a dire que les coordonnées du nouveau vecteur sont nulles pour tous les indices négatifs
ou nul. On cherche donc la valeur de a qui minimise

o
Z o (2,5 —a)?.
=0

la solution est fournie par
n—1
Ty = (1 —a) g ol x,_ ;.
=0

Il est facile de montrer que les deux estimateurs sont asymptotiquement équivalents, on a
lim a(n) = lim 2, 4.
n—oo n—oo
Dans la minimisation de (4) la aussi, 'influence des observations décroit exponentiellement
lorsqu’on s’éloigne de la base. On peut dire que I'ajustement par la constante a est local
et se fait au voisinage de n. La taille réelle de la plage des observations influentes dépend
de . Plus «a est grand plus la taille est grande.

2.4. Choix de la constante de lissage. La méthode n’est pas bonne en présence de
tendance, de composante saisonniére ou de fluctuations de hautes fréquences. En pratique
le lissage exponentiel simple est assez peu utilisé.

Des valeurs de « comprises entre 0.7 et 0.99 produisent des prévisions qui tiennent
compte du passé lointain. Elles sont rigides et peu sensibles aux variations conjoncturelles.
Il n’en n’est plus de méme si « est compris entre 0.01 et 0.3, la prévision est souple c’est
a dire influencée par les observations récentes.

On peut aussi déterminer un « adapté a la prévision d’une série donnée. Pour un
horizon h on cherche la valeur de o qui minimise Y7~ (44, — (1 — ) Zj;lo adxyj)?, Cest
a dire la valeur qui en moyenne réalise la meilleure prévision a I’horizon h sur les bases
1,2,...,n — h en utilisant le critére des moindres carrés. On choisit une grille de valeurs
de a pour lesquelles on calcule le critére et on retient la valeur qui le minimise. Cette
technique de choix de constante peut étre reprise dans les méthodes qui vont suivre. Les
calculs sont souvent plus longs car ce n’est, en fait, plus une constante de lissage que nous
sommes amenés a déterminer mais souvent deux ou trois.

3. Lissage exponentiel amélioré, ou double

3.1. Définition. On ajuste au voisinage de n une droite d’équation y; = a;+az(t—n).
Le prédicteur sera :

(5) Ty, = Q1 + agh.

Les coefficients a1, a, sont solution de :

n

o Z o (ny = (@ = @j))* = | inf i o (2—j — (ay — azj))*.

a1€R,a2€R <
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alpha=0.1 alpha=0.1

alpha=0.5 alpha=0.5

alpha=0.9 alpha=0.9

F1G. 3.1. Lissage et prévision par la méthode de lissage exponentiel simple
d’un bruit blanc [gauche| et d’une tendance linéaire X (t) = 0.5t + ¢, ¢ ~
N(0,1) [droite](a = .1,.5,.9)

En remplacant, comme dans le lissage simple, la sommation finie par une somme de 0 a
400, les équations précédentes deviennent

Zoz Tp—j — (a1 — a9j))* =  inf Zoz Tp—j — (a1 — agj))?.

a1€R,a2€R

3.2. Calcul des coefficients. On annule les dérivées partielles par rapport & a; et as
du critére (6) et on vérifie & 'aide des dérivées secondes que 'on a bien un minimum. En
1 .
notant : C' = C(a1,a2) = 37— & (xp—j — (a1 — azj))?

5C n—1
5—a1:—22a Tp—j — (a1 — azj))
oC
o 22]043 Tn—j — (a1 — azj)),
on a :
n—1 n—1 n—1
(7) Zoz”:pn_j—alzozj+a22ja] =0
7=0 7=0 7=0



Cours de Prévision : G. Oppenheim, A. Philippe, M.-C. Viano 18

Puisque Y32 of = 2, 3% jol = T 20 = ((ll(i()lg), les relations (7) de-
viennent :
n—1 o
1— J e =0
( a)jzoozx j al—i—agl_&
n—1
.- a(l+a)
1—a) I — TV .
(1—a) j;ojax j— o+ ag —o

Introduisons deux lissages exponentiels simples successifs, celui des x produit L, celui de
L1 produit Ls :

n—1
Ll(n) = (1 - Oé) Z Ozj:pn_j
§=0
n—1
Ly(n) = (1—a)) o/Li(n—j).
7=0
On a donc 1
Ly(n) = (1 —a)Ly(n) = (1 —a)? Zjajxn,j,
j=1
et L1 et Ly sont liés & a; et ay par les relations
o
L - = 0
1(n) —ay "‘azl —
a(l + «
Lo(n) — (1 — a)La(n) — ma + GQ%O) _

Les solutions cherchées vérifient donc,
(8) ar(n) = 2Ly(n) — La(n)

i) = ——[Ly(n) — Lo(n)]
Soit aussi :
) Li(n) = da(n) = 7—ds(n)
Lo(n) — al(n)—f‘&az(n).

3.3. Formules récursives de mise a jour. Commencons par Li(n) et Ls(n).
t—1
(10) Li(n) = (1-a«) Z@jxn,j =1 —-a)z,+ali(n—1)
=0

Ly(n) = (1— a)L;(n —1)+als(n—1)
(11) = (1-a)r,+a(l—a)Li(n—1)+aly(n—1).



Cours de Prévision : G. Oppenheim, A. Philippe, M.-C. Viano
alpha=0.1 alpha=0.1
alpha=0.5 alpha=0.5
alpha=0.9 alpha=0.9

F1G. 3.2. Lissage et prévision par la méthode de lissage exponentiel double
d’un bruit blanc [gauche| et d’une tendance linéaire X (t) = 0.5t + ¢, ¢ ~
N(0,1).[droite] (o = .1,.5,.9)

alpha=0.1

alpha=0.9

F1G. 3.3. Lissage et prévision par la méthode de lissage exponentiel double
sur la série X (t) = 0.5t + €; + 2 cos(tn/6), ¢ ~ N(0,1).(a = .1,.5,.9)
récrivons (8) en utilisant (10) et (11).

ay(n) = 2[(1—a)r, +ali(n—1)]—[(1—a)r, +a(l —a)li(n—1)+ aly(n —1)]
= (1-a®)r, +a(l+a)li(n—1)—aly(n—1),

19
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en tenant compte de (9)

a(n) = (1—adz, +a(l+a)|a(n—1)— - adQ(n —1)]
X 200
—ala(n —1) - T aaz(“ —1)]),
= (1—-a?)x, +a?[a(n—1)+ax(n—1)].
Les formules analogues pour as(n) sont :

R 11—« 9

as(n) = [a(l — @)z, + a*Li(n — 1) — als(n — 1)]
a

= (I1-a)*r,+a(l—a)li(n—1)— (1 —a)Ly(n—1)
= (1-0a)*r, — (1 —a)a(n—1)+ (2a — a?)ag(n —1).
En utilisant (5) avec h=1 et n — 1 comme instant de base, on obtient :
(12) ar(n) = ai(n—1)+ag(n —1)+ (1 — )|z, — Tp_1.1]
(13) as(n) = ax(n—1)+ (1 —a)’[r, — Tp_14].

On peut prendre comme valeurs initiales a;(0) = x1, a2(0) = xo — 7.

4. Méthode de Holt-Winters

4.1. Introduction. Cette approche a pour but d’améliorer et de généraliser le L.E.S.
Nous étudions plusieurs cas particuliers de cette méthode :

1) ajustement d’une droite affine (sans saisonnalité
J
2) ajustement d’une droite affine + une composante saisonniére
J
(3) ajustement d’une constante + une composante saisonniére

le dernier cas étant déduit du second. On ajuste au voisinage de I'instant n une droite
= ay + (t —n)as.

La variante proposée par Holt-Winters porte sur les formules de mise a jour dans l'esti-
mation de a; et ay par les formules (12) et (13). La formule (14) s’interpréte comme le
barycentre de I'observation z,, et de la prévision a I'horizon 1 a la date n — 1. La formule
(15) s’interpréte comme le barycentre de la pente estimée a 'instant n — 1 et la différence
[a1(n) — a;(n — 1)] entre les ordonnées a 'origine aux dates n et n — 1.

Soit 0 < # < 1et 0 <~ <1 deux constantes fixées et les formules de mise & jour

(14) ai(n) = Br,+ (1 =0)a(n—1)4 ag(n —1)]
(15) az(n) = vlar(n) —ar(n— 1] + (1 = 7)az(n — 1),
La prévision prend la forme :

(16) T = a1(n) + hag(n).
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Cette méthode est plus souple que le lissage exponentiel amélioré, dans la mesure ou elle
fait intervenir deux constantes 3 et v au lieu d’'une a. Les équations (12) et (13) , qui sont
un cas particulier des formules (14) et (15) peuvent s’écrire :

ar(n) = a?lar(n—1)+as(n —1)] +
+(1 = a®)[xy — &1 + a1(n — 1) + Go(n — 1))
= o?lai(n— 1)+ as(n — D]+ (1 — a?)w,

as(n) = as(n—1)+ %[dl(n) —a?[ay(n — 1) + az(n — 1))
—(1 = a®)[ar(n —1) + as(n —1)]]
= as(n—1)+ %[dl(n) —ay(n—1) —as(n—1)],
qui sont identiques a (14) et (15) si B =1—a? et v = T On remarque que si § et ~y

sont petits, le lissage est fort puisqu’alors o est grand et que l'on tient compte du passé
lointain.

4.2. Ajout d’une composante saisonniére. Décomposition additive. On ajuste
au voisinage de n, la chronique

xy=a;+ (t —n)ag + s

ol s; est une composante périodique de période T'. Les formules récursives de mise a jour
sont : soit 0 < 3 < 1,

i(n) = Blon—su1)+ (1= B)lia(n— 1)+ aa(n — 1))
aa(n) = Al (n) = an(n— 1] + (1= 7)az(n — 1))
S$p = Olxn —ar(n)]+ (1 —10)s,
La prévision prend la forme :
Tpp = ai(n) +has(n) + Spen-r 1<h<T
Tpp = a1(n) 4+ haz(n) + Spqpp—or T+1<h<2T

et ainsi de suite pour 27" < h. Dans cette procédure la difficulté de choisir les constantes
de lissage est encore plus grande que pour les autres situations.

Initialisation : Les valeurs initiales suivantes permettent (mais on pourrait en pro-
poser d’autres) de commencer le calcul récursif des prévisions a partir de 'instant T+ 2 :

a(T+1) = wr
Tri1 — X
(T +1) = ——
5; = xj—(r1+ (T —1)ax(T"+1))) pour je{l,---,T}

-T-
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CHAPITRE 4

Premiers indices descriptifs

Il est bien utile de disposer de quelques indices numériques qui "résument" une série
(1, - ,x,). lls constituent aussi le premier pas vers 'estimation des modéles paramé-
triques.

1. Indices de tendance centrale

Ce sont, classiquement, la moyenne et la médiane. La plupart du temps c’est la moyenne
qui est utilisée (elle le sera systématiquement dans ce cours)

n
_ 1
Ty = — g Z;.
n 4 !
J=1

Il faut cependant garder en mémoire que la moyenne est un indice intéressant, en particulier
pour sa robustesse par rapport aux valeurs extrémes.

2. Indices de dispersion

Les plus courants sont la variance empirique (ou plus exactement I’écart type empirique
qui en est la racine carrée) et I’étendue (différence entre la plus grande valeur et la plus
petite). Elles indiquent la dispersion des observations autour de leur indice de tendance
centrale. Les commentaires précédents sur moyenne-médiane sont encore valables ici. Dans
ce cours c’est la variance empirique qui sera utilisée :

1 n
Ga(0) = = (2, — Tn)”.

n <
J=1

3. Indices de dépendance

3.1. Auto-covariances empiriques.

Ces indices 6,,(1),6,(2),--- donnent une idée de la dépendance entre les données. Plus
exactement

(xj - Tn)(xj—f—l - Tn)
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indique la dépendance entre deux données successives,

n—2

on(2) = n Z($] - fn)(xj—f—Q —Ty)
7j=1
indique la dépendance entre deux données écartées de deux unités de temps et ainsi de

suite jusqu’a
1
on(n—1) = ﬁ(% —Tp)(Tn — Tn).
En réalité ce dernier indice, qui ne fait intervenir que la premiére et la derniére donnée,
n’a pas grand sens statistique, surtout si la longueur n de la série est grande. Il en est de
méme pour 6, (n—1). Le bon sens, ainsi que des considérations de convergence dépassant la
limite de ce cours, recommandent de ne prendre en considération que les auto-covariances

empiriques 6, (1), -+ ,6,(h) pour un h "pas trop grand" par rapport a la longueur de la
série.

3.2. Auto-corrélations empiriques.

Ce sont les quotients des covariances par la variance :
L ell)
= =0,---,h.
pn (j) OA_n(O) ) j ) 9
Evidemment p,(0) = 1, si bien qu’en passant des auto-covariances aux auto-corrélations
on perd une information : la dispersion de la série autour de sa moyenne. Il faut garder ce

fait en mémoire. Ceci dit, ce sont ces auto-corrélations qui caractérisent les dépendances.
Pour le voir, il faut remarquer par exemple que

=SS

est presque (a vous de réflechir a ce qui différe) le coefficient de corrélation entre la série
(21,22, -+ ,xy_1) et la série décalée d’une unité de temps (xq, z3, - ,z,).

3.3. Visualisation graphique des auto-corrélations empiriques.

En rassemblant ce que vous savez sur la régression linéaire, vous pouvez déduire de la
remarque précédente que le "nuage" N de points
(xj7xj+1)’ jzla"'vn_l)
(ce nuage est une autre représentation de la série), constitue une bonne illustration de la
valeur de p,(1). Si cette auto-corrélation est proche de £1 le nuage est allongé selon une
droite. La pente de cette droite a le signe de p,(1). Le nuage est d’autant plus "arrondi"
que p,(1) est plus proche de zéro.
Un commentaire analogue (en remplagant p,,(1) par p,(k)) peut étre fait pour les nuages
Nypourk=2,--- h:
(xjaijrk)a jzla"'an_ka
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Les graphiques qui suivent représentent chacun une série simulée, (de longueur 500), le
graphe de son auto-corrélation, les nuages N7, - - - , Ny et le graphe de son auto-corrélation.



Cours de Prévision : G. Oppenheim, A. Philippe, M.-C. Viano 27

o 100 200 300 400 500

Time

FiG. 4.1. Série 1

<+ 4 < A
o N o
- o o o4
o o
| |
< < 4
I I
T T T T T
420 2 4
1
<+ A <
o - e
<+ 04 © O A9
o '
I I
< 4 <
I |
T T T T T T T T T T T T T T T
420 2 4 420 2 4 420 2 4
1 1 1
Series x
° 4
< <+ A -
o N
w
N O o © o4 Q
<
o o
I 1
¥ 4 < 4
I 1
T T T T T T T T T T T
420 2 4 02 4 6 810
1 1 Lag

F1G. 4.2. Série 1 : Nuage de points N}, pour k = 1,...,8 et auto-corrélation
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4. Comment utiliser 1’auto-corrélation ?

L’auto-corrélation est surtout utilisée sur les séries résiduelles e, qui s’ajoutent aux
tendances et aux saisonnalités. La démarche habituelle consiste a retirer de la série la
tendance que 1'on a détectée, puis, si il y a lieu, de la désaisonnaliser (pour ce traitement
préalable des données on consultera par exemple [1]| ou [2]). Sur la série résiduelle on calcule
les auto-covariances empiriques qui serviront (voir chapitre 8) a ajuster un modéle prédictif
sur ces résidus.

Cependant il est trés utile de comprendre quelle sera 'allure de cette auto-corrélation
sur une série brute, comportant tendance ou/et saisonnalité. C’est le but des propositions
qui suivent.

PROPOSITION 4.1. On considére une tendance linéaire pure :
rj=aj+b j=1---,n
Pour k fizé, p,(k) — 1 quand n tend vers linfini.

La preuve est laissée en exercice. Donner d’abord I'expression de la moyenne. Montrer
ensuite que p,(k) ne dépend ni de a ni de b. Enfin, utiliser les résultats connus sur les
sommes de puissances d’entiers successifs
N(N +1)

2

et terminer en évitant les calculs inutiles!
Le résultat est le méme pour toute tendance polynomiale. On 'admettra.

N(N + 1)(2N +1)

1424+ N= et 14+224+-.- 4+ N? = s :

PROPOSITION 4.2. On considére une série périodique pure :

2T
:Ej:acosT =1 .n.

Pour k fizé, p,(k) — cos %Tﬂ quand n tend vers l'infini.

On admettra ce résultat.
Il indique que, si la série est assez longue, la période (7', en 'occurrence) se voit aussi
bien sur ’auto-corrélation que sur la série elle méme.

En réalité, on n’a jamais a faire avec une tendance ou une composante périodique pures,
mais les propositions précédentes donnent une bonne indication sur ce qui se passe pour
une série présentant une tendance ou une composante périodique additives.

En résumé, pour une longue série présentant une tendance polynomiale, I’auto-corrélation
pn(k) est positive et assez proche de 1 lorsque k évolue tout en restant petit devant n. Pour
une série présentant une périodicité, cette périodicité se voit bien sur ’auto-corrélation.
Ces deux constatations contrastent avec ce que 1’on verra plus loin (chapitre 4) pour les
séries résiduelles, ou p, (k) devient assez vite trés petit quand k grandit.

On conclut que si 'auto-corrélation du résidu présente une des propriétés ci-dessus, c’est
sans doute parce que 1’on a oublié d’enlever une tendance ou que I’on a mal désaisonnalisé.
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graphiques 3-5 montrent une série ¢, = an + bcos(%5*) + ccos(%
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Fi1G. 4.5. Série simulée non bruitée (en haut a droite), bruitée (en bas a
droite). Auto-corrélation de la série bruitée, de la série bruitée différenciée,
puis de la série bruitée différenciée et désaisonnalisée

), superposition
d’une tendance linéaire et de deux saisonnalités (périodes 6 et 12), puis une simulation de
bruitée x,, = t, +e,. On donne la fonction d’auto-corrélation de cette série bruitée,
puis 'auto-covariance de la série y,, = x, — x,_1, et enfin celle de la série z, = ¥, — Yn_12.
graphiques 3-6, 3-7 et 3-8 montrent I’auto-corrélation empirique des ventes de cham-
celle de la série différenciée (y, = x, —x,_1), puis celle de la série y,, désaisonnalisée
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CHAPITRE 5

Vers la modélisation : suites stationnaires de variables aléatoires

Ce chapitre est un premier pas vers la représentation de la série résiduelle par un modéle
théorique qui se préte bien a la prévision. Il va permettre par la suite de travailler sur la
série (x1, 9, -+ ,x,) comme si elle était la réalisation des n premiers termes d’une suite
infinie (X7, Xo, - +) = (X, )nen de variables aléatoires. Pour mieux comprendre ce qui suit,
il faut se rendre compte que pour pouvoir prévoir de facon efficace le futur d’une suite
finie (X1, -, X,) de variables aléatoires, il faut que ces variables admettent entre elles
un peu de dépendance. Ce n’est par exemple pas la peine d’essayer de prévoir ce que va
donner le cinquantiéme lancer d’une piéce de monnaie lorsqu’on a les résultas des quarante
neuf précédents. L’erreur de prévision sera de toutes facons de 50%. Par contre, si on sait
que la donnée n + 1 dépend des données précédentes, et si par chance on a une idée de
la nature de cette dépendance, on pourra rechercher une procédure de prévision adaptée.
Voila pourquoi il faut consacrer quelque temps aux suites de variables dépendantes.

Par commodité mathématique, on considérera des suites dont I'indice peut étre négatif.
Toutes les variables aléatoires considérées dans ce chapitre ont un moment d’ordre deux
fini.

1. Définitions. Auto-covariance et auto-corrélation

DEFINITION 5.1. On dit qu’une suite de variables aléatoires (--- , X_1, Xo, X1,--+) est
stationnaire si I’ espérance de X,, ne dépend pas de n

E(X, =u VYn
et si les covariances sont stables par translation du temps c’est-a-dire, pour tout h,
Cov(X,, Xpin) =:a(h) Vn.
On rappelle que la covariance est définie par
Cov(U,V):=EUV)-EU)E(V)=E(U-IEWU))(V -IE(V))).

Une telle suite est appelée processus stationnaire.

On remarque que Var(X,,) = o(0) pour tout n. Donc la variance est constante.

Si I’espérance p est nulle on dit que le processus est centré. Dans la suite, nos processus
seront centrés. C’est bien normal si on pense qu’ils sont censés modéliser des résidus.

32
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DEFINITION 5.2.
1- La suite o(h) est appelée fonction d’auto-covariance du processus stationnaire.

2- La suite p(h) = % est sa fonction d’auto-corrélation.

On remarque que o(h) et p(h) ont les propriétés élémentaires suivantes :

— Ces suites sont symétriques : pour tout h > 0, o0(h) = o(—h); méme chose pour p(h).

— Puisque c’est une variance, o(0) > 0.

— Par définition, p(0) = 1.

L’égalité a zéro de la variance o(0) est possible mais tout a fait sans intérét, car alors
la probabilité que X,, = p est égale a 1 : la suite est constante. On supposera dans la suite
que ¢(0) > 0, ce qui justifie 'utilisation de la corrélation.

DEFINITION 5.3. On dit que le processus (X,)n—t1.. est gaussien si toutes les lois
marginales sont gaussiennes. C’est a dire si, quels que soient k et ji,...,Jk, le vecteur
(X1, ..., X i) est gaussien.

Il est clair qu’un processus gaussien stationnaire est strictement stationnaire, au sens
que pour tout ensemble d’indices k et ji,...,j, la loi des vecteurs (Xj,...,Xj;) et
(Xji4h,- -, XJk + h) sont les mémes quel que soit h.

EXERCICE 1. Soit (X,,),=+1.. une suite de variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes, centrées et toutes de variance 1. Parmi les processus suivants, lesquels sont gaus-
siens ? lesquels sont stationnaires ? Donner alors I’expression de leur fonction d’auto-covariance.
oY, =X, X, 1
oY, = XanJrl te XnJrk
oV, - XEXE, .. XE,
oY, =X7+ X7+ Xis
oY, = Xcos(5)
oY, =n+X,
oY, =nX,
oV, = X2X2.

AN

2. Exemples

2.1. Bruits blancs.
Ce sont les processus stationnaires les plus élémentaires. Ils ont une fonction d’auto-
covariance nulle (en dehors de ¢(0)). Peu intéressants en eux-mémes pour la prévision (voir

la remarque en téte de chapitre), ils servent de base a la construction de tous les modéles
ARMA.

DEFINITION 5.4. Un bruit blanc est une suite de variables aléatoires non corrélées et
d’espérance et de variance constante. Autrement dit, pour tout n

E(X,) =u, Var(X,)=0> et Cov(X,, X,n) =0 pour h#0.



Cours de Prévision : G. Oppenheim, A. Philippe, M.-C. Viano 34

Si U'espérance p est nulle, on dit que le bruit blanc est centré.

Le cas particulier le plus courant est la suite de variables aléatoires gaussiennes standard
(espérance nulle et variance égale a 1) et indépendantes. C’est par exemple ce qui a été
choisi dans I’exercice 1.

2.2. Moyennes mobiles.
Ce sont des processus obtenus & partir d’un bruit blanc.

DEFINITION 5.5. Soit (e,)n=t1... un bruit blanc centré de variance o>

moyenne mobile un processus de la forme

. On appelle

Xn =é&ptaEpa1+ -+ AgEn—q,
ol q est un nombre entier fizé non nul, appelé l'ordre de la moyenne mobile.

Un processus moyenne mobile est évidemment stationnaire, et on a
(17) o(0) = o*(l+ai+- - +aj)
o(1) = o*(a1 +aray + -+ a, 1a,)

olq) = azalaq
olg+1) = o(¢g+2)=---=0

Nous retrouverons ces processus au chapitre 6.

2.3. Processus autorégressif d’ordre 1.
C’est I’'exemple le plus simple de toute une famille qui sera introduite au chapitre 6.

DEFINITION 5.6. Soit (€,)n=+1... un bruit blanc centré de variance o® et a €] — 1,1]
un parameétre fixé. Un processus autorégressif d’ordre 1 est un processus stationnaire centré
qui vérifie les équations de récurrence

(18) X,=aX,_1+e, Yn=0,%1,---

Tout lecteur attentif aura remarqué que cette définition implicite demande au moins une
information supplémentaire, a savoir : existe-t-il un processus stationnaire centré solution
de la récurrence (18) ?

La réponse est oui et la solution est unique (I'unicité est a admettre). C’est le processus
défini comme la suite de sommes de séries :

(19) Vn, X, =¢c,+ac,_1+a%c,_o+---

EXERCICE 2. Montrer que la série (18) converge a la fois presque stirement et en
moyenne quadratique. AN

En regardant 'expression (19), on voit qu’un tel processus n’est guére qu’un processus
moyenne mobile d’ordre infini.
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Son espérance et sa fonction d’auto-covariance s’obtiennent en utilisant les propriétés
de la convergence dans L?. On voit par exemple que

(20) E(X,) = 0
(21) Var(X,) = 02(1+a2—|—a4—|—---):021 ! 5
—a
h
(22) o(h) = o(=h)=c* " +a"?+...) = 02% Vh >0
—a

(23) Cov(X,,enik) = 0 Vn et Vk>O0.

On remarque, comme conséquence de (21) et (22), que 'auto-corrélation tend vers zéro a
vitesse exponentielle quand I’écart h tend vers 'infini :

p(h) =a" vh

(on évitera de dire qu’il s’agit d’une décroissance exponentielle car si a est négatif, la suite
est alternativement positive et négative).

EXERCICE 3. Les expressions (20), (21) et (22) peuvent se retrouver facilement a partir
de la récurrence (18) et, pour les covariances o(h), en utilisant la nullité de la covariance
entre le processus au temps n et le bruit futur (23). Faites ces calculs, ils vous aideront
beaucoup par la suite. AN

3. Auto-corrélation partielle

Cette notion, importante dans le domaine des séries temporelles, est un peu délicate et
demande quelques rappels de la géométrie de L2.

3.1. Rappels. Les variables aléatoires réelles de carré intégrable définies sur un
méme espace probabilisé (€2, A, P) forment un espace vectoriel qui, si on le munit du
produit scalaire < X, Y >= IE(XY), est un espace de Hilbert noté¢ en général L?(Q, A, P),
ou plus briévement L? lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité.

e Orthogonalité. Deux variables X et Y de L? sont orthogonales lorsque [E(XY) = 0.
Ainsi, en notant 1 la variable constante et égale & 1, on ré-interpréte IE(X) = 0 comme
étant 'orthogonalité de X et de 1I.

e Distance. De méme on définit la distance entre deux variables comme

d(X,Y) = E((X - Y)2).

3.1.1. Espace engendré. . On considére N variables aléatoires Xi,---, Xy. Le sous
espace de Hilbert engendré par ces variables, qui sera noté [Xy,---, Xy] ou encore [X]},

est I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires \; X7 + - - - + Ay Xy de ces variables.



Cours de Prévision : G. Oppenheim, A. Philippe, M.-C. Viano 36

3.1.2. Projection. . Le projeté d’'une variable aléatoire Y sur 'espace [X]Y, qui sera
noté

Py (Y),
est la variable aléatoire de cet espace qui est la plus proche de Y au sens de la distance
vue plus haut. C’est donc la combinaison linéaire P[XHv(Y) =vX1+ -+ yvXy telle que

24) B —1X;— - — XN <EY = MX — - — AvXn)? VAL, Ay

En quelque sorte, le projeté est la meilleure explication linéaire de la variable Y en termes de
X, , Xn. Cest pourquoi on 'utilise pour prévoirY lorsqu’on ne connait que Xy, -+, Xy.

e Calcul du projeté. 1l est commode, pour calculer le projeté, d’utiliser la propriété
suivante, facile & prouver

PROPOSITION 5.1. Le projeté P, .. x,)(Y) = X1 + -+ ywXn est caractérisé par
le fait que Y — Pix, ... x5(Y) est orthogonal aux variables Xy,--- , Xn.

Ceci signifie que les coefficients 7, - - - , vy vérifient les N équations
E((Y—mXi— - —wWwXn)Xg) =0 Vk=1,--- N.

Soit, aussi

(25) NnEX X))+ -+ 9w EXNyXy) =EYX,) VeE=1,--- N.

On voit donc que, si ce systéme d’équations est régulier, c’est a dire si la matrice

E(X?) ... E(X;Xy)
Yixpy = : : :
E(X; Xy) ... E(X3)

est inversible, les coefficients qui définissent le projeté de la variable aléatoire Y sur ’espace
[X] sont définis par

o F(Y X))
(26) D =S :

) :
N E(Y Xy)
Avant de continuer, regardons un exemple facile.

EXERCICE 4. Reprendre le processus autorégressif de la section 2.3. A partir de la
récurrence (18) et des propriétés (20) et (23), donner I’expression du projeté de X,, sur
[X]7~3, puis sur [X]""% et ainsi de suite.

Cet exercice généralisé au chapitre 7 car c’est précisément le projeté de X,, qui sera
pris comme prédicteur de X,,. AN

e Propriétés de la projection.

D’aprés la définition il est facile de comprendre que, si Y est elle-méme combinaison
linéaire des variables X1, --- , Xy sur lesquelles se fait la projection, alors Y est son propre

projeté. En termes de prévision : Y est dans ce cas sa propre prévision.
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D’aprés (25), on voit que, si Y est orthogonale a toutes les X, le projeté de Y est nul.
En termes de prévision, on prévoit alors Y par zéro.

Enfin, 'expression (26) rappelle que 'opération qui consiste a projeter est linéaire : le
projeté d’une combinaison linéaire a,Y; + - - - + a,,Y,, est la méme combinaison linéaire des
projetés a1 Pxjv (Y1) + -« + am Py (Yon)-

3.2. Coefficient de corrélation partielle entre deux variables compte non-
tenu de l’influence d’un groupe de variables.

On se donne N > 3 variables aléatoires X1, -+, Xy, et on va définir un coefficient de
corrélation entre X; et Xy qui fasse abstraction de 'influence de X5, -+, Xny_1.

Cette notion est une réponse a la question suivante : il arrive que deux phénomeénes
soient fortement corrélés, mais que cette corrélation traduise non pas un fort lien entre
ces deux phénomeénes, mais plutot 'influence commune d’un facteur extérieur. Parmi les
exemples célébres (et, il faut le dire, un peu caricaturaux) il y a celui-ci : on note une
forte corrélation entre le nombre de pasteurs baptistes et le nombre d’arrestations pour
ivresse sur la voie publique, aux Etats-Unis, a la fin du dix-neuviéme siécle. Bien sar
cette corrélation n’est pas intéressante en elle-méme, car I’augmentation simultanée de ces
deux indices est simplement due a la forte augmentation de la population urbaine a cette
époque (tiré de "Les quatre antilopes de 'apocalypse" de S.J. Gould). Pour évacuer ce
genre d’influences non pertinentes, on a défini le coefficient de corrélation partielle. Dans
ce qui suit, corr(U, V') désigne le coefficient de corrélation entre U et V', soit

Cov(U, V)
v/VarU VarV

DEFINITION 5.7. Le coefficient de corrélation partielle entre X; et Xy abstraction faite
de linfluence de Xa, -+, Xn_1 est le coefficient de corrélation entre les deux variables
auxquelles on a retranché leurs meilleures explications en terme de Xo,--- , Xn_1, soit

corr(U, V) =

rxy- (X1, Xy) = corr <X1 — Py (X0), Xy — P[X}évfl(XN)> .

e Propriété. 1l est facile de voir, a partir de la formule (26), que T[X}é\ffl(Xl,XN) ne
dépend que des espérances des produits X;X;.
Un exemple permet de comprendre la simplicité de la notion.

EXERCICE 5. Considérons trois variables indépendantes X, Z1, Z5 centrées et de va-
riance 1. On considére les variables

X1:X+Z1 et X2:X+ZQ
Calculer p(Xi, Xy), puis 71x)(X1, X2), et commenter. AN

3.3. Auto-corrélation partielle d’un processus stationnaire.
On considére maintenant un processus stationnaire centré (--- , X 1, Xo, Xy, ).
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3.3.1. Définition, premeir calcul et exemple. On définit la fonction d’auto-corrélation
partielle r(h), pour h # 0, de la facon suivante

DEFINITION 5.8.

(27) r(h) = r(=h) VYh#0,
(28) r(l) = p(1)
(29) T’(h) = T[X}Q(XlaXh-l—l) VhZQ

La définition de r(1) est bien conforme & (29) puisque, si on fait h = 1 dans cette
formule, on constate qu’il n’y a pas de variable entre X; et X5. D’autre part, dans (29), le
coefficient peut aussi bien se définir comme

r(h) = T[x}’;ﬁ—l(xk,XkJrh) VE > 1.

En effet, on a vu que la corrélation partielle ne dépend que des espérances des produits

des variables en jeu (ici, de leurs covariances, puisque les espérances sont nulles). Or ces

covariances ne changent pas si on translate les indices puisque le processus est stationnaire.
Reprenant les expressions des projections (25) et (26) on obtient

h—1 h—1
T(h) - COTT(X" - Z )\jXTL+j7 Xn+h - Z )\hijnJrj)
Jj=1 j=1

avec
-1

A1 o0) ... oh—2)
(30) L= : : : :
Ah—1 oh—=2) ... o(0) o(h—1)

(1)

EXERCICE 6. Reprendre le processus autorégressif d’ordre 1 de la section 2.3. Prendre
h > 1. Quelle est la projection de Xj,,; sur [X]} 7 (utiliser Pexercice 2). En déduire Xj,,; —
P[X]Q(Xhﬂ), puis, sans plus de calculs, la valeur du coefficient r(h). AN

3.3.2. Algorithme de Durbin-Watson. Cette méthode itérative de calcul rapide de ’au-
tocorrélation d’un processus stationnaire est basé sur la propriété suivante qui ne sera pas
démontrée ici (elle se vérifie sans difficulté).

PROPOSITION 5.2. Si le processus (X, )nez est stationnaire, pour tout h > 2 r(h) est
le coefficient de X,, dans l’expression du projeté de X, sur lespace [X |71,

Partant de ce résultat I'algorithme se construit de la fagon suivante.

h—1
h
Ppinat (X)) = 3 afl) X,
j=0
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et, d’aprés la Proposition 5.2, r(h) = aéh). Par ailleurs, par définition du projeté,

o o(0) ... olh—=1)\ " /(1)
(31) : = : : : :
aflh) oh—1) ... a(0) o(h)

EXERCICE 7. Utiliser (31) pour trouver 'expression du coefficient d’autocorrélation
partielle du processus
X, =¢€n+bey
ol (&p)nez est un bruit blanc centré. AN

4. Estimation de ces indices caractéristiques

Jusqu’ici, dans ce chapitre, on a travaillé sur des suites (---, X 1, Xy, Xy, ) de va-
riables aléatoire. Maintenant on va considerer des réalisations de trajectoires de longueur
finie de telles suites. Autrement dit on considére un nombre fini d’indices, (1,...,n), et des
réalisations (x1,z9,- -+ ,x,) de (X1,...,X,). Entrent dans cette rubrique les séries obte-
nues par simulation. Par exemple on dispose de simulateurs de bruits blancs gaussiens. A
partir d’eux on peut évidemment simuler des trajectoires de processus moyennes mobiles
(voir 2.2). On peut aussi simuler des trajectoires de processus autorégressif d’ordre 1. Pour
cela on simule une trajectoire de longueur voulue d’'un bruit blanc, on choisit arbitraire-
ment une valeur de x(, puis on fait agir la récurrence (18). Voir les figures 5.2 4 5.8 ot le
graphique du haut représente la série obtenue par simulation.

On considérera aussi bien sir les résidus de séries temporelles auxquelles on a enlevé
les tendances et que I'on a désaisonnalisées.

Dans le premier cas (simulations) on va se demander comment estimer les paramétres
i, o(h), p(h) et r(h) correspondant a chaque modéle.

Dans le second on va se demander comment des indices bien choisis, calculés sur la
série des résidus, peuvent permettre d’ajuster un modéle de processus stationnaire sur
cette série.

Les deux problémes sont en fait les mémes et les indices empiriques introduits au
chapitre 4 sont de bons estimateurs des paramétres théoriques correspondants, du moins
pour tous les modéles ARMA considérés au chapitre 6.

4.1. Estimation de ’espérance, des auto-covariances et des auto-corrélations.

e On estime p par la moyenne empirique T,, = %Z?Zl ;.

e On estime l'auto-covariance o(h) par 'auto-covariance empirique

1 n—nh

on(h) = o Z(x] — Tn) (Tjn — Tn)
=1
e finalement, on estime I'auto-corrélation p(h) par I'auto-corrélation empirique p,(h) =
Gn(h)
n(0) "
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On peut se demander ce qui permet de dire que ces indices empiriques sont de bons
estimateurs des indices théoriques correspondants. La proposition suivante, qui va au dela
des limites de ce cours, est éclairante.

PROPOSITION 5.3. Si (---, X 1, Xo, X1, ) est un des processus ARMA définis au
chapitre 6, les indices aléatoires

_ 1 <&
X, = E;Xj,

Sull) = =3 = K (s — Ko,
s
pn(h) - 6n(0)

convergent respectivement, lorsque la taille n de la trajectoire tend vers l'infini, vers les
valeurs théoriques correspondantes (c’est-a-dire respectivement vers = 0, o(h) et p(h)).
Cette convergence a lieu avec la probabilité 1.

Ceci signifie que, pour des longueurs de séries assez grandes, les indices empiriques
approchent bien les indices théoriques. Le graphique 5.1 montre 1’évolution de 1’auto-
corrélation empirique vers la théorique quand la longueur de la série croit.

4.2. Estimation des auto-corrélations partielles.

On utilise ’algorithme de Durbin-Watson, qui permet, pour tout h > 2, pour calculer
les auto-corrélations partielles estimées p,(h) a partir des auto-corrélations empiriques
Tn(1), -, Tn(h).

On montre que les bonnes propriétés données par la proposition 5.3 sont aussi valables
pour les estimateurs ainsi obtenus.
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CHAPITRE 6

Les processus ARMA

Il s’agit d’une trés large famille de processus stationnaires qui présente deux avantages :
d’une part ces processus sont d’excellents outils de prévision, et d’autre part on dispose de
méthodes parfaitement au point pour estimer leurs paramétres.

1. Les processus autorégressifs et leurs indices caractéristiques.

Ces processus généralisent les processus autorégressifs d’ordre 1 introduits en 2.3
du chapitre 5. Reprenons cet exemple. En regardant les équations (18) et (19), et en se
rappelant que la fonction (1 — az)~! se développe au voisinage de zéro en

=1l+az+a*2 4+ +ad2F .,
1—az

on constate que 'expression (19) est tout simplement obtenue en remplagant les 2* par les

€n_r dans le développement. A partir de cette constatation, on obtient une méthode de
construction de la famille des processus autorégressifs.

1.1. Définition, polyndéme caractéristique. On constate d’abord qu’étant donné
un polynome A(z) = 1+a;2+---+a,z” dont toutes les racines sont de module strictement
supérieur a 1, la fonction A(z)~! se développe au voisinage de zéro en

1 1
A(z)  14az+--+ay2?

ou la série de terme général oy converge absolument (démontrez le).

(32) =1l+az+a®+ a4+

DEFINITION 6.1. Etant donné un polynome A(z) = 1+ a1z + -+ + a,2P de degré
ezactement p (c’est a dire que a, # 0) dont toutes les racines sont de module strictement
supérieur a 1, et (€,)nez un bruit blanc centré dont la variance notée o est supposée non
nulle, le processus défini par
(33) Xpn=éepn+oen1+---+apepr+--- Vn

est appelé processus autorégressif d’ordre p (ou encore processus AR,) de polynome carac-
téristique A et de bruit d’innovation (&,).

Avant d’examiner les diverses propriétés de ces processus, faisons quelques remarques.

REMARQUE 6.1. La série a termes aléatoires qui définit X,, dans (33) converge a la
fois presque siirement et en moyenne quadratique. Démontrez le en utilisant les propriétés
asymptotiques des coefficients ay.

46
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REMARQUE 6.2. Le polynome A se décompose en A(z) = (1 — z12) -+ (1 — 2,2), ol
les z; sont les inverses des racines de A et sont, de ce fait, de module strictement inférieur
a 1 (et non nécessairement réelles, évidemment). Du développement de chaque facteur
(1 —2j2)"" =14 22+ 272° 4 --- on peut déduire celui de A(z)~", ce qui permet le calcul
des coefficients o, comme on le voit dans I’exercice qui suit.

EXERCICE 8. Expliciter ’expression du processus autorégressif de polynome caracté-
ristique A dans chacun des cas suivants :
o A(2) :1—2—1—%22.
o A(z) =1— 22+ 2%
o A(z) =1—12% AN
1.2. Stationnarité.
De la représentation en série (33), on déduit que IE(X,,) = 0 quel que soit n. Quant a
I’auto-covariance, elle s’écrit

Cov(Xp, Xptn) = Covie, +- - +enp+-, Enpn+ -+ Enpnr+-+)
= o*(ap + apar + o+ appag o),
puisque Cov(ej,ex) est nul si j # k et est égal & 0% si j = k.
[’expression obtenue est loin d’étre explicite. Cependant elle montre & 1’évidence que

la covariance ne dépend que de h. Donc le processus proposé en (33) est stationnaire. Nous
verrons plus loin une facon plus commode de calculer cette covariance.

1.3. Expression autorégressive.

De méme que le processus autorégressif d’ordre 1 vérifie I'équation de récurrence (18),
il est assez facile de voir que le processus défini par (33) vérifie I'équation de récurrence
linéaire (& second membre aléatoire)

(34) Xp+a Xy a+-+aX,p=¢, Vn
En effet

Xn + aan—l + e + aprn—p En + A1Ep—1 + Q2Epn—2 + ot
a1(p—1+ a16p_2+ 283+ -+ +)

ag(eno+ @16, 3+ ey g+ --+)

+ o+ o+ +

ap(En—p + Q18 p1 + Q2En_p 2+ -)
Soit
Xn+aXn g+ +0,X0p, = ept+eni(og+ar)+ ez +aroq + az)

5n—p(ap +ap_iar +apoay+ -+ + ap)

+ 4+ +
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Or, les coefficients oy + a1, g + ajaq + ag, etc... sont tous nuls, car les a; et les «; sont
reliés par la relation

(I4+az+-+a) (1 +az+a2®+---)=1 Vaz,

qui nécessite que le coefficient de z dans le produit soit nul (soit «y 4+ a; = 0), ainsi que le
coefficient de 22 (soit ap + aja; + az = 0), et ainsi de suite.

La représentation (34), qui fait apparaitre les coefficients du polyndome caractéristique,
est bien sir préférée a la représentation en série infinie (33). Cest elle qui justifie le nom de
processus autorégressif : en effet (34) peut se lire formellement comme un modéle de régres-
sion ou I'observation est X,,, ot les variables sur lesquelles on régresse sont X,,_;,---, X,,_,,
les coefficients étant —ay,- - -, —a,, et ol le bruit résiduel est ¢,,.

1.4. L’innovation.
De la représentation en série (33) on déduit que, quelque soit n et pour tout h > 0,

COV<5n+h7 Xn) = ]E(EnJthn) = ]E(EnJrhEn) + o ]E(EnJrhEnfl) +ee = 07
parce que g, est un bruit blanc.

PROPOSITION 6.1. Dans le modéle AR, (33), le bruit d’innovation est tel que, pour
tout n, €, est orthogonal a toutes les variables X; dont lindice j est strictement inférieur
an.

En réalité, de la définition (33) et de la représentation (34) on déduit en outre que les
espaces de Hilbert engendrés respectivement par les (X;);<, et les (¢;),<, sont égaux. Ce

que ’on peut énoncer de facon plus imagée : a tout instant, le passé du processus et le passé
de son bruit d’innovation sont les mémes, ou, avec les notations introduites au chapitre 5,

(35) (X" =[e]".. Vn.

oo
La proposition 6.1 est une conséquence directe de ce résultat.

L’expression bruit d’innovation vient d’ailleurs de 1a : le bruit représente ce que X,
apporte de vraiment nouveau a ce qui s’est passé jusqu’a l'instant n. Comme dans ’exercice
2, cette propriété importante va permettre de trouver la fonction d’auto-covariance du
processus.

[e o]

1.5. Auto-covariance des processus AR,.
On part de la récurrence (34). Pour tout h et pour tout n, on a

(36) Cov(Xpin + a1 Xpin—1+ - + @ Xnin—p, Xn) = Cov(enin, Xn).
Si h est strictement positif, le second membre est nul, ce qui conduit a

PROPOSITION 6.2. La fonction d’auto-covariance d’un processus AR, de polyndome ca-
ractéristique
1+az+---+apz
satisfait a I’équation de récurrence linéaire sans second membre

(37) oh)+aoh—1)+---+a,0(h—p)=0  Vh>0.
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Evidemment, puisque 'auto-corrélation est proportionnelle & auto-covariance, cette
proposition est aussi valable pour p(h), c’est a dire que

(38) p(h) +aip(h—1)+---+ap(h—p)=0  Vh>0.

Supposons que 'on ait & déterminer la suite des auto-covariances ou des auto-corrélations.
La récurrence ci-dessus implique que chacune de ces deux suites est connue dés que sont
connues ses p premiéres valeurs o(0),---,0(p — 1) ou p(0) = 1,p(1),---,p(p — 1). Par
ailleurs, supposons que toutes les racines du polynome caractéristique A (voir la Définition

6.1) sont simples (ce sont les 5, cf. la Remarque 6.2). On sait que les suites u,, solutions
J

de la récurrence

up + arup—1 + -+ app—p =0 Vh > 0.
sont toutes de la forme

up = )\12{‘—1—---—1—)\1722.

Donc la suite des auto-covariances est aussi de cette forme, ainsi que celle des auto-
corrélations. Pour chacune de ces suites, les coefficients \; se déterminent a partir des
p valeurs initiales de la suite (remarquer que les calculs sont plus faciles pour l'auto-
corrélation puisque p(0) = 1 n’a pas a étre déterminé).

Le fait important est que les deux suites p(h) et o(h) tendent vers zéro lorsque h
tend vers l'infini. De plus cette convergence est assez rapide puisqu’elle se fait a la vitesse
|zm|", (0l |2,,| est le plus grand des modules des z;) c’est & dire & la vitesse d’une suite
géométrique. Par exemple, dans 1’exercice 10 ci-dessous, la vitesse est 27//2,

EXERCICE 9. On considére le processus autorégressif d’ordre deux, de représentation
Xn + CLan_l + aan_g = E&n vn.

Montrer que

- 1—}-0,27

p(1)
et que
p(2) = —a1p(1) — as.

AN

EXERCICE 10. Quelle est la fonction d’auto-covariance du processus autorégressif de
représentation

1
X, — =X, 0o=¢,.
g2 T E
AN
EXERCICE 11. On considére le processus autorégressif de représentation
5 1
X, — =X, 1+=X,2=¢,.
T R
Donner les valeurs de ¢(0) et (1). Trouver les racines du polynome 1 — 2z 4 £2% et en

déduire l'expression de o(h) pour h > 1. AN
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EXERCICE 12. On considére le processus autorégressif de représentation
1
Xp— X1+ an72 = &n-

Donner les expressions de o(0) et o(1). Trouver les racines du polynéme 1 — z + 527 et en
déduire que
h 1 h
p(h) = 27"/ (cos (Zﬂ) + 3 sin (Zﬂ)) Vh > 0.

1.6. Auto-corrélation partielle d’un processus autorégressif.

Dans ’exercice 5 on a vu que, pour un processus AR, le coefficient r(h) est nul pour
h > 2.

Plus généralement, considérons un processus AR, de représentation (34). Soit h > 1.

AN

i h .
Le projeté de X141 sur 'espace [X]’;r est —a1 Xpin — a2 Xpin—1 — - — apXp11, puisque
cette combinaison linéaire est dans I'espace sur lequel se fait la projection et puisque la
différence Xpip11 — (—a1 Xpin — a2 Xpin—1 — -+ — @y Xnt1) = €prny1 est orthogonale aux
variables Xy, ---, X,15. En conséquence,

Cov <Xp+h+1 - P[X]g+h(Xp+h+1)7 X1 - P[X]z27+h(X1)>

— Cov (amhﬂ, X, — P[X]g+h(xl)) _0,

ce qui prouve que le coefficient d’auto-corrélation partielle r(h) est nul pour h =p+1,p+
2,

De plus, on déduit directement de la proposition 5.2 que r(p) = —a,.

Pour résumer, on peut énoncer

PROPOSITION 6.3. La fonction d’auto-corrélation partielle r(h) d’un processus auto-
régressif d’ordre p est nulle pour h > p. De plus, si la représentation du processus est
Xp+aXna+ -+ a,Xpp =€n, on ar(p) =—a,.

EXERCICE 13. Les figures 5.3, 5.4 et 5.7 représentent, pour trois processus autorégressifs
différents (deux AR; et un ARs) une trajectoire simulée de longueur 100 (en fait ce sont
les 100 premiers termes d’une trajectoire de longueur 500, sur la quelle son calculés les
indices empiriques), I’auto-corrélation empirique et I’auto-corrélation partielle empirique.
Commentez soigneusement ces figures et retrouvez (approximativement!) les valeurs des
parameétres des processus qui ont servi de modéles aux simulations. AN

2. Les processus moyennes mobiles et leurs indices caractéristiques

DEFINITION 6.2. Etant donné un polynome B(z) = 1+b1z+ - - -+ by2% de degré exacte-
ment q (by # 0) et dont toutes les racines sont de module strictement supérieur a 1, et étant
donné un bruit blanc centré (e,)n—x1..., on appelle processus moyenne mobile d’ordre q (on
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dit aussi MA,, "MA" correspondant ¢ "moving average") de polynéme caractéristique B
et d’innovation €,, le processus défini par

(39) Xn =&, + b1€n_1 + -4 bqgn—qa Vn.

Quelle que soit la position des racines de B, le processus (39) est stationnaire, centré
et on a
E(X,entn) =0 Vh>0.
En réalité, I’hypothése faite sur les racines du polynome permet de montrer (on ne le fera
pas ici) que

(40) En = Xn + ﬁan,1 + ... Vn

ot les (3; sont les coefficients du développement en série de B(z)™" autour de zéro. Ceci
montre que, comme pour les processus autorégressifs, on a égalité des passés (35) ce qui
justifie 'utilisation du terme innowvation pour le bruit blanc.

De plus, (voir section 2.2 du chapitre 5)

o(h)=0 VYh>q.

On voit donc que 'auto-corrélation d’un processus moyenne mobile a le méme type de
comportement (annulation systématique au dessus d’un certain écart h) que celui de ’auto-
corrélation partielle d’un processus autorégressif.

[’auto-corrélation partielle d'un processus moyenne mobile est compliquée a calculer,
on ne le fera pas ici. Par exemple le processus moyenne mobile d’ordre 1

-1

Xn =én+ ben—l
a pour fonction d’auto-corrélation partielle

(=b)"(1 — %)

Comme —1 < 11—2 < 1, on voit que cette suite tend vers zéro a vitesse exponentielle
lorsque h — oo (en oscillant ou pas selon le signe de b), comme le fait p(h) pour un
processus autorégressif.

On admettra que ceci est toujours vrai, c’est a dire que ’auto-corrélation partielle d’un
processus moyenne mobile a le méme type de comportement que celui de I’auto-corrélation
d’un processus autorégressif (décroissance exponentiellement rapide de la valeur absolue
avec ou sans oscillations).

Les graphiques 5.5 et 5.6 représentent les 100 premiéres valeurs de deux séries de lon-
gueur 500 simulées a partir de modéles de moyennes mobiles, ainsi que les auto-corrélations

et les auto-corrélations partielles correspondantes.

2.1. Un peu de reconnaissance de formes.

En se basant sur ce qu’on sait des comportements comparés des auto-corrélations et
des auto-corrélations partielles des AR et des M A, il arrive qu’on puisse se faire une idée
de la modélisation adéquate aux données simplement en regardant les auto-corrélations
empiriques et les auto-corrélations partielles empiriques. Les graphiques 6.1 montrent ces
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deux indices empiriques pour 5 séries simulées. Arrivez vous a dire quel type de modéle
convient a chaque série?
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F1G. 6.1. Auto-corrélation et auto-corrélation partielle de quelques ARM A

3. Les ARMA mixtes

Ce sont des processus qui se représentent sous la forme d’une récurrence auto-régressive
a second membre de type moyenne mobile (d’ou le sigle ARM A)

(41) Xn+aXpa+-4+aXnp=6cn+bigy1+--+beny n.
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ol (€n)n=0,41,.. est un bruit blanc centré. Il y a donc deux polynoémes caractéristiques
A(z) =14+ a1z + -+ ayz? et B(z) = 1+ bz + -+ byz?. On suppose pg # 0 et on
dit qu'on a affaire & un processus ARMA, ,. Les racines de A et de B sont toutes de
module strictement supérieur a 1 et ces deux polyndémes n’ont pas de racine commune. L’
hypothése sur les racines de A permet de développer BA™! en série

B(z)

=1 24 ...
A(Z) "—’}/124—’}/22’ + 5

et de donner du processus une représentation explicite en forme de moyenne mobile de
longueur infinie

(42) Xn =€n +V1€Epn—1 + Y2Ep—2+ -,

qui permet de voir que le processus est centré, stationnaire, et que , pour tout n, X,, est
orthogonal aux ¢; d’indice strictement supérieur & n. L’ hypothése sur les racines de B
permet de développer AB~! en série

A(z)
B(z)

et de donner du processus une représentation explicite en forme d’une autorégression de
longueur infinie

:1+512+(5222+"',

(43) En = Xn + 61Xn—1 + 52Xn—2 + e

Ainsi, on a encore 1’égalité des espaces (35) et (£,,)n—0+1,... est le bruit d’innovation du
processus.

Ces propriétés sont donc communes a tous les processus ARM A.

Demander que A et B n’aient pas de racine commune revient & s’assurer qu’il n’y a pas
une représentation plus courte. Par exemple le processus qui vérifie

Xp+aXu 1 =¢&,+ag, 1

vérifie aussi X,, = ¢,,. C’est donc un bruit blanc, et utiliser la récurrence ARM A, ; serait
trés maladroit car cela demanderait I'estimation d’un paramétre a qui en fait n’existe pas.

Question de vocabulaire. Les processus ARMA sont ceux qui vérifient la récurrence
(41), avec les conditions restrictives qui I'accompagnent. Parmi ces processus il y a les AR,
ceux pour les quels les b; sont nuls, et les M A, ceux pour les quels les a; sont nuls. Pour les
distinguer de ces deux cas extrémes simples, les autres seront appelés par la suite ARM A
mixtes.

3.1. Auto-covariance, auto-corrélation et auto-corrélation partielle des pro-
cessus ARM A mixtes.
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En reprenant (41), on trouve que

p p
Cov(Xnsn + 3 0;Xpin—js Xo) = o(h) + > a;o(h—j)
j=1

j=1

q
= COV(5n+h —+ Z bj€n+h,]’, Xn)7

j=1
qui est nul dés que h dépasse ¢q. Donc on peut énoncer
(44) o(h)+ao(h—1)+---+a,0(h—p)=0 sih>gq.

Ceci signifie que 'auto-covariance (et 'auto-corrélation) d’un processus ARM A mixte
évolue selon la méme récurrence linéaire que celle du processus autorégressif dont la repré-
sentation s’obtient en annulant les b;. La différence est que la récurrence est valable dés
que h = 1 pour l'autorégressif alors qu’il faut attendre h = ¢ + 1 pour 'ARMA,, ,. Mais
a cette différence prés, les deux auto-covariances se comportent de facon analogue si h est
grand.

3.2. Les ARMALl.
On se contentera ici d’étudier en détail le cas le plus simple p = ¢ = 1.

EXERCICE 14. On étudie ici les processus ARM A ;
Xp+aX,_ 1 =¢e, +bg,

ou |a| <1, |b] <1, etou (g,) est un bruit blanc.

e Ecrire le développement en moyenne mobile infinie de ces processus.

e Calculer ¢(0),0(1),--- a partir de 'expression précédente.

e Directement, sans utiliser ’expression en moyenne mobile infinie, calculer ¢(0), montrer
que (1) + ao(0) = ba?, et que

o(h)+aoc(h—1)=0 Vh>1.

En déduire de nouveau les valeurs des covariances.

e Donner 'expression de p(1).

e La figure 5.8 montre les 100 premiéres valeurs d’une trajectoire de longueur 500 obtenue
par simulation d’un processus ARM A, ;, ainsi que les auto-corrélations et auto-corrélations
partielles empiriques. Comment pourriez vous reconstituer la valeur du paramétre a a partir
de ces graphiques ? AN



CHAPITRE 7

Comment prévoir dans un processus ARMA ?

1. Principe général

On cherche & prévoir la valeur que va prendre la variable aléatoire X, 5, et pour cela
on s’appuie sur les variables X,,, X,,_1,--- que ’on suppose avoir été observées. On dit que
h est I’horizon de la prévision. Comme au chapitre 4, on note Xn,h le prédicteur que ’on va
choisir. Ce prédicteur est donc, ici, une variable aléatoire fonction des X; d’indices au plus
n. En fait, dans le cadre de la modélisation ARM A on choisit de prendre pour prédicteur
une combinaison linéaire de ces X;. Autrement dit

Xn,h = Cl,th +-+ Cn,th'
Dans le cadre choisi il est bien naturel de prendre celle de ces combinaisons linéaires qui est
"la plus proche" de la variable aléatoire X, . La projection de X, sur ’espace engendré
[ X7 est toute indiquée car c’est la combinaison linéaire qui minimise

E(a X+ 4 X, — Xn+h)2'

On prendra donc

~

Xn,h == P[X}?(XnJrh)a
et le reste du chapitre est consacré aux méthodes de calcul (ou de calcul approché) de cette
projection lorsque le processus (X, )nez est un ARMA. Le calcul est trés simple pour un
processus autorégressif, un peu plus compliqué pour les moyennes mobiles et les ARM A
mixtes (dans ce cas, on fera un calcul approché).

2. Prévision a horizon 1

2.1. Prévision dans un processus autorégressif.
Comme €,,4; est orthogonal aux X; pour j =n,n—1,---, et comme

XnJrl = -1 X, — - — aanJrlfp + Ent1,
on voit directement que
Xnp = Pxpp(Xng1) = —a1 X — - — 0, X g1
55
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De ce fait, 'erreur de prévision, c’est a dire la différence entre X, ; et son prédicteur, est
Xn+1 - Xn,l = Xn+1 +a1 Xy, — -+ aan+1—p = En+1-

Donc le bruit d’innovation est aussi ’erreur de prévision a horizon 1.

On déduit de ce qui précéde que cette erreur est une variable aléatoire centrée et de
variance o2. Si on suppose en plus que le bruit €, est gaussien, on sera capable de donner
un intervalle de confiance pour la prévision (cette question sera abordée au paragraphe 5
de ce chapitre).

2.2. Prévision dans les processus moyenne mobile et dans les processus
mixtes.

Pour ces processus, il est plus facile de projeter non pas sur [X]} mais sur [X]"_,
espace engendré par tous les X; d’indice au plus n. Cet espace est en quelque sorte le passé
infini linéaire du processus. Projeter sur cet espace est évidemment peu réaliste sur le plan
pratique car Xy, X _1,--- ne sont pas accessibles a I’'observateur, ce qui rend incalculable
toute expression qui les utilise. On reviendra sur cette question plus loin.

2.2.1. Préliminaires.

On va d’abord montrer que les deux espaces [X]" _ et [¢]” . sont égaux. Tout d’abord,
pour un processus moyenne mobile, I'inclusion [X]"_ C [¢]" ., vient de la définition elle
méme. Pour un processus autorégressif ou pour un ARM A mixte, elle découle des déve-
loppements (33) et (43). Dans Pautre sens, l'inclusion [¢]”  C [X]" ., vient, pour un AR,
de son expression autorégressive. Dans les autres cas on utilise la proposition suivante,
qui sera admise, et dont la preuve repose sur le fait que les racines de B sont de module

strictement plus grand que 1.

PROPOSITION 7.1. Les processus moyenne mobile et les processus miztes admettent une
expression de type autorégressif de longueur infinie

(45) en=Xn+ 51 Xn 1+ Xyt
dont les coefficients 3; sont ceur du développement

A(z)  1+az+---+ay2”

— -1 24 ...
B(z)  14biz+-+ b2t 01z + oz

Ici encore, la convergence de la série de terme général 3;.X,,_; sort des limites du cours.

EXERCICE 15. Déterminer le développement autorégressif infini d’un processus M A;
et d’un processus ARMA; ;. AN

2.2.2. Prévision et erreur de prévision.

On peut maintenant résumer ce qui vient d’étre dit et en tirer les conséquences. Pour
simplifier ’écriture, dans la proposition qui suit, on note X,, = ¢, + a16,_1 + a2+ - - -
les représentations en moyenne mobile (finie, si le processus est un M A,, infinies dans les
autres cas) des processus ARMA.
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PROPOSITION 7.2.
1) Les passés linéaires d’un processus ARMA et de son bruit d’innovation sont égaux :

[X)"o = [e]” V2,

—00 —00
A

2)Pour tout n, le prédicteur a horizon 1, X,,1 est
(46) Xog = Pxp_(Xns1) = P _(Xot1) = a1 + 0gpg + -

3) Uerreur de prévision & horizon 1 est

Xnt1 — Xn,l = X1 — €y — €1 — "+ = Epyl.
4) Uexpression du prédicteur en fonction des X; s’obtient en remplagant, dans (46), les &,
par leur développement (45).

DEMONSTRATION. Le 1) a déja été prouvé, le 2) vient du fait que la différence X, 1 —

(—oane, — ageyn 1 — -+ ), qui est €,41 (voir le 3)) est orthogonale a [X]™ . O

Cette proposition établit entre autres que ’erreur de prévision a horizon 1 est le bruit
d’innovation. C’est le résultat qui avait déja été obtenu pour la prévision dans un processus
autorégressif.

Pour bien comprendre cette proposition, le mieux est de la tester sur des exemples
simples.

EXERCICE 16. Exprimer X'ml pour un processus MA; et pour un ARMA, , AN

Comme il a été dit plus haut, pour les processus mixtes ou pour les moyennes mobiles,
on obtient une expression du prédicteur qui dépend de tous les X; d’indices au plus n.
De ce fait ce prédicteur n’est pas calculable par le statisticien puisque celui ci ne connait
que les valeurs de X,,,---, X;. La solution adoptée consiste a poser Xo = X_;=---=0
dans I’expression fournie par la proposition. On obtient ainsi un prédicteur approché, Xn,l,
qui n’est ni Pxjn_(Xpy1) ni Pxje(Xpq1), mais qui n’est pas loin de Pixpn (X, 41) sin est
grand.

EXERCICE 17. Faire le calcul de Xn,l pour un processus MA; et pour un processus
ARMA, ;. Montrer que la différence X, ; — X,,; entre ce prédicteur approché et celui
trouvé dans I'exercice précédent tend vers zéro quand n — oo. AN

3. Prévision a horizon supérieur a 1

La situation est un peu particuliére pour les processus moyennes mobiles. Nous com-
mencons par eux.

3.1. Les processus moyenne mobile. Pour ceux-1a, on voit tout de suite, & partir
de la représentation

Xn+h = Epth T b15n+h71 +oee bq5n+hfqa vna
que le prédicteur est nul dés que I'horizon h dépasse ¢. En effet, la différence

Xnsn —0=cppn +bigpyn—1+ -+ bgEnin—q
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est orthogonale a I'espace [X]" . = [¢]",, puisque n + h — g > n. L’erreur est alors
Xn+h - Xn,h = Xn—l—ha
et la variance de lerreur est o(0).

3.2. Les processus autorégressifs et les ARM A mixtes.
La projection sur un espace donné est, comme on I’a vu, une opération linéaire. Donc,
si X, est un processus ARM A de représentation (41), on a

Pixjn (Xngn) + arPixpn (Xoono1) + -+ apPxpn (Xnn—p)
(47) = P (entn) + -+ 0 Pxpn | (Ening)-
Mais on sait que Pixj»_(Y) =Y si Y € [X]} et que Pixjn_(Y) = 0si Y est orthogonale a
[ X" c’est adire si [E(YX,) =E(YX,_1) =---=0. Il en résulte que, dans (47),
P (Xpin) = Xogna et Pxjn_(Enynat) = €npna si 1 2>h,
tandis que  Pxjn_(enyn) =0 si h>1.

Notamment, si h > ¢, le second membre de (47) est nul et on a

Xn,h + aan,hfl + -+ aan,hfp = 0.

Tout d’abord, cela donne la possibilité de calculer la prévision a horizon A lorsqu’on a
calculé toutes les prévisions a horizon plus petit.

Ensuite, on note que la prévision )A(n,h évolue (n étant fixé, h croissant) selon la méme
récurrence que la fonction d’auto-covariance. Donc, comme elle, elle tend vers zéro a vitesse
exponentielle quand h — oo. Il est donc inutile de prévoir & horizon trop grand.

EXERCICE 18. Faites les calculs des prévisions a horizon 2 et 3 pour un processus
ARy ,un processus ARy, un processus MA;, et un processus mixte ARMA, ;. AN

4. Comportement de I’erreur de prévision quand 1’horizon croit

Le probléme abordé est le suivant : les variables observées étant celles d’indice au plus
n, comment se comporte ’erreur de prévision a horizon h quand h croit.

4.1. Evolution de ’erreur.
On reprend I'expression en moyenne mobile infinie, écrite au rang n + h

Xoth = Enth + Q1Epth—1 + -+ apgp + -

On a vu que le prédicteur est

Xnh = Qpen + Qpp1n_1+---

Il s’ensuit que 'erreur de prévision est

XnJrh - Xn,h = Enth T Q1€Epth—1+ -+ Qp_1Eny1,

variable aléatoire centrée et de variance Vary, = o%(1 + a3 + -+ ai_,).
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4.2. Evolution de la variance d’erreur pour les AR ou les ARM A mixtes.
On voit clairement que la variance d’erreur de prévision croit avec h. La valeur o
obtenue pour h = 1 est la plus petite. Lorsque h — oo, la variance d’erreur tend vers

2

[e.e]
Vare, = 0” lim (1+af +---+aj ;) =0’ (1+ Y _a?) = 0(0),
h—o0 i
ce qui est bien normal puisque, étant donné que le prédicteur tend vers zéro quand 1’horizon
tend vers l'infini, erreur de prévision finit par ressembler & X, (pour un processus
moyenne mobile, cette valeur est atteinte dés que 1’horizon dépasse 1’ordre).

Pour résumer

PROPOSITION 7.3. La variance d’erreur de prévision a horizon h dans un processus
ARMA croit depuis la variance du bruit d’innovation (valeur prise pour h = 1) jusqu’a la
variance du processus lui méme.

5. Intervalles de confiance

Supposons maintenant que le bruit est gaussien. Autrement dit les ¢; sont des variables
aléatoires gaussiennes, centrées, indépendantes et de variance 2. Il en résulte que toutes
les variables considérées ici (ce sont des combinaisons linéaires finies ou infinies de ces ¢;)
sont aussi gaussiennes. Notamment I’erreur de prévision

Xnth — Xoh = Engn + 1€ngpn1 + -+ ap_16n41

est gaussienne, centrée, et sa variance est, comme on I'a vu Var, = o?(1+a?+---+a2_,).
Il en résulte que l'intervalle aléatoire

(X — za/za\/l +a24- 42, X+ za/za\/l +ai4 -+ ad ]

a une probabilité 1 — « de contenir X,, 5. Cet intervalle est donc un intervalle de confiance
de niveau 1 — a pour prévoir X, 1, lorsqu’on a observé les X; d’indice au plus n. Et on
remarque, comme on s’y attendait, que la largeur de cet intervalle croit avec h.

6. Mise a jour

Le probléme est le suivant. On a, en se basant sur les observations antérieures a n,

prévu X, i1, Xnio, -+, Xpan. On observe maintenant X, ;. Non seulement on n’a plus a
le prévoir, mais encore on connait maintenant la valeur de I’erreur de prévision X, ;1 —X,, 1.
De plus, on va pouvoir modifier les prévisions de X, o, -+, X,,41s. De quelle facon ?

On écrit le développement en moyenne mobile

Xnth = Enth + Epph—1 + -+ Qp_1Ep41 + QpEL + -+ -
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Le prédicteur est

Xn+1,h—1 - P[ny; (Xn-l-h) = Qp—-1En+1 +ape, + -

= ap-16ns1 + Pxpr (Xnin) = ap_16p41 + Xph-

Donc la prévision de X, ., s’obtient en ajoutant aj_1£,41 a la prévision précédemment
obtenue. Or on connait la valeur de ce terme complémentaire. En effet, €,,,1 est, on I'a vu,
I'erreur de prévision X,,1; — X, ;. On a donc le résultat suivant

PROPOSITION 7.4. Lorsque l'observation X, 1 vient s’ajouter auzx précédentes, la mise
a jour des prévisions se fait de la facon suivante :

Xot1,h-1 = Xop + an—1(Xpp1 — Xi1).
Autrement dit, on ajoute au prédicteur précédent de X, une correction proportion-
nelle & lerreur que ’on avait faite en prédisant, avant de I’avoir observée, la donnée que
I’on vient de recueillir.



CHAPITRE 8

Identification

Le statisticien a qui on demande de faire la prévision d’un certain phénomeéne dispose
des données xy,--- ,x,. Par contre il n’a pas idée, en général, d’'un modéle de processus
bien adapté a ces données. Il va chercher dans ’ensemble des modéles ARM A celui qui
convient le mieux. On dit qu’il ¢dentifie le modéle. Pour cela il doit tout d’abord choisir
les ordres p et ¢ du modéle ARM A, puis, lorsque ces ordres sont choisis, il doit estimer les
parameétres ay, - - ,ap, by, -+, by, et la variance o du bruit d’innovation. En réalité il (ou
plutot le logiciel dont il se sert) procéde en sens inverse. Il choisit deux valeurs a ne pas
dépasser p* et ¢* pour les ordres. Puis, pour chaque couple p < p*, ¢ < ¢%, il estime les
paramétres ay, -, a,, by, -, by, et 02 du modeéle ARMA, ,. Ensuite seulement il choisit
le meilleur parmi tous ces modéles.

1. Estimation des paramétres d’'un modéle ARMA

1.1. Estimation préliminaire.

1.1.1. Exemple.

Considérons le processus AR, de l'exercice 7. Montrons que les paramétres aq, as, o
sont fonction de o(2),0(1),0(0).

On a vu que

—ay

B 1+ a9
De ces deux équations on peut déduire ’expression des paramétres a; et as en fonction de
0(2),0(1) et o(0). On trouve

o(1) c(0), o(2) =—a10(l) — axo(0).

o) =o(0) o o) =o(2)
o(0)2 = (1 o(0)2 = (1)

Par ailleurs, en calculant la variance des deux membres de I’équation

a; =o(1)

Xn=—a1Xp1 — a2 X2 + &n,
on obtient
o(0)(1 — a® — a3) = 2a1a30(1) + o2,
qui permet d’exprimer la variance du bruit en fonction de 0(2),0(1) et o(0).
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Comme on dispose d’estimateurs convergents de ces auto-covariances (voir chapitre 5,
paragraphe 4), on peut estimer aj,ay et 0% de fagon convergente en remplagant les o(5)
par les 7,,(j) dans les trois expressions précédentes.

1.1.2. Cas général.

On admettra que, de la méme fagon, les paramétres ay, - ,ap, by, -+ ,b, et o2 d’'un
ARM A, , s’expriment en fonction de o(0),---,0(p + ¢). De la on déduit la construction
d’estimateurs convergents des paramétres.

EXERCICE 19. Faites le calcul pour un processus M A;. AN

1.2. Estimation du maximum de vraisemblance.

En réalité les estimateurs précédents peuvent étre améliorés.

Pour cela on utilise la méthode du maximum de vraisemblance. Cette vraisemblance
V(X1 -, Xp, a1, ,ay, b1, by, 0%) a en général une expression trop compliquée pour
qu’on puisse en trouver le maximum par le calcul exact. On se contente d’une méthode
numérique. Par exemple, on calcule la vraisemblance pour les valeurs des paramétres
(ar, -+ ,ap, by, by, 0?) formant une grille suffisamment fine et on prend comme estima-
teur le point de la grille qui donne la plus grande valeur de la vraisemblance. L’estimateur
préliminaire proposé au paragraphe 1.1 sert alors simplement & bien placer la grille sur la
quelle on fait les calculs.

Nous ne donnerons pas plus de détails.

2. Choix du modéle

Aprés la procédure décrite plus haut, on a obtenu, pour tout choix des ordres p et ¢,
un modéle ARM A, , estimé. Il reste a choisir le meilleur de ces modéles.

2.1. Critéres d’information.

Toutes les méthodes de choix commencent par 'optimisation d’un certain critére (AIC,
BIC, etc...). Ces critéres sont tous basés sur les deux idées suivantes :

e Etant donné que o2 est la variance d’erreur de prévision & horizon 1, on aimerait
choisir, parmi les modéles estimés, celui qui fournit la plus petite valeur de 7,2

e On ne peut pas, pour des raisons statistiques, choisir un modéle présentant un grand
nombre de paramétres (p et ¢ grands). Pour un tel modéle, la qualité de ’estimation risque
d’étre mauvaise si la série n’est pas assez longue.

Or, ces deux exigences, pouvoir prédictif et réalisme statistique, sont antagonistes. On
prédit mieux avec un ARM A long, mais on ’estime moins bien.

Les critéres utilisés permettent d’équilibrer ces deux exigences. Pour les détails, consul-
ter par exemple [1] et [5].

2.2. Vérification.
[’optimisation du critére conduit a la sélection de deux ordres p et ¢ et a I'estimation
des p + ¢ + 1 paramétres correspondants. On obtient donc a partir des données x1,--- , x,
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modele : AR(2)

estimation de a[1]

] il A

o 5000 10000 15000

148 150 152 154 156 158
|

: T Rt

o 5000 10000 15000

gsfimation de a[2]
054 056 058 060 062
|

Fia. 8.1. Convergence des estimateurs de a; et as dans un modéle AR,

un modéle estimé
Xj+anXja 4+ apnXjp=ej+bingjia+-+bgncjq
ot la variance du bruit est &,°.

Il est alors tout a fait possible d’estimer les €;. Par exemple, si le modéle est autorégressif
(¢ = 0), il est naturel de prendre

Ej=xj+ 1 pnTj1+ -+ apnTjp, Jj=p+1,--,n,

ol les z; sont les observations. Pour un modéle mixte ou pour un MA,, il faut faire appel
au développement autorégressif infini donné au chapitre 6 (Proposition 7.1), en posant
z; =0sij <0.

On vérifie alors que le modéle choisi est convenable en testant que le bruit ainsi estimé
est bien blanc, c’est a dire que ses auto-corrélations empiriques des résidus sont statisti-
quement nulles.

EXERCICE 20. De quelle fagon estimeriez vous le bruit si le modéle ajusté est un M A; ?
Méme question pour un ARMA, ;. AN
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3. Identification et prévision

Dans ce paragraphe on se contente d’illustrer ce qui précéde sur trois exemples. Les
résultats sont représentés dans les figures 8.2 et 8.3.

e Figure 8.2.
Sur des séries simulées (un AR, en haut et un MAjs en bas) de longueur 1000 on
a ajusté un modele, puis effectué les prévisions a horizon 1,2,---,10. Le graphique de

gauche représente la série, les prévisions faites a partir de n = 990, et les intervalles de
confiance sur la prévision. Le graphique de gauche représente ['auto-corrélation des résidus.

e Figure 8.3.

Il s’agit ici d'une série réellement observée : le nombre annuel de lynx capturés par
piégeage au Canada entre 1820 et 1935. Cette série, représentée dans le graphique du
haut, a une allure périodique (son auto-corrélation et son auto-corrélation partielle sont
représentés dans les graphiques du milieu).

On pourrait penser a estimer la période et ensuite a supprimer la composante pério-
dique. En fait, il est difficile de travailler avec une période estimée, ne serait-ce que parce-
qu’elle n’est pas forcément entiére (comment désaisonnaliser, alors 7). On choisit donc de
lancer un programme d’identification ARM A. Le modéle qui optimise le critére AIC est
un ARxg.

Les graphiques du bas représentent I’auto-corrélation des résidus (& droite), et les pré-
visions (et intervalles de prévision) & horizon allant de 1 & 10 calculés sur la fin de la
série.
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CHAPITRE 9

Récapitulons : les prévisions ARIMA et SARIMA

Reprenons la procédure depuis le début. Un statisticien est chargé de faire la prévi-
sion d’un certain phénomeéne. L’unique information dont il dispose est la série temporelle
observée xq, - ,Ty,.

1. Résumé des étapes déja vues

FEtape 1. Suppression des tendances et désaisonnalisation.
Par exemple, si la série n’est pas centrée et présente une période de longueur 12, on la
transforme en

Y; = x5 — Tj-12, J=13,---,n

Etape 2. Ajustement d'un modéle ARM A adapté a la série y; (voir chapitre 8).

Etape 3. Prévision de 4,41, , Ynin en s'appuyant sur le modéle identifie a Pétape 2
(voir chapitre 7).

Etape 4. Retour a la série x; d’origine.

C’est, cette derniére étape qu’il nous reste a détailler.

2. Filtrage inverse : modélisation ARIMA et SARIMA

2.1. Exemple.

Reprenons 'exemple donné a I’étape 1. Pour tout j € {13,--- ,n},ona z; = y; +;_12.
D’ou T; =UYj + Yj—12 + Tj—24, plliS T; =1Y; + Yj—12 + Yj—24 + Tj—36 et ainsi de suite jusqu’a
obtenir

Tj=Y;t izt Yjat o+ Yrg)riz T Teg)

ou l'indice r(j) n’est autre que le reste de la division de j par 12.
Puisque le statisticien dispose des z;, j < n ainsi que des prévisions de yp41, ", Ynth,
on en déduit les prévisions cherchées. Par exemple, pour un horizon A =1,

Tt = Ynd T Yn-11+ Yn-23 T T Yr(nr1)+12 T Tr(nr1)-

EXERCICE 21. Reprendre ce qui précéde pour une série x; qui présente une tendance
linéaire sans saisonnalité. AN
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2.2. Les modéles ARIMA et SARIM A.

Il s’agit simplement de formaliser ce qui vient d’étre décrit sur un exemple. Pour sim-
plifier les écritures, on notera A 'opération de différenciation associant (X,, — X,,_1)nez au
processus (X,,)nez. Ainsi le processus X,, —2X,,_1 + X,,_2, obtenu en différenciant deux fois
de suite, sera noté A%2X,,. On définit de méme A?, I'opération qui consiste & différencier d
fois de suite.

[opération qui fait passer de (X,,) & (X,, — X,,_p) est notée Ap (& ne pas confondre
avec AP1).

Vous savez que A? annule les tendances linéaires et que Ap annule les suites D-
périodiques et remet la moyenne & zéro.

DEFINITION 9.1. On dit que (X,,) est un processus ARIMA, 4, si le processus
Y, = A’X,,
est un processus ARMA, ,.

Ce type de modéle convient bien aux séries chronologiques présentant une tendance
polynomiale de degré d — 1.

DEFINITION 9.2. On dit que (X,,) est un processus SARIMA, 4p,, si le processus
Y, = Ap o A%X,,

est un processus ARM A, ,. (Ici, Ap o A est 'opération qui consiste a différencier d fois,
suivie de Ap, ce qui, d’ailleurs, peut se faire dans l’ordre inverse).

Ce type de modéle convient bien aux séries chronologiques présentant une période de
longueur D superposée a une tendance polynomiale de degré d.

Il existe évidemment des modéles plus compliqués, tenant compte notamment de la
présence éventuelle de plusieurs périodes différentes. On trouvera une description compléte
des modéles SARIM A dans [5].

2.3. Que font les logiciels de prévision, que fait le statisticien ?

e Le statisticien décide du pré-traitement qu’il veut faire subir a la série : il décide par
exemple d’appliquer une transformation logarithme (exemple des ventes de champagne), et
il choisit d et D, c’est & dire le type de désaisonnalisation et le nombre de différenciations
et successives qu’il désire faire subir a la série.

e Le logiciel différencie et désaisonnalise comme on le lui a demandé. Sur la série ainsi
modifiée il ajuste un modéle ARMA (voir chapitre 8). Le statisticien peut encore intervenir
dans le choix du modeéle car il arrive que le meilleur modéle au sens du critére en cours
dans le logiciel (AIC, BIC, etc...) ne soit pas celui qui donne le résidu le plus “blanc”.

e S’appuyant sur le modéle estimé, le logiciel fournit la prévision de la série modifiée (et
'intervalle de prévision) a 'horizon demandé (voir chapitre 7).

e Enfin il revient & la prévision sur la série d’origine en effectuant les filtrages inverses
comme on I’a vu sur deux exemples au début du présent paragraphe.
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La figure 9.1 illustre ce qui précéde sur la série du trafic aérien (graphique du haut) et
la série des ventes de champagne (deuxiéme ligne). Les graphiques du bas représentent les
résidus des ajustements (& gauche, le trafic aérien).

Pour les ventes de champagne, on a identifié un SARIM A .12.13. Plus précisément, on
choisit de modéliser A1,.X,, par un processus moyenne mobile d’ordre 13 de la forme

Y, =en +bign_1 + bacp_1 + bibagy_13.
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CHAPITRE 10
Initiation a la prévision non paramétrique

Supposons, comme pour les processus autorégressifs, que seule une partie de longueur
r fixé du passé serve a construire le présent, & un bruit prés. Mais ne supposons plus que
la partie du passé qui intervient s’exprime linéairement. Plus précisémment, pour tout n,

(48) X, = g(anla e 7anr) +éen

ou € est un bruit blanc centré, tel que, pour tout n, €, soit indépendant de (X,,_1,..., X, ).

La fonction g est inconnue. Pour r = 1, vous reconnaissez une dépendance Markovienne.
On cherche a prédire la valeur de X, 1, en se basant sur ’observation de X,,, ..., Xj.

Supposant que pour tout j IE|X;| < oo, on a évidemment
IE(Xn+1|Xn7 s aXn—r—l—l) = g(Xna s >Xn—7"+1)7

qui est donc (au sens de L?) le meilleur prédicteur de X,, lorsqu’on a observé le passé. Il
s’agit d’en proposer un estimateur puisqu’on ne connait pas g. Lorsqu’on sait que g est
linéaire, on est ramené la prédiction des coefficients d’un autorégressif dont on connait
Iordre. Que faire si on ne sait rien sur g7

1. Idée de base

Pour simplifier prenons r =1 :
X, =9(Xy1) +e, Vn.

Supposons que le processus X est stationnaire et que la loi des grands nombres est valide. Il
faut poser des conditions sur g pour que I’équation (48) admette une solution qui vérifie ces
conditions, mais nous n’aborderons pas cette question ici. Trés artificiellement, supposons
aussi que les variables X, ne prennent qu’une infinité dénombrable de valeurs, (z1, 2, . . .).
Ceci va nous permettre quelques remarques de bon sens qui aideront par la suite.

Oublions momentannément le probléme de la prévision pour nous contenter de I'esti-
mation de g(zx), pour un z; fixé. Considérons

n—1 — nfl
Zj:l Xj+1]I{zk}(Xj) . n~! Zj 1 ‘+1]I{zk}(X’)
n—1 - _ :
> i1 Ty (X5) P M (X5)
Lorsque n — oo, le numérateur converge presque sirement vers IE(X; 1,3 (Xo)) et le
dénominateur vers P(Xy = z). Donc le quotient converge vers IE(X;| Xy = zx) = g(zk).
Evidemment ce petit raisonnement ne tient plus si les variables X,, ne sont pas discrétes

car alors & la fois IE( X, 1l,,1(Xy)) et P(Xy = z) peuvent étre nuls.
Il est alors intéressant de considérer, x étant fixé,
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Z;L;ll Xj-i—l]I[zfv,:erv](Xj) 71 Zn 1X +1]I:c szrv}(X )

Z?:_ll ]I[a:—v,z-‘,-v] (X_]) -1 Zj:l [x—v,z+hv] (X])

ce qui consiste a faire la moyenne des XjH dont 'antécédent est dans un intervalle de
longueur v autour de x.

Pourvu que P(Xy € [z—v, z+v]) ne soit pas nul, ceci tend vers [E(X;| X, € [x — v,z + v]),
qui n’est certes pas g(z), mais qui tend vers g(z) quand v — 0, du moins sous certaines
conditions de régularité.

La bonne idée semble donc étre de considérer une suite v, qui tend vers zéro quand
n — oo et de prendre comme estimateur de g(z)

Y

g (.’L’) Zn 1X+1]I[a:—vn,x+vn](Xj) _ 71 Zj 1 +1]Ix Un,, J:—I—Un}(XJ) :g (.’L’)
Z]:l ]I[m—vn,w-i-vn](Xj) -1 Zj:l [x—vn,4vn] (X])

2. Quelques mots sur ’asymptotique

Avant d’affiner ’outil que 'on vient d’ébaucher, disons quelques mots sur ce qui se
passe lorsque n — oco. On décompose 1'écart entre ’estimateur et g(x) en

" (g(X5) - [o—vn atvn] (A e T e (X
> (9(X5) —g(@) 1 (X;) N > i €1l (X;)
Z;L;l | (PR (X5) Z;L;ll Mz, 2+0) (X5)

Si la fonction g est uniformément continue, le premier terme est majoré en valeur absolue
par sup{|g(z) — g(y)|/|x — y| < v,} qui tend vers zéro si v, — 0. Quant au deuxiéme
terme on montre qu’il tend vers zéro a condition que son dénominateur tende vers I’'infini.
Ce qu’il convient de retenir de tout ceci est que v,, qu’on appelle souvent « largeur de la
fenétre » (pourquoi 7), doit tendre vers zéro, mais pas trop vite. D’ott 'importance d’un bon
réglage.

gn(x) — g(x) =

3. Autre écriture et généralisation & d’autres noyaux

3.1. Autre écriture. Il est bien instructif de constater que g,(x) n’est autre q’une
combinaison linéaire des X
Z rWWous

ott le poids W, ;(x) mesure la proximité de x a X;. Les poids sont de somme 1.

3.2. Généralisation. Une fois ce constat fait, il est facile de se libérer de la forme
particuliére des poids. On avait

]I[x hath] (X5)
Zl 1 ]I[z hz+h](Xl)

Wh,j(x) =
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On va le remplacer par

W) = )
K (55

Un

ce qui revient a remplacer l'indicatrice de [—1, 1] par une fonction K plus réguliére (par
exemple la discontinuité de l'indicatrice en £1 peut créer quelques effets désagréables),
en conservant, toutefois quelques propriétés comme la positivité, la symétrie par rapport a
zéro, la décroissance sur R™ et I'intégrabilité. La fonction K est applelée « noyau ». C’est un
indicateur de la proximité de l'origine. On peut notamment choisir la fonction triangulaire

K(x) = (1 = [z)) Ty ()

ou encore le noyau gaussien

2
K(r) = exp =7,

ce qui donne
n— X
Zj:ll j+16Xp —(272)
Z;L;ll eXp ( 2U2 )

gn(x) =

4. Généralisation a d’autres mémoires

Revenant a I’équation autorégressive non linéaire (48), on voit qu’il convient de rempla-

cer I'écart entre X; et x & celui entre (Xj,..., X;_,41) et (2,,...,21) si 'on veut estimer
g(x1,...,2z,). Il suffit pour cela d’utiliser comme noyau une fonction convenable de 7 va-

riables, par exemple

L
1 X
K(@1...,) = K () = exp =21,

ce qui donne,

S XK ($ )
gn(l'l,...,xr) — - Xj
Zn ¢ j+16Xp — Z’T:l(“”l;)flﬂ—r)Q

Zn—l e (@ =Xy or)?

j=r exp 202

n—1

= > X W (@),

j=r
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5. Retour a la prévision

Pour prévoir X,,; en s’appuyant sur le passé observé (X,,,..., X;) l'idée la plus na-
turelle est de remplacer le vecteur (z1,...,x,) par (X,_y41,...,X,) dans 'estimateur de
g(x) donné au paragraphe 4. Soit

J
n—1 n 7‘+17Xj77‘+1
S XK <—
J
n—1 n 'r+1_X1+j—T
E . K (—Un

n—1 erzl(Xl-Fn—r_XH-j—r)Q
Zj:r Xjy1exp — 202

n—1 ZlT:l(XlJrnfr*leLj*T)Q
Zjﬂ exp 202

(50) = Z +1Wn] n— r+1)'

~

(49) Xn+1|n

ou toute expression analogue obtenue a I’aide d’un autre noyau.

5.1. Interprétation. On voit, en examinant de prés (49), que le prédicteur est construit
sur le principe suivant. On réalise une combinaison linéaire des X; d’indices allant de r 4 1
a n. Chaque X est pondéré par un coefficient qui est d’autant plus grand que son passé
immeédiat de longueur r (soit (X;_,,..., X;_1)) ressemble plus au passé immédiat de méme
longueur de X,,. De plus la somme des coefficients est égale a 1. Autrement dit on a un
« bloc témoin » X’ | de longueur n auquel on va comparer tous les blocs de méme lon-
gueur dans le passé de la série. Ces blocs sont plus ou moins ressemblants au bloc témoin.
Le degré de ressemblance du bloc qui se termine a X; va chiffrer la contribution de X,
dans la combinaison linéaire finale.

5.2. Changement d’horizon. On pourrait comme on ’a fait dans la modélisation
ARMA, vouloir prévoir X, pour h > 1. Il suffit pour cela de remplacer X, par X;
dans 'expression (49), soit

A~

ST XK (—Xg_rHv;Xj_m)
(51) Xn+1\n = .

J
n—h n r+17X1+j7r
> K <—vn

EXERCICE 22. Simuler une série ARMA(p,q) de longueur 100. Sur les 90 premiéres
valeurs, mettre en oeuvre des prédicteurs non paramétriques pour des horizons allant de 1
a 10. Faire varier la longueur du bloc témoin, prendre trois noyaux différents (l'indicatrice
de [—1, 1], 1a fonction triangulaire et le noyau gaussien) et faire varier la vitesse de fermeture
de fenétre v,,. Confronter avec les 10 derniéres valeurs de la série. AN
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5.3. Prise en compte d’instationnarités. Certains auteurs préconnisent la pro-
cédure suivante lorsque la série présente une tendance et éventuellement une dispersion

. j _ j
variable. Pour chaque bloc X3 .., = (X; ,41,...,X}) on calcule sa moyenne mj_, ., et

son écart-type sj-frﬂ. Puis, dans I’expression du prédicteur (51) on remplace les blocs par
leurs homologues centré et réduits, et on recifie chaque X, de facon & prendre en compte
la différence des moyennes et des écarts types entre le bloc témoin et le bloc attaché a X;.
Avec la notation ‘ ‘

X]j'—rﬂ - m;—rﬂ(sr

\J _
X1 = 7 ’
Si—rt1
ot J, est le vecteur de longueur r dont toutes les coordonnées sont égales a 1 on obtient

J
XTTLL—T‘-"-I_X

n—h n J 82—7"-&-1 X ~]'v—1”+1
Zj:r (Xj+h + My _ry1 — mj—r+1) J K Un

A~

Si—r+1
ZTlth K Xr?—r-kliX{«rjfr
J=r Un

5.4. Estimation de la loi conditionnelle et intervalles de prévision.
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