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X(t) = 0.5t + εt, εt ∼ N(0, 1)
α = .1, .5, .9

X(t) = 0.5t + εt, εt ∼ N(0, 1)
α = .1, .5, .9

X(t) = 0.5t + εt + 2 cos(tπ/6), εt ∼ N(0, 1) α = .1, .5, .9

x(t) =
0.5t + εt + 2 cos(tπ/6), εt ∼ N(0, 1)

Nk k = 1, . . . , 8

Nk k = 1, . . . , 8

Xt − Xt−1

Xt − Xt−12

Xn + 0.8Xn−1 = εn − 0.8εn−1



Xn + 0.81Xn−2 = εn
Xn + 0.8Xn−1 = εn − 0.8εn−1

ARMA

a1 a2 AR2

AR4 MA3

AR8

SARIMA



•

•

j+1 j, j−1, · · ·

•

•

x1, · · · , xn

xj = a1j
2 + a2j + a3 + ej j = 1, · · · , n.

xn+1

â1(n + 1)2 + â2(n + 1) + â3,

xn+2





(x1, · · · , xn)
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•
xn = an + b + en n = 1, 2, · · ·

xn = a1n
p + a2n

p−1 + · · ·+ ap+1 + en n = 1, 2, · · ·
en

•
xn = tnen n = 1, 2, · · ·

tn

•

xn = sn + en n = 1, 2, · · ·
sn sn+T = sn n T

en

sn = cos nπ
6 T = 12

T

•

xn = s(1)
n + s(2)

n + tn + en n = 1, 2, · · ·
T1 T2



x = (x1, . . . , xn)
n 1, . . . , n n
xn+h h x̂n,h.

n

h



x̂n,h

α 0 < α< 1, x̂n,h

h

x̂n,h = (1 − α)
n−1∑

j=0

αjxn−j.

α

x̂n,h = (1 − α)xn + αx̂n−1,h

x̂n,h = x̂n−1,h + (1 − α)(xn − x̂n−1,h)

n − 1, x̂n−1,h

xn x̂n,h

x̂1,h = x1

x̂n,h

xn x̂n−1,h 1 − α α.
α

x̂n,h

x
aδ δ = (1, . . . , 1) ∈ Rn.

a

n−1∑

j=0

αj(xn−j − a)2.

â(n) =
1 − α
1 − αn

n−1∑

j=0

αjxn−j.

x = (x1, . . . , xn) = (. . . , 0, . . . , 0, x1, . . . , xn)



a
∞∑

j=0

αj(xn−j − a)2.

x̂n,h = (1 − α)
n−1∑

j=0

αjxn−j.

lim
n→∞

â(n) = lim
n→∞

x̂n,h.

a

α α

α

α

α
h α

∑n−h
t=1 (xt+h − (1−α)

∑t−1
j=0 α

jxt−j)2,
h

1, 2, . . . , n − h
α

n yt = a1+a2(t−n).

x̂n,h = â1 + â2h.

â1, â2

n−1∑

j=0

αj(xn−j − (â1 − â2j))
2 = inf

a1∈R,a2∈R

n−1∑

j=0

αj(xn−j − (a1 − a2j))
2.
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alpha=0.9

X(t) = 0.5t + εt, εt ∼
N(0, 1) α = .1, .5, .9

0
+∞

∞∑

j=0

αj(xn−j − (â1 − â2j))
2 = inf

a1∈R,a2∈R

∞∑

j=0

αj(xn−j − (a1 − a2j))
2.

a1 a2

C = C(a1, a2) =
∑n−1

j=0 α
j(xn−j − (a1 − a2j))2

δC

δa1
= −2

n−1∑

j=0

αj(xn−j − (a1 − a2j))

δC

δa2
= 2

n−1∑

j=0

jαj(xn−j − (a1 − a2j)),

n−1∑

j=0

αjxn−j − a1

n−1∑

j=0

αj + a2

n−1∑

j=0

jαj = 0

n−1∑

j=0

jαjxn−j − a1

n−1∑

j=0

jαj + a2

n−1∑

j=0

j2αj = 0



∑∞
j=0 α

j = 1
1−α

∑∞
j=0 jαj = α

(1−α)2

∑∞
j=0 j2αj = α(1+α)

(1−α)3 ,

(1 − α)
n−1∑

j=0

αjxn−j − a1 + a2
α

1 − α
= 0

(1 − α)2
n−1∑

j=0

jαjxn−j − a1α + a2
α(1 + α)

1 − α = 0.

x L1

L1 L2

L1(n) = (1 − α)
n−1∑

j=0

αjxn−j

L2(n) = (1 − α)
n−1∑

j=0

αjL1(n − j).

L2(n) − (1 − α)L1(n) = (1 − α)2
n−1∑

j=1

jαjxn−j ,

L1 L2 a1 a2

L1(n) − a1 + a2
α

1 − α = 0

L2(n) − (1 − α)L1(n) − a1α + a2
α(1 + α)

1 − α = 0.

â1(n) = 2L1(n) − L2(n)

â2(n) =
1 − α
α

[L1(n) − L2(n)].

L1(n) = â1(n) − α

1 − α
â2(n)

L2(n) = â1(n) − 2α

1 − αâ2(n).

L1(n) L2(n)

L1(n) = (1 − α)
t−1∑

j=0

αjxn−j = (1 − α)xn + αL1(n − 1)

L2(n) = (1 − α)L1(n − 1) + αL2(n − 1)

= (1 − α)2xn + α(1 − α)L1(n − 1) + αL2(n − 1).



0 10 20 30 40 50

−
2

−
1

0
1

2

Index

x

alpha=0.1

0 10 20 30 40 50

−
2

−
1

0
1

2

Index

x

alpha=0.5

0 10 20 30 40 50

−
2

−
1

0
1

2

Index

x

alpha=0.9

0 10 20 30 40 50

5
1

0
1

5
2

0
2

5

Index

x

alpha=0.1

0 10 20 30 40 50

5
1

0
1

5
2

0
2

5

Index

x

alpha=0.5

0 10 20 30 40 50

5
1

0
1

5
2

0
2

5

Index

x

alpha=0.9

X(t) = 0.5t + εt, εt ∼
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X(t) = 0.5t + εt + 2 cos(tπ/6), εt ∼ N(0, 1) α = .1, .5, .9

â1(n) = 2[(1 − α)xn + αL1(n − 1)] − [(1 − α)2xn + α(1 − α)L1(n − 1) + αL2(n − 1)]

= (1 − α2)xn + α(1 + α)L1(n − 1) − αL2(n − 1),



â1(n) = (1 − α2)xn + α(1 + α)[â1(n − 1) − α

1 − α
â2(n − 1)]

−α[â1(n − 1) − 2α

1 − αâ2(n − 1)]),

= (1 − α2)xn + α2[â1(n − 1) + â2(n − 1)].

â2(n)

â2(n) =
1 − α
α

[α(1 − α)xn + α2L1(n − 1) − αL2(n − 1)]

= (1 − α)2xn + α(1 − α)L1(n − 1) − (1 − α)L2(n − 1)

= (1 − α)2xn − (1 − α)2â1(n − 1) + (2α− α2)â2(n − 1).

n − 1

â1(n) = â1(n − 1) + â2(n − 1) + (1 − α2)[xn − x̂n−1,1]

â2(n) = â2(n − 1) + (1 − α)2[xn − x̂n−1,1].

â1(0) = x1, â2(0) = x2 − x1.

n

xt = a1 + (t − n)a2.

a1 a2

xn n − 1.
n − 1

[â1(n) − â1(n − 1)] n n − 1.
0 < β < 1 0 < γ < 1

â1(n) = βxn + (1 − β)[â1(n − 1) + â2(n − 1)]

â2(n) = γ[â1(n) − â1(n − 1)] + (1 − γ)â2(n − 1)],

x̂n,h = â1(n) + hâ2(n).



β γ α.

â1(n) = α2[â1(n − 1) + â2(n − 1)] +

+(1 − α2)[xn − x̂n−1,1 + â1(n − 1) + â2(n − 1)])

= α2[â1(n − 1) + â2(n − 1)] + (1 − α2)xn

â2(n) = â2(n − 1) +
(1 − α)2

1 − α2
[â1(n) − α2[â1(n − 1) + â2(n − 1)]

−(1 − α2)[â1(n − 1) + â2(n − 1)]]

= â2(n − 1) +
(1 − α)2

1 − α2
[â1(n) − â1(n − 1) − â2(n − 1)],

β = 1 − α2 γ = 1−α
1+α . β γ

α

n

xt = a1 + (t − n)a2 + st

st T
0 < β < 1,

â1(n) = β(xn − ŝn−T ) + (1 − β)[â1(n − 1) + â2(n − 1)]

â2(n) = γ[â1(n) − â1(n − 1)] + (1 − γ)â2(n − 1)],

ŝn = δ[xn − â1(n)] + (1 − δ)ŝn−T .

x̂n,h = â1(n) + hâ2(n) + ŝn+h−T 1 ≤ h ≤ T

x̂n,h = â1(n) + hâ2(n) + ŝn+h−2T T + 1 ≤ h ≤ 2T

2T < h.

T + 2

â1(T + 1) = xT+1

â2(T + 1) =
xT+1 − x1

T
ŝj = xj − (x1 + (T − 1)â2(T + 1))) j ∈ {1, · · · , T}
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(x1, · · · , xn)

xn =
1

n

n∑

j=1

xj .

σ̂n(0) =
1

n

n∑

j=1

(xj − xn)2.

σ̂n(1), σ̂n(2), · · ·

σ̂n(1) =
1

n

n−1∑

j=1

(xj − xn)(xj+1 − xn)



σ̂n(2) =
1

n

n−2∑

j=1

(xj − xn)(xj+2 − xn)

σ̂n(n − 1) =
1

n
(x1 − xn)(xn − xn).

n
σ̂n(n−1)

σ̂n(1), · · · , σ̂n(h) h

ρ̂n(j) =
σ̂n(j)

σ̂n(0)
, j = 0, · · · , h.

ρ̂n(0) = 1

ρ̂n(1) =

∑n−1
j=1 (xj − xn)(xj+1 − xn)

∑n
j=1(xj − xn)2

(x1, x2, · · · , xn−1) (x2, x3, · · · , xn)

N1

(xj , xj+1), j = 1, · · · , n − 1,

ρ̂n(1) ±1
ρ̂n(1)

ρ̂n(1)
ρ̂n(1) ρ̂n(k)

Nk k = 2, · · · , h
(xj , xj+k), j = 1, · · · , n − k,



N1, · · · ,N8
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en

xj = aj + b j = 1, · · · , n.

k ρ̂n(k) → 1 n

ρ̂n(k) a b

1 + 2 + · · · + N =
N(N + 1)

2
1 + 22 + · · ·+ N2 =

N(N + 1)(2N + 1)

6
,

xj = a cos
2jπ

T
j = 1, · · · , n.

k ρ̂n(k) → cos 2kπ
T n

T

ρ̂n(k) 1 k n

ρ̂n(k) k



tn = an + b cos(πn
3 ) + c cos(πn

6 )

xn = tn + en

yn = xn − xn−1 zn = yn − yn−12

yn = xn−xn−1 yn
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(x1, x2, · · · , xn) n
(X1, X2, · · · ) = (Xn)n∈N

(X1, · · · , Xn)

50%
n + 1

(· · · , X−1, X0, X1, · · · )
Xn n

(Xn) =: µ ∀n

h

Cov(Xn, Xn+h) =: σ(h) ∀n.

Cov(U, V ) := (UV ) − (U) (V ) = ((U − (U))(V − (V ))) .

(Xn) = σ(0) n
µ



σ(h)
ρ(h) := σ(h)

σ(0)

σ(h) ρ(h)
h ≥ 0 σ(h) = σ(−h) ρ(h)

σ(0) ≥ 0
ρ(0) = 1

σ(0)
Xn = µ 1

σ(0) > 0

(Xn)n=±1,···
k j1, . . . , jk

(Xj1, . . . , Xjk)

k j1, . . . , jk (Xj1 , . . . , Xjk)
(Xj1+h, . . . , Xjk + h) h

(Xn)n=±1,···
1

• Yn = XnXn+1

• Yn = XnXn+1 · · ·Xn+k

• Yn = X2
nX

2
n+1 · · ·X2

n+k

• Yn = X2
n + X2

n+1 + X2
n+2

• Yn = X1 cos(nπ
2 )

• Yn = n + Xn

• Yn = nXn

• Yn = X2
nX

2
2n.

**

σ(0)

n

(Xn) = µ, (Xn) = σ2 Cov(Xn, Xn+h) = 0 h += 0.



µ

1

(εn)n=±1,··· σ2

Xn = εn + a1εn−1 + · · · + aqεn−q,

q

σ(0) = σ2(1 + a2
1 + · · ·+ a2

q)

σ(1) = σ2(a1 + a1a2 + · · ·+ aq−1aq)

σ(q) = σ2a1aq

σ(q + 1) = σ(q + 2) = · · · = 0

1

(εn)n=±1,··· σ2 a ∈] − 1, 1[
1

Xn = aXn−1 + εn ∀n = 0,±1, · · ·

∀n, Xn = εn + aεn−1 + a2εn−2 + · · ·

**



L2

(Xn) = 0

(Xn) = σ2(1 + a2 + a4 + · · · ) = σ2 1

1 − a2

σ(h) = σ(−h) = σ2(ah + ah+2 + · · · ) = σ2 ah

1 − a2
∀h ≥ 0

Cov(Xn, εn+k) = 0 ∀n ∀k > 0.

h

ρ(h) = a|h| ∀h

a

σ(h)
n

**

L2

(Ω,A, P )
< X, Y >= (XY ) L2(Ω,A, P )

L2

• X Y L2 (XY ) = 0
1 (X) = 0

X
•

d(X, Y ) =
√

((X − Y )2).

N X1, · · · , XN

[X1, · · · , XN ] [X]N1
λ1X1 + · · ·+ λNXN



Y [X]N1

P[X]N1
(Y ),

Y
P[X]N1

(Y ) = γ1X1 + · · ·+ γNXN

(Y − γ1X1 − · · · − γNXN)2 ≤ (Y − λ1X1 − · · · − λNXN)2 ∀λ1, · · · , λN .

Y
X1, · · · , XN Y X1, · · · , XN

•

P[X1,··· ,XN ](Y ) = γ1X1 + · · · + γNXN

Y − P[X1,··· ,XN ](Y ) X1, · · · , XN

γ1, · · · , γN N

((Y − γ1X1 − · · · − γNXN )Xk) = 0 ∀k = 1, · · · , N.

γ1 (X1Xk) + · · ·+ γN (XNXk) = (Y Xk) ∀k = 1, · · · , N.

Σ[X]N1
=




(X2

1 ) . . . (X1XN)

(X1XN) . . . (X2
N)





Y
[X]N1




γ1

γN



 = Σ−1
[X]N1




(Y X1)

(Y XN)



 .

Xn

[X]n−1
n−2 [X]n−1

n−3

Xn

Xn **
•

Y
X1, · · · , XN Y

Y



Y Xj Y
Y

a1Y1 + · · ·+amYm

a1P[X]N1
(Y1) + · · ·+ amP[X]N1

(Ym)

N ≥ 3 X1, · · · , XN

X1 XN X2, · · · , XN−1

corr(U, V ) U V

corr(U, V ) =
Cov(U, V )√

U V

X1 XN

X2, · · · , XN−1

X2, · · · , XN−1

r[X]N−1
2

(X1, XN) = corr
(
X1 − P[X]N−1

2
(X1), XN − P[X]N−1

2
(XN)

)
.

• r[X]N−1
2

(X1, XN)
XiXj

X, Z1, Z2

1

X1 = X + Z1 X2 = X + Z2.

ρ(X1, X2) r[X](X1, X2) **

(· · · , X−1, X0, X1, · · · )



r(h) h += 0

r(h) = r(−h) ∀h += 0,

r(1) = ρ(1)

r(h) = r[X]h2
(X1, Xh+1) ∀h ≥ 2.

r(1) h = 1
X1 X2

r(h) = r[X]k+h−1
k+1

(Xk, Xk+h) ∀k ≥ 1.

r(h) = corr(Xn −
h−1∑

j=1

λjXn+j, Xn+h −
h−1∑

j=1

λh−jXn+j)




λ1

λh−1



 =




σ(0) . . . σ(h − 2)

σ(h − 2) . . . σ(0)





−1 


σ(1)

σ(h − 1)





1
h > 1 Xh+1 [X]h2 Xh+1−
P[X]h2

(Xh+1) r(h) **

(Xn)n∈Z h ≥ 2 r(h)
Xn Xn+h [X]n+h−1

n

P[X]n+h−1
n

(Xn+h) =
h−1∑

j=0

α(h)
h−jXj ,



r(h) = α(h)
h


α(h)

1

α(h)
h



 =




σ(0) . . . σ(h − 1)

σ(h − 1) . . . σ(0)





−1 


σ(1)

σ(h)





Xn = εn + bεn−1

(εn)n∈Z **

(· · · , X−1, X0, X1, · · · )

(1, . . . , n)
(x1, x2, · · · , xn) (X1, . . . , Xn)

1

x0

µ σ(h) ρ(h) r(h)

• µ xn = 1
n

∑n
j=1 xj

• σ(h)

σ̂n(h) =
1

n

n−h∑

j=1

(xj − xn)(xj+h − xn)

• ρ(h) ρ̂n(h) =
σ̂n(h)
σ̂n(0)



(· · · , X−1, X0, X1, · · · )

Xn =
1

n

n∑

j=1

Xj ,

σ̂n(h) =
1

n

n−h∑

j=1

(Xj − Xn)(Xj+h − Xn),

ρ̂n(h) =
σ̂n(h)

σ̂n(0)

n
µ = 0 σ(h) ρ(h)

1

h ≥ 2
ρ̂n(h)

r̂n(1), · · · , r̂n(h)
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1

(1 − az)−1

1

1 − az
= 1 + az + a2z2 + · · · + akzk + · · · ,

zk

εn−k

A(z) = 1+a1z+ · · ·+apzp

1 A(z)−1

1

A(z)
=

1

1 + a1z + · · ·+ apzp
= 1 + α1z + α2z

2 + · · ·+ αkz
k + · · · ,

αk

A(z) = 1 + a1z + · · · + apzp

p ap += 0
1 (εn)n∈Z σ2

Xn = εn + α1εn−1 + · · ·+ αkεn−k + · · · ∀n

p ARp

A (εn)

Xn

αk



A A(z) = (1 − z1z) · · · (1 − zpz)
zj A

1
(1− zjz)−1 = 1 + zjz + z2

j z
2 + · · · A(z)−1

αj

A
• A(z) = 1 − z + 1

2z
2

• A(z) = 1 − 5
6z + 1

6z
2

• A(z) = 1 − 1
2z

2 **

(Xn) = 0 n

Cov(Xn, Xn+h) = Cov(εn + · · · + αkεn−k + · · · , εn+h + · · ·+ αkεn+h−k + · · · )
= σ2(αh + αh+1α1 + · · · + αh+kαk + · · · ),

Cov(εj, εk) j += k σ2 j = k

h

1

Xn + a1Xn−1 + · · · + apXn−p = εn ∀n.

Xn + a1Xn−1 + · · ·+ apXn−p = εn + α1εn−1 + α2εn−2 + · · ·
+ a1(εn−1 + α1εn−2 + α2εn−3 + · · · )
+ a2(εn−2 + α1εn−3 + α2εn−4 + · · · )
+ · · ·
+ ap(εn−p + α1εn−p−1 + α2εn−p−2 + · · · )

Xn + a1Xn−1 + · · · + apXn−p = εn + εn−1(α1 + a1) + εn−2(α2 + a1α1 + a2)

+ · · ·
+ εn−p(αp + αp−1a1 + αp−2a2 + · · ·+ · · · + ap)

+ · · ·



α1 + a1 α2 + a1α1 + a2 aj αj

(1 + a1z + · · ·+ apz
p)(1 + α1z + α2z

2 + · · · ) = 1 ∀z,

z α1 + a1 = 0
z2 α2 + a1α1 + a2 = 0

Xn Xn−1, · · · , Xn−p

−a1, · · · ,−ap εn

n h > 0

Cov(εn+h, Xn) = (εn+hXn) = (εn+hεn) + α1 (εn+hεn−1) + · · · = 0,

εn

ARp

n εn Xj j
n

(Xj)j≤n (εj)j≤n

[X]n−∞ = [ε]n−∞ ∀n.

Xn+1

n

ARp

h n

Cov(Xn+h + a1Xn+h−1 + · · · + apXn+h−p, Xn) = Cov(εn+h, Xn).

h

ARp

1 + a1z + · · ·+ apz
p

σ(h) + a1σ(h − 1) + · · ·+ apσ(h − p) = 0 ∀h > 0.



ρ(h)

ρ(h) + a1ρ(h − 1) + · · ·+ apρ(h − p) = 0 ∀h > 0.

p σ(0), · · · , σ(p − 1) ρ(0) = 1, ρ(1), · · · , ρ(p − 1)
A

1
zj

un

uh + a1uh−1 + · · ·+ apuh−p = 0 ∀h > 0.

uh = λ1z
h
1 + · · · + λpz

h
p .

λj

p
ρ(0) = 1

ρ(h) σ(h) h

|zm|h |zm| zj

2−h/2

Xn + a1Xn−1 + a2Xn−2 = εn ∀n.

ρ(1) =
−a1

1 + a2
,

ρ(2) = −a1ρ(1) − a2.

**

Xn − 1

2
Xn−2 = εn.

**

Xn − 5

6
Xn−1 +

1

6
Xn−2 = εn.

σ(0) σ(1) 1 − 5
6z + 1

6z
2

σ(h) h ≥ 1 **



Xn − Xn−1 +
1

2
Xn−2 = εn.

σ(0) σ(1) 1 − z + 1
2z

2

ρ(h) = 2−h/2

(
cos

(
hπ

4

)
+

1

3
sin

(
hπ

4

))
∀h ≥ 0.

**

AR1 r(h)
h ≥ 2

ARp h ≥ 1
Xp+h+1 [X]p+h

2 −a1Xp+h − a2Xp+h−1 − · · ·− apXh+1

Xp+h+1 − (−a1Xp+h − a2Xp+h−1 − · · · − apXh+1) = εp+h+1

X2, · · · , Xp+h

Cov
(
Xp+h+1 − P[X]p+h

2
(Xp+h+1), X1 − P[X]p+h

2
(X1)

)

= Cov
(
εp+h+1, X1 − P[X]p+h

2
(X1)

)
= 0,

r(h) h = p + 1, p+
2, · · ·

r(p) = −ap

r(h)
p h > p

Xn + a1Xn−1 + · · ·+ apXn−p = εn r(p) = −ap

AR1 AR2 100
100 500

**

B(z) = 1+ b1z + · · ·+ bqzq

q bq += 0 1
(εn)n=±1,··· q



MAq B
εn

Xn = εn + b1εn−1 + · · ·+ bqεn−q, ∀n.

B

(Xnεn+h) = 0 ∀h > 0.

εn = Xn + β1Xn−1 + . . . ∀n

βj B(z)−1

σ(h) = 0 ∀h > q.

h

1

Xn = εn + bεn−1

r(h) =
(−b)h(1 − b2)

1 − b2(h+1)
∀h ≥ 1.

−1 < −b
1+b2 < 1

h → ∞ b ρ(h)

100
500

AR MA
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ARMA

ARMA

Xn + a1Xn−1 + · · ·+ apXn−p = εn + b1εn−1 + · · ·+ bqεn−q, ∀n.



(εn)n=0,±1,···
A(z) = 1 + a1z + · · · + apzp B(z) = 1 + b1z + · · · + bqzq pq += 0

ARMAp,q A B
1

A BA−1

B(z)

A(z)
= 1 + γ1z + γ2z

2 + · · · ,

Xn = εn + γ1εn−1 + γ2εn−2 + · · · ,

n Xn

εj n B
AB−1

A(z)

B(z)
= 1 + δ1z + δ2z

2 + · · · ,

εn = Xn + δ1Xn−1 + δ2Xn−2 + · · · .

(εn)n=0,±1,···

ARMA
A B

Xn + aXn−1 = εn + aεn−1

Xn = εn ARMA1,1

a
ARMA

AR
bj MA aj

ARMA

ARMA



Cov(Xn+h +
p∑

j=1

ajXn+h−j, Xn) = σ(h) +
p∑

j=1

ajσ(h − j)

= Cov(εn+h +
q∑

j=1

bjεn+h−j, Xn),

h q

σ(h) + a1σ(h − 1) + · · ·+ apσ(h − p) = 0 h > q.

ARMA

bj

h = 1 h = q + 1 ARMAp,q

h

ARMA1,1

p = q = 1

ARMA1,1

Xn + aXn−1 = εn + bεn−1

|a| < 1, |b| < 1 (εn)
•
• σ(0), σ(1), · · ·
• σ(0)
σ(1) + aσ(0) = bσ2

σ(h) + aσ(h − 1) = 0 ∀h > 1.

• ρ(1)
• 100 500

ARMA1,1

a
**



Xn+h

Xn, Xn−1, · · ·
h X̂n,h

Xj

n ARMA
Xj

X̂n,h = c1,hX1 + · · ·+ cn,hXn.

Xn+h Xn+h

[X]n1

(c1X1 + · · · + cnXn − Xn+h)
2.

X̂n,h = P[X]n1
(Xn+h),

(Xn)n∈Z ARMA
ARMA

1

εn+1 Xj j = n, n − 1, · · ·
Xn+1 = −a1Xn − · · · − apXn+1−p + εn+1,

X̂n,h = P[X]n1
(Xn+1) = −a1Xn − · · · − apXn+1−p.



Xn+1

Xn+1 − X̂n,1 = Xn+1 + a1Xn − · · · + apXn+1−p = εn+1.

1

σ2 εn

[X]n1 [X]n−∞
Xj n

X0, X−1, · · ·

[X]n−∞ [ε]n−∞
[X]n−∞ ⊂ [ε]n−∞

ARMA
[ε]n−∞ ⊂ [X]n−∞ AR

B
1

εn = Xn + β1Xn−1 + β2Xn−2 + · · · ,

βj

A(z)

B(z)
=

1 + a1z + · · · + apzp

1 + b1z + · · ·+ bqzq
= 1 + β1z + β2z

2 + · · ·

βjXn−j

MA1

ARMA1,1 **

Xn = εn + α1εn−1 +α2εn−2 + · · ·
MAq

ARMA



ARMA

[X]n−∞ = [ε]n−∞ ∀n,

n 1 X̂n,1

X̂n,1 = P[X]n−∞
(Xn+1) = P[ε]n−∞

(Xn+1) = α1εn + α2εn−1 + · · ·
1

Xn+1 − X̂n,1 = Xn+1 − α1εn − α2εn−1 − · · · = εn+1.

Xj εj

Xn+1 −
(−α1εn − α2εn−1 − · · · ) εn+1 [X]n−∞ !

1

X̂n,1 MA1 ARMA1,1 **

Xj n

Xn, · · · , X1 X0 = X−1 = · · · = 0
X̃n,1

P[X]n−∞
(Xn+1) P[X]n1

(Xn+1) P[X]n−∞
(Xn+1) n

X̃n,1 MA1

ARMA1,1 X̃n,1 − X̂n,1

n → ∞ **

1

Xn+h = εn+h + b1εn+h−1 + · · · + bqεn+h−q, ∀n,

h q

Xn+h − 0 = εn+h + b1εn+h−1 + · · ·+ bqεn+h−q



[X]n−∞ = [ε]n−∞ n + h − q > n

Xn+h − X̂n,h = Xn+h,

σ(0)

ARMA

Xn ARMA

P[X]n−∞
(Xn+h) + a1P[X]n−∞

(Xn+h−1) + · · ·+ apP[X]n−∞
(Xn+h−p)

= P[X]n−∞
(εn+h) + · · ·+ bqP[X]n−∞

(εn+h−q).

P[X]n−∞
(Y ) = Y Y ∈ [X]n1 P[X]n−∞

(Y ) = 0 Y
[X]n−∞ (Y Xn) = (Y Xn−1) = · · · = 0

P[X]n−∞
(Xn+h−l) = Xn+h−l P[X]n−∞

(εn+h−l) = εn+h−l l ≥ h,

P[X]n−∞
(εn+h−l) = 0 h > l.

h > q

X̂n,h + a1X̂n,h−1 + · · ·+ apX̂n,h−p = 0.

h

X̂n,h n h

h → ∞

2 3
AR1 AR2 MA1 ARMA1,1 **

n h h

n + h

Xn+h = εn+h + α1εn+h−1 + · · ·+ αhεn + · · ·

X̂n,h = αhεn + αh+1εn−1 + · · ·

Xn+h − X̂n,h = εn+h + α1εn+h−1 + · · · + αh−1εn+1,

h = σ2(1 + α2
1 + · · ·+ α2

h−1)



AR ARMA
h σ2

h = 1 h → ∞

∞ = σ2 lim
h→∞

(1 + α2
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∑n−1
j=1 Xj+1 [x−v,x+v](Xj)
∑n−1

j=1 [x−v,x+v](Xj)
=

n−1
∑n−1

j=1 Xj+1 [x−v,x+v](Xj)

n−1
∑n−1

j=1 [x−v,x+hv](Xj)
,

Xj+1

v x
P (X0 ∈ [x−v, x+v]) (X1|X0 ∈ [x − v, x + v])

g(x) g(x) v → 0

vn

n → ∞ g(x)

ĝn(x) =

∑n−1
j=1 Xj+1 [x−vn,x+vn](Xj)
∑n−1

j=1 [x−vn,x+vn](Xj)
=

n−1
∑n−1

j=1 Xj+1 [x−vn,x+vn](Xj)

n−1
∑n−1

j=1 [x−vn,x+vn](Xj)
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