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Homologie du groupe exponentiel d’une algebre de Lie
nilpotente. Partie I
Jean-Claude Thomas

Introduction. L’objet de cet exposé est :

1. d’expliciter un modele simplicial du fibré principal uni-
versel EG — BG lorsque G est un groupe discret (§1),

2. de définir le groupe exponentiel d'une algebre de Lie |,
ainsi que l'algebre de Lie logarithmique d’un groupe dis-
cret (§2,3,4),

ceci afin de permettre dans un second exposé, de présenter
une démonstration du théoreme 5.11 de Darticle [19] énoncé
ci-dessous.

Théoreme. Si L est une algebre de Lie pro-nilpotente alors
existe un homomorphisme de chaines

Cy(Beexp L; k) — C.(L), (1)

ou

1. C(X.; k) = le complexe des chaines singulleres de I'espace
simplicial X,

2. C.(L) = (AsL,d) = le complexe de Cartan-FEilenberg des
chaines sur L,

qui est naturel en L et qui induit un isomorphisme entre
I’homologie rationnelle du groupe exp L et I’homologie de
l’algébre de Lie L,

HY (exp L; Q) = H“(L). (2)

Outre les définitions, une partie des techniques introduites
dans ce premier exposé sera utilisée dans le second exposé lors
de la démonstration du théoreme.
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1 Le fibré simplicial universel P,G —
B.G.

Soient X un ensemble et P, X ’ensemble simplicial défini par :

82‘(.%‘0, ..

$n) = ($07 C i1, Ty, Ty,

P, X = X*(H1) of {

En effet, fixons
: P,X — P X

L’ensemble simplicial P, X est contractible.
x € X et considérons les applications h;

Si(Toy .- xy) = (Toy - Ti_1, Tiy Ty Tig1 -+ - Tp)



définies par h;(xg,- - ,z,) = (%,29, - ,x,) afin de définir
I'homotopie simpliciale A : A[l] x RX — RX entre id et
I’application constante sur x.

Soit G groupe discret et notons x — gx une action a gauche
de G sur 'ensemble X. Si cette action est libre alors G opere
librement sur chaque R, X via
, 9Ty

g(xo, ..., xn) = (gzo, - ..

et nous obtenons ’ensemble simplicial quotient B, X := P, X/G
ainsi que 'application simpliciale

px : PoX — B, X .

Considérons le cas ou X = G et notons G, le groupe simplicial
constant défini par

anG,ﬁzzldG et Si:idg,

Le groupe simplicial G, vérifie la condition de Kan [12, Theorem
17.1] et sa réalisation topologique |G| est le groupe discret
group G ([12, Theorems 14.1 et 14.3].) Alors, I'application
e PG — B,G (3)
est un G,-fibré principal au sens de [12, Definition 18.1] et aussi
un fibré simplicial [12, Corrollary 20.5.]
Notons FG := |P,G| (respectively BG
réalisations topologiques.
L’espace EG est un CW complexe pointé par la 0-cellU(L)e
correspondant au 0O-simplex (eg) et BG un CW complex

= |B.G|) ces

pointé par la 0-cellule correspondant au 0-simplex [| = G(eg).
L’espace EG est contractible et ’action simpliciale de G, sur
P,G se réalise en une action libre G sur Eg. La réalisation
géométrique de

qgc : EG — BG,

est un G-fibré principal [?]. Voir aussi, [?, Exercise 8.2.4, 8.3.8-
Example 8.3.3].

Notation “bar”. [g¢1]...|g,] désigne le n simplex
G(1,91,9192, - 9192 - - - gn) de B.G. Alors,
CARRTAN i=0
dilg1] -+~ gn] = 91| - - - [9iGiv1| - |gn] s 1§z<n
[gl|"'|gn—1]; 1=n
et
leclgn; <+ |ga], j=0
silgrl -+ gn] = [91] - - - lgj-1lecl|gs, - - - [gn] Q<J<Tl
[91] -+~ gnlec] j=n

Exemple 1.1 Le groupe de Heisenberg. Soit I' (resp. G )
sous-groupe de GL3(Z) (resp. GL3(R)) dont les éléments sont
les matrices triangulaires supérieures avec uniquement des 1 sur
la diagonale. La série centrale de I' (resp. de G) vérifie I'" = {I}
(resp. G' = {I}) pour i > 3. Les groupes I' et G sont donc
deux groupes nilpotents infinis.

Le groupe de Lie G est homéomorphe & R3. Par suite B’ =
G/T.



Au groupe discret I' associons, via un argument topologique,
une algebre Lie qui se trouvera étre l'algebre de Lie logarith-
mique de v comme définie dans la section §4.

L’extension de groupes

[, 1] —T % /[T

fournit le fibré 5

S'— BI =5 S x S
L’action du m; de la base sur la cohomologie de la fibre étant
triviales, d’aprés [7, Theorem 20.3] un modele de Sullivan BT’

est :

(AN(z,y,2),d),de =0=dy,dz = \zy
avec A € k. Puisque HY(BT,lk) = T/[IT| @k =2 Q® k #
H*(S')®3 nécessairement A # 0 et nous pouvons poser dz =

xy. Ainsi ce modele apparait comme le complexe de cochaines
d’Eilenberg-MacLane d’une algebre de Lie L i.e.

(A(z,y,2),d) =C"(L).
ou
L =alk® Pk @k, avec [a, ] =, et v un élément central .

Par suite, L est isomorphe a la sous-algebre de Lie gl;(lk) dont
les éléments sont les matrices triangulaires supérieures dont les
termes diagonaux sont nuls

Un théoreme attribué a Sullivan® et démontré par Cenkl et
Porter [5] entraine que L est I'algébre de Lie Logarithmique de

1

Lsouvent cité a tort comme tel

I' = m(BG) ou que exp L= le sous-groupe de GL3(lk)) dont
les éléments sont les matrices triangulaires supérieures dont les
termes diagonaux sont tous égaux a 1.

Finalement, notons C,(X,; k) le complexe des chaines d'un
ensemble simplicial X, a coefficients dans un anneau k. Alors

1. Cu(B.G) = T(Z[G)) 1a bar construction de G [4, §1-5].

de
Par

standard
Z [4, S§I-5].

2. C,(P.G) est la  resolution
Coker (d : C1(P.G) — Cy(P.G)) =
suite, pour tout Z[G]-modU(L)e M

H,(G; M) = Tor’NM,Z) = H, (C.(Z][G] ®zc) C.(Z[G]))

H™(G5; M) = Extyq(Z, M) = H"(Homgq) (C(Z[G]), M))
sin > 0.

3. Lorsque Kk est considéré comme un k[G]-modU(L)e via
I'augmentation canonique, nous obtenons

H,(G; k) = H,(BG; k) and H"(G; k) = H"(BG; ),

2 Complétion I-adique d’une

algebre.
Soient [k un corps de caractérisque # 2,3 et A une lk-algebre

(associative avec ou sans unité) munie d’'une augmentation ¢ :
A= k.



Notons I := ker e 'idéal d’augmentation et I" = I [""* n >
1. Nous obtenons la filtration descendante

A=1">I>F>---DI"D - (4)

Les I™ considérés comme une base de voisinage de 0
définissent une topologie sur l’ensemble sous-jacent a A dont
les ouverts sont les réunions quelconques d’intersections finies
des ensembles de la formes a + I?, a € A, p > 0 [1, Chap.3§1 et

§2].

Proposition 2.1 [2, Chap.3652-6]
jacent a A est un groupe topologique.

Le groupe abélien sous-

1. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) A est séparé (Hausdorff).
(i) Un point de A est fermé.
fii) (), A = {0},

2. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) A est un groupe (abélien) complet.
(ii) Le groupe séparé A" := A/, A; est complet.
(i1i) Toute famille d’éléments de A’ indéxée par un en-
semble A qui converge vers zéro suivant le filtre des

complémentaire des parties finies de A est sommable
dans A’.

Les applications canoniques

pn:A—T"et g, AJI" — AJT"! (5)

définissent une application canonique continue
Pa : A— hmA/I” , a4 — (pk(a))k

(6)

lorsque chaque A/I™ est muni de la topologie discrete et
lim,, A/I™ est muni de la topologie de la limite inductive.

Définition 2.2 A est une algébre compléte si p : A
lim,, A/I™ est une bijection.

_>

Remarquons que dans ce cas :

1. pa est un homéomorphisme

2. lim, A/I"™ hérite d’'une structure naturelle de k-algebre
telle que A — lim,, A/I" est un homomorphisme d’algebres

Définition 2.3 Pour toute kk-algebre A, I'application canon-
ique R
patA— A=lim A/I" a v (pn(a)),

est appelée la complétion I-adique de A.
Notons AF le noyau de la projection canonique
A=lm A/I" = AJI*, (palan))n — pilar) .

La filtration décroissante



définit une topologie sur A qui coincide avec la topologie de la
limite inductive et A/A™ = A/I™.
Ceci définit le foncteur complétion I-adique

k-ALG.AUG. k-ALG.AUG.

de la catégorie des algebres augmentées vers sa sous-catégorie
des algebres augmentées completes. L’augmentation €4 : A —
Ik est définie par € ;(pr(ax))r) = €alao).

Exemple 2.4 Complétion de l’algébre tensorielle. Soient V un
l[k-espace vectoriel et

TWV)=koVoV®:ae...oVg...
I’algebre tensorielle munie du produit du produit
Ul"'vn®vn+1"'

Un+p = U1 *Un+p -

avec la convention vy - - - v, = 1 if £k = 0. Ceci définit un foncteur

l[k-Esp.Vect. L

lk-Alg.

de la catégorie des espaces vectoriels sur [k vers la catégorie des
lk-algebres. C’est un adjoint a gauche du foncteur sous-espace
vectoriel sous-jacent A — A° i.e.

k-Alg.(T'(V), A) = lk-Esp.Vect.(V; A°) .

L’application v +— 0 induit I'augmentation ¢ : (V') — Kk dont
l'idéal d’augmentation est TTV := V2! Nous obtenons alors
le systeme inverse

— TV/T="1YW = TV/T="V — - = TV/TZ*V 2V

Si (z4)a désigne une base de V' alors les monémes non com-
mutatifs z,, ® - -+ ® z,,, constituent une base de T'(V') et nous
avons un isomorphisme d’algebres entre T'(V') et la lk-algebre,
k(x,,) des polynomes non commutatifs en les variables z,,. La
complétion [-adique de T'(V') est isomorphe a ’algebre des séries
formelles non commutatives k((z,,)).

3 Groupe exponentiel et algebre de
Lie logarithmique.

Dans cette section [k désigne un corps de caractérisque nulle.
Soient G un groupe (discret) et L une lk-algebre de Lie et con-

sidérons les deux lk-algebres k[G] et U(L) appelées respective-

ment, [’anneau du groupe G et [’algebre enveloppante de l’algebre

de Lie L. Ceci nous permet de définir deux foncteurs

[-]

U(-)

GRP. k-ALG. k-ALG.LIE .

Le foncteur k[—] admet pour adjoint a droite le foncteur des
unités A — A* et le foncteur U admet pour adjoint a droite le
foncteur algébre de Lie sous-jacente A+ Ay i.e.

k-Avc.(k|G], A) = Grp.(G, A") et k-ALG.(U(L), A) = k-ALG.LIE(L, Ay) .

En particulier les applications g +— 1 et x — 0 induisent les
augmentations

eq k|Gl = lkete,:UL)— k. (7)



Notons I le noyau de e et I, le noyau de ¢, et

—

e : k|G = k[G] et pr : U(L) —

—

U(L) (8)

les complétions I-adiques associées.

Il résulte aussi des propriétés d’adjonction que les applica-
tions diagonales g — (g,9) et * — (2,0) + (0, z) induisent les
homomorphismes d’algebres

A : K[G] — E[G)®K[G] et Ay : U(L) — U(LBL) =

On vérifie alors que Ag sont Ajp sont co-associatives, co-
commutatives et admettent une co-unité. Autrement dit, &[G]
et U(L) sont des algebres de Hopf co-commutatives. Ces struc-
tures d’algebres @\Hopf cocommutatives s’étendent naturelle-

—

ment a k[G] et U(L) avec les coproduits

—

AG . lk[G}

— Lk:[EX\G] =: 11?[5]@%[5] et Ap: (7(3) — LZCEX\L]
Définition 3.1 Une algebre de Hopf compléte est une algebre
augmentée complete qui est aussi une algebre de Hopf dont la
co-unité est 'augmentation de ’algebre.

Soient A une algebre de Hopf et A sa complétion I-adique
dont l'idéal d’augmentation est noté I. Alors A® A est une
algebre Hopf augmentée dont 1'idéal d’augmentation est de la
forme I ® A+ A® I. Notons

~ A~

p: A A ARA = A® A, a®b— aRb.

U(L)QU(L).

Posons

Ala) = a®1 + 1®a}
a®a}

Clairement P({Al) est une sous-algebre de Lie de (1), et la mul-
tiplication de A munit G(A) d’une structure de groupe.
Nous avons donc défini les foncteurs

k]

k-ALc.HoPF
g U0

GRP. k-ALc.LIE .

ou lk-ALG.HorrCoOMP désigne la sous-catégorie de lk- ALG. des

algebre de Hopf completes et ou, [16, Appendix A-Proposision
2.5],

1. U;[\ ] est un adjoint a gauche de G.

:2[7(7]1?))@[5/&(5@,adj0mt a gauche de P.

En particulier nous avons les morphismes d’adjonction

—_—

G S5 GKG)) et L 5 P(U(L)), (9)

Considérons les séries formelles,

X—Tl € k{{(X)) et log(1+X)

Zn

n>0

(-1

exp(X) =

-

n>1

X" e k(X))

n

~

alors la topologie I-adique sur A permet de définir exp,(a) € A
et log4(1 4 a) € A pour pour tout a € A.



Lemme 3.2 [16, Appendix A-Proposision 2.6] [17] Soit A une
algebre de Hopf. Si I désigne [idéal d’augmentation de la
complétion I-adique A alors les séries entiéres exp() etlog(1+)
(qui convergent sur I ) induisent les bijections réciproques

Jj expa 14 j log 4 f
P(A) —P4 - GA) —4 - P(A)

Définition 3.3

—

1. Si L est une algebre de Lie alors exp L := G(U(L)) est
appelé le groupe exponentiel de L

—

2. Si G est un groupe (discret) alors logG := G(U(L)) est
appelé le groupe exponentiel de L .

eXPy (L)
<~

L -5 P(U(L)) G(U(L)) = exp L.

10gMG]
—

G L5 G(I[G]) S P(K[G]) = 1og G .

4 Cas des groupes nilpotents et des
algebres de Lie pro-nilpotentes.

Notons
G =G@>G?D >...oGn o ...
L(l) ;:LDL(Q)D...DL(”)D...

les suites centrales descendantes du groupe G et de I'algebre de
Lie L telles que

G+l [G, G(n)] et () — [L, L(”)] . (10)

Définition 4.1 (Voir [14] ou [17])

a) Le groupe G (resp. l'algebre de Lie L) est nilpotent (resp.
nilpotente) si G = {1} (resp. L™ = {0}) & partir d’un
certain rang.

b) Le groupe G (resp. l'algebre de Lie L) est pro-nilpotent
(resp. pro-nilpotente) si les homomorphismes canoniques

G — lglnG/G(”) (resp. L — 1<i£1nL/L(”) )
sont des isomorphismes.

Proposition 4.2 1. St G est un groupe nilpotent alors les
conditions sutvantes sont équivalentes :

—

(a) G % G(K[G]) est un isomorphisme de groupes.

(b) G est uniquement divisible i.e. g — g" est bijective
pour n # 0.

(2) L est une algebre de Lie pro-nilpotente alors 'application
naturelle

i L — P(U(L))

en particulier, L est en bijection avec le groupe exp L =

G(U(L)).



Il résulte de cette proposition que :

a) Si G est un groupe (discret) nilpotent uniquement divisible
alors G = G(lk[G]) est en bijection avec l'algebre de Lie
log G = P(k[G])

—

b) L est une algebre de Lie pro-nilpotente alors L = P(U(L))
est en bijection avec le groupe exp L = G(U(L)).

Définition 4.3 Si G est un groupe (discret) nilpotent alors
Uapplication canonique G — explogG est appelée le k-
complété de Malcev de G

Comparer avec [11], [10] et [8].
Pour la  démonstration
[16, Appendix A- Corollary 3.7].

La démonstration de 2) ne se trouve pas la littérature.
Celle fournie ci-dessous nécessite trois lemmes techniques
préliminaires.

Rappelons que iy, : L — U(L) désigne I'inclusion canonique
d’une algebre de Lie dans son algebre enveloppante et que Iy,
désigne I'idéal d’augmentation de U(L). Pour alléger les nota-
tions nous L avec son image dans U(L).

Le premier lemme relie la filtration /-adique de U(L) et la
filtration de L par la suite centrale descendante définie en (11).

de la partie 1) voir

Lemme 4.4 Pour toute algebre de Lie L et tout entier n > 1,

LW =r1nIz.

DEMONSTRATION. Clairement 1’égalité est vérifiée pour n =

1 et pour tout n > 2, L™ < LN I}. Pour établir inclusion
inverse, fixons un n > 2, posons

LB =Wk L) L <np,

et choisissons une base (z,), de L compatible avec la

décomposition en sommes directes,
n—1 .
L= & W' o LW,
1=

et bien ordonnée. D’apres le Théoreme de Poincaré-Birkoff-
Witt, les monomes admissibles

xal...xak’

contituent une base de U(L). Définissons, a l'aide de ces
momomes admissibles, ’application linéaire
m:U(L)— L,

Loy -+ Tq

T

. [xar,l,xar] - ]] -

Afin d’obtenir Iinclusion L™ > L N I} il nous suffit donc
d’établir

= [Tays [Ta - -

r(Iy) c L. (11)
(En effet, si x € [é") N L alors x = mx € W([én)) c L™)

Munissons chaque élément z, de cette base d’un degré en
posant :

k  six, € W,

n siz, € LM (12)

degx, = {



et démontrons par récurrence sur r > 1 que pour tout
mondme w = g, ...Ts (non nécessairement admissible) tel
que Yo degx,, > n vérifie 7(w) € L. Cette condition est
clairement vérifiée pour r = 1. Supposons qu’elle soit vérifiée
pour tout entier s tel que 1 < s <r —1.

Posons w” = wg,,, ... 28, lorsque o désigne une permuta-
tion de {1,2,--- ,7}.

Remarquons que chaque crochet [mgi, xgj] est une combinai-
son linéaire de z,, tel que deg z, > deg g, +degxg,. SiT désigne
la transposition (4,7 + 1) alors

w—w' =1 ... 35, [xﬁw x5i+1] LBy

Puisque ) degzs, = > degz; > n notre hypothese de
récurrence entraine que m(w — w”) € L™, Par suite,
7(w —w’) € L™ pour tout o. (13)

Supposons que B,y < -+ < By(y. Par définition de 7, si

deg g, = ki, alors
m(w?) = [mﬁou) [ o
Or

[L¢O] .

puisque (k; + -+ + k) = >_degx; > n. Il en résulte que :

’ [L(kr’l), L(kT)] . ]] c LFatthe_ithe) — 1 (n)

m(w’) e L™. (14)

Clairement (14) et (15) impliquent que m(w € LM).
U

Lemme 4.5 Pour toute algebre de Lie L et tout entier n > 1,
considérons les sous-espaces Y* C I¥ wérifiant :
Yre it =18 k<net Y'=1".

Si I1gr désigne l'idéal d’augmentation de U(L & L) = U(L) ®
U(L) alors

o= (@ Yo" e (1 ® Ié’”) .

DEMONSTRATION.  Soit py, : U(L) — U(L)/I¥*" 1a projec-
tion canonique. On peut considérer p; ® td comme une appli-
cation linéaire

pr®@id: Ilgy — &Y' @ 117,

puisque [}, = Z IieI.
i+j=n
SiQe ([F®I)NIE,, alors pp, @id(Q) € YE@ IFF C Iy, .

2o, ,0) 1] € [LEO]-- - [LF), Leufremiht dit,

Q=0+, avec Q) € YF@IT ™ et Oy € (I"M'@I)NIT,, -

g

Soit L une algebre de Lie quelconque et n un entier > 1.
Considérons une base (z,), de L et la fonction deg comme
dans la démonstration du lemme 4.4, formules (12) et (13). Les
monomes admissibles z,, Zq, - - - 4, tels que r > 1 constituent
une base de Ig.



Lemme 4.6 Les monomes Ty, - X, vérifiant > degx,, <n
constituent une base de U(L)/Ién).

DEMONSTRATION. Soit p, : U(L) — U(L)/I}*" la projec-

tion canonique. Alors, d’apres le Lemme 4.4, p,, (24, o, ) = 0
si ) degx,, > n+1. Il en suit que p,, se restreint au sous-espace
vectoriel engendré par x,, - - - x,, vérifiant Y degw,,t < n en
une application surjective sur U(L)/ Ié"). 11 suffit donc de mon-
trer que U(L)/ Ié”) que ces pp(Ta, - Tq,) sont linéairement
indépendants dans U(L)/It".

La diagonale A : L — L & L induit

avee (21, 2) = Sy # 7 iy 7).
Comme vu dans la démonstration du lemme 4.4, I'inclusion
L — U(L) induit les injections

Wk — U(L)/ I+

par suite, les p, 21, . ..
U(L)/IF.
Supposons que f € Ié"). D’apres le Lemme 4.5, chaque ¢; €
177%. Mais la formule (16) entraine que ¢; est une combinaison
linéaire de monomes 25" . . . 25 avec Y ¢ degz; < n— k. Une

récurrence sur n — k établit alors que ¢; = 0 ce qui nous fournit

, Pn%q sont linéairement indépendants dans

A:U(L) — U(L)RU(L) et A, : U(L)/[é") — (U(L)QU(L))/ I} ne contradiction puisqu’il est clair d’apres ce qui précede que

Choisissons les z; = x,, de telle sorte que
k=degz = - =degz, <degzgy <--- < degz,

et notons f = f(z,---,2) la combinaison linéaire des
monomes de la forme zi'--- 2% avec S ¢; degz; < n avec
¢y # 0. Montrons que

fFen.

Pour cela écrivons,

n
f= Z A piz, - z) +po(z2, -, 2)
i=1

ou les polynomes p;, 1 < ¢ < n possedent éventuellement un
terme constant. Alors

q
Af =Y 2z ®qza,....5)+ [T @UL), (15)
=1

Q17£0-
|

FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.2 No-
tons p, : U(L) — U(L)/I}*" la projection canonique et
Soit w € P(U(L)) C U(L). Alors u est une suite d’éléments

u, € U(L)/I™ telle que u, 41 — u, via les applications canon-
iques U(L)/I""t — U(L)/I™ et

Aptiy, — (U @1 +1®uy,) € I74; -

—

Remarquons que la diagonale A induite sur U (L) peut étre
considérée comme une suite d’applications

U(L)/ I = (U(L) @ U(L)) [T ey

10



D’apres le Lemme 4.6 les éléments z,, - - - z,, vérifiant

deg(a:al) <. < deg(:caT) et Z |xa¢ <n

constitue une base de U(L)/I™.

Le méme argument que celui employé précédemment montre
que f(Zay,--.,Za,) est un polyndme sans termes contants alors
(Pn @ pn) o (A)(f) possede une composante non triviale dans
pn(1) ® pn(I), bien que A(p,y) = pry ® 1 + 1 ® p,y pour tout
ye L.

Il en suit que u,, = p,y, pour un y, € L. Ainsi nous avons

Prn+1Yn+1 = Un41 =7 Up = PplYn -

Alors Y11 —yn € I} D’apres le Lemme 4.4, y, 11—y, € L™,

donc la suite (y,) est un élément de lim L/L™. Puisque L est
4

supposée pro-nilpotente, il existe y € L, tel que les projections
L — L/L™ envoient y sur y,. Par suite, 'application L —
U(L) — U(L) envoie y sur u; i.e., 'application L — P(U(L))
is surjective.

Finalement, d’aprés le Lemme 4.4, lim L/L™ — (7(3) est
—
injective. Il en est donc de méme de L —s 1<i£n L/L™ —
P(U(L))-
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