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Dans les catégories abéliennes [Gro57] possédant assez de projectifs (resp. injec-
tifs), une fagon d’obtenir des invariants, dits homologiques, est de trouver un foncteur
exact a droite (resp. gauche) et de regarder I’homologie du foncteur evalué sur une ré-
solution projective (resp. injective), ce sont les foncteurs dérivés. Cependant, As—alg
n’est pas abélienne, mais elle posséde une structure de modele [Hin97], qui permet
quand méme d’obtenir des invariants homologiques. Ce sont les résolution cofibrantes
dans les catégories de modele qui jouent le role des résolutions projectives dans les
catégories abéliennes, et les adjonctions de Quillen qui jouent celui des foncteurs
exacts d'un coté.

Si on veut obtenir de fagon systématique une résolution cofibrante X 4 5 A,
on peut chercher un endofoncteur F : C — C, muni d’'une transformation naturelle
Me : F — Ide telle que les nx soient des équivalences faibles cofibrantes. A nouveaux,
une facon d’obtenir un endofoncteur et une transformation naturelle de celui-ci vers
I'identité, est de chercher une paire de foncteurs adjoints L et R puis de considérer
la counité de 'adjonction € : Lo R — Id.

C’est ce qu’on s’attachera a faire en détail dans la premiere partie (puis dans la

seconde partie) en construisant une adjonction :

Aug — dga — alg % Conil — dga — coalg
B
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Chapitre 1

Une adjonction cobar-bar pour les

algebres associatives

Ce chapitre est tres largement inspiré de [LV12]. On fixe un corps K de caracté-
ristique nulle. Dans ce qui suit, les espaces vectoriels seront sur K et les applications
entre espaces vectoriels seront supposées linéaires (sauf mention du contraire). Les
algebres et coalgebres seront toujours supposées (co-)associatives et (co-)augmentées

et I'idéal d’augmentation sera surmonté d’une barre, sauf mention du contraire.

1.1 Rappels et conventions

On introduit ici les définitions et propriétés permettant d’atteindre rapidement

I’adjonction voulue.

1.1.1 Algebres

On rappelle la construction de 'algebre libre (unitaire) sur un espace vectoriel
V:

Construction 1.1. Soit T(V) := @ V®" le K-module tensoriel et iy := iy : V <
neN*
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T(V) Uinclusion canonique. T(V') muni du produit de concaténation p :
V1 @ . @, Vepi1 @ . @t (11 ® . @ 2) (L1 ® ... @ xp) =1 ® ... @ 1y,

est une algébre associative libre sur' V', notée F,(V'), ou juste F(V') si aucune confu-
sion n’est possible. L’algébre unitaire augmentée sur un espace vectoriel V- doit quant

a elle vérifier I'adjonction :

HomuAsfalg (.F(V), A) — HOH’IK(V, A)
f — f @) iV
Soit T(V) := @ VO™ le module tensoriel unitaire muni du produit de concaténation
neN

w décrit précédemment et de l'inclusion canonique iy @ V < T(V). Alors ce triplet

F(V):=(T(V), u,iy) est une algébre unitaire augmentée sur V.

Lemme 1.1. Soit M un T'(V)-bimodule et Der(T(V'), M) l’espace des dérivations
de T(V) dans M ([LV12] 1.1.6), alors

Der(T(V), M) — Homy (V, M)

d — dOiV

est un isomorphisme. Autrement dit toute application linéaire f : V — M s’étend de

fagon unique en une dérivation dy : T(V) — M :

Vo @..@u, i dp(1 @ .. Q) = Y. 01 ®...Q f(1;) @ ... ® vy,

1<i<n
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1.1.2 Coalgebres

Définition 1.1. On rappelle les notations de Sweedler :
Alr) =3 7 ® )

et la coassociativité :
2 . ; ik ik
A*(x) = %le ® Ty @ Ty
A

AMz) =22 Q... @),

)

= Y ath ® 27h ® 2, que U'on éerira : o) ® b ® a8,
2,7 (2

Définition 1.2. Une coalgebre coaugmentée (C, A) est dite conilpotente si
Vo € C,3n,Ym >n: A™(z) =0

Un morphisme de coalgebres conilpotentes est un morphisme de coalgebres coaug-

mentées. La catégorie des coalgebres conilpotentes est notée C'onil — Coalg.

Une coalgebre colibre conilpotente sur un espace vectoriel V' dans la catégorie des
coalgebres conilpotentes est la donnée d’une coalgebre conilpotente F¢(V') et d'une
application linéaire py : F¢(V) — V vérifiant la propriété que toute application
linéaire du coidéal d’augmentation d’une coalgebre conilpotente C' dans V' se reléve
en un morphisme de coalgebres coaugmentées C' — F¢(V). Une construction est
donnée par ce qui suit.

Construction 1.2. Soit T°(V) := @ V®" le module tensoriel, py :=m : T(V) —
neN

V' la premiere projection et le coproduit de déconcaténationE] :

V21®..0x, € T(V) : A(11®..02,) == Y 110...02;Nr,11Q...Qx, € T(V)RT(V)

0<i<n

Alors (T°(V'),py,A) est une coalgébre conilpotente colibre sur V', notée F¢(V'). Ob-

1. X est le produit tensoriel au dessus de K, noté différemment pour le discerner du produit
tensoriel ® interne a T'(V).
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servons que le coproduit réduit est donné par :

A1 ®..Qxp) = Y 711Q.07;RKr1Q...0z, € T(V)RT(V)

1<i<n—1

Définition 1.3. Soit (C, A) une coalgebre conilpotente. Une codérivation de C' est

une application linéaire d : C' — C vérifiant
Aod=(d®Id)oA+ (Id®d)o A

L’espace des dérivations de C' est noté Coder(C).

Lemme 1.2. L’application linéaire suivante

Coder(T(V)) — Homg(T<(V),V)

d — py od

est un isomorphisme.

Si f € Homg(T<(V'), V), alors la codérivation correspondante est donnée par

Ve idz)™ = Y Yrle..ef@)e.. 0

1<i<n j

Ou d(z)" est la composante dans V" de d(z) et A" (z) = Zx{ ®..Q 1.
j

1.1.3 (Co)Algebres différentielles graduées

Pour une introduction détaillée au cadre différentiel gradué, le chapitre 1 de
[LV12] est suffisant.
SiV =A{V;} e¢t W = {W,} sont des espaces vectoriels gradués, alors V @ W :=
{(VeoW),} ou
VeaW),:= P VieWw,
i+j=n

Le cas W =V induit par récurrence une graduation sur V" et donc sur T'(V) .



CHAPITRE 1. UNE ADJONCTION COBAR-BAR POUR LES ALGEBRES ASSOCIATIVES10

Soit Ks I'espace vectoriel gradué engendré par s, concentré en degré 1. La suspen-
sion de 'espace vectoriel gradué V' est définie par : sV := Ks® V', et sa dé-suspension
sV par Ks7' ® V, ott Ks™! est concentré en degré -1.

L’espace des morphismes d’espaces gradués de degré r est noté Hom(V,W),.. Le bord
J(f) d’'un morphisme d’espaces gradués f : Vo — Wi, de degré r entre complexes

de chalnes est donné par :
f) =dwo f—(=1)fody

Ainsi f est un morphisme de complexes de chaines si, et seulement si 9(f) = 0.
Jusqu’a la fin, on utilisera les définitions de Koszul : pour V et W gradués,

I’isomorphisme de symétrie 7 est donné par :

TMW:V®W — WeV

VR W > (=)l @ v

Pour f:V — V' et g: W — W’ des applications linéaires de degré | f | et | g |, leur

produit tensorielf] est
Vo@w: (f®g)(vew):= (-1 fu)® g(w)

Définition 1.4. Si (V,dy) et (W, dw) sont des complexes de chaines, leur produit

tensoriel est le complexe de chaine (V' ® W, dygw) ot
dV@W = dV ®[d—|—[d®dw

Définition 1.5. Un complexe de chaines gradué par le poids M est un complexe

de chaines M, muni d'une décomposition en somme directe de sous complexes de

2. La tensorisation — ® — reste associative.
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chaines M@ .
M =@M

deN
Une algebre différentielle graduée par le poids A, ou wdg-algebre, est la donnée d'une
structure d’algebre sur un complexe de chaines gradué par le poids A, telle que le
produit préserve le poids et le degré. On note A? la composante de poids d et degré
n de A. Elle est de plus dite conneze si A =K.14

1.1.4 Convolution

Définition 1.6. Soit (C, A, €) une dg-coalgebre et (A, p, u) une dg-algebre,
on note Hom(C, A) := @ Hom(C, A),.
reZ

La convolution :

Hom(C,A) @ Hom(C, A) — Hom(C, A)

f®g — frxgi=pof®goA
fait de (Hom(C, A),*,0,u o €) une dg-algébre unitaire.

Définition 1.7. Soient A une algebre munie d’une dérivation ds : A — A et M un
A-module a droite. Une A-dérivation sur M est une application linéaire d : M — M
telle que

Va,¥m : d(m.a) = d(m).a + m.ds(a)

Proposition 1.1. Toute application linéaire o : C' — A d’une coalgébre graduée vers
une algébre graduée, induit une application linéaire d, : C @ A — C ® A qui est une

A-dérivation et C'-codérivation, par :
d = {Id®@p)o(lde @ a® Idy)o (AR Idy)

Toute application linéaire v : C' — A induit une dérivation sur C' ® A par

do = dega + d], . On aura besoin du lemme suivant dans la section suivante.
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Lemme 1.3.

1.2 Adjonction cobar-bar

On rappelle qu’on a les paires d’adjonctions suivantes (ou les fleches opposées

sont adjointes) :

K — Mod
% U
v TolU N
Aug — alg - onil — coalg
TcoU

qui fournit une adjonction entre la catégorie des algebres augmentées Aug — alg et la
catégorie des coalgebres conilpotentes Conil—coalg, qui s’étend au cas graduéff} Cette
adjonction, se factorisant par K-Mod, oublie les structures d’algebres et coalgebres.
Dans la section qui suit, on s’attache a construire une adjonction entre les catégories
des algebres différentielles graduées augmentées dg — Aug — alg et des coalgebres
conilpotentes différentielles graduées dg — conil —coalg qui n’oubliera ni les structures
de (co-)algebre ni les différentielles internes.

Soit C une dg-coalgebre conilpotente. Un point technique intervenant dans la
section suivante nous invite a plut6t considérer F(s~'C) et non simplement F(C).

On peut alors munir 'algebre QC' := F (s_lc_') de deux dérivations d;,; et dey :

— dipt == 3 d(s-16y9n, explicitement donnée pour tous sl ® ... @s 1z, € QC
neN
par :

dmt(S_lJZl@...@S_llL'n) = Z (_]_)i‘H*TI|+~-~+|$i—1|3_15(]1(8),.,®8_1dc($i)®...®8_133n

1<i<n

— degt, Obtenue en prolongeant (voir lemme 1.1) la composée f := (id @ T ® id) o

3. L’isomorphisme naturel en A et C' : Homy_ aug—aig(T(s71C), A) =~ Hom gk (C, A)_; est noté
Ye,a
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A3®Aé3
K8_1®0&>KS_1®K8_1®0®C—'

\ 2lid®7’®id

(stl ® C’)@Z
en une dérivation sur T'(s~1C).
Et A, est le morphisme de degré -1,
Kst — Ks™' @ Ks™!
571 > stT®s!

Explicitement, f est donnée par la formule :

Vslo €570 f(s7ir) = Z(—l)‘m“s_lxi ® sl

i

Lemme 1.4. — d%,=0.

ext —

— dezt o dint + d'mt o dext =0

Esquisse de démonstration 1.1. La coassociativité de Ac implique que d?,, = 0.
Quant a I’égalité derpiodins+diniodeys = 0, elle est conséquence du caractére morphisme

de complexe de chaines de A¢.

QC munit de la différentielle daoc := dint + et :
(QC, doc)

est appelée constructz'onﬂ cobar de C.
Ayant le foncteur d’oubli, fidele

U:dg— Aug — alg — g — Aug — alg

4. Qui est fonctorielle en C'
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on va caractériser I'image de la composée :

Homdg_Aug_alg(QC’, A) ? HOIIlg_Aug_alg<QO7 A) — HomgK(C_', A)_l

Yo, A

Si f:QC — A est un morphisme d’algebres graduées augmentées, alors
f € Homgy— aug—aig(Q2C, A) & fodoc =dao f
Or QC' est quasi-libre et f est un morphisme d’algebres, donc :
fodac=dao f& fodoc-1c=dao fisc
ce qui peut se réécrire :

— [(sdc(z Z D F(s™ad). f (57 ah) = da(f(s ™)
& daoas(z) +agode(r) + 3 (=1)las(a}).a(zh) = 0
<:>8(af)+af*af:0

Ou oy = a(f). L'équation

8(ch)+ozf*af20 (MC)

est appelée équation de Maurer-Cartan.

Définition 1.8. une solution de 'équation de Maurer-Cartan o € Homg(C, A), est

appelée morphisme tordant si de plus elle vérifie :
— a(C)C A
— a(K)=0
L’espace des morphismes tordants[| de C' dans A est noté Tw(C, A).

On vient donc de montrer :

5. qui est un sous-foncteur du foncteur Hom(—, —)
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Proposition 1.2. L’isomorphisme naturel Homg,Aug,alg(T(s_lé’), A) ~ HomgK(C, 121),1

se restreint en un isomorphisme ¢, donc naturel, faisant commuter le carré :

Homy_ gug—aig(T(s7'C), A) —% Homyk(C, A)_,

| T

Homdngugfalg(Qcy A) ”””” —ooos e T’LU(C, A)

Si A est une dg-algebre augmentée, la coalgebre colibre T°(sA), munie de la

différentielle dpy := dips + degt, OU

— dip = Y, 1d¥' @dz @ Id®.

1<i<n

oy (571 ® ... @ 57y) 1= Y (1)l ® L@ sppa ® . @ STy,
1<i<n—1

est appelé construction barﬁ de A :
BA = (TC<SA),CZBA)

En faisant le méme travail que précédemment, on obtient le théoreme suivant :

Théoreme 1.5. Pour toute dg-coalgébre conilpotente C' et toute dg-algébre augmen-

tée A, on a les bijections naturelles :

Homdg_Aug_alg(QC, A) ~ TU}(O, A) ~ Homdg_coml_alg(C’, BA)

1.2.1 Reésolution cobar-bar

Le lemme de Yoneda [Mac| indique que les transformations naturelles d'un fonc-
teur, a valeurs dans la catégorie des ensembles Ens, représentable ( ~ Hom(X, —) )

vers un foncteur quelconque F'; sont paramétrées par F'(X), plus précisemment, on

6. fonctorielle en A
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a la bijection :

Nat(Hom(X, —), F) — F(X)

7 > nx(Idx)

La preuve de U'injectivité fournit une formule pour 7, qui est la suivante : VY € Ob(C),

ny (f) = F(f)(nx(Idx))

En particulier Nat(Hom(QC, —),Tw(C,—)) ~ Tw(C,QC), dont la source est
dg — Aug — alg. Soit ®¢. € Nat(Hom(QC, —), Tw(C, —)) I'isomorphisme naturel vu
a la section précédente. Par le lemme de Yoneda, celui-ci est exactement déterminé
par ¢ := Poo(ldg.) € Tw(C,QC), d’ou :

Vi QC — A QA(f) = Tw(f)Yacuane)) = Tw(f)(t) = for e Tw(C,QC).
Autrement dit, la bijection Hom(QC, A) ~T w(C, A) est donné par la précomposition
par ¢, qui est appelé morphisme tordant universel.

On a, de fagon analogue, le morphisme tordant universel © : BA — A.

Théoréeme 1.6. Tout morphisme tordant o : C' — A se factorise d’une unique fagon

par et :
QC
/ e
C d > A
H!fa\\\\‘( /
BA

Ot g, = O, () et f, = \Ifgl(a)

Théoreme 1.7. Les complezes de chaines BA®, A, AR, BA, C®,QC et QC®,C

sont acycliques.

7. L’isomorphisme Hom(—, BA) ~ Tw(—, A) est noté .
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Démonstration 1.1. Réorganisons la différentielle d, sur BARA en d, = dips+deys

ou :
— diy([say | ... | saplans:) = % (=1)Hlaletaalisg, | | sd(a;) | ... |
1<i<n
S|y + (—1)HalHanllsq, | ) sa,]d(ang) -
— dew([501 | ... | sap)any1) = X (=1)THalHallsq || sazai ||
1<i<n—1
8|y + (— 1) HHlaleFlanllisq | | sa,_1]anan

Soit e @ e : BA®, A - K®K ~ K l'augmentation, et K son noyau. On définit
Uapplication h : K — K par

h([say | ... | san]anyy) :== (—1)"+|a1|+"'+|a"|[sa1 | | say | s(any1 — €(any1))]

On a alors

(h o dint + dint 0 h)([sa1 | ... | sQR)an41) = > (—1)itnttlaltdanlig || sd(ag) | ...

| SQp, | S(CLn—H - 6<an+1))]
+ [sar | .. [ san | s(d(an+1) — e(d(ania)))]
+ Z (_1)i+n+|ai\+...+\an\[Sal |

1<i<n+1
| sd(a) [ o [ s(ant1 = €(anta))]

=0
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(dewt 0 B+ hodey)([sa1 | ... | 8a0)anir) = D (=1) 7 Hmflemltenllsq, | ) sap.ai44 | ...
1<i<n

| S(any1 — €(ani1)]

+ [say | ... | san)(ans1 — €(anyi1))

+ > (—p)tlemltenlise, | sagaig | -
1<i<n—1

| s(ans1 = e(ans)] + [sar [ - | s(an-ang1 — €(an-ani1))]

= —[sar | ... | sanani1 — €(an41)]

+ [say | ... | s(anani1 — €(ananst))]

+ [say | ... | san)(ans1 — €(any1))

= [say | ... | san]ansq

Ce qui donne hod, +d,oh = Id et donc BA®, A~ (Ker(e®e¢),d)) ® (K,0) est

acyclique.

Définition 1.9. Un morphisme tordant o : C' — A est dit de Koszul, noté a €
Kos(C, A), si et seulement si C' ®, A est acyclique.

Remarque 1.1. Les morphismes universels m et v sont donc de Koszul.

Théoreme 1.8. Soit A une dg-algébre connexe et C' une dg-coalgébre connexe. Pour

tout morphisme tordant o : C' — A, on a les équivalences :
1. C®qy A est acyclique.
2. A®, C est acyclique.
3. fo:C — BA est un quasi-isomorphisme.

4. go : QC — A est un quasi-isomorphisme.
Pour la démonstration, on utilisera la boite noire suivante :

Théoréme 1.9. Soient g : A — A’ un morphisme de wdg-algébres connezes (A©) ~
A0 ~K), f:C — C" un morphisme de wdg-coalgébres connexes, o : C — A et

o C"— A" des morphismes tordants tel que o o f = go a.. Alors si deuz parmi les
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trois morphismes f,g et fRqg: C R4 A — C' Ry A’ sont des quasi-isomorphismes,

le troisieme lest aussi.

La preuve fait appel aux suites spectrales.

Prouvons maintenant le théoréme.

Démonstration 1.2. On ne va montrer [’équivalence qu’entre les propositions 1. et
4., les autres étant similaires, et on fait [’hypothese que A et C' sont gradués par le
poids et connexes, cependant le théoréme est vrai sans ces hypothéses [HMS7]).

La construction bar de A ( resp. cobar de C) est une wdg-coalgébre connexe (resp.
dg-algébre connexe), et le morphisme g, : QC — A est un morphisme de wdg-
algébres. De plus g, ot = aoldg, donc par le théoreme précédent, comme Ids est un
quasi-isomorphisme, g, est un quasi-isomorphisme si et seulement Idc ® g, est un
quasi-isomorphisme. Or C ®, QC' est acyclique, donc g, est un quasi-isomorphisme,

si, et seulement si C ®, A est acyclique.

Corollaire 1.10. Soient A une dg-algébre augmentée et C' une dg-coalgebre co-
augmentée. L'unité € : QBA — A et la co-unité v : C — BQC sont des quasi-

isomorphismes.

Démonstration 1.3. On suppose que A et C' sont gradués par le poids et connezes
afin de faciliter la démonstration.
fr=€a:QBA — A, or BA®, A est acyclique par le théoréme 1.10, donc par le

théoreme précédent, €4 est un quasi-isomophisme. La preuve pour v est semblable.

Remarque 1.2. La construction cobar de la construction bar d’une dg-algébre aug-

mentée A, fournit un quasi-isomorphisme surjectif d’une algébre quasi-libre Q0B A

vers A. Cependant QBA = T(s7'T(sA)) contient deux types de tenseurs : les pre-
miers ceux de la construction bar et les seconds, ceux de la construction cobar. Pour
certaines algebres usuelles, dites quadratiques, dont la différentielle interne est nulle :
T(V),S(V),A(V),... Il est possible de faire mieux, en remplacant BA par Al qui sera
(lorsque A sera de Koszul) une sous-coalgébre quasi-isomorphe ¢ H°(B*A) C BA.
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On aura de plus le diagramme commutatif suivant :

QAT —— QBA

G

A

1.3 Une résolution plus économe

Définition 1.10. Soit V un espace vectoriel gradué et R C V®? un sous-espace
vectoriel gradué.
Une algebre graduée est dite quadratique si elle est isomorphe en tant qu’algebre

graduée a
A(V,R) :=T(V)/(R)

Une coalgebre graduée est dite quadmtiqueﬁ si elle isomorphe en tant que coalgebre

graduée a la sous-coalgebre de T¢(V') donnée par

C(V,R)=KaeVeae.a&( (| V¥eRV¥)ae..CcT(V)

i+j+2=n

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de cette section, V sera de dimension

finie.

Définition 1.11. Pour A = A(V, R), la coalgébre duale de Koszul de A est définie
par

A= C(sV,s*R)

On définit aussi l'algebre duale de Koszul
A= A(V*, RY)

ot R* CV*@V* ~ (V ®V)* est orthogonal de R.

8. Une donnée quadratique est un couple (V, R C V®2) et un morphisme de données quadratiques
(V,R) — (V', R) est une application linéaire f : V — V' telle que T'(f)(R) C R’. La collection des
données quadratiques est ainsi organisée en une catégorie et A(—, —), C(—, —) sont des foncteurs.
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Pour C' = C(V, R), l'algébre duale de Koszul est donnée par

Ci:=A(s"'V,s*R)

Lemme 1.11. (A))i = A, (C1)i=C et (A")' = A

Exemple 1.1. — T(V) est quadratique et T(V)' = K ® V*, muni de la mutlipli-
cation nulle ( si V ~K, T(V) ~ K[X]/(X?) ).

— SV)=T(V)/(R=<2Qy—yQz|ry eV >) est quadratique. V est
de dimension finie, donc le morphisme naturel V* @ V* — (V @ V)* est un

isomorphisme, et

f®geR*

SV ey, f(y)g(z) = f(x)g(y)
S2fRe=[R¢g+gRfe<l®lle V> V&2

(par polarisation). i.e. Rt =< 1® 1,1 € V* >. Ainsi S(V)' = A(V*).

— S(V)i = A(sV), ou

AN(sV)=KDsV D .0 < ¥ €(0)s2,0) @ ... ® STo(n) | X1, .2 €V > D... C
O’EGn
Te(sV)

1.3.1 Complexe de Koszul associé a une algebre quadratique

La machinerie des morphismes tordants et le théoreme fondamental (théoréme
1.11) sur les morphismes tordants va permettre de fabriquer un morphisme QA" — A.
Soit A = A(V, R) une algebre quadratique, munie de la différentielle nulle. On définit

le morphisme de complexes de chainesﬂ de degré -1 et poids 0 comme la composée :
kAl A=Al sV >V A

Lemme 1.12. kxk =0, et donc k € Tw(Al, A) .

9. K est en fait naturel en la donnée quadratique (V, R)
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Définition 1.12. Le complexe de chaines (A" ®, A,d,) est appelé le complexe de
Koszul de I'algebre quadratique A.

Lemme 1.13. Le compleze (Al ®@, A,d,;) se scinde en
Al@, A= DA @ A, dy)

Ou (Al ®, A)™ d,) est le complexe :
0— A 5 40D o A0 _y 5 Ai) g g(n=1) _y g(0) _

Et (Al ®, A)(”) = @ AV @ AD et AiD est le sous espace des éléments de poids
i+j=n
d, induit par la graduation de V.

Démonstration 1.4. ds et da sont nulles donc d,, = d..
De plus d (521 ® ... Q 5T, @ Tpy1) = (_1)p_1+|m1|+'“+|mp71lsxl ®...® 5Ty 1 ® [Tp @ Tpy1]
done d (A1) @ A@D) ¢ AIP~D @ AW et ginsi d, (Al @ A)™) C (AI@ A)™ .

Théoréme 1.14 (critere de Koszul). Soit A une algébre quadratique. Les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. Le complexe de Koszul A ®,. A est acyclique.

2. Le complexe de Koszul A ®,, Al est acyclique.

3. f.: Al — BA est un quasi-isomorphisme.

4. ge: QAT — A est un quasi-isomorphisme.
Définition 1.13. Si I'une de ces conditions est vérifiée, alors A est dite de Koszul

Proposition 1.3. Une algébre quadratique A est de Koszul si, et seulement si A' est
de Koszul.

Esquisse de démonstration 1.2. Le dual linéaire de (A' R (AN est AT @, A a

Une SupSension pres.

Exemple 1.2. T(V) et S(V) sont de Koszul [LV12].
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1.3.2 Construction de Ai — B’A c BA

Si A est quadratique, alors

BA=KI1®sA® (sA)*? @ (sA)® @ ...
=Kl @ sV @ (sV*/R@ sV®?)
®(sVE/(VR4+RV)® sV sV /RO sV /R sV & sVE) @ ...

La graduation par le poids sur BA est donnée par w(sa; ® ... ® sa,) = w(ai) + ... +
w(ay,), et le degré de syzygie est défini par

W(sa; ® ... ® say,) == w(sa; @ ... ® sa,) —n

La composante de syzygie de degré d est notée B?A et BA, est la composante de

poids n. A a une différentielle interne nulle, donc dgs = dg.y €t :
— w(dpa(sa; ® ... ® sa,)) = w(sa; ® ... ® say,)
— O(dpa(sa1 ® ... ® 5a,)) = W(sa; @ ... @ sa,) — 1
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Ainsi BA se scinde en (BA,d) = @(BA,,d)) et BA, = @B"A,. La table qui suit
n d
(on 6te les "s" des notations pour plus de lisibilité) décrit BA :

0+ V/(VR+RV) « 2~ (V2 /RaV)® (Vo V®?/R) « 1 V3 (3)
0 d V2 /R d V®2 (2)
0 d 1% (1)
K (0)
3 2 1 0

Ou sont indiqués en ordonnée le poids et en abscisse le degré de syzygie. BA est la

somme directe des cases du tableau et donc il y’a I'inclusion de coalgebres :
Al = O(sV,s2R) < B’A C BA

Lemme 1.15. Ker(djgos) = A/, donc i induit un isomorphisme de coalgebres gra-

duées :
i Al —=— HO(B‘A)

Le méme travail avec une coalgebre quadratique C', fournit un morphisme d’al-

gebres p : QC — (' induisant un isomorphisme
p: Ho(QC) — C'

L’inclusion 7 : At — BA et la projection p : QA — A sont respectivement les appli-
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cations f, et g, données au théoreme 1.6, on en déduit le diagramme commutatif :

QA <%, OBA

ine“‘

A

Lorsque A est de Koszul, le fait que ¢ : Al — BA soit un quasi-isomorphisme nous
renseigne sur ’endroit ot il y’a des groupes d’homologie non nulle dans B*A : B°A. A
posteriori, si on veut un objet X 5 Aavee X quasi-libre, il n’est donc pas nécessaire

de regarder QBA en entier, mais seulement QB°A, voir mieux[7 :
QH°(B*A)

Intuitivement, QA" est comparable en taille a T'(T'(V)) alors que QBA est com-
parable a T'(T(T(V))).

10. PLus généralement, une wdga-algébre connexe A est dite de Koszul si 'homologie de sa
construction bar H(B®A) est concentrée en degré 0.
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Chapitre 2

Cobar-bar pour les opérades

algébriques

La référence principale pour ce chapitre est [LV12], complétée par [Mil12].

2.1 Introduction aux opérades algébriques

2.1.1 S-modules

Définition 2.1. Un S-module est la donnée d’une collection d’espaces vectoriels
M = {M(n),n € N} telle que pour tout n, M (n) est muni d'une action a droite de S,
et ses éléments sont dit d’arité n. Un S-module M est de plus dit réduit si M (0) = 0.
Un morphisme de S-modules f : M — N est une collection de morphismes de K[S,]-

modules f,, : M(n) — N(n) pour tout n. La catégorie obtenue est notée S-mod.

A tout S-module M, est associé un foncteur M : Vect — Vect, appelé foncteur

de Schur associé a M, défini sur les objets par :

M(V) = @M(n) QK[Sn] yen

neN

ou laction & gauche de S,, sur V®" est donnée sur les v; ® ... ® v, par la permutation
g
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des indices. On obtient ainsi un foncteur de schurisation (N) : S-mod — VectVe. Le

lemme suivant permet d’induire des constructions sur la catégorie but Vect"¢, par

exemple les opérations : @, ®, o, en des constructions sur la catégorie S-mod.
Proposition 2.1. Le foncteur de schurisation M — M est pleinement fidéle.

Démonstration 2.1. On procéde en deux temps en montrant d’abord qu’une trans-
formation naturelle ny : M = @M(n) s, (—)®* = N = &N (n) Qs, (—)&" est,

avec quelques hypothéses sur K, nécessairement de la forme

e = P00 : M(n) ®s, (-)°" = N(n) ®s, (—)°")

Puis on montrera que la composition M(n) — M — M est pleinement fidéle.
Commencons par montrer le premier point : pour (k,n) € N2, on considére la k-i¢me
inclusion i¥ : M (k) ®s, (—=)®* < M, la n-iéme projection p? : N'— N(n) ®g, (—)%"
et la composée nf™ .= pron,oif : M(k)®s, (—)®* — N(n)®s, (—)%". Pour tout \ €
K, en considérant \Idy, par naturalité, on obtient )\”n\k,’" = )\kn‘k/". En particulier,
st K* n’est pas recouvert par les racines de ['unité et que k # n, nécessairement
nEn = 0,.

Pour montrer la fidélité, la structure additive de Vect" e

induite par celle de Vect
(celui du but), et ladditivité du foncteur de schurisation impliquent qu’il suffit de
montrer que si f : A — B est un morphisme de S,,-modules non nul alors fo # O,.

La suite exacte courte
0— ker(f) = A—Im(f)—0
induit la suite exacte courte :
0 — ker(f) @ (K")®" — A® (K")®" — Im(f) @ (K")®" — 0

Ainsi Im(f ® Id) = Im(f) ®s, (K™)®" et par le résultat rappelé en annexe, comme
Im(f)#0, on a bien Im(f @ Id) = Im(fxx) # 0 et donc fo # 0.

La surjectivité de Homg (A, B) — Homyqvee (A, B) est d’abord montrée dans le cas
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particulier ou B = K[S,] est la représentation réguliére. En considérant 'application
linéaire K* — V' qui envoie e; sur x;, et en utilisant la naturalité de n, : A— B, on
remarque que 1, est déterminée par les nxn(a®@e; ®...®ey,), ot a parcourt A. De plus

na®e;®...Qe,) = > Niy,in€is @...Q€;,, avec N, ;. € K et les projections
(i1,---yin ) E[L,n]™
de K™ qui envoient e; sur (1 — d;1)e;, ainsi que la naturalité et la K-indépendance

des e;, @ ... ® e; , nous apprennent que n(a ® e; ® ... @ e,,) s’écrit sous la forme

na®e ®...0e,) =( Z Ao.0).€1 R ... R e,

oES),

L’application définie par f(a) == Y A,.0, vérifie f = n,.
gES,
Soit B quelconque : d’aprées les théoremes rappelés en annexe, on peut écrire

B =B,
AEA
B, € K[S,] et on a des morphismes iy : By — KI[S,] et px : K[S,] — By tels
que py o iy = Idg. D’aprés le cas particulier, pour une transformation naturelle
n 1 A — By, il existe f: A — K[S,] telle que fx =iy on, et donc n} = pyo fx. f
définie par

fF=>h

AEA
vérifie bien ne = f. En effet, ne = Y02, ainsi ngn(a @ €1 @ ... @ €,) = (L fx(a)). ®
) )
e1®...0e, € BRs, <e1®..R0e, > B, donc pour tout a, Y. f\(a) est finie. La
)

schursation commutant]]] avec la somme directe, on peut alors conclure.

Corollaire 2.1. Les coefficients dans le développement en série formelle d’un fonc-

teur de Schur sont donc unique a isomorphisme pres.

La catégorie des S-modules est abélienne et toute suite exacte courte s’y scinde, le
foncteur de schurisation est donc exact, et l’adjonction décrite dans 1’exercice 5.11.19

[LV12] implique qu’il préserve les petites colimites.

1. La schurisation admet un adjoint & droite d’aprés l'exercice 5.11.19 [LV12]
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Lemme 2.2. L’image essentielle de M — M est fermée sous @, @ et o. De plus,

on a les formules suivantes :

— MON)(V) ~ @ (M(n) @ N(n)) @xs,) V"

ne
— MQN)(V) ~ EGBN(#E,B IndgfojM@ @ N(j)) Qs VE"
n i+j=n
— MaN)(V) = @ (®M(K)®s,( @  Indg . s, N(i1)®..0N(ix))) ®s, V"
neN keN 11+...Fip=n
O Uaction de Sy, sur P Indgjl x...xsikN(i1)®--~®N(ik)) est induite de laction
11+...Fig=n

de Sg sur iy, ..., ig].

Les définitions de @@, @ et o sur S-mod sont alors immédiates des lors qu’on

demande que :
(~> : (S—IﬂOd, @7 ®7 O) — (VeCtV66t7 697 ®’ O)

commute (aux isomorphismes naturels pres) canoniquement avec ces bifoncteurs.
La composition de foncteurs étant associative, on en déduit que (S—mod, o, I), ou

I:=(0,K,0,...) ~ (~)_1(K) est monoidale (& priori non strictement).

2.1.2 Opérades

Une opérade symétrique, dans la catégorie Vect, P = (P,7,n) est un monoide
associatif unitaire dans la catégorie monoidale (S—mod, o, I) : pour tout n, des ap-
plications linéaires

T @Pk) @5, (@ Indgy s, P(in) ©...® Plir) = P(n)

11+...Fig=n
et une application linéaire
n:I—7P

ou Id := n(lg) € P(1), qui satisfont les relations d’unité et associativité. De fagon

équivalente, c¢’est un foncteur de Schur muni d’une structure de monade :

Ye:PoP =P

2. LA notation [ ndg est rappelée en annexe
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Ne: Id — P

Un morphisme d’opérades f : P — L est, par définition, un morphisme de mo-
noides unitaires : la donnée d’un morphisme de S-modules f : P — L tel que les
diagrammes :
PoP L1 Lo I
AN
P ! c

p—1 .

commutent. La catégorie des opérades symétriques dans Vect, appelées opérades
algébriques, ou juste opérades, est notée Op.

Afin de rendre plus compréhensible la notion de P-algebre, qui en sera un cas
particulier, on introduit d’abord la notion de module (& gauche) sur un monoide P

qui n’est autre qu’une action de P sur un S-module M, plus formellement :

Définition 2.2. Un module a gauche sur un monoide P est un S-module M munit

d’un morphisme de S-modules p : P o M — M associatif et unitaire.

Observons le cas particulier oun M = (A,0,0,...) est concentré en arité 0 : avec
la vision monade, P o M(V') = P(A) est le foncteur constant, et les diagrammes qui

suivent sont commutatifs :

PoP(A) - P(P(A))
)

B
v(Al lﬁ(u) A Y Ba)

P(A) P(A) X JV(A)

Réciproquement, la donnée d’un espace vectoriel A et d’une application linéaire
= YA : 75(A) — A faisant commuter ces diagrammes définissent un P-module,

concentré en arité 0, appelé P-algebre.

Définition 2.3. Une structure de P-algébre sur un espace vectoriel A est une appli-

cation linéaire 4 : P(A) — A telle que les deux diagrammes précédent commutent.
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Un morphisme entre P-algebres A et A’ est une application linéaire f : A — A’ telle
que fovya =4 0oP(f), et la catégorie des P-algebres est notée P — alg.

Pour V' un espace vectoriel, 75(V) est canoniquement muni d’une structure de
P-algebre, par vp,) = Y(P(V)) : PoP(V) — P(V), en effet, I'associativité de
v :PoP:— P implique celle de action vz .

Exemple 2.1. Les S-modules Ass := (0, K, K[S,], ..., K[S,], ...) et As := (K, K, ..., K[S,], ...)
sont munis d’une structure d’opérade induite par les inclusions S;, X ... X S;, — S,
i1+...+i =n . Une Ass-algébre (resp. As-algébre) est alors une algébre associative

(resp. unitaire) au sens classique.

Pour toute opérade P il y a un foncteur d’oubli U : P—alg — Vect, qui a une
P-algebre lui associe 'espace vectoriel sous-jacent. Il admet un adjoint a gauche,

noté F, qualifié de libre et dont on explicite la construction :

Construction 2.1. Pour F, prenons P, et pour unité de Uadjonction v, prenons
n = Id — P. On vérifie alors que le diagramme suivant commute, ce qui donne

Vexistence et unicité de f (nécessairement, f =~40P(f)).

Ou P(A) muni de v(P(A)) est vue comme une P-algébre
F
Théoréme 2.3. Cette construction définie une adjonction P—alg ——— Vect .
U

Définition 2.4. Soit A un espace vectoriel, on définit 'opérade End, comme étant
le S-module Enda(n) := Homg(A®", A) muni de la structure d’opérade induite par

la composition des applications linéaires.

3. Par définition, v4 : P(A) — A est un morphisme de P-algebres
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Proposition 2.2. Se donner une structure de P-algébre sur l’espace vectoriel A est

équivalent a se donner un morphisme d’opérade P — End 4.

Esquisse de démonstration 2.1. C’est une conséquence de l’isomorphisme naturel

Homg, (P(n), Hom(A®", A)) ~ Hom(P(n) ®s, A®", A)

2.1.3 Algebre universelle

Pour une opérade P = {P(n),n € N} quelconque, les éléments de P(n) sont
abstraits mais il est possible de les comprendre comme des opérations n-aires : si A
est une P-algebre, on considere la structure canonique de End4-algebre sur A, dont
le morphisme structurel est noté w4 : Ends(A) — A. Se donner une structure de
P-algebre sur A est équivalent a se donner un morphisme d’opérades P — End, par
la proposition 2.2. Ce qui peut se reformuler de la fagon suivante. 74 est universelle
parmi les structures de P-algebre 4 sur A : il existe un unique morphisme d’opérades

Y : P — Endya tel que le diagramme suivant commute :

P(A) T l
prs TA

P(A) ——

En ce sens, les éléments des P(n), via 1(A), sont bien des opérations n-aires sur A.

2.1.4 Définition d’une opérade par compositions partielles

Pour (P, ) une opérade, les compostions partielles o; sont définies par :

—o0,—:P(m)®@P(n) — P(m+n—1)
HRv = opo v =y7(puRid®..QidR v id.. ®id)

Ou l'identité apparait 7 fois avant v. On a alors les relations suivantes :

— (Aojp)oi1yjv=Ao; (pojv),pour 1 <i<[ 1<j<m
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— (Aojp) op—14m v = (Aopv)o; p,pour 1 <i <k <1
Ou A € P(l),u € P(m),v € P(n). Réciproquement, des compositions partielles

— o; — sur un S-module vérifiant les deux relations induisent une unique structure

d’opérade sur ce S-module.

2.1.5 Opérade libre

Dans une catégorie monoidale (C,®,I) possédant les sommes directes indéxées
par N et telle que — ® — commute des deux cotés avec celles-ci, alors en copiant la
construction de 'algebre libre sur un espace vectoriel, on obient la notion de monoide
libre sur un objet de C'. Les foncteurs de Schur ne commutant, en général, pas avec
les sommes directes, on ne peut pas appliquer ces constructions pour la catégorie
monoidale (S—mod, o, ). On renvoit a |[LV12] pour une construction "a la main'
de T'opérade libre T (M) sur le S-module M ou a [Val09] pour une construction

catégorique, permettant en plus d’expliquer la propérade libre du chapitre 3.

2.2 Constructions d’algebre homologique pour les
opérades

Afin que cette partie soit relativement concise, on omet volontairement les détails

et renvoie a [LV12] pour un exposé précis.

2.2.1 Linéarisation

Définition 2.5. Soient M, Ny, Ny trois S-modules, le S-module M o (Ny; Ny) est
par définition le sous S-module de M o (N; & Ns) tel que M o (N7 & N2)(n) est le

sous-S,-module de M(n) ®s, (N7 & N2)®™ o Ny n’apparait qu'une seule fois dans
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chaque facteur direct. les éléments :

engendrent M o (Ny; Ny). Cette définition est fonctorielle en M et Ny. Le cas parti-

culier ou N7 = I est appelée composition infinitésimale de M et N :
Moy N:=Mo (I;N)

dont les éléments typiques sont notés (p;id, id...,id,v,id...) et pour f : M — N, g :
M' — N’ des morphismes de S-modules, f o) g € Hom(M oy N, M’ oy N') est

définie par :

fow g(psid, ..., v,ad, ...) == (f(p),id, ..., g(v),id, ...)
Lemme 2.4. Pour des S-modules M, M', N, N', on a :

(M@M/) O(l)N:MO(I)N@M/ O(l)N
MO(l) (NEBNI> IMO(l)NEBMO(l) N/
IO(l)N:N
MO(l)I:M

La compostion des S-modules est alors linéarisée, celle des morphismes aussi. On
présente maintenant une linéarisation des mophismes, sans changer la composition

des S-modules.

Définition 2.6. Soient f,g : M; — N; deux morphismes de S-modules, la com-
position infinitésimale de f et g, f o' g € Hom(M; o Ny, My o (N1; Ns)) est définie
par

folg=> f@{dy, ®..0Idy, ®g®Idy, ®...® Idy,)
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Ou ¢ apparrait en i-éme position. Si de plus Ny = N, = N alors la composée
Ido(Id&Id) ;
Myo (N;N)— Myo(N@&N) — Mo N est encore notée f o g.

Lemme 2.5. La composition infinitésimale est linéaire a droite :
fo(g+h)=fog+foh

Lorsque (P,7,7) est une opérade, le produit de compostion infinitésimale 7 :
P oy P — P est définie par la composée :
Yay: PowyP=Po([;P) —— Po (I@Pf)dpmdg)?op =P

De méme, pour une coopérade (C,A,n), il y’a la décomposition infinitésimale A :

C — Co(l) C

2.2.2 Extension au cadre différentiel gradué

Définition 2.7. Un S-module différentiel gradué, abrégé dg-S-module, est une col-
lection M = {M(n),n € N} de S,-modules différentiels gradués. Un morphisme de
dg-S-modules f : (M,dy) — (N,dy) est un morphisme de S-modules gradués, de
degré 0, qui commute avec les différentielles. La catégories des dg-S-modules et ses

morphismes est notée dg-S-Mod.

Le S-module [ est considéré comme un S-module gradué, concentré en degré 0.
Soit Ks := (Ks,0,0,...) le S-module concentré en degré 1. La suspension d'un S-

1

module gradué M est définie par sM = Ks ® M. De facon analogue, Ks™" est le

méme S-module, concentré en degré —1, et la désuspension est donnée par s 1M :=
Ks!® M.

Définition 2.8. Soient (M, dys) et (N,dy) deux dg-S-modules, leur composition
M o N est un S-module gradué, qui est équippé de la différentielle

dMoN = dMOIdN -|—[dM o dN
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Proposition 2.3. La catégorie (dg—S—Mod, o, ) est monoidale.

Définition 2.9. Une opérade différentielle graduée est un monoide dans la catégorie

(dg—S—Mod, o, I) tel que le produit de compostion et 1'unité soient de degré 0.

Définition 2.10. Une dérivation d : T(E) — T(FE) sur l'opérade libre sur le S-

module gradué E est une application linéaire telle que :
v.(dold+Ido'd)=dn~

Ouvy:T(E)oT(E)— T(E) est le produit.

Proposition 2.4. Soit E un S-module gradué. Une dérivation d : T(E) — T(E)

est exzactement déterminée par sa restriction (S — linéaire) au sous-S-module E.

2.3 Adjonction cobar-bar opéradique

2.3.1 Morphismes tordants

Définition 2.11. Soit (C, A, €) une coopérade et (P,,n) une opérade, la collection
Homg (C,P) := {Homg(C(n), P(n)),n € N} est munie d’'une structure de S-module :

Proposition 2.5. Le S-module Hom(C, P) est une opérade, appelée opérade de convo-
lution. Si de plus C et P sont différentiels gradués, alors pour tout S-morphismef :

C — P de degré | f |, la dérivation
o(f) :=dpo f—(-1)Ifode

fait de (Hom(C,P),0) une dg opérade.

Définition 2.12. Pour f,g € Homg(C,P), leur produit de convolution f x g €
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Homg(C, P) est défini par :

A o
frg=CYConc’™ Y Poy, P WP

L’équation de Maurer-Cartan (M.C) dans Homg(C, P) est :

Of)+ 1+ f=0

Une solution de (M.C) de degré —1 est appelée morphisme tordant opéradique. Si
de plus C est coaugmentée par ¢ et P est augmentée par u, il faut que uo f =0 et
foc=0.

Lemme 2.6. Tout morphisme de dg-S-modules de degré —1, av: C — P induit une
dérivation d, : CoP — C o P, de carré nul si et seulement si o est un morphisme

tordant.

Dans ce cas, le complexe obtenu en tordant la différentielle deop est noté
CooP :=(CoP,dy :=deop +d)

et appelé produit de composition tordu da droite de C et P.

2.3.2 Constructions cobar et bar

Pour une dg-opérade augmentée (P,v,n,€), la construction barﬁ de P est la
coopérade Tc(s75), munie de la somme de la différentielle d.,; induite par le produit
de compostion infinitésimal v(;) et de celle induite par la différentielle dp de P, notée
dine. Elle est notée

BP := (T(sP),d := deys + diny)

De méme, pour toute dg-coopérade conilpotent C, la construction cobar de C est
donnée par 'opérade
QC := (T(s7'C),d := dewt + dint)

4. Qui est fonctorielle en P
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Théoreme 2.7. Pour toute dg-opérade augmentée P et toute dg-coopérade conilpo-

tente C, on a les isomorphismes naturels

Homg,—0,(Q2C, P) ~ Tw(C, P) ~ Homgy—coni—0p(C, BP)

2.4 Opérades quadratiques et dualité de Koszul

Une donnée quadratique opéradique est un couple (E, R) ou F est un S-module
gradué et R C T(E)® un sous S-module gradué des éléments de poids 2 de T (E). Les
éléments de R sont appelés les relations. Un morphisme de données quadratiques est
la donnée d’un morphisme de S-modules f : E'— E’ tel que T(f)(R) C R'. On peut
alors, généraliser les constructions faites au premier chapitre pour obtenir l'opérade
quadratique P(E, R) := T(E)/(R) associée a la donnée quadratique (E, R), qui est
universelle parmi les opérades quotient 7 (E) — P telles que la composée R —
T(E) — P soit nulle, ainsi que la coopérade quadratique C(E, R) C T¢(FE), vérifiant

la propriété universelle :

C——— T(B) — T(B)/R

|

C(E, R)

Définition 2.13. Pour une opérade quadratique P = P(F, R), la coopérade duale
de Koszul de P est définie par :

Pi:=C(sE,s*R)

et l'opérade duale de Koszul :
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Ou (12? est le produit d’hadamard de coopérades et * est la dualité graduée arité par

arité et S¢ est la coopérade End$y [LV12] .

Proposition 2.6. 5i P est quadratique, engendrée par un S-module réduit de dimen-

sion finie en chaque arité, alors on a
P =P(s' ST ® B RY)
et
(P =P
Ou R* sera décrit dans la section sur les propérades.

Pour une donnée quadratique (E, R), on a P(E, R)") = E et C(E,R)") = E, on

définit alors le morphisme tordant x : Pi — P comme la composée :
k:C(sE,s°R) — sE DB P(E,R)

Le complexe

Pio, P:=(PoP,d)
est appelé complexe de Koszul de 'opérade P. Une opérade quadratique est dite de
Koszul si son complexe de Koszul associé est acyclique.
Théoreme 2.8. les énoncés suivants sont équivalents :
— Le complexe de Koszul droite Pl o, P est acyclique.
— Le complexe de Koszul gauche P o, Pl est acyclique.
— L’inclusion ¢ : P — BP est un quasi-isomorphisme.

— La projection m : QP! — P est un quasi-isomorphisme.
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Chapitre 3

Propérades

3.1 Introduction

Définition 3.1. Un S-bimodule P est une collection {P(m,n), (m,n) € N*} de K[S,,|®x
K[S?%]-modules a gauche. Un morphisme de S-bimodules f : P — Q est une collec-
tion de morphismes f,,,, : P(m,n) — Q(m,n) de S,, ® S?-modules. La catégorie

des S-bimodules et leurs morphismes est notée S—BiMod.

Exemple 3.1. — A tout K-espace vectoriel V est associé le S-bimodule
Endy := {Homg(V®", V™) (m,n) € N*}

Ou les actions des groupes symétriques sont données par permutation des en-

trées et sorties.

— UnS-module M = (M (n))nen peut-étre considéré comme un S-bimodule concen-
tré en arités (1,n),n € N. Ce qui fait de S—Mod une sous-catégorie pleine de

S—BiMod.

Définition 3.2. Un graphe orienté est un graphe non planaire ou les orientations
des arrétes sont données par un flot descendant et tel que les entrées et sorties de
chaque sommet soient numérotées par les entiers. On suppose aussi que les entrées

et sorties globales du graphe sont numérotées par les entiers. L’ensemble des graphes
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orientés est noté G. Si de plus les sommets d'un graphe g peuvent étre répartis en
deux niveaux N, € {1,2}, g est qualifié de graphe a deux niveaux, et I’ensemble

des graphes & deux niveaux est noté G2.

La composition —o — des S-modules s’étend en une composition des S-bimodules
—N,—:

Définition 3.3. Pour deux S-bimodules P et Q, leur produit de composition Connexeﬂ
Q X, P est donné par

OR. P := (P R Q| Out(v) |,| In(v) |) @x X P(| Out(v) |,| In(v) |))/ ~

gEG2VEN, veN

Ou G? est 'ensemble des graphes orientés & deux niveaux connexes, Out(v) et In(v)

sont les sorties et entrées d'un sommet v, et ~ est la relation d’équivalence engendrée

WA el

o

N N

Autrement dit, les actions des groupes symétriques sur les sommets des graphes

par :

sont données par permutations de ses entrés et sorties.

Proposition 3.1. Soit T = K le S-bimodule concentré en arité (1,1), la catégorie
(S—BiMod, X, I) est monoidale.

Démonstration 3.1. L’associativité du produit X. provient de celle du produit ten-
soriel ® dans K-Mod. Pour montrer la relation d’unité P X.Z ~ P, il suffit de
remarquer que la somme est en fait prise sur les graphes connexes da deuxr niveaux
dont le premier niveaux n’est composé que de sommets a une entrée et une sortie.
L’hypothese de connexité assure que toutes les sorties sont reliées sur le méme som-
met au niveau 2 et la relation d’équivalence assure qu’il n’y ait qu’une seule copie de
P(m,n) dans PR.Z. Ainsi PR.Z ~ @ P(m,n) =P. L’isomorphisme X, P ~ P

(m,n)
se traite de la méme fagon.

1. Pour une formule algébrique, on renvoit & [Val07].
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Corollaire 3.1. les inclusions de catégories monoidales suivantes sont pleines :
(Vect, ®,K) — (S—Mod, o, I) < (S—BiMod, X, Z)

Contrairement aux S-modules, il est possible de composer horizontalement les
S-bimodules : pour f € Hom(V®" V&™) et g € Hom(V®* V&) la concaténation
de f et g est donnée par leur produit tensoriel f ® g € Hom(VEn+k y@m+l) et ]a

définition dans le cas général est :

Définition 3.4. Pour P et Q deux S-bimodules, leur produit de concaténation QP

est donné par

Q ® P(m7 n) = @ K[Sm] ®Sm/XSm// Q(m/’ n,) ® P(m”7 n,/) ®Sn’ XSn” K[Sn]

'm/+7n”:7n
n’/+n'"=n

Le S-bimodule K concentré en arité (0,0) induit une structure monoidale symé-

trique sur la catégorie des S-bimodules munie du produit de concaténation.

Définition 3.5. Une Propérade est un monoide dans la catégorie monoidale (S—BiMod, X, 1)
et un morphisme de propérades est un morphisme de monoides. La catégorie des
propérades est notée Properads. De méme, une copropérade est un comonoide dans
(S—BiMod, X, I).

Définition 3.6. Soient (P, u) et (Q,v) deux propérades, leur produit de Hadamard
PRQ est la propérade définie par
H

{PRQ(m,n) :=P(m,n) ® Q(m,n)}, p®v)
H
Remarquons que p ® v est un abus d’écriture qui utilise I'identification
(PRQ K, PRQ)(m,n) = (P K. P)(m,n) @ (QK. Q)(m,n)
H H

Dans le cas gradué, les conventions de Koszul doivent étre prises en compte.
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Exemple 3.2. Endy est une propérade. Le cas particulier ou V = K est concentré
en degré 1 est noté s et appelé propérade signature, ou propérade suspension [Gan02).
le cas ot K est concentré en degré —1 est noté s~1. Les collections A := {A(m,n) :=
s(m,n)[2 —2m]} et A=t := {A"Y(m,n) := s~ (m,n)[2m — 2]} sont aussi des propé-

rades.

Un autre exemple est donné par ce qui suit : le foncteur d’oubli U : Properads —
S—BiMod admet un adjoint & gauche F et pour un S-bimodule V', (F(V), iy : V —
F(V)) est appelé propérade libre sur V.

Construction 3.1. Soit V' un S-bimodule, la propérade libre sur V est donnée par

la somme sur les graphes connexes G, :

F(V) = (D QV( Out(v) || In(v)]))/ ~
geG.veN

La composition i est induite de la composition des graphes orientés, et le morphisme

V — F(V) est induit par l'inclusion Ge 1y = Ge.

L’application qui & un graphe lui associe son nombre de sommet(s) induit une

partition de I'ensemble des graphes orientés connexes : G. = |] G (n), et ainsi une

neN
décomposition F(V) = @ F) (V).
neN

Remarque 3.1. Pour la définition de copropérade colibre conilpotente (le coproduit
itéré suffisamment de fois de tout élément est nul) sur un S-bimodule V' on renvoit
a [Val07].

Définition 3.7. Une donnée quadratique (V,R) dans la catégorie S-biMod est la
donnée d’un S-bimodule V' et d’un sous-S-bimodule R de F(2)(V). A une telle donnée

quadratique est associée une propérade, qualifiée de quadratique :
F(V,R) := F(V)/(R)

Par extension, une propérade est dite quadratique si elle est isomorphe a une certaine

propérade F(V, R), et binaire quadratique si V' est concentré en arité (1,2) et (2,1).
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Exemple 3.3. La propérade BiLie encodant les bialgebres de Lie est quadratique
binaire, engendrée par le S-bimodule V@ W, avec V =V (1,2) = m.K ou le produit
m est anticommutatif et W = W (2,1) = AK o1 le coproduit A est anticommutatif.

Et pour espace des relations R, [’espace engendré par

—Re= 4 / + <
\
\+ \+

/ l 1 L
— D= /\\ - /\/ + /\/ - \/\+ \/\

3.2 Calculs de duaux

Dans toute cette section, les S-bimodules sont de dimensions finies en chaque

arité. Pour un S-bimodule P, son dual de Czech PV est défini par
PY(m,n) := sgng, Qx P(m,n)* @k sgns,
Et sa suspension sP est définie par
s®@P

ou s est le S-bimodule concentré en arité (0,0) et degré 1 : s(0,0) := K.

Définition 3.8. Soit P = P(FE, R) une propérade quadratique, sa copropérade duale
est définie par

Pl .= F(sE, s*R)

et sa propérade duale est définie par
P= A QP
H

Proposition 3.2. Soit E un S-bimodule (concentré en les arités (1,2) et (2,1)).
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Linclusion EV = A 'sE* — A7V (F¢(sE))* induit un unique isomorphisme de pro-
pérades au dessus de EY :

K
GRIY

®: F(EY) — AYF(sE)) (E)Y

qui induit un isomorphisme encore noté ® :
d: F(EY)/(® A *RY)) — P!

Exemple 3.4. Soit E =V & W un S-bimodule, ot V' est concentré en arité (1,2)

et engendré par des produils \‘/, et W est concentré en arité (2,1), engendré par
des coproduits /\\. L’isomorphisme ® est alors donné sur le sous-module de poids
2 en arité (2,2), Fo)(EY)(2,2), par :
~N. N AN
- 1 == =( 7))

1/\2

| !
N, N,

L L i
47/\/H+/\/:%”Yd
I I
. L P
‘*/\/H—/\/IQAYJ
[ [ s

I P
NS T NS
I [

I I
— NS T N
! l L

Et en arité (1,3) par :

\<>/H\</ﬂﬂ\< %
\ \

— Yo €Sy : \< / . E(U)\</
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Pour V et W deux S-bimodules, on notera (I; W) K. (I;V) le sous-S-bimodule
de (I W)K. (I®V) composé des graphes ayant exactement un sommet indexé par
une opération de V' au niveau 1 et un sommet indéxé par une opération de W au

niveau 2.
Définition 3.9. Soient V' et W deux S-bimodules, une régle de réécriture \ est un
morphisme de S-bimodules :

A (LW)R(LV) = (L V) R (I W)

telle que si on note D) := Im((Id,—\)) et si P:=F(VOW)/(R® D, D S) est une
propérade avec R C F(2)(V), S C Fo)(W), 'application

FV)/(R) R F(W)/(S) =P

est injective.
Lemme 3.2. Soit A : (I; W)X, (I;V) — (I; V). (I; W) une régle de réécriture et
Dy le graphe de —\. La régle de réécriture dans F(EY) :
Ai=@ o —(AT (PN)) 0 @ (LVY) R (LEWY) = (LWY) R, (1;VY)
vérifie :
DS\ = CI)_I(D/J\:132)\>

Démonstration 3.2. On commence par rappeler les deux faits classiques suivants :

— Si f: A— A est une application et ¢ : A = B est une bijection , alors
¢:(Gr(f)) = Gr(¢o fog™)

— Si f : A — B est une application linéaire, en notant f* : B* — A* application
transposée, on a

Gr(f)y-=Gr(=f)

o A® B et B® A sont identifiés canoniquement et Gr(f) est le graphe de f.
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On en déduit alors

D5 = @ H(D_p-11520))
(AT Dy,y)
o

! (ij\_*lsQ/\)

Notons que la derniére égalite est obtenue par finitude des dimensions et exactitude

de A\™'® —.

Théoréme 3.3 (proposition 8.2 [Val07]). Soit P une propérade de la forme F(V@W)/(R@G D D 5),
Re Fo(V),Se FoW)etDyC (ZToW)XR(ZoV)BIZOV)X(TOW) , définie
par une régle de réécriture X, telle que la somme des dimensions de V @ W soit finie.

Alors la propérade duale de P est donnée par

P ~FWYaeVY)/(S®D;®R)
avec pour régle de réécriture N définie au lemme 3.2 et S := ®1(A~'s251), R =
LA IS2RY).

Esquisse de démonstration 3.1. [] reste a vérifier que D, = D5, c’est exactement

l"objet du lemme 3.2.

Exemple 3.5. La régle de réécriture pour la propérade BiLie = F(V & W)/(R &
D& S), avec V =< p >g= \‘/.K et W =< A >g= /\\.K munis des actions par

signature, est donnée par

AN (LW)R(LV)=WegV — (VYK (L; W)
o | i i b [ i |
\ = N T N T NN T N
N, | | | ! J | | !
Calculons \
U N NN 1 P
T )= (= )=+
| ! } ‘

— A
O
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i.e:

1.e :
< N
)\(\A/\)—-l-
J | PN
oo NS
A )=t
J l N
N RN~ NS
— A )0 T ) =4
| N PN

Ce qui donne

AN | i AN [ |
Di=< | = ~_~>&< | — ~_~>
N | SN |

N N0
S P e T P e
N | | N | |
Corollaire 3.4. La propérade duale de Koszul BiLie' de la propérade des bialgébres
de Lie, BiLie, est donnée par BiLie' = F(VOW)/(R®D®S) ou 'V est engendré sur
K par un produit commutatif m en arité (1,2) et W par un coproduit cocommutatif
A en arité et (2,1). L’espace des relations, R® D & S, est engendré par
— \< o \>/ l’associateur.
\ \

\ \ .
— / — o le coassociateur .
L/\z\vs // N\,

\
— N
\‘/
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Démonstration 3.3. BiLie=F (Ve W)/(R&D&S) avec Ve W =mKaeAK
et les relations ont été données dans l'exemple 3.3. D’aprés le théoréme précédent,
BiLie' est engendrée par VVOWY = m* K@ A* K, avec m* un produit commutatif et

A* un coproduit cocommutatif. Les relations R+ en arité (1,3) sont 'orthogonal de la

a(1) a(2) (3)

relation de Jacobi : sie, = \/\ ,0 € Ss, alors une base de Foy(VOW)(1,3)
\

est (erq, e(123); €(132)) et la relation de Jacobi s’écrit dans cette base erq+e(123) +€(132)
sont orthogonal est donc engendré par < €7, — €{123); €(123) ~ €(132) >=< €14~ €(123) >

c’est a dire l'associateur. Le cas de larité (3,1) est dual a celui-ci. En arité (1,1)

\
l’orthogonal de 0 est donné par < <> >. En arité (2,2), c’est Dy calculé a Uezemple

\
3.5.
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Annexe A

Rappels

On commence par rappeler quelques résultats fondamentaux sur les représenta-
tions des groupes finis, sous I’hypothese que la caractéristique du corps K ne divise

par 'ordre du groupe.

Définition A.1. Soit G un groupe et H < G un sous groupe de G. Pour un H-
module & droite M, la représentation induite de G sur M est notée Ind$ M, définie
par :

Ind$M = M @5 K[G]

ou la multiplication a gauche H x G — G induit la structure de H-module a gauche

de K[G].

Théoréme A.1 (Maschke). Toute représentation de G est somme directe de sous

représentations irréductibles.

Théoreme A.2. Toute représentation irréductible de G est facteur direct dans la

représentation réqulicre.

Une conséquence de ces deux résultats est que tout K[G]-module est facteur direct

d’un module libre, i.e est projectif. On en déduit un lemme de non-annulation :

Lemme A.3. Soit B un S,-module non réduit a 0, alors

B ®s, (K")®" #0
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PK[S) o (Kv)e
= e1®..R0e,

Démonstration A.1. L’inclusion induit la suite exacte

courte :
0 — K[S,] < (K")®" — Coker(i) — 0

Par projectivité de B, on en déduit la suite exacte courte :
0 = B®s, K[S,] ~ B <> B®s, (K" - B®g, Coker(i) — 0

En particulier, B ®s, (K™)®"™ est non nul.
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