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Introduction

Le but de mon stage (en termes de physique) est d’abord de démontrer comment les électrons
sont distribué sur une plaque métalique sous I'influence d’un champ magnétique dirigé vers cette
plaque. En effet, 'inclusion d’un champ magnétique sur une plaque métalique localise ces électrons
a la frontiére. En particulier, pour un grand champ magnétique les électrons se localisent, exacte-
ment, sur les parties de la frontiére ou la courbure est maximal.

Dans mon stage, je vais étudier les premiers élements d’analyse spectrale du Laplacien magné-
tique, dans un domaine borné, présentés dans le livre de Fournais et Helffer, "Spectral methods in
surface superconductivity" [3].

L’objet d’étude dans ce rapport est un opérateur magnétique de Schrédinger avec des conditions
aux bords de Neumann dans un domaine borné et régulier Q C R%. On va trouver une description
précise des valeurs propres prés du bas du spectre et de la localisation des fonctions propres asso-
ciés. En particulier, les estimations d’Agmon sert & démontrer la localisation des fonctions propres
prés de la frontiére.

Des nombreux références sur cette problématique peuvent étre trouvées dans [3] et [5]. D’abord,
on peut consulter les travaux de Fournais et Helffer [3] concernant 'analyse linéaire de l'opéra-
teur de Schrodinger magnétique qui a été discuté, selon les différentes formes géométriques du
domaine dans R? et R?, des asymptotiques de 1'énergie de I'état fondamental, sa monotonicité
pour un grand champ magnétique et la localisation des fonctions propres, ainsi I'introduction aux
méthodes semi-classiques pour 'opérateur Schrodinger a grand potentiel électrique. De plus on
peut consulter les travaux de Jean-Philippe Miqueu [5] concernant la localisation des fonctions
propres et les estimations d’Agmon du Laplacien magnétique avec annulation locale du champ.

Le chapitre 1, annonce une introduction de la théorie spectrale de 'opérateur Schréodinger a champ
magnétique concernant les extensions auto-adjointes, le bas du spectre et sa dépendence avec le
champ magnétique.

Le chapitre 2, contient une analyse des problémes unidimensionnels qui sont fondamentaux pour
comprendre I'analyse spectral dans les situations de dimension supérieures. On étudie dans ce cha-
pitre des familles d’opérateurs modéles a paramétres sur des intévalles réels, la variation du bas
du spectre de ces opérateurs en fonction du parameétres, ainsi les fonctions propres associés et la
formule de Feynman-Hellmann.

Le chapitre 3, présente le cas ou le domaine est le disque unité, cela jouera un role de base
dans I'analyse des effets de courbure. On étudie dans ce chapitre un modéle perturbé qui sera
lingrédient principal pour obtenir 'asymptotique des valeurs propres pour le disque et par suite
pour obtenir I’asymptotique des valeurs propres pour les domaines & courbure constante.



Dans le chapitre 4, on va présenter des métodes qui permettent 'arriver a I'asymptotique a deux
termes de ’énergie de I’état fondamental dans le cas bidimensionnel et & la propriété de localisation
de I'état fondamental.
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Chapitre 0
Rappels sur le bas du spectre d’un
opérateur auto-adjoint

Dans ce qui suit H désignera un espace de Hilbert . Si P est un opérateur auto-adjoint , alors
on rappelle Pensemble résolvante de P, p(P) , défini par

p(P):={A € C:P — X est inversible} .
Le spectre de P, o(P), est donné par

a(P) = C\p(P) .

On appelle A une valeur propre de P, ¢'il existe u € Dom(P), nou-nul, telque Pu = Au .

La multiplicité de A est la dimension de ker(P — \) .

Le spectre discret de P, 04(P), est un sous-ensemble du spectre constituer des valeurs propres de
multiplicité finie qui sont des points isolés de o(P) .

On définit le spectre essentiel de P, o.4s(P), par

Oess(P) := o(P)\oa(P) .

Le bas du spectre d’un opérateur P est défini comme la borne inférieure de o(P) .

On rappelle ici des résultats sur un opérateur auto-adjoint permettant de faire des estimations
sur le bas de son spectre. Ces estimations permettent égalemant de prouver 'existence de valeurs
propres pour un opérateur dans un interval donné.

Le principe Min-Max permet de relier les quotients de Rayleigh d’un opérateur auto-adjoint avec
ses plus petites valeurs propres.

Proposition 0.0.1. (Prinicipe du Min-Maz) Soit P un opérateur auto-adjoint borné inférieure-
ment, q sa forme quadratique et Dom(q) le domaine de sa forme. On définit le n-iéme quotient de

Rayleigh comme
_ q(v)
fn = sup

2
cvect{tn ..., thp—_1 3+
P1,eeeshn—1€Dom(q)¥ vicegqfrln(q)ip{()}l} ’W”H

(1)

Alors a n fixé, on a l'arternative (a) ou (b) :

(a) L’opérateur P a au moins n valeurs propres (comptées avec son multiplicité) sous son spectre
essentiel el ju, est la n-iéme valeur propre comptée avec mulliplicité,

(b) pn, est le bas du spectre essentiel de P et dans ce cas p, = fint1 = ... et P a au plus n — 1
valeurs propres ( comptées avec multiplicité ) sous fi,.
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Démonstration. Voir par exemple [1]. O

Les fonctions qu’ on a construire pour minimiser les quotients de Rayleigh seront appelés des
" quasimodes ". Il est 4 remarquer que ces fonctions n’ont pas besoin d’étre dans le domaine
de l'opérateur, mais seulement dans son domaine de sa forme. Le théoréme suivant donne une
estimation plus précise si la fonction test est dans le domaine de 'opérateur.

Théoréme 0.0.2. (théoréme spectral) Soit P un opérateur auto-adjoint borné inférieurement et
soit Dom(P) C H son domaine. Soit o(P) son spectre. Alors on a

vAeC, Vi € Dom(P) , dist(A,o(P))[[¢[ln < [[(P =)l - (2)

Démonstration. Voir [1]. O

Proposition 0.0.3. Soit P un opérateur auto-adjoint borné inférieurement et soit Dom(P) C H
son domaine. On suppose qu’il existe a € R et un sous-espace V. C Dom(P) de dimension n tel
que

<P, ¢p><alp]’ ,VpeV,

est satisfait. Alors on a l'inégalité
M(P)<a .



Chapitre 1

Analyse spectral des opérateurs de
Schrodinger

1.1 L’opérateur Schrodinger magnétique

Soit 2 C R™ un ouvert non vide.
Soit A = (A, ..., A,) un champ de vecteur de classe €™ sur Q a valeur re¢l, qui correspond a ce
que l'on appelle potentiel magnétique.
Soit V € €°(Q) a valeur réél, qui correspond a ce que I'on appelle potentiel électrique.
Soit B > 0 un grand parameétre, jouant le role de la force du champ magnétique.
Soit  := rotA, qui correspond & ce que 'on appelle champ magnétique.
Pour n = 2, § défini une fonction, désignée par

x> B(x) =rotA = 0y Ay — 0p, Ar .
Pour n = 3, le champ magnétique est identifié par un vecteur magnétique [ :

B = (b1, B2, B3) = (B2, —Pus, Pr2) = rotA |
ol
rotA=VANA.
On définit U'opérateur Schrédinger par :

PBA,V,Q = Z(—z@g] + BAj>2 + V(IE, B) .

j=1
Dans le cas ou B=1, on peut écrire
Pia=Pi+V=-Vi+V=-A4+V,

avec
Py=—-iV+A=—-iV,,

et
Va=V+id | Ay=(V+id)?.

On donne maintenant une propriété fondamentale qui décrit la dépendance du spéctre de 'opéra-
teur P4 v o par rapport au potentiel magnétique A.

9
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Proposition 1.1.1. (Changement de jauge) Soit ¢ € H*(Q) . Alors les opérateurs P 41wy va et
P 4 v.o sont unitairement équivalents et donc ont le méme spectre. De plus u est un vecteur propre
pour Payvq si et seulement si e®u est un vecteur propre pour Paiveva, et les valeurs propres
associées sont identiques.

Démonstration. La preuve est assez simple si on montre que

e OPAE? = Pasve - (1.1)
En effet, pour tout w € Dom(P4yvq), on a

Pa(e®u) = (—iV + A)(e*u)

= —i(iVpe'Pu + €*Vu) + Ae*u

= Voe'u — ie*Vu + Ae'u

= ?((—iV + A+ Vo)u)

= ePayvsu
ce qui prouve (1.1). D’ou le résultat. O

Ainsi si A; et Ay sont deux potentiels magnétique réguliers vérifiant rotA; = rotA,, avec un

domaine (2 simplement connexe, on sait qu'il existe ¢ € H7_(Q) tel que A — Ay = Vo, et les
opérateurs P4, v et P4, o sont unitairement équivalents.
On peut résumer cette propriétée dans ’assertion suivant : si €2 et V' sont fixés, alors le spectre de

l'opérateur P 4y ne dépend que du champ magnétique 3 := rotA. On remarque cependant que
les vecteurs propres associés dépendent du choix du potentiel magnétique A.

Le lemme suivant donne un résultat trés basique sera utilisé dans le chapitre 4.

Lemme 1.1.2. Soit n € {2,3} et soit rotA = 3. On rappelle les conventions que pour n =3, =
(B1, Pa, B3) est un vecteur et pour n = 2, f = B est une fonction. Alors pour tout j, on a l’inégalité

||V,4u||2 =< Pyou,u>> / B;(x) |u(a:)|2dx
Q

Démonstration. En utilisons la définition du rotA, c’est-a-dire, dans le cas on n = 2, rotA =
O, Ay — 01, Ay, et dans le cas onn = 3, rotA =V AA, (A est le produit vectoriel usuel dans R?),
on remarque que

ﬁj(l’) = —z[@xk + ZAk, &El + iAl],
pour un certain k et [.
Soit X; = 0,, +iA;. Alors avec cette notation, on a

Bi()u()ule) = —ilXn Xu(@ul@)

= —iu(z)(Xp Xu)(z) + iu(z) (X, Xpu)(2).

En intégrant sur €2 et en faisant une intégration par partie, on obtient

/Q Bi(@) Ju(x)|* dz = /Q —iu(a) (XpXou) () + iu(e) (X Xyu) (z)do

=1 < Xku7Xlu > —1 < Xlu,Xku >12
=23 < Xlu,Xku >r2 .
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Mais
2 |% < Xy, Xpu >| <2 |< X, Xpu >|
< 21Xl | X
< {1 Xl + [ Xl
n
2
<3 Xl
m=1
= [|V.aul®,
ainsi,

/Q 8,(a) Ju(@) dz < ||V aul.

1.2 Les réalisations Dirichlet et Neumann
Dans le cas ou €2 est un ouvert borné de R”, on considére les réalisations Dirichlet et Neumann.

Les réalisations Dirichlet et Neumann pour le Laplacien magnétique peuvent étre discuté en détails
dans [4] (forme quadratique du Laplacien, extension Friedrichs et le théoréme de Lax-Milgram).

1.2.1 La realisation Dirichlet

La realisation Dirichlet correspond a la prise de 'extention dite Friedrichs associé a la forme
quadratique

%,°(2,C) 3 ur—r Qg’vﬂ(u) = / |VAu(x)]2 + V(x) \u(x)|2 dr .
Q
Cette forme quadratique est semi-bornée, en effet, pour C = ||[V|| g +1 >0, on a
/ Vau(@)[* + V(2) [u(@)[* dz > =C |Jul;,Yu € €G°(Q) .
Q
Pour Q est régulier borné , on pose :
VP(Q) = Hi(Q) .

On considére la forme sesquilinéaire ¢y, définie sur V2 (Q) x VP (Q) par

(u,v) = q5yq(u,v) = /Q(VAu(x).VAv(:U) + V(z)u(z)v(z))dz .

Alors d’aprés le lemme de Lax-Milgram, on peut associer un opérateur auto-adjoint PQ,VQ défini
par

Dom(P% o) == {u e V’(Q) : VP(Q) = C est linaire et continue pour la norme ||| 2o}

v HQE_V,Q(UKU)
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et pour tout u € Dom(P% o) on a
< PQMQU, v >r20)= qf,v,ﬂ(u, v),Yv € VP (Q).
Le domaine de cet opérateur peut étre caractérisé par
DOTTL(PA,V;QU) = {u c VD(Q) . PAV’QU c L2<Q)} . (12)

En effet,
Soit u € VP(Q) = H}(Q) tel que Payou € L*(). En utilisons une simple intégration par partie,
pour tout v € 65°(2), on a

Bl v) = / (Vau(@).Vav(a) + V(2)u(@)o(z))dz

= /Q((—AA + V)u(z)v(z)dx

=< PA,V,Quav >12(Q) -

Alors en utilisons la densité de 65°(Q) dans Hy(2) et I'négalité de Cauchy Schwarz, on obtient
|4 va(uv)] < [Pavaull .- [vll: , Yo € VP(Q),

ce qui montre que u € Dom(Pﬁ’y’Q) .
Réciproquement, soit u € Dom(P% ), alors VP(Q) - C se prolonge en une forme
v Hquv’ﬂ(u,v)

linéaire continue sur L*(€) et donc par le théoréeme de représentation de Riesz , il existe un unique
X € L*(2) telque

qEMQ(u) =< x,v >,V € L*(Q),
en particulier,

qﬁwﬂ(u) =< x,v >p2,Yv € 65°(Q),
ce qui donne que

PA’V’QU =X E LZ(Q) .

Ainsi (1.2) est prouvé .
Par conséquent, en utilisons un théoréme de régularité (voir par exemple [4]), le domaine défini
dans (1.2) peut étre caractérisr, si 2 supposer étre régulier, comme

Dom(P% ) = Hy () N H*(Q). (1.3)

H; () s'injecte de fagon compact dans L*(Q2), ce qui implique que le domaine de PZ , s’injecte
de fagon compact dans L?(€2). Alors PEMQ est un opérateur auto-adjoint a résolvante compacte,

et donc le spectre consistera en une suite non décroissante, discrets, de valeurs propres notées par
D
A7 (A, V. Q).

1.2.2 La réalisation Neumann

La réalisation Neumann correspond & prendre d’abord 'extension Friedrichs de la forme qua-
dratique

%,°(2,C) 5 u Qg’vﬂ(u) = /Q |VAu(x)]2 + V(x) \u(x)|2 dz .
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Ici encore, 'existence de 'extension Friedrichs aura lieu, c¢’ést-a-dire, s’il existe un C' > 0 tel que
/ IV au(z)]> + V(z) |u(z)|? de > -C Hqu Vu € 65°(9) .
Q

L’ouvert €2 étant borné et régulier, le domaine de la forme est dans notre cas donné par
VN (Q) = H'(Q).

Soit ¢ = qg{m la forme sésquilinéaire associé a ()4 y.o, définie par
VV(Q) x VV(Q) 3 (u,v) — /(VAu(x).VAv(x) + V(z)u(z)v(x))dz.
Q

Alors d’aprés le lemme de Lax-Milgram, on associe un opérateur auto-adjoint PXV@ par

Dom(PY .q) == {u e VV(Q): V() - C est linaire et continue pour la norme ||| 12y}

v Hqg’v!ﬂ(u,v)
et pour tout u € Dom(PY ), on a
< Py au,v >r20)= ¢} volu,v) , Yo € VV(Q).

On appelle réalisation de Neumann du Laplacien magnétique cette extension auto-adjointe PXVQ
et condition de Neumann magnétique au bord la condition suivante :

(—iV+ Auw =0 sur 09,

pour toute fonction u appartenant au domaine de 'opérateur Dom(P% ) o v désigne la normale
unitaire intérieure a OS2
Le domaine de l'opérateur P2, est alors donné par :

Dom(PXV@) = {u € L*(Q), (—=iV + A)?u € L*(Q), (—iV + A).v = 0 sur 00}.
Lorsque 2 est borné et régulier, un théoréme classique de régularité (voir [4]) donne :
Dom(PY o) ={u € H*(Q) : v.(—iV + A)u = 0 sur 6Q}. (1.4)

Les valeurs propres de I'opérateur Schrodinger de Neumann sera désigné par )\j-v. De méme, comme
la réalisation Dirichlet, le spectre de cet opérateur consistera en une suite des valeurs propres non
décroissante, discrets.

Remarque 1.2.1. Si on introduit le paramétre B, alors le domaine de ['opérateur Dirichlet est
indépendant de B d’aprés (1.3).

D’autre part si nous voulons un domaine de [’opérateur de Neumann soit indépendant de B, d’apres
(1.4), nous devons imposer la condition

v(z). A(z) = 0,Vz € 0S.
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Remarque 1.2.2. Etant donnée un potentiel vecteur A = (A1, A3), a changement de jauge pres,
on peul choisir le potentiel suivant :

A1(371,552) = - 5(37173/)6@ ) 142(371,552) =0.
0

1l suffit de considérer le changement de jauge ¢ défini par :

¢($17$2):/ Ag(xl,y)dy—l—/ A (241,0)dz,
0 0

qui vérifie

A=A-Vo.
En effet, remarquons que
0 2 90A
A1($1,l‘2) - a_jl(fﬁhl”z) = A1($179€2) - ; a_mf(xlay)dy - Al(xho)

= Ay (21, 22) — / B(x1,y)dy — Ar(z1,72) + Ar(21,0) — Ay (21,0)
0

1‘11(3317 552),

et

A2(513‘1,5€2) - —(551,552) = A1(£U1,JU2)~

aZ'Q

Ce choiz vérifie bien la condition A.v = 0 sur la frontiére de Uensemble {x5 > 0}.

1.3 Opérateur Schrodinger magnétique sur 1’espace R" tout
entier

Dans le cas ou 2 = R", on considére la condition V' > —C pour un certain constant C' > 0.
Alors on peut considére 'extension Friedrichs de la forme quadratique

G (,C) 3 u Quyg = /Q ]V,w(x)]z + V(x) ]u(x)\z dx .

Le domaine de forme est caractériser par
V(R") = {u € L*(R") : Vu € LA(R™), (V + C)zu € L*(R™)}.
Le domaine de l'opérateur associé est alors donné par
Dom(Pay) = {u € L*(R") : Payu € L*(R")}. (1.5)

Cette extentsion de Friedrichs est 'unique extension auto-adjoint dans L?(R") a partir de €5°(R™)
et que son domaine satisfait (1.5). En effet, il suffit de prouver que I'opérateur (65°(R"), P4, ) est
essentiellement auto-adjoint. C’est le résultat du théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1. Supposons que P = Pay = (—iV + A)2 + V est borné inférieurement sur
C:°(R") et que V € €°(R"), A € €*(R™). Alors P est essenticllement auto-adjoint.
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Démonstration. P est borné inférieurement, alors il existe C' > 0 tel que
<u,Pu>p2> —C |ull32, Vu € E°(R™),

ce qui donne que
<, (P4 C+ Du >p2> ||ul3,Yu € E°(R™).

Donc on peut supposer sans perte de généralité en remplacant P par P + C' + 1, que

< u, Pu >p2> |ull3s, Vu € €0 (R™). (1.6)
On rappelle que H, Clomp(R”) est 'ensemble des distributions dans H'(R") avec support compact.
Par la densité de €5°(R") dans Hp,, (R"), I'inégalité (1.6) nous donne
<u,Pu>p2> ||u|\ig Yu € H;omp(]R"),
ce qui est équivalent a dire que
IV w72 + /n V(@) [u(@)[* dz > ||ull2, Vu € H oy (R™). (1.7)

Selon le critére général de 'opérateur auto-adjoint, il suffit de vérifier que I'image de P, R(P), est
dense dans L*(R").
Soit f € L*(R™) tel que

< f,Pu>=0,Yu € 6;°(R"). (1.8)
On va montrer que f = 0.

D’abord montrons que f € Hz  (R™)
Soit u € 65°(R™), par une intégration par partie au sens de distribution, on a

< fPus= | F@Pulz)ds = / P F(ulr)d

RTL

Alors (1.8) nous donne que

/n Pf(z)u(z)dz = 0,YVu € 6;°(R"),

ce qui implique que
Pf=(—-iV+A?+V)f=0

au sens de distribution, et donc
(—iV + A?f = -V fe L*(R").

Alors, la théorie de régularité élliptique standard pour le Laplacien implique que f € Hz_(R").
On introduit maintenant, une famille de fonctions de troncature, i, définit par

T *
Xk(T) = X(E),Vk e N7,
ou x € 65°(R™) satisfait 0 < x <1, x = 1 sur la boule unité B(0,1), et suppx C B(0,2).
Pour tout u € €;°(R"™), on a l'identité

| it Vatuads + [ 3@V @ @u)ds

n
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=< [, P(xiu) >z + - V()" fz)u(x)d

+ /n Xe (@) V(@) [f(2)V au(z) — u(z)V o f(x)]dz. (1.9)

En effet, soit u € €5°(R™), par une intégration par partie au sens de distribution, on a :

/n Valxef).-Valxpu)de + / Xa(2)V(2) f(x)u(x)dx

n

=< VA(ka),VA(XkU) >r2 + < f, XiVu >r2
=< f,—xxAalxpu) >12 + < f,V(xiu) >12

=< f,—Aa(xiu) + V(xiu) >z + < f, Aa(xiu) — xpAa(xpu) >12

=< fvP(qu) > + < f, AA(X%“) — XeAa(xru) >p2 (1.10)

D’autre part, on utilisons le fait que
Va(uguz) = (Vug)ug 4+ uq (V auz),
on peut facilement montrer 1’égalité
A (i) = xedalotr) = xxVauVxe + |Vl + Va (o) V)
Ainsi,

< [y Ax(xiu) — xeda(xpu) >12

=< fu|Vxi]> >0 + < f,xaVau.Vxe >2 + < f, Va((xxu)Vxe) > 12

f(@)u(z) \ka|2 dx + f@)xxVau.Vxeder— < Vaf, xgu(Vxg) >r2

R™ Rn

— [ V@ T + [ @V FoVads - [ i@ V) @) Varmds

Rn

= /. Vxu(@)* fx)u(e)de + /n Xk(@) V(@) [f () Vau(z) — u(2)Vaf ()] (1.11)
Alors, (1.10) et (1.11) nous donne (1.9).
Mais f satisfait (1.8), alors

| FataRVatads + [ 3@V @ au)ds

n
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= / V(@) F@)ule)de + / X (2) V(@) [F (@) Vau(z) — u(@)Vaf(@)]de, Yu € C(R™).

n

Cette formule peut étre étendu pour les fonctions v € H} (R™), en particuliers on peut prend
uw=f e H? (R") et obtenir

IV a2 + /R V@) @) dr

= | Vo (@) | |f ()] da + / Xe(@)Vxn(@).[f(2)Vaf(z) = f(2)Vaf(2)]de, Vu € C5°(R")

n

= [ @ @) de+2 [ 0@V S @V af)de

n

Alors

IVaGaDlE: + [ Vi) ol da
= R{abahl+ [ dVi) f@)P dr)

= . \ka(m)\Q \f(x)|2dx. (1.12)

En utilisant (1.7) pour xf € H.,,,(R") et (1.12), on obtient

1B < IV 00 )% + / V() | de

R"
2 2
— [ V@) 7t da.
]Rn
et donc faisons k — 400, et en utilisons le théoréme de convergence dominé on obtient

I1f1I7: <0

et donc f = 0. Ce qui termine la preuve. n

1.4 Caractérisation variationnelle pour 'opérateur Schrodin-
ger magnétique

En utilisant la caractérisation Min-Max (voir chapitre 0), 'infimum du spectre de Ppa v est
donné par

inf(c(Ppava)) = inf M (1.13)
wen{o}  ||ull
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ou V désigne le domaine de la forme quadratique Qpavo.
Comme le spectre est la réunion disjointe du spectre discret et du spectre essentielle

0(Ppava) =0i(Ppava)Uoess(Ppava),

alors I'infimum du spectre peut étre une valeur propre ou un élément du spectre essentielle.

Dans le cas ou l'opérateur est a résolvante compact, c’est-a-dire, le domaine V s’injecte de fa-
¢on compact dans L*(Q), le spectre essentielle est vide. Alors 'infimum du spectre est une valeur
propre. C’est en particulier le cas (pour les conditions au bords de Dirichlet et de Neumann) lorsque
Q est régulier et borné.

Le principe Min-Max permet de controler la continuité des valeurs propres par rapport aux para-
meétres.

Les deux lemmes suivantes sont des conséquences du principe Min-Max pour les réalisation Diri-
chlet et Neumann dans une domaine générale Q C R? (Voir [3]).

Lemme 1.4.1. Soit Q C R? un ouvert, borné, régulier et connexe. Alors le n-iéme valeur propre
de la réalisation Neumann de Py = —A a4+ V est inférieure ou égale du n-iéme valeur propre de
la réalisation Dirichlet.

Lemme 1.4.2. Soit QO C Qy C R? deuz ouverts, bornés et réguliers. Alors n-iéme valeur propre de
la réalisation Dirichlet de 'opérateur Schridinger dans (o est inférieure ou égale a n-iéme valeur
propre de la réalisation Dirichlet de opérateur Schriodinger dans €.

Ces deux lemmes seront utiliser dans le chapitre 2 pour analyser la réalisation Neumann ma-
gnétique dans le cas unidimensionnel.

On appelle énergie correspondante au quasimode u € V |, le quotient

On appelle énergie de 1'état fondamental, I'infimum donné en (1.13), et I’état fondamental c’est le
quasimode qui correspond a cette énergie.

1.5 Diamagnétisme

Dans cette section on va montrer que pour les opérateurs Schrodinger, I'inclusion d’un champ
magnétique augmente ’énergie de I'état fondamental.
Sans perte de généralité fixons B = 1.

Proposition 1.5.1. Supposons que f € Li (R™) tel que Vf € (L (R™)". Alors V|f| €
L}, .(R™) et avec la notation
signz = {

V|fl (x) = R{sign(f(x))Vf(z)} pour presque partout x € R". (1.14)

, pour z # 0,
, pour z =0,

(@SN

on a
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En particulier,

IVIAT< IV,

presque partoul dans R™.

Démonstration. Pour z € C et € > 0, on définit |z|_ par
[zl = Izl + e —e.

On observe que

Soit u € €>°(R"). on définit |u|_ par

On a |u|, € €*(R") et
V|, = ——— (1.15)

en effet, on a

ce qui donne que pour j € {1,...,n}, on a

Oy, (ur)
2v/uu + €2

(O, u) + u(0y,;u)

2/ |ul® + €

R(ud,, u)

J

\/Jul? + e
ce qui prouve (1.15).

Maitenant soit f € L} (R") tel que Vf € (L}, .(R™))™, et on définit fs comme la convolution

Js = f*ps,

ol ps est une approximation standard de 'unité. Explicitement on prend un p € 65°(R"™) avec

axj |U€| -

p> 0,/ p(x)dr =1,

et on définit ps(z) := 67 "p(%), pour z € R" et § > 0.

Alors fs — f, |fs| — |f| et Vfs — V[ dans L} . (R") quand 6 — 0F.

Soit ¢ € 65°(R™) une fonction test. On peut extraire une sous-suite {d }ren (0 0 — 0 quand
k — +00) telque fs, (z) — f(z), pour presque partout = € suppg. Pour simpliciter les notations,

nous omettons le & de la notation et écrivons lim au lieu de lim .
6—0 k——+oo
Ona
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o (Vo)|fl. = (Vo) |f|, presque partout dans R”,
o (VO IflI < IVellf] € LY(R™),

alors par le théoréme de convergence dominé,

Volfldr = lim | (V6)|f].dr

Rn

de méme par le théoréme de convergence dominé, on a
Volfl|.de = lim / (Vo) |fs|, dx.
Rn 6—0t Rn

En utilisant une intégration par partie et (1.15), on a

[ ot o=~ [ RIS,

Rn\/m

Alors (1.16),(1.17) et (1.18) assure que

Vo|fldr = — l@m lim f5Vf5

R™ —0+t5—0+ Rn /|f

De plus, on a

5 TS5V o) (fana) _ ¢§R(7Vf)dx
5—>0+ R7 \/’fT Rn \/W
En effet, on peut écrire
f&vfé i Viz = I, + I,
N W
ol
oR{ (Vfs = V[)}dz,

e \/|f5|2+€2
cb?R{
\/‘f5| —|—€2 \/’f| + €2

En remarquons que

R
\/ f5]? + €

‘[1‘ < H(bHoo va5 - foLl(supp¢) )

on obtient

et donc
I, = 0 quand 6 — 07.

D’autre part

)V fida.

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)
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Vf} — 0 presque partout,

S f
d)%{(\/\ﬁs\%@ \/|f|2+62)
E o ? 1 n
¢(¢\f5|2+s2 \/\f|2+e2)vf < 219l1Vel € LI(R),

alors par le théoréme de convergence dominé

I, — 0 quand 6 — 07,

Ainsi (1.20) est vérifié.
Alors (1.19) et (1.20) nous donne

ngﬁ]f|d:c——lzm ¢ ROV

——dx
e=0t Jrn /|f|2 +62
De plus on a

o OR{F(2)(|f(2)]" + )2V [} — oR{signf(z).V f(x)},
o FEL | <1911V f] € LR,

alors par le théoréme de convergence dominé, on obtient

| Volflde=~ | OR{f(2)V f(z)}dz,

c’est pour tout ¢ € € (R"™), ce qui prouve (1.14).
Par conséquent
VI < IV

et
V ’f| S LLocGRn)'

[]

Théoréme 1.5.2. (Inégalité diamagnétique) Soit A : R™ — R™ dans (L3 ,.(R™))" et supposons
que f € L3, (R") est tel que (—iV + A)f € (L3 ,.(R")". Alors |f| € H},.(R™) et

VIl < [(=iV + A)f (1.21)
presque partout dans R™.

Démonstration. on a
A S (L%oc(Rn))n et f S LLoc(Rn)

ce qui implique que
Af € (Lo (R")",

mais (7 + iA)f € (L3, (RY)" C (LL,o(R"))", alors VA € (LL,.(R")"
Par conséquent, on peut utiliser la proposition (1.5.1) pour conclure que (1.14) est valable pour f.
Puisque R{sign(f)iAf} = 0, on peut réécrire (1.14) comme

VIf] = R{sign(f)(V +iA)f},

et par conséquent, comme |z| > |R(z)| pour tout z € C, on a (1.21) qui se termine la preuve. [
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En utilisant le théoréme (1.5.2), on obtient par la carctérisation variationnelle de I'énergie de
I'état fondamental (1.13),
info(PYg+V)>info(—Af +V), (1.22)

ot —A} représente le Laplacien magnétique.
En effet, en utilisant (1.13), pour tout f € H'(Q2)\{0}, on a

info(—AY +V) < —QV’”(’fD,

frall

et d’apres (1.21), ona
Quallf)) _ Qavalh)

(1721 /(.

ce qui donne que

Qavalf)
1hal

et donc le principe Min-Max (1.13), assure le résultat de (1.22).

info(—AN +V) < ,Vf e H (Q2)\{0},

Par conséquent, I’énergie de I'état fondamental augmente lorsqu’'un champ magnétique est ap-
pliqué.



Chapitre 2

Etude d’opérateur de Schrodinger avec des
potentiels singuliers en dimension 1

Des nombreux problémes spectraux que nous verront aprés peuvent étre complétement décrit
en termes de problémes unidimensionnels.
On étudie dans ce chapitre des familles d’opérateurs modéles a paramétres sur des intervalles réels.

2.1 Oscillateur Harmonique sur R

En fait, le role principal sera jouer par cet opérateur dans sa réalisation sur un demi-axe, mais
avant d’analyser cela, on rappelle quelques résultats sur le cas sans frontiére.
Pour k € N, et I C R un interval non-borné, on définit B*(I) par

BM(I) = {u e L*(I) : tPu'? € L*(I),¥p,q € N tel que p+q < k}. (2.1)

L’oscillateur harmonique sur R est défini comme 'opérateur

2
hO =t t27 (22)

sur le domaine Dom(ho) = B*(R). Cet opérateur est 'unique opérateur auto-adjoint associé a la
forme forme quadratique sur B'(R) :

BY(R) 5 u —> /un'(t)F + P ()Pt (2.3)

Cet opérateur est positif & résolvante compacte et son spectre est constitué de valeurs propres
simples :

o(ho) ={(2j—1),j e N"}. (2.4)
De plus le base orthonormé correspond aux vecteurs propres {¢;} (associés aux valeurs propres
2j — 1,7 € N*) sont générées a partir du Gaussien

o1(t) = W%e%, (2.5)
a travers 'action de création p
L=——+t,
dt

23



24CHAPITRE 2. ETUDE D’OPERATEUR DE SCHRODINGER AVEC DES POTENTIELS SINGULIERS |

par la formule : 4
pj = c; L o, (2.6)

ou ¢; € R une constante de normalisation.

2.2 Oscillateur harmonique sur un demi axe

Pour ¢ € R, on considére la réalisation de Neumann hV¢ dans L?*(RT) associé a I'opérateur

—% + (t + £)?, c'est-a-dire, )

HVE = —m T (t +&)?

et
Dom(h™*) = {u € B*(R") : «/(0) = 0}. (2.7)

2.2.1 Propriétés élémentaire de hV+¢

On énonce des propriétés de 'opérateur hV<. La forme quadratique associée a hV:< est définie
par

+oo 2 2
(9 () := / WP+ (¢ + ) ()] dr, (2.8)

sur le domaine de la forme B'(R™) défini en (2.1).

Puisque l'injection de B'(R*) dans L*(R*) est compacte, on a opérateur h™¢ est a résolvante
compacte. Puisqu’il est clairement positif, son spectre est constitué d’une suite de valeurs propres
qui tend vers l'infini.

On note ;(€) la j-iéme valeur propre. On note parfois pour simplifier p(§) = p1(§) la premiere
valeur propre de hV:€,

Par le théoréme de cauchy, les solutions de I’équation aux valeurs propres

{—u"<t> +(t+€)2ult) = py(E)ult),
uw'(0) =0,

forment un espace vectoriel de dimension 1.

Les valeurs propres j; sont donc simples pour tout entier j et tout réel {. Si u est une fonction
propre tel que u(0) = 0, alors par le théoréme d’unicité de cauchy, u est nul. Donc les fonctions
propres non-nuls, ne s’annule pas en 0.

Supposons que f est un état fondamental normalisé dans L*(R™) pour h™¢, c’est-a-dire la fonction
propre associé 4 la plus petite valeur propre u(&) de h™<, et donc p(€) = ¢4 (f). Par le principe
Min-Max (1.13),

we) = iy L)

9
weB\{0} [|ull3

ce qui donne que
(&) < g™ (| f]).

D’autre part, en utilisant la proposition (1.5.1), on a l'inégalité

] <171,
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et donc
g 1) < q™O(F) = nl©).
Par conséquent,

1(€) = q™MO(|f]),

c’est-a~dire, |f| & une énergie inférieure.

Par conséquent, nous pouvons supposer que f > 0.

Supposons qu’il existe ty tel que f(¢y) = 0, mais f > 0, alors nous devons avoir f'(ty) = 0, et donc
par 'unicité de cauchy f = 0, ce qui est une contradiction avec la condition normalisée de f. Nous
voyons 'état fondamental sera positif.

Alors, on définit la fonction ¢, 'unique état fondamental normalisé dans L?, strictement positif,
de ™€ associé a u(€).

Maintenant on va étudier des propriétés concernant la fonction

& — u(§).

D’abord, la carctérisation Min-Max montre que ¢’est une fonction continue. De plus 'opérateur
HV:¢€ est clairement positif et donc u(€) > 0.

Proposition 2.2.1. on a

(Lim p(§) = +oo, (2.9)
et
1(0) = 1. (2.10)

Démonstration. En remarquons que
+o0 9 +o0 ) 5
/
we = [l [ eripar
0 0

2 oo 2
> ¢ / |pe|” dt
0

=&, VE>0,

on obtient immédiatement (2.9).

E ) . . d?
n remarque q’'une fonction propre paire de —

dt?
. . 2 , . .
et peut donc se restrindre en fonction propre de —57 + 2 dans RT. Réciproquement, une fonction

+1? dans R vérifie la condition de Neumann en 0,

propre de —% +t2 dans RT peut se prolonger en une fonction propre paire de —% +t? dans R.

Alors la plus basse valeur propre de la réalisation Neumann —% +t? dans RT est la méme que la
valeur propre la plus basse de —% + % dans R qui est 1 ( d’aprés (2.4)). Ainsi u(0) = 1, ce qui
termine la preuve. O

Proposition 2.2.2. Au voisinage de —oo, on a

lim p(é) = 1. (2.11)

E——00

Démonstration. Montrons d’abord la borne supérieure de (2.11).On va choisir comme quasimode,
la fonction
2

u:tr— e_%(t%)
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qui se trouve dans le domaine de forme B!'(R™), et on a

2

dt

+oo
qUWO(u)::L/1 ‘_(t4_g)eé@+®2r_+(t+_gy o3 (t+6)?
0

+o00
:2/ (t+ €)e 39 gy
0

= 6_52

I

de plus, pour £ <0, on a

+oo “+oo
fulle = [ ez [ e tar= YT,
0 0

alors en utilisant le principe Min-Max on obtient

et donc

Pour la borne inférieure, on va montrer d’abord la décroissance uniforme de ¢, au voisinage de 0
quand £ — —oo.

Soit A(€) la plus petite valeur propre de la réalisation Dirichlet h¢ qui vérifie en utilisant le lemme
(1.4.1) que

1(€) < A(E) < AM0) = 3.

Pour R > 0,£ < —R, on a
(R+€)? < (t+&)2Vt <R,

et donc n i

(B¢ [lpear< [ (e o7 el
ce qui donne que .

(R € [ ot < ) = ) <3
et donc

R ) 3
/0 |pe| ™ dit < m,\% < —R. (2.12)

On va choisit maintenant comme quasimode pour 'ocillateur harmonique bg, la fonction

vz x(@ = &)pe(r — &),

ou x € 65°(R), a support dans ]0, 00| tel que x = 1 sur [1, +o0].
La plus petite valeur propre de by est 1, et donc en appliquant le principe Min-Max (1.13), on
obtient

o (v)

1< R
o]l

(2.13)
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oll qp est la forme quadratique associé a bj.

on a
w) = [ WOF + o) d (214)
R
E+1 +00
_ / WO + 2 [o(t)] dt +/ WO + 2 [o(t)]? dt. (2.15)
3 1
En combinant (2.12),(2.13) et (2.15), on obtient I'éxistence de C' > 0 tel que
C
1< p(€) + E,VS <-C,
et donc
lim p(€) > 1.
E——o00
Par conséquent
lim p(§) = 1.
E——o0
O
Corollaire 2.2.3. [I existe &g € R™ tel que
(&) = infu(€) < 1. (2.16)
¢eR
De plus, la deuxieme valeur propre us(€) satisfait
p2(€) > 1,6 € R. (2.17)

Démonstration. En utilisons d’abord 'identité (2.20) qu’on va démontrer aprés

p (&) = [u(8) — €]pe(0)?,

on obtient
1 (0) = o(0)* > 0.
Mais
p(0) =1et lim p(§) =1,

{——o0
et alors il existe £, € R™ tel que
pl&o) = Lim p(€) < 1.

Soit us une fonction associé a po(€), ug, qui est orthogonale & la premiére fonction propre ¢¢ qui
est strictement positif, admet aux moins un zéro x9(§) dans R,. Donc la restriction de ug sur
|z2(€), +00[ est une fonction propre de la réalisation Dirichlet de P'oscillateur harmonique

d2
_@ + (t + §>27 dans ]I2(£)7 +OO[
Donc us(€) est plus grand que la valeur propre la plus basse de ce probléme. Par la monotonicité
du probléme de Dirichlet (voir le lemme (1.4.2)), on obtient que ps(§) est supérieure a la valeur
propre la plus basse de Poscillateur harmonique sur R, qui est égale a 1. Ce qui prouve (2.17). O
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2.2.2 Variation de u et formule de Feynman-Hellmann

On considére maintenant plus en détail les propriétés de & — p(§) et @e(.), qui sont liées a la
formule de Feynman-Hellmann.

Proposition 2.2.4. (Feynman-Hellmann) On a la formule suivante

o =2 e (2.18)

Démonstration. On différencie I'identité suivant par rapport a & :

on obtient
[0eh(€) — 1/ ()]0 () + [67V(8) — u(©)](Fe) (5 €) = 0. (2.19)

En prenant le produit scalaire avec ¢ dans L*(R™), on obtient

< Oeh™ (&) e, pe > —1 ()4 < (8e0)(5€), (BN (€) — p(€))pe >= 10,

ce qui donne
1 (€) =< ™ () e, e > -
Mais
9eh™ (€) = 2(t + ),
alors
/ e 2
pE =2 [+ Qlel
0
m

Proposition 2.2.5. La valeur propre p admet un minimum ©q, qui est atteint en un point & < 0,
et satisfait ©g €]0,1[. De plus, ce minimum est non dégénéré et p est strictement décroissant sur
| —00,&)] de 1 a O et strictement croissant sur [y, +oo de Oy & +00.

Démonstration. Etablissons d’abord l'inégalité suivante

1 (€) = [u(€) — & (0)2. (2.20)

Pour obtenir (2.20), nous utilisons la formule de Feynman-Hellmann (2.18)
+o00 5
wE =2 [ t+oleol dr
0
En procéde en écrivant 2(t + &) = %(t + €)% et en intégrant par partie, cela donne

we=-2 "t e (1) — E20¢(0). (2.21)

Mais
b4 (ge) = p(€)e(€),



2.2. OSCILLATEUR HARMONIQUE SUR UN DEMI AXE 29

ce qui donne que ,
d
—(t+%0e(t) = 5 9e(t) — (&) pe(0).

Ainsi
u@wrazmﬁ@%@%@w—éﬁ@

:—M@Am%wwwm—€%®

= (&) (0)? — 3¢ (0)?
= (u(&) — €)pe(0)*.

Ce qui prouve (2.20).
Dérivons (2.20) par rapport a &, on obtient

/mazww—%wwf+wo—ﬁ%%@?

Soit &, un point critique de u(§), c’est-a-dire, ¢'(£.) = 0, alors

n(€) =&

et
(€)= —260p¢. (0)* # 0. (2.22)

Donc tout point critique négatif sera un minimum local. Ainsi, il peut y avoir au plus un point
critique négatif, car si on suppose que p admet deux points critique négatif & < & < 0, alors
on obtient 'existence d’'un & €]&1, & tel que p admet un maximum local en &3 ce qui est une
contradiction avec (2.22) car & < 0. L’existence d’une point critique négative découle du corollaire
(2.2.3).

Supposons que p admet un point critique positif &, alors d’aprés (2.22) & est un maximum local,
mais 5l_z)zz’b p(€) = +oo, alors il existe & > & tel que p posséde un minimum local en & ce qui est

o0

impossible d’aprés (2.22).
Par conséquent, p admet un unique point critique & < 0 qui est un minimum globale.
On pose

O = infu(§) = (&) < 1. (2.23)
£€R
De plus, par (2.20)
O = &;. (2.24)
Ce qui termine la preuve. O

2.2.3 Formules pour les moments

On fixe
Uy = Pey, (2.25)

et on introduire la constante

C = : (2.26)
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La formule suivante (2.27) est simplement une reformulation de (2.22) :

8) _ e, /6, (2.27)

On définit M, le k-ieme moment, centré en —&y, de la mesure ug(t)dt :

Mk:/ (t + &o) ug(t)dt. (2.28)

Ces moments peuvent calculés comme suit
Lemme 2.2.6. Les premiers moments peuvent erprimés par les formules suivantes :

© 2(0
M0:17M1:O7M2:_07M3_UO()

= . 2.2
5 o >0 (2.29)

Démonstration. Voir 3] (page 38). O
Proposition 2.2.7. on a ©y > %

Démonstration. En utilisons la borne inférieure de I'oscillateur harmonique sur le demi-axe,

+oo
1</ (B + £ |uo (1) .
0

Mais
= (t+&)* — 26t + &) + &,
alors e
L [ OF + 0+ 6 a0yt — 26008, + €,
0
et donc
Cela termine clairement la preuve. O

Lemme 2.2.8. Soit Py = bV (&) — ©¢. Pour ¢ L ug, on peut définit Pyle comme la solution
unique f de

Pof=9¢, | Luo.
Soit %y € L (L*(RY)) le résolvante régularisé :
0
Koo = ,1(/) | o (2.30)
Py ¢, ¢ L u,

(et étendu par linéarité). Alors %y est continue de S(R') a S(R™).
Démonstration. Voir [3]. O

Remarque 2.2.1. Les fonctions propres de b (£)se trouve dans S(RT).



Chapitre 3

Modéle a champ constant en dimension 2
sur le disque

3.1 Introduction
Dans ce chapitre, on considére le disque dans R?. On étudie I'opérateur
Ppr = (—iV + BF)?,

avec la condition aux bords de Neumann, et ot rot ' = 1, c’est-a-dire c’est le cas ou

1
F(SL’l,.TQ) = 5(-%‘2,%1).

Les modéles a courbures constante (comme le disque) sont importants ot la compréhension précises
des domaines généraux €. En effet, si on travaille sur un domaine générale Q0 C R? alors on fait des
approximations aux bords, c’est-a-dire, pour un point xy € 9€), on considére un petit voisinage de
xo et I'approximation est obtenu en considérons le disque avec une courbure est égale a la courbure
de 0) en x.

Le principale but est en effet le cas des conditions aux bords de Neumann.

Le but est d’obtenir une formule asymptotique pour I’énergie de ’état fondamental.

3.2 Modéle perturbé

On va considérer dans cette section une version perturbé de hV<.
Soit 1) assez petit, et on choisit pour la précisions

1
0, —|.

Soit x : R — R une fonction de troncature standard qui vaut 1 sur [t| < 1 tel que 0 < x < 1 et
suppx C [—2,2], et on considére la fonction [ sur RT définie par

[(T) :==71x(2B"T).
On observe que
B

[ = T < —
(r)=71,si7< 5

31
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I(t)=0, siT> B",

et que
0<I<B. (3.1)

On considére, pour §, B > By (avec B assez grand), la forme quadratique

was@) = [ 0= r e+ 56 - per 0 - ek 52)

défini sur I'espace BY(R™).
Cette forme quadratique fermée définit un opérateur non-borné, auto-adjoint, h(d, B) sur

L*(RT; (1 — @)dﬂ

VB
(avec les conditions de Neumann en 0) qui est Popérateur différentielle suivant :
() d U7 d ()| s G
5,B)=—(1— )1 (1— )2 4 (1— “2)2((r+ &)+ B 2(6 — . (33

On note {A;(gys,8)}jen- la suite croissante des valeurs propres de 'opérateur h(9, B). Alors on a
le résultat suivant.

Proposition 3.2.1. Soitn €]0
alors

e Si|6] > MBit7, alors

, ﬁ[. 1l existe des constantes positives ¢o, M et B tel que si B > By,

2
>\1 (Qn,d,B) Z @0 + ComiTL(l, E)

o Si|6] < MBit7, alors
)\2((]77,6,3) > 1.

Démonstration. On rappelle d’abord la forme quadratique non perturbée ¢4 de (2.8).
En utilisons (3.1), on a

1 L(T) > (1— B"_%),

VB
) () /()
T T 1
1——2)t>1-=-=)>(1—-B"2).
(-2 === (-5
Alors
_1 oo / 2 1 -1 (7_)2 ? 2
tnsp(9) = (1 - B" 2)/ ('O + |7+ &+ B720 = B72=o—| o[ dr. (3.4)
0
Remarquons que
-1 711(7)22 L 4
T+&+B 26— B2 5 >(1—€)|T+&+ B 26| — =B (1), (3.5)
€

ot € = B*~3. En effet, il suffit de remarquer que

1 1
(a—0)*>(1—e€)a® — = Va,bER,V0§6<§,
€
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en effet,

e(1 —€)a® < (1 —¢)(Ja — b| + |b])?
< 2e(1—¢€)((a—b)* + b?)
< ela—b)*+ b7,

et donc pour € = B2~z €)0, :[ (pour B assez grand) on obtient immédiatement (3.5).
Alors (3.4) devient

_1 op_1 +eo rroN2 o 2 _opal _1 too 2
Gs(®) > (1-B™ ) (1- B ) / )+ (ot = P 0(0) P dr =B R (157 / () dr,

et donc on obtient I'existence C' > 0 tel que pour tout § € R,
1 5 1 Foo
Gs.n(@) = (L= CBY72)g "5 (9) — OB / [¢(r)[* dr. (3.6)
0

Cela implique par la caractérisation variationnelle (1.13) que, pour tout j > 1,

_1 0 1
Nj(@ns8) > (1= CB*2) (6 + ﬁ) - OB, (3.7)
En particulier, en utilisant le résultat de non-dégénerescence (2.22), ce qui implique 'existence de
¢o > 0 tel que

1(€) > O + comin(|€ — &*, 1),

on obtient )

1 (5 1
A > (1 — CB*72)[0g + ¢omin(l, —=)] — CB*""z,
1(%,5,3) > ( )[©0 0 ( \/E)]

Alors pour M suffisamment grand on a
2

M(qns.8) > © + cgmin(1, E)’

(3.8)

pour tout |8] > M Bt
Maintenant, on considére les valeurs de ¢ tel que |§] < M Bi”, en particuliers, \/LE est borné.

On considére une fonction propres f; de h¥¢ avec une valeur propre p1;(€). Comme mentionné dans
la remarque (2.2.1), f; se décroit exponentiellement & +o0o0. En appliquant la proposition (0.0.3)
au sous-espace V = vect{fi, ..., fn}, ol les f; sont pris avec & = &, + \/LE’ on obtient

) 1
Ni(@noB) < pi(&o + ﬁ) +CB* 2, (3.9)

ot la constante C' est uniforme pour |§] < MBat".
En combinant (3.7) et (3.9), on trouve

0 _1
A (ns,8) — 115(&o + ﬁ) < CB* 7. (3.10)

En particuliers, on peut conclure en utilisant (2.17) que ¢, 5 5 admet exactement une valeur propre
inférieure a 1 pour B suffisament grand. Ainsi la preuve est terminé. O
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Maintenant, pour analyser la preuve de la proposition suivante, on va utiliser des opérateurs

différentielles définit par :
2

d
Eo = E)N’go = _W + (T + 50)2,

2

£ = d%_ +2(7+ &) (0 — %) +27(1 4+ &)3,

2 2

b=+ (- DR ) -

2 2
o 5 2)+37(r+§0),

pour 0 € R.

Proposition 3.2.2. Soit n €]0, ﬁ[. 1l existe des constantes positives C',M et By tel que si B > B,
et |6| < MB1™, alors

M(Gyan) — (g — B2 + M(0)B )| <

), (3.11)
ou Xy est donné par [’expression

A2 (6) = 3C1/Og((6 — b9)? + Co), (3.12)
pour les constantes universelles o, et Cy et avec Cy de (2.26).

Démonstration. D’abord les constantes M et Bj sont les mémes que celle dans la proposition
précédente, dans ce cas % est borné.

B
Pour f € S(RT), on a

140
B3

Hb(é, B)f — (b + B 38, + B‘lkg)f‘

= O

L2RY)

). (3.13)
En effet, observons d’abord (en utilisons le fait que f € S(R¥)) que [ vérifie

oo 2 B 2 +oo 2
/0 (I(r) —7)2 ‘f(k)(7)| dr = /Bn (I(1) —7)? ‘f(k)(T)} dr + /Bn 72 ‘f(k)(T)‘ dr

2

= O(B™™),
et
+o0 5
| et ir@par = o)
0
Alors on peut remplacer [ par 7 jusqu’a des erreurs O(B~>°), et donc en regroupant les termes et
par un calcul simple on obtient (3.13).

Soit ug 'état fondamental normalisé connu de h™% avec une valeur propre Q. Soit Ry le résolvante
régularisé considéré dans le lemme (2.2.8). Soit A\;(d) et \y(0) donnés par

A=< ug, Brug >,

et
A2 1= A1+ Ago,
ol
o1 =< ug, taug >, Moo =< ug, (B — A)ug > .
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Ici les produits scalaires sont les produits scalaires habituels en L*(R*;d7). Les fonctions u; et usy
sont données par
Uy ‘= —Rg(él - )\1)U0

U9 1= —Ro{(E1 — )\1)114 + (Ez — )\2)’&0}.

Notons que uy € S(RT) et que, par le lemme (2.2.8), Ry transforme S(R*) en lui méme dune
facon continue. Par conséquent, ug, u;, us sont a décroissance rapide sur R*. En outre chaque
fonction satisfait la condition de Neumann en 0.

Ainsi on définit notre état d’essai par

W= up + B2y + B . (3.14)

D’abord on va expliquer comment les objets ci-dessus (A1, A2, u; et uz) dépendent du .
On peut réecrire £, comme

b= oo 20— )+ &) + (7 )"
Alors

A =< UQ,El’LLo >
+oo +oo oo
=/'uwwwwwmw—®/ v+mmmwm+/ (7 + &) [uo(r) 2 dr
0 0 0

I
= —/ d—‘U0(T)‘2dT+2((S—€3)M1—|—M3
0 T
u3 (0
- —% +2(8 — €)M, + Ms,
ot M et Mj sont les constantes donnés par (2.28).

En utilisant (2.26) et (2.29), on a

2 2
C :“"T(O), My =0 et My = 00
Alors
2 2
_uO(O) up(0)
A = 5 +0+ 5
u0)
3
= —Cl.

Ainsi, A\; est un constant ne dépend pas de ¢
)\1 == _Cl~
On a
u = —Ro(t1 — AM)ug = —Ro(81 + C1)uo,

avec ¢ seulement qui dépend de J et la puissance maximale qui se trouve sur ¢ dans £; est 1, donc
il existe uy g, u;1 € S(RY), tel que
up = 0u11 + U,
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ol uy o et up; sont indépendant de 9.
Remarquons que,
Ao = — < ug, (81 — A1) Ro(t1 — A)ug > .

Puisque \; est indépendant de § alors la puissance maximale qui se trouve sur ¢ dans (¢ —
A1)Ro(t — A1) est 2. Donc A\y(6) est un polynome quadratique en 0.

En observons les expressions des opérateurs différentielles £; et €5, on en déduit que la coéficient
de §? dans \y; =< g, Baup > est égale a 1 et la coéficient de 6% dans A\go = — < ug, (7 +&)Ro(7+
&o)ug > est égale & —4 < ug, (17 + &) Ro(T + &o)ug >.

Alors le coéficient de 6% dans \y() est

1—-4< Uo,(T‘i‘f{))RQ(T—f—&])UO > . (315)
Par conséquent, uy est quadratique en ¢ et
Uy = 8*Us o + Sua1 + usp,

Ol Ug 2, U2 1, Uz € S(RY).
Maintenent on va estimer la norme suivant

9

|66, B) = @0+ MBH + X))}y

ot ||.|| désigne la norme dans L*(R*; (1 — %)dﬂ.

D’abord, en utilisons (3.13), on obtient

1 1 1 _I_ 5 2
[t066.8) = @0+ M2 42030 < 60 = v + B0 — M)+ 57— M 0D,
Mais
.(Eo - @0)¢ = (E(] — @o)UQ + Bié(éo — ®O)U1 + Bil(éo — @0)u2
= Bié(éo — @0)u1 + Bil(éo — @0)%2,

.Bié<él — )\1)1/} = Bié(él — )\1)U0 + Bil(El — )\1)U1 =+ B*%(El — )\1)“2,

OB_l(Eg — )\2)¢ = B_l(kg — )\Q)U() + B_%(Eg — )\2)’&1 + B_Q(EQ — )\2)’&2.
Alors

H(eo —No) + BTE(E — A )Y+ B (e — A2)¢H < B3 ||(k — Oo)us + (81— Ao
+ B_l H(Eo — @O)UZ + (El — )\1)U1 + (EQ — /\Q)Uo”

+ B (B — A)us + (B2 — Ao)us |
+ B || (k2 — Ao)usl| -

En utilisant la décroissance rapide de ces fonctions et que \% <1, ona
o(by — Og)us + (8 — A1)ug est polynome de degré 1 en 0 et B2 0] < ‘;—g, alors
2
1+ |6

B2 || (¢ — Oo)us + (&1 — M)uo|| < O o)
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116 < C%, alors
B2

A2)ug est un polyndéme de degré 2 en § et B

— /\1)U1 -+ (EQ —
3

.<Eo — @0)’&2 + (El
1+ 19|

An)ug + (82 — A2)ug| < O 5 ),

Bil ||<E0 — @0)U2 + (El -

©y)uy est un polynéome de degré 3 en 0, alors

.<E1 — @1)U2 + (EQ —
s 1+ 18]
Bt~ M + (& — A < ()
2
(£ — \y)uy est un polynome de degré 4 en 6 etB~2|6]* = 6—; \l—ﬁ‘ < 5—§ alors
2 2
_ 1+ 6
B2t — M| < (AL,
B2
Par conséquent, en combinons ces résultats, on obtient
P 3
}wH = g | )

H{h(a,B) (@ +MBE 4+ \B

D’autre part,
16l = [0 + B3 + B~ |
= HUO + B_%Ul,o + B_1U2,0) + (B_%Um + B_1u2,1)5 + B U27252H2

1+]5|)

B2

<1+0(

Ainsi, par le théoréme spectral (0.0.2), nous obtenons

: -1 -1 1+ |5|3
dist(©g + M\ B72 + 2B, 0(h(4,B))) = O( 5 ).
2
Comme h(9, B) n’a qu’une seule valeur propre en dessous de 1, nous avons donc prouver que
146
Qo+ MB~H + \B~L + O ;" )
2

/\1(%75,13)

En utilisons le chapitre 2 et (3.15), on trouvr que le coeficient de % dans A\y(d) est

M//(;o) — 3,1/,

Notons que 3C1v/Og > 0, qui exprime la non dégénérescence du minimum de x en &
Comme A\, est quadratique en 4, il existe donc dg et Cy € R tels que

X2(8) = 3C11/O0((8 — 80)? + Co).

Les constantes 50 et Cy sont en effet définis par

361\/ Co TTLZn/\Q ) == >\2<(§0)



38  CHAPITRE 3. MODELE A CHAMP CONSTANT EN DIMENSION 2 SUR LE DISQUE

3.3 Asymptotique de I’énergie de I’état fondamental pour le
disque
Dans cette section on énoncera une estimation asymptotique précise pour I'énergie de 1’état

fondamental. On rappele que les paramétres spectraux Ci, © et & ont été introduits dans (2.23)
et (2.26).

Théoréme 3.3.1. (Asymptotique des valeurs propres pour le disque) On suppose que 2 = D(0, 1)
est le disque unité. On définit 6(m, B), pour m € Z, B > 0, par

§(m,B) :=m — g — &VB. (3.16)
On pose
AB = 27’Lf 5(m,B) — (SA()‘ .
meZ

Alors pour tout n > 0,
M(B) = 0B — CVB + 3C1/00(A% + Co) + O(B"2),
o 50 et Co sont les constantes introduites dans la prewve du proposition (3.2.2).

Démonstration. Voir |3]. O

On peut facilement obtenir des résultats pour d’autre domaines a courbure constante en appli-
quant une mise & I’échelle aux modélers de disque. Soit & € R. Alors le modéle & courbure constant

k est
D(O7 k?_l), st k>0,

QO == { RA\D(0, k1), si k <0,
R2*, sik=0.

En mettant & I’échelle, on voit que, pour k # 0,

B
/\1(Ba Qk) = kz)‘l(ﬁa Qszgn(k))

Par conséquent, on trouve le corollaire suivant du théoréme (3.3.1).

Corollaire 3.3.2. Il existe des constantes positives C' et By tel que si )y est un domaine de
courbure du bord constant k, alors pour tout k € R, B > Byk?,

M (B, ) — (9B — C1kVB)| < Ck>.



Chapitre 4

Asymptotique a grand champ de
I’opérateur de Schrodinger magnétique :
Le cas de la dimension 2

Dans ce chapitre on étudie 'asymptotique de I’énergie de I’état fondamental de 'opérateur
Neumann magnétique P¥ 4.0 quand l'intensité du champ magnétique B tend vers I'infini.
On obtient également les propriétés de localisation de 1’état fondamental.

4.1 Reésultat principal

Soit 2 C R? un domaine borné. On considére 'opérateur Neumann magnétique PgAQ ou B
un grand paramétre et A un potentiel magnétique. Soit 3 = rotA le champ magnétique associé.
On introduit les notations

inf |8(x)| = b , inf |B(x)] = V' (4.1)

e x€of)
Le premier théoréme "approximatif" pour la réalisation de Neumann est le suivant .

Théoréme 4.1.1. On suppose que Q C R? est borné et régulier. Alors

1 : ,
Bl_z}qzoogmfa(PgA’Q) = min(b, Ogb’), (4.2)

ot O est le constant de (2.23).
Un théoréme important que nous aimerions présenter est

Théoréme 4.1.2. Soit Q un domaine borné et régulier de R?. Si le champ magnétique est constant
et non-nul, alors tout état fondamental correspondant a la réalisation de Neumann est localisé quand
B — +o0 pres de la frontiere de €.

Ces deux théorémes ne sont pas necessairement optimaux. Dans de nombreux de cas, on peut
donner des expressions asymptotiques plus précise pour 'énergie de I'état fondamental.
Aussi, dans de nombreux cas, I’état fondamental sera localisé dans une région plus petite, ¢’est-a-
dire prés d’une partie de la frontiére.
On donne un résultat plus précise pour le cas d’un champ magnétique constant.

Théoréme 4.1.3. Soit Q C R? borné et régulier. Si le champ magnétique est constant non-nul,
alors tout état fondamental correspondant a la réalisation de Neumann est localisé quand B — +00
pres des points de la frontiére ou la courbure est mazimal.

39
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4.2 Asymptotique de I’énergie de I’état fondamental

4.2.1 Preuve du théoréme (4.1.1)
Bornes supérieures

Les bornes supérieures sont basés sur la construction des quasimodes appropriés.
Considérons deux cas :

Cas 1 Le cas ou b < Ogyb'.
Supposons sans perte de généralité que 'infimum de [ est atteint en 0 a 'intérieure de €2,
c’est-a-dire, 5(0) = b, et dans une jauge ou

b
Axy,12) = 5(—@,%1) +O(|z*),
on consideére le quasimode
u(z, B) = p2bi Bie= VPPl (),

ol y est une fonction de troncature est égale & 1 au voisinage de 0 et p > 0 doit étre
déterminé. Le p minimal est calculé en minimisant (par rapport a p) I’énergie correspondant
a champ magnétique constant b=1et B=1:

f }(ayl 2y2 up ‘ +‘ ayQ + 2y1 up ‘ dy

[y

ou

Par un calcul simple on a

v 11 N 8
'(% 5¥2)up(y) I‘—W ipé(pyﬁr%l)e v
y2
=7’y + e
(4 2 11 U1 2|2
@+ S| = |- ipk o — g

Alors la quantité de ’énergie sera égale a

1 fy Pydy
2
% T e dy

et on obtient que cette quantité est minimisée pour p = % et que I'énergie correspondante

vaut 1. Ainsi, par le prinsipe Min-Max (1.13), on obtient
info(Pyq) < Bb+ O(B?),
et donc

1
B&ngmfa( BA,Q) <b.
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Cas 2 Le cas ou OV < b.
Soit g € 0 ot |B(xg)| = V. On peut prendre un systéme des coordonnées = +— (s,t) tel
que t(x) désigne la distance a la frontiére et s(z) est une paramétrisation de la frontiére
(c’est changement de coordonnées seront donnés en détails dans 'annexe A).
A T’aide de changement de jauge on peut supposer que A.v = 0 sur 052, et donc dans les
coordonnées (s,t), pour B assez grand, I'opérateur ressemblera

R = —0? + (—i0, + Bb't)?

sur le demi plan ¢ > 0, (plus précisement nous devrions considérer S'x]0, to[ avec les condi-
tions aux bords de Neumann & ¢ = 0 et les conditions de Dirichlet a ¢ = ;).
On considére la fonction

v (t,s) — Bieipos‘/guo(B%Tot),

o RT 2 v — ug(v) est la fonction propre du modéle en demi-droite avec £ = &y et champ
magnétique est égale a 1.
On va choisit pg et 79 de facon que 9 soit une fonction propre de 'opérateur

R = -0} + (—i0, + Bb't)*,
associé au valeur propre BOV, c’est-a-dire,
[—07 + (—i0, + BVt)*|yp = BOub'y. (4.3)
(4.3) est équivalent a
—Br2ull(B21ot) + (poB? + BUt)*ug(B27ot) = O Bblug(B27ot), Vt > 0,

équivalent a dire que,

B3V
CBr2ul () + (poBE + 2 m)ug (1) = O Buo(7), V1 > 0,
T0
ce qui est équivalent a,
b/ b/
—ul(r) (22 4 Z7)2ug (1) = Og—ug (), ¥7 > 0.
T0 7'0 T0

Mais ug vérifie,
—ug(7) 4 (7 + &)?uo(T) = Oguo(T), V7 > 0.

Alors on choisit 7y et py de facon que

b/
@ = 50 et ) = 1,

c¢’est-a-dire,

T0 = \/y et p():fo\/y.

D’autre part la fonction v n’est pas définie dans le domaine S!'x]0,t,[, alors il reste &
tronquer la fonctions ¢ par une fonction de troncature ¢ — x(t) a support compact dans
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10,t0[ et avec une fonction s — xo(s) a support dans un voisinage de 0. Ainsi, la fonction
d’essaie que nous choisissons (pour une constante C' indépendante de B et pour a > 0
arbitraire) est

(b(t? S B) = ¢0(t7 S B)X(t)XO(S)a
ol X
¢o(t,s; B) = CB%e_O‘BZSZe’fO@Suo(V Bb't).

Le calcul de I'énergie de cette fonction d’essaie et le principe Min-Max (1.13), nous donne
info(Py,q) < BO + o(B). (4.4)

En effet, en utilisant les propriétés de décroissance de ug et celle de I'exponentielle du
Gaussien, nous obtenons d’abord

< 6, Rp >p2 = /{W + (=8, + BY)g[* Ydsdt
= [0l + I(=i0. + Byou DG s)dsit + O(B)

uy (VB

_ /{C2Bngle—2aB}152

5 1 2 2
4 C2Be 2B uo(\/Bb’t)‘ ‘gox/Bb’ + 2iaBis + BY| W2()x2(s)dsdt + O(B~).

Ici, les fonctions de troncatures ont complétement disparu et I'integration dans la variable
s est donné sur | — oo, +00], et celle de ¢ sur |0, +oo.
Alors,

5 1
< ¢, Rp>= / {C?B: BY e 2B |y (v BU't)

uo(VBT)|

‘ 2

5 1 1 2
+ C2Bse 0B &V BY + 2iaBis + Bb't| }dsdt + O(B~).

Avec les changement de variables

o =V2aBss et T= vV BU't,

(&VBY + BUt)? = (VBU + BY .. )?

= (50@ + ’F\/B_b’)2
= Bb,(T + 50)2,
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et donc
2
‘gO\/Bb’ + BUt + 2iaBis| = (6VBU + BVt)? + 40?B3
= BY(7 + &)? + 20Bio>.
Ainsi,
02 +o0 +o0 5 9
< ¢,Rp>= e |uy(7)|” dodr

\/ﬁ\/_
C? i +oo oo )

= B b/ —0' !/ d d
V2a /_OO /0 e |ug(7)[" dodr
Cc2 1 [ e ,

* V2a VU / e Juo(7)|" BY (1 + &)*dodr

—oo J0

02 1 +o0 —+oco ) ) .

+ V2a Vi / e |uo(7)|" 2aB10*dodrO(B~)

aVvb J-

c? / e e —a? / 2 2 2
=m0 + & )P

2a teo oo 2 2
+ 02 7B / / o2 |uo(7)|" dodr + O(B~>)
\/_ \/ T “pi +0O(B™™)

Bz
2, /%B\/E@O +C? %\/y +O(B™).

D’autre part, de méme maniére avec ce changement de variable, on a

N

2 T s saphe
ol = [ [ crpteents

co JO
o
V3a Vi

_ (12 11 —00
=C a\/erO(B ).

2
uo(\/Bb’t)‘ dsdt + O(B~)

(B™%)

Alors,

< 6, Ro >p2 CW_Bf@wCQF
H¢H22 c? 2a\f
= BH/©y + aBi + O(B~™)
= Bb/@() —|—O(B)

Alors, d’aprés le principe Min-Max (1.13), on obtient
info(Pypq) < BYOy + o(B),

43

+oo +oo
/ / e Juo(7)|* [BY (1 + &)? + 2aBic?dodr + O(B~™)
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ce qui donne que,
.1 N
B@nglan(PBA7Q) < Ol
Par conséquent,

1 :
B&ngmfa(PgA’Q) < min(b, ©gb’).

Bornes inférieures

Proposition 4.2.1. Soit z € 00 et Ry > 0. Alors pour un certain 0 < p < 1, et pour B
suffisamment grand on a

lﬂ@%V4<BAmFdxz(@ﬂﬂ%@——OB%HMF, (4.5)

pour tout u € H*(Q) tel que suppu C D(zy, RyB™"), ot C' est un constant positif.
Démonstration. Soit u € H'(Q) telque suppu C D(zp, RyB~"). Pour B suffisamment grand on a
suppu C Uy,
o to > 0 est petit et 2y, définit par
Q= {x € Q: dist(x,00) < to}.

Alors, nous utiliserons les coordonnées du frontiére (s,t) définies dans 'annexe A | et on obtient
aprés changement de coordonnées.
Nous choisissons maintenent une jauge pratique

A - (Al, AQ),
ol

Ay(s,t) = — /Ot(l —U'k(s)B(s, t)dt", Ay(s,t) = 0.

Alors, avec un changement de jauge approprié, c’est-a-dire, avec la substitution o = 2%y pour
une fonctions ¢ (sera expliquer en détails dans I’annexe A, proposition(A.0.2)), nous avons pour
suppu C D(zy, RoyB~"),

/K4V+Bmm%x:/ﬂ—w@»1

On définit

- 2
(—i0s + BA)D| + (1 — tk(s)) |00 dsdt. (4.6

/M&t)::—BmJDQ——%ﬁkmD,
b(s,t) = (1 — tk(s))B(s,t) — (1 — tk(0))5(0,0),
ai(s,t) := —/l;(s,t’)dt’.

Alors on a les estimations sur le support de v :
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- Ak = |k(s) = k(0)] < C|lv(s) =v(0)|| < CRyB™7,
- Jpts 0] < CRoB,
Nan(s, )] < [ |b(s, )| dt' < CRyBt.

Sur le suppv, |t| < CB~*, et donc t = O(B~").
Soit B grand tel que 271 < (1 — tk(s)) < 2 sur suppv. Alors on a Péstimation

/ (—iV + BAYu dz > (1 — 1) /(1 ~tho) " |(—i0, + BAY|® + (1 — thy) |0, dsdt

- 2
- C/ |AE| {’(—z’@s + BA)G| +10,0)*Ydsdt —n! /(1 — tho) B2 |0]? dsdt, (4.7)

pour tout 0 < n < 271 et tout u tel que suppu C D(zg, RyB~").
En effet,
Observons d’abord que

(1 —tk(s))™ = (1 = tho) ™)
tAK | -
= 1= th(s))(1 — th(0)) (—io, + BA)p

- 2
> Ot |Ak| {‘(—z’@s + BAl)ﬁ‘ + 1852},

(—i0,+ BAD| 4+ (1~ th(s)) — (1~ tho)) 2

2 2
— tAk|9,9)|

en utilisons le fait que 271 < (1 — tk(s)) < 2.
Alors, en utilisant (4.6), on obtient

/ (=iV + BA)uf* do

> /(1 — tho) ™t

D’autre part, en remarquons que

~ 2 - 2
(—i88+BA1)6‘ +(1—tk:o)|(9tv|2dsdt—(]/|Ak|{‘(—z‘83+BA)77 + 0,9)°}.
(4.8)

Ay(s,t) = A(s,t) + ai(s, b),

on obtient )
(—idy + Bﬁl)é‘ > (1—n) |(—i0, + BAY|" + 5~ B2 o] (4.9)

(4.9) peut étre obtenu d’aprés I'inégalité suivante
1
(21 +2)2 > (1 —n)22 —n 122, V2,20 € C,V0 <y < 37

en prenant z; = (—id, + BA)D et 2, = Ba,o.
Par conséquent, en combinant (4.8) et (4.9), on obtient 'estimation dans (4.7).
Le terme

/(1 — tho) ™" |(—i0s + BZ)@\Q + (1 — tho) |0,0)” dsdt
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représente la forme quadratique a une courbure constante et un champ magnétique constant, alors,
en utilisons le corollaire (3.3.2), on obtient

/(1—tk0)‘1 (=i, + BAYS|" + (1 —tho) |8,5]* dsdt > (©4BS(z)—Cikor/BBA(z)—C) ||7])* . (4.10)

Le second terme est estimer par

~ 2 ~
C/\Ak!{‘(—z’@erBAl)@‘ 4 10,8)%dsdt < CCBQP/](—iV+BA)u\2dx, (4.11)
en effet,
on a
Ak < CRB™ | t = O(B™),
de plus

~ 2 - 2
/‘(—z‘@s+BA1)ﬁ +|6t17|2dsdt§/2{(1—tk(s))_1 (—ids + BA)D| + (1 — tk(s))|0,0]" }dsdt
= 2/ |(—iV + BA)u|” dz,

ce qui donne l'estimation dans (4.11).
Le troisiéme terme est estimer par

! /(1 — tho) " B2&2 |0 dsdt < O B2 |2, (4.12)
en utilisant le fait que
(1 —thy) t <2eta? <C?RAB*t* < C?RyB~*.

Nous choisissons 7 = B2~2 et p = 3 alors, on combinons (4.7), (4.10), (4.11) et (4.12), on obtient
J 109+ Bayaf do = (1= B4)(80B5(:) - Cuhon/BBC:) - ©) [l
—~CCB™i / (—iV + BA)u|* — CB7 ||5]|2.
Par conséquent, pour B suffisament grand on a
109 + Bayf do > (8035(:) - CBY) Jul,

pour tout u tel que suppu C D(z, RyB~"). Ce qui termine la preuve de la proposition (4.2.1). O
Proposition 4.2.2. Il existe des constantes positives C et By, telles que, pour

BA(z) , d(z,00Q) > B3,

©oBp(x) , d(z,00) < B~s,
on a

/Q ((—iV + BA)u|* dz > /Q<Uﬁ(x) — CB%) |u(z)|? dx, (4.14)

pour tout u € Hj,(Q) et tout B > By.
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Démonstration. Soit 0 < p < 1. Alors il existe un C' > 0 tel que, pour tout Ry > 0, nous pouvons,
en mettant & 1'échelle une partition standard de 1'unité de R2, et en la restreignant a €2, trouve
une partition d’unité Xf satisfait dans €2,

> NP =1, (4.15)

SV < Ory?B™, (1.16)

J
et
supp(x;) C Q; = D(z;, RyB™"),
ot D(c,r) désigne la boule ouvert dans R? de centre c et de rayon r. De plus nous pouvons ajouter
la propriété
soit suppr NN =10 ou z; € ONN. (4.17)

Selon les deux altérnatives de (4.17), on peut décomposer la somme de (4.15) sous la forme

2= 4D

int bnd

ot "y . " fait référence aux j tels que z; € 2, et "), " fait référence aux j tels que z; € 0.
Alors

Q) =3 Q0Fu) = S |[|[VZ | ul|* Yu € H (). (4.18)
J J
Ici Q = QY 4, la forme quadratique magnétique définie par
QN 4(u) = /Q |(—iV + BA)u|* dx = /Q IV gaul® dz,Yu € HY ,(Q).
Pour vérifier 'égalité dans (4.18), il suffit de voir que

‘VBA(Xfu)f = |X}9V3Au+ (fo)u‘2
= |X}B‘2 IV paul® + ‘fof ul? + 2R(XPVx P uV pau),

et donc

S0 =3 [ I Il e+ 3 [ (90 s

= Q)+ Y |[vx2 ]

2
)

ce qui prouve (4.18). Nous pouvons réecrire le coté droit de (4.18) comme somme de trois termes

Qu) = Y- QU u) + - QU ) = DIl ull” Yu € Hia(9). (4.19)

int bnd

Pour la derniére terme sur le coté droit de (4.16)

Z 7|l < B Ry [lul*. (4.20)

J
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le premier terme sur le coté droit de (4.19), peut étre estimer par le bas en utilisons (1.1.2). Le
support de Xfu est en effet contenu dans €.

Donc nous avons )
> Q(Pu) =B Bla) |xPul da. (4.21)
int int
Le second terme de (4.19) peut étre estimer en utilisant la proposition (4.2.1) pour Xfu qui vérifie
que son support est contenu dans D(z;, RyB~") pour chaque j tel que z; € 09 (pour p = %, Ry =1).
Alors en utilisant (4.5), on obtient

ST Q0Pu) > S (00BA(z) — CBY) |xPu; - (4.22)

bnd bnd

En combinant (4.19), (4.20), (4.21) et (4.22), on obtient

Q(u) > BZ/ﬁ(x) }Xfu|2dx—l—@oBZ/ﬁ(zj)|Xfu‘2dx—CBiZ/|Xfu|2dx. (4.23)

int bnd
Ainsi, ce qui prouve (4.14) pour B assez grand. ]

Proposition 4.2.3. Il existe des constantes positives C et By telles que, pour tout B > By, nous
avons [’estimation \
)\1(BA> Z Bmm(b, @Ob/> — (CBx. (424)

Démonstration. La preuve est assez simple d’aprés la proposition (4.2.2), en écrivons

Qu) > B / B(x) lu() dz — OB |Ju]]

{d(z,00)>B~§}

B(x) [u(z) dz + @oB/

{d(z,00)<B~ 8}

> Bb/ , |u(x)|2dx+@oBb'/ , ]u(m)|2dx—C’B% [ul)2
{d(z,0Q)>B~ 8} {d(z,0Q)<B~ 8}

> Bmin(b, @Ob’)(/ 3 |u(x)|2dx—|—/ Ju(@)?dr) - OB [ul}?
{d(z,00) } {d(z,00)<B~ 8}

>
> (Bmin(b,©qb") — CB%) Hqu :

Ainsi, d’aprés la proposition (4.2.3), on a

1 :
B&Tooﬁmfa(PgA’d > min(b, ©gb’).

Finalement, la preuve du théoréme (4.1.1) est compléte.

Nous Pouvons également faire le choix p = 3, n = B~ et Ry grand dans la proposition (4.2.1).
Cela donne une estimation qui peut sembler plus faible de la proposition (4.2.2), mais sera plus
efficace dans I’étude de la décroissance. La raison est que la zone limite a maintenant la bonne
échelle de longueur & savoir B~2. Le résultat analogue a la proposition (4.2.2) est
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Proposition 4.2.4. [] ezxiste C, By > 0 et, pour tout Ry > 0, il existe C(Ry) tel que pour

_ ) BB . d(z,09Q) > RyBz,
Vil = {BC(ROW(QJ) , d(z,09) < RyB™ 3, (4.25)
on a | 2 . . 2
/Q|(_N+BA)“| dv 2 /Q(UB (#) = Cga) () d, (4.26)

pour tout u € Hj,(Q) et tout B > By.

4.2.2 Les estimations d’Agmon

On va démontrer que les états fondamentaux se localisent prés de la frontiére dans le cas ou
901)’ <b (427)

est satisfait.

Proposition 4.2.5. Soit ¢ une fonctions réelle et uniformement lipchitizienne. Si u est une fonc-
tion propre associée & la valeur propre la plus basse \{(BA) de l'opérateur PgAVQ, alors on a

lidentité )

A (BA) He\/g‘z’u‘r = QBA(e‘/E¢u) - B H\Vqﬁ\ e‘/E%‘ : (4.28)

ot Qpa est la forme quadratique associé a 'opérateur P , .

Démonstration. On observe d’abord que si ¢ est une fonction réelle Lipchitizienne et si u est dans
le domaine de la réalisation de Neumann P , ,, alors

R < PY U, e2VBoy = QBA(e‘/E‘bu) - B H|V¢| e‘/EbuHQ. (4.29)
En effet, par une simple intégration par partie, on a
R < PY U, VB > =R < (=iV + BA)u, (—iV 4+ BA)e>Y By >
=R < Vpau, VBA(GQ‘/E‘%) >,
de plus en utilisons le fait que
VBA(62‘/E¢U) = VBA(e\/E‘z’.e\/E‘bu)
= VBVgeVBoeVBoy e*/Ed’VBA(e‘/E%),
on obtient
R < PYaqu, e2VBy = R[< VBV s 4u, VBA(e‘/E‘%) > + < Vgau, VBV Py >],

mais
e‘/§¢VBAu = VBA<€\/§¢U) — \/Enge\/Ed’u,
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alors
R < PRaqu, VB > = R[< Vpa(eVPu) — VBV oeYPPu, Vipa(eVPU) > + < Vgau, VBV eV B >]
= R(Qpa(e”P?u)— < VBV PPu, Vpa(eVPPu) — /P0Vu 5|
= §R[QBA(G\/EQﬁU)— < \/Enge‘/E(%, \/qube\/ﬁqﬁu >]
2
= QBA(e‘/E¢u) — B H]V¢| e\/E%H ,
ce qui prouve (4.29).

En particulier, si u est une fonction propre associée a la valeur propre la plus basse \;(BA), alors
on obtient I’égalité dans (4.28). O

Ce résultat est 'ingrédient prinicipal de la preuve du théoréme suivant. Ce théoréme est le plus
important, il montre le résultat du théoréme concernant la localisation de I’état fondamental aux
frontiére du domaine.

Théoréme 4.2.6. Avec la condition (4.27), il existe C > 0,a > 0 et By > 0, de sorte que si
B > By et up est l’état fondamental de PgAVQ, alors

/ 21D {5 (2)]” + B [Ppaup(a) Yz < C ug|. (4.30)
Q

Démonstration. Définissons d’abord
o(z) = amax(d(x,00), RyB ),

ou a > 0 doit étre déterminé apreés. Alors, en appliquant la proposition (4.2.4), on obtient

B
Qpa(eVP?) > /Q(Uéz)(x) — CRQ) ‘Fd’u‘ dr. (4.31)
La mise en oeuvre (4.27), (4.2) devient
AV (BA) < OB + o(B). (4.32)

Ainsi, en utilisant (4.28), nous obtenons

B

(@ob’B+o(B))“e‘/§¢u 22/(U§>(m) Cha)e VB4 ()2 dr — BHyv¢|eN H ,
Q

ce qui donne que

2B |u(2)|* d + / VP () da}
{t(x)<RoB~2}

(OB + o(B)){ /

{t(x)>RoB~ 2}

B
> [ (B8 - ) )P et
{t(z)>RoB~ 2} 0

/ (BO(Ro)5(2) — C )™ ula)* o — B [ @2 fu(o)]* da,
{tla)<FoB %) f

{t(x)>RoB~ %}
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et donc

B
/ (BA(x) — C2 — @B — o(B) — a?B)eVP? [u(a)| du
{t(x)>RoB~ 3} R

B
< / - (©0t'B +0o(B) — BC(Ry)B(x) + 0—2)62\/E¢d93,
{t(x)<RoB~ %} Rg

ce qui est équivalent a
/ [B(x) — 60l + o(1) — o a?)e2VB |u(z)? da
{t(x)>RoB™ 2}
C
< / (Ol — C(Ro)B(x) + o(1) + =
{t(x)<RoB~%} R

Mais sur {t(z) < RyB~2} on a ¢(z) = aRoB~2, alors on obtient

C
/ [B(x) — Ot + o(1) — = — aerVB u() P di < Ca, Rg)/ - Jula) de.
{t(z)>RoB~ 2} Ry {t(z)<RyB~ 2}
(4.33)
Puisque O¢b" < b, alors on peut choisir @ > 0 tel que o < /b — Oyl (par exemple on prend
a= W), qui véfie que
b—Opb —a® >0,
et donc on peut choisir Ry suffisamment grand pour obtenir
C
2
b—@ob/—@ —D—§>O,
ce qui est un constant qui dépend de « et de Ry, et alors, en utilisant (4.33), on obtient
/ e2VBS |y()|2di < Cy(a, Ro) / u(z) 2 de. (4.34)
{t(z)>RoB~ 2 {t(z)<RoB~ 2
De plus on a
/ eV |u(2)? do = e2fo / u(@)] da. (4.35)
{t(z)<RoB~ 2 {t(x)<RoB~ 2
Par conséquent (4.34) et (4.35) nous donne
/ VB9 |u(z) > dz < C(a, Ry) / - u() da. (4.36)
Q {t(x)<RoB~2}

On en déduit 'estimation de

eo“/Ed(x’aQ)uH dans (4.30).
2

Maintenant on va démontrer la seconde estimation
-1 VB¢ . 2 2
B / e¥V7?|(=iV + BA)ug(z)|" dx < C'||upl|”.
Q

D’abord, on a

(—iV + BA)(G\/§¢UB) = 6\/E¢(—iv + BA)ug — ivVBV eV Pup,
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ce qui donne

2 2
‘e\/ﬁb(—iv + BA)uB‘ = ‘(—iV + BA)(e‘/E(b) + i /BV¢6‘/E¢UB’
2
< 2|(=iV + BAY e Poup)| + 2B Vo VP fug ],

et donc

2
VB9 (iV + BA)ug|* dr < 2Qpa(e’PPup) + 2B H|v¢| e@%BH ,
Q

En utilisant (4.28), on obtient

2 2
e\/§¢uBH + 3B H Vol e\/§¢uBH

/ 29 |(_iV 4 BA)up|? dz < 2\ (BA)
Q

2
< (2A1(BA) + 3Ba?) ||e¥VPPup

mais 9
ePoup| < Clus”.

alors
/ 259 (i 4+ BA)up|? dr < C(2\(BA) +30°B) ||ug|? .
Q

Par conséquent, en utilisant
A (BA) < ©pb'B + o(B),

on obtient
B! / 29|V + BAYup[?dz < C' ||ug|?
Q

et la preuve est terminée. O

Corollaire 4.2.7. Supposons que (4.27) est satisfait. Alors il existe C,, > 0 tel que

ug|?. (4.37)

/Q {2 {|up(@)]? + B [Poau(e)[}de < C,B~3

Démonstration. Rappelons que
t" <nle',Vt>0,Vn eN.
Alors avec les constantes du théoréme (4.2.6), on a
(2aV/Bt(z))" < nle?VBH@),
ce qui donne que

n! n
¢ n < B~ 5 20v/Bt(z)
<x> —_ (20&)” 6 7

et donc en utilisant (4.30), on obtient immédiatement I'estimation dans (4.37). O
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4.3 Champ magnétique constant

Dans cette section, on considére des asymptotiques plus précises dans le cas particulier impor-
tant d’un champ magnétique constant.

On suppose donc que
Blx) =1, Vrell

Dans ce cas, le théoréme (4.1.1) devient

Proposition 4.3.1. Dans le cas d’un champ magnétique constant, nous avons

Aussi, la localisation exponentielle dans le théoréme (4.2.6) est vraie. Dans le cas d’un champ
magnétique constant, le terme suivant dans I'expansion est déterminé par le maximum de la cour-
bure frontiére.

Théoréme 4.3.2. Supposons que ) est borné et régulier et que B(x) = 1. Alors
A1 (B) = 6¢B — CikmasVB + O(B3), (4.39)
ou
kmaz := max{k(s) : s € 00},
k(s) désigne la courbure de la frontiére au point y(s), et Cy est la constante définie en (2.26).
Démonstration. on va trouver une bornne inférieure et une borne supérieure de \;(B) pour B
assez grand.

e Borne inférieure.
[’argument est la méme que la preuve du théoréme (4.1.1). D’abord rappelons qu’on a
choisit une partition d’unité (Xf)j de R? tel que supp(xf) C D(z;, ROB*%) qui vérifie dans

Q
oIl =1
J

)

et X
STV < CRBE,

J

avec la propriété qu’on a déja vue
soit suppr NI =0 ou z; € ON.

De la méme facon comme avant, on obtient

Qu) =Y Q0 u) + Y- Q0 w) = DIV ull” vu € Hia(),

int bnd

SV ul* < CB* RoB ful?,

ZQ(X}BU) > BZ/B(@‘Xfu‘de:BZ/‘Xfufdx.

wnt int int
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Alors les estimationns qui changent sont celles qui correspond aux boules qui sont centré a
la frontiére. Nous choisissons Ry = 1. Concernant les termes du frontiére, comme on a le
champ magnétique est constant, alors la fonction b satisfait

b(s,t) = —t(Ak)(s),

et donc i
ai(s,t) = étz(Ak)(s).

Par conséquent (4.7) sera

/ |(—iV + BA)u|* dz > (1 —1n) /(1 — tho) ! |[(—id, + BAYD|" + (1 — tho) |0,0)* dsdt
Q

—C’/\tAk\{‘(—z’@s+Al)z7

2
10,5y dsdt — Ot B? / F(AR) [0 dsdt,  (4.40)

pour tout 0 < n < 27! et pour tout u tel que suppu C D(z, B~"). En utilisons le fait que
Ak = O(B") et que 27! < (1 — tk(s)) < 2 sur supp?, on a les estimations suivantes

~ 2
/ltAk]{‘(—z’@erAl)ﬁ‘ + 10,0 }dsdt < B‘p/t(x) [PoalPu)| de,

BQ/t‘*(Ak)? 5] dsdt < BQ—QP/t(a:)‘* x|’ da.

De plus, rappelons Pestimation qui correspond a une courbure constante dans (4.10) est
L2 .
C/ |AK| {‘(—ias + BAl)@) 4 10,5] dsdt < CCBQP/ (=i + BA)u|* dx.
Ainsi, on obtient

/](—iV+BA)u\2dx > BZ/‘Xqudx—l—Z(l—n) /(@oB—Clk(zj)\/E—C) ‘Xfu}de

int bnd

—CB”Z/t(x) |773,4(Xfu)‘2dx—0771322'02/15(95)4 |Xfu’2dx—CB2p Jul®, (4.41)

bnd bnd

pour tout u € Hp 4(9).
En particulier pour u = up 1’état fondamental de P¥ A0, hous pouvons appliquer le corollaire
(4.2.7) et trouver

Z/t(x) |PBA(X]~BU)‘2 dr < C’B%,

bnd
Z/t(:c)4 ‘Xfu|2dx < OB
bnd

En choisissons n = B2 et p= %, et en prenant u = up dans (4.41), on obtient

/ |(—iV + BA)ug|* dz > BZ ‘XfuB}de+Z(l—n) /(@oB—Clkmax\/ﬁ—C’) |Xfu3‘2 dz—2C B3,
Q

int bnd
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et donc en utilisant Oy < 1 et pour B assez grand, on obtient

M (B) > (@OB—CIkW\/E)Z/|Xfu3\2dm+0(3§),

avec Z]. i |Xfu3‘2 dx =1, ce qui prouve la borne inférieure dans (4.39).

e Borne supérieure
Pour la borne supérieure nous choisissons © comme étant normalisé prés de z € 012, ou la
courbure de la frontiére est maximale et vaut ky. Cela ce fait d’un telle maniére qu'un seul
terme (le terme au bord correspondant) dans la somme de la borne inférieure est différent
de 0. Alors par (4.6) nous obtenons, de la méme maniére que (4.40)

/ (=iV + BAYu? dz < (1 + 1) /(1 ~tho) ! |(—id, + BAY|® + (1 — tho) |05 dsdt
Q

- 2
+C / \tAk\{’(—i@s+A1)6‘ + |0, }dsdt + Cn~' B / tH(Ak)? 0] dsdt. (4.42)

On choisit

0= x(B?s)x(Bt)u1 g, (s, 1),
ol U1 p K, est un état fondamental normalisé pour le modéle a courbure constante de cour-
bure ko tel qu’analysé dans le chapitre 3. La valeur propre A\ (B, Qx,) = 9B — CikoV B +
o).
En choisissant p = %, n= B i — p comme pour la borne inférieure, on trouve (en utilisant
la décroissance en t de uy p,, voir corollaire (4.2.7))

/ (=¥ + BAYu> de < [(1+ (B, Q) + C'BY] ul?.
Q

Cela termine la preuve de la borne supérieure.
O

Finalement 'asymptotique a deux termes de 1’énergie de ’état fondamental sert & montrer, en
utilisant les estimations d’Agmon, la locatisation de I’état fondamental prés du partie du bord ot
la courbure est maximal.
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Annexe A

Changement de coordonnées au voisinage
du bord en dimension 2

Il est utile de faire un changement de coordonnées prés du bord. Soit  C R? un ouvert, borné,
régulier et simplement connexe. Soit

v:R/(|0Q Z) — 002

une paramétrisation du frontiére ou |7/(s)| = 1 pour tout s. Soit v(s) la normale (unitaire) intérieure
a 0N au point y(s). On choisit I'orientation de la paramétrisation v de fagon que

det(y'(s),v(s)) = 1.

La courbure k(s) de 02 en y(s) est donné par la paramétrisation

7" () = k(s)v(s).

On considére l'application ® : R/(|02] Z)x]0, to[— €2, définit par
D(s,t) =v(s) +tv(s), V(s,t) € R/(|0Q Z)%]0, to], (A1)
ol typ > 0 assez petit, pour que ® soit un difféomorphisme d’image

O(R/(|0Q Z)x]0,t]) = {x € Q: dist(z,00) < to} := Qy,.

a7
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Soit B > 0 et A un champ de vecteurs sur 2 avec 3 = rotA. On considére I'opérateur Schrédinger
magnétique Ppa o de forme quadratique Qpa.q de domaine de forme H'(2).

Proposition A.0.1. Avec le changement de coordonnées précedent ®~, la forme quadratique
Qpaq se réecrit de la maniere suivante :

@pan = / |(=iV + BA)u|* dz
0

to

- / (1~ th(s))?
P=1(Qy)

J

pour tout u € H'(Qy,), avec :

~ 2 ~ 2
(=i, + BA )| + \(—iat + BAy)o| M1 — th(s))dsdt,

lu(z)| dx = [1)1(9 | (s, t))* (1 — th(s))dsdt,

to

e v=uod,



59

Ai(s,t) = (1 —th(s))(Ao @)y et Ay(s,t)=(Ao®)v . (A.2)

Démonstration. On désigne par o l'angle orienté et régulier formé par I'axe des abscisses et le
vecteur 7/(s). Comme |7/(s)| = 1, alors
7' (s) = (cosa(s), sina(s)).

v(s) est un vecteur unitaire, orthogonal a +/(s) et det(y'(s),v(s)) = 1, alors v(s) est la rotation
d’angle +7 de +'(s), et donc
v(s) = (—sina(s), cosa(s)).

En utilisant le fait que /(s) = —k(s)7/(s), on obtient

0o

S (5,1) =/(s) +t/(5) = (1 = th(5))7(5),

de plus
P (5.1) = (s),

alors la matrice Jacibienne Jg s’écrit :
Jo(s,t) = (1 = th(s))7'(s), v(s)),
et donc 'expression de Jacobien est donné par :

detJo(s,t) = (1 — th(s))det(y'(s), v(s))
= (1 — tk(s)).

Soit u € H'(Q) une fonction test a support compact dans Qy, et v =uo .
D’abord, on va démontrer que

Vu=(1- tk(s))I%”y'(s) + %V(S). (A.3)

En effet, en écrivons

O (1t

= (1 — tk(s))(cosa(s), sina(s)),
0o ~
- = v(s) = (—sina(s), cosa(s)),

on obtient, avec la notation
(I)(S7 t) = (@1(8’ t)? (I)Q(Sa t))>

que
o 221 — (1 —th(s))cosa(s),
o 22 = —sina(s),

o 22 — (1 — tk(s))sina(s),
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0Py __

o 52 = cosa(s).

Alors

ds  0s Oy 0s 019

ou , ou
=(1- tk(s))cosa(s)a—xl +(1— tk(s))szna(s)a—m,
et
@ o 8@1 ou 4 aq)z ou
= —sina(s) g +cosa(s) o
= —sina(s) 5 -+ cosa(s) 7 .
En iversant le systéme linéaire, on obtient :
ou 4 ov , Jv
proi (1 —tk(s)) cosoz(s)% - smoz(s)a,
° 0 0 0
g “1g gu 9v
. (1 —tk(s)) Sma(s)as + cosa(s) 5
Alinsi,
Ou Ou
Vu = (8_951’ 8_952)
-1 . ov . ov
= (1 —tk(s))™ " (cosa(s), smoz(s))a— + (—sina(s), cosa(s))a
s

= (1= th(s)) o (5) + S,

ce qui prouve (A.3).
On en déduit que l'expression du gradient dans la base (7/(s),v(s)) et dans les coordonnés (s,t)
est donnée par :

(1~ th(s) )

D’autre part I'expression du potentiel dans la base (7/(s),v(s)) est donée par :
Aod=(Aody;,Aody).

Ainsi, on obtient :

|(—iV 4+ BA)u|* = ’(—1((1 - tk(s))_lg, %) +B(AodA ,Aodrv))v

2 2

0 0
_ s _ _1_ / i
= ‘( i(1 —tk(s)) P + BAodA | + ’( en + BAod.v)u

= (1 — th(s)) "2 |(—i8, + B(1 — th(s)) Ao &y Yo|* + |(=id, + BA o d.v)u?

2

— (1 = th(s)) 2 |(=i0, + BA | + (=0, + B
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Par conséquent,

J

Proposition A.0.2. Il existe un changement de jauge ¢ (correspondant a la conjugaison €'® avec
¢ € H?*(Q)) pour lequel lexpression de la forme quadratique donnée dans la proposition (A.0.1)
est (localement) la suivante :

|(—iV + BA)u|* dz = / {(1—tk(s)) ™ [(—i0, + Bﬁl)v‘2+‘(—i0t + BAy)w 2}(1—tk(s))dsdt.

to (I:'il(Qto)

[]

Qpaa(u) :/Q |(—iV + BA)u|* dz

to

- / @ ){(1 — tk(5>)_2 (_iﬁs + fil)f) ’ + ‘(_Zat)@‘Q}(l _ t/{?(s))dsdz;

ot on a noté v = e%v et v =uo ®.
Démonstration. La proposition (A.0.1) donne :
Ay(s,t) = (1 — th(s)A(D(s, 1))~ (s), et Ay(s,t) = A(D(s,t)).v(s).

on a :

05 A5(s,t) = O,(A o ®)(s,t).v(s,t) + (Ao ®)(s,t).0/(s,t)
= 0s(A o ®)(s,t).v(s) — k(s)(Ao ®)(s,t)7(s),
et
A1 (s,1) = —k(s)A(D(s,1)).7(5) + (1 — th(s))0y(A o ®).(s).
Le calcul de V x /11 donne :

DasnA x (1 —tk(s))Y'(s)).v(s) — (1 — th(s))(DaspA x v(s)).7(s)
= (1 — th(s))(0r, A2(P(s, 1)) — 0, A1(P(s,1)))

(DA — 0, A1) (s,t) = (
(

= (1= tk(s))B(®(s,1))
(

= (1= tk(s))B(s,1).

Om considére le changement de jauge donné par :

t s
o(s,t) —/ Ag(s,t’)dt'—l—/ Ay(s',0)ds,
0 0

qui correspond & la conjugaison de I'opérateur par e'®, on obtient une nouvelle expression de
potentiel vecteur.

En notant de la méme maniére A; et Ay des nouveaux potentiels obtenus, on a :

(A1, Ay) = (A1, Ay) — Vo

.99 8¢

== 5 Az = )
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Remarquons d’abord que
99

E(S’t) = A}(s,t),

alors .
AQ(S, t) =0.

D’autre part, en dérivons sous le signe intégral, on trouve

o, . [TOA s
%(&t) —/0 g(&t)dt + Ai(s,0),

ce qui donne

i@@:&@w—t%%@ww—A@m
—&@n_Aﬂy4ﬂ@ﬁ@ﬂ+%?@fﬁﬁ-&@@

Ay(s,t) — /0 (1 —t'k(s))B(s,t")dt' — Ay(s,t) + Ay(s,0) — Ay(s,0)

:—Kﬂ—%@ﬁ@ﬂﬁ.



Bibliographie

[1] C Cheverry and N Raymond. A walk through spectral theory. 8

[2] Soeren Fournais and Bernard Helffer. Accurate eigenvalue asymptotics for the magnetic neu-
mann laplacian. In Annales de institut Fourier, volume 56, pages 1-67, 2006.

[3] Seren Fournais and Bernard Helffer. Spectral methods in surface superconductivity, volume 77.
Springer Science & Business Media, 2010. 3, 18, 30, 38

[4] Mathieu Lewin. Eléments de théorie spectrale : le laplacien sur un ouvert borné. 2017. 11, 12,
13

[5] Jean-Philippe Miqueu. Etude des états fondamentauz du Laplacien magnétique avec annulation
locale du champ. PhD thesis, 2016. 3

[6] Nicolas Popoft. Sur le spectre de l'opérateur de Schridinger magnétique dans un domaine
diédral. PhD thesis, 2012.

63



	Analyse spectral des opérateurs de Schrödinger
	L'opérateur Schrödinger magnétique
	Les réalisations Dirichlet et Neumann
	La realisation Dirichlet
	La réalisation Neumann

	Opérateur Schrödinger magnétique sur l'espace Rn tout entier
	Caractérisation variationnelle pour l'opérateur Schrödinger magnétique
	Diamagnétisme

	Etude d'opérateur de Schrödinger avec des potentiels singuliers en dimension 1
	Oscillateur Harmonique sur R
	Oscillateur harmonique sur un demi axe
	Propriétés élémentaire de hN,
	Variation de  et formule de Feynman-Hellmann
	Formules pour les moments


	Modèle à champ constant en dimension 2 sur le disque
	Introduction
	Modèle perturbé
	Asymptotique de l'énergie de l'état fondamental pour le disque

	Asymptotique à grand champ de l'opérateur de Schrödinger magnétique : Le cas de la dimension 2
	Résultat principal
	Asymptotique de l'énergie de l'état fondamental
	Preuve du théorème (4.1.1)
	Les estimations d'Agmon

	Champ magnétique constant

	Changement de coordonnées au voisinage du bord en dimension 2

