I\l Nantes
W Université

Mémoire de Topologie
Différentielle

Auteur:

Lucas Morel

Responsable:

Yann Rollin

Laboratoire de Mathématiques Jean Leray

25 juin 2022



Table des matiéeres

Introduction 4
Chapitre 1 : Un peu d’algebre 5
1.1 : Les algebres de Clifford 5
1.2 : Le groupe Spin(V) 8
1.3 : Complexification et représentations 11
1.4 : Le groupe Spin® (V) 14

Chapitre 2 : Les fibrés spinoriels et 'opérateur de Dirac 15

2.1 : Fibrés spinoriels et fibrés de Clifford 15
2.2 : Connexion sur un fibré spinoriel 19
2.3 : Opérateur de Dirac 24

Chapitre 3 : Les équations de Seiberg-Witten et les es-

paces de modules 26
3.1 : Faits généraux 26
3.2 : Compacité de ’espace des modules 28
3.3 : Résultats de lissité 33
3.4 : Invariant de Seiberg-Witten 39
3.5 : Cas Kahlérien 42
Conclusion 52
Appendix 1 : théorie de Hodge en dimension 4 53



Appendix 2 : fibrés principaux et connexions

o6



Introduction

Mots-Clés : Algebre de Clifford ; Structure Spin et Spin®; Opérateurs de
Dirac; Equations de Seiberg-Witten ; Espaces de modules ; Surfaces kahlériennes.

L’objectif de ce mémoire est de comprendre les équations de Seiberg-Witten, les
propriétés de leur espace des modules, I'invariant de Seiberg-Witten qui en est issu,
et expliciter tous ces concepts dans le cas restreint des surfaces kdhlériennes. Nous
introduirons dans les deux premiers chapitres les notions de nature algébrique
permettant ’énonciation et la compréhension des équations de Seiberg-Witten.
Puis, a la fin du second chapitre, nous effectuerons une breve étude analytique de
I'opérateur de Dirac, avant de détailler les équations ainsi que les propriétés de
leur espace des modules au début du troisieme chapitre. Nous introduirons alors
I'invariant de Seiberg-Witten et détaillerons le cas kahlérien a la fin du chapitre.



Chapitre 1 : Un peu d’algebre

1.1 : Les algebres de Clifford

Soit V un espace vectoriel réel de dimension fini muni d’une norme ||.|| issue d’un
produit scalaire (.,.). On considere l'algebre tensorielle de V' :

T(V)=@v

k>0
ainsi que I'idéal de T(V') généré par les éléments de la forme v ® v + ||v]|*1, avec
v € V; que 'on notera Z(V'). On a alors :
Definition. L’algebre de Clifford associée a V et a la norme |.||, notée

CIl(V), est définie comme le quotient de T'(V') par Z(V) :
cl(v)y=1T(V)/Z(V)

Remarque. L'image de V = V®' par la projection naturelle T(V') — C1(V) fournit
un plongement :

V — CI(V).

De plus, on peut montrer que la restriction de la projection a V' est injective. Des
lors, étant donné que T'(V') est générée par V', on voit que CI(V') est générée par
V' (ainsi que I'identité 1) soumis aux relations :

v =—|v)|*1  (veV).

Dans un tel contexte, on peut se donner une base orthonormée {ey,--- ,e,} de V,
puis écrire CI(V') en fonction de générateurs et de relations. C1(V') s’interprete
alors comme la R-algebre générée par la famille {eq, - e, } sujette aux relations :
Vi<i<n, e=-1
VZ#‘], €; "€ = —€5 €
En particulier, tout élément de CI(V') peut s’écrire de fagon unique comme somme

de produits de la forme :
611 e ezk?

oul <iy <ig<- - <ip <n.



Exemple.
1. CI(R) = R[z]/(x* +1) = C
2. ClI(R?) X H
3. CI(R ) =XHoH
4

. S1V est un espace hilbertien, alors ClI(V) = Cly(V & R). En particulier
Clo(RY) = H ¢ H.

Citons a présent une propriété importante de I'algebre de Clifford :

Proposition. Si f : V — A est une application linéaire a valeur dans une
R-algebre associative avec unité telle que

VeV, f(v) f(v)=—Ibl1,

alors f s’étend de facon unique en un morphisme de R-algébres f : Cl V) —
A. De plus, CI(V') est l'unique R-algébre associative avec cette propriété a
isomorphisme d’algébres pres.

Eléments de preuve. Toute application linéaire f : V — A s’étend en un unique
morphisme d’algebre f : T(V) — A. La propriété que doit posséder f implique
alors que f = 0 sur Z(V'), ce qui montre que f passe au quotient en un morphisme
d’algebres f : Cl(V) — A et acheéve ainsi la premiere partie de la preuve.

Pour la seconde partie : supposons que C est une autre algebre associative avec
unité satisfaisant cette propriété, avec le plongement ¢ : V < C'. Alors, l'isomor-
phisme de V' C C1(V') dans i(V') C C fournit un isomorphisme d’algebres de C1(V)
dans C. O

Remarque.

1. On peut alors considérer 'automorphisme ¢ : Cl(V) — CIl(V) qui étend
I'application v — —v de V. De l'identité £? = Id découle la décomposition
en Sous-espaces propres :

ot CLi(V) = {p € Cl(V) | e(p) = (—1)'p}, et on peut voir que Cly(V) est
une sous-algebre de Cl1(V).



2. On peut définir un lien entre (V') et CI(V'). En effet, 'existence d'une Z/2Z
graduation sur CI(V') provenant de celle de T'(V') induit une décomposition
naturelle o: Cl(V) — A*(V') définie par

o(rey Neg A~ Neg) =rey--- e,

pour tout élément primitif (i.e. un élément de A*(W) C A*(V),ou W C V
est un sous-espace vectoriel de dimension k, cad de la forme ci-dessus). En
utilisant cet isomorphisme, on peut définir une multiplication de C1(V') sur
A*(V). Cette nouvelle loi produit est donnée par :

V(I Ava A Avg) =0 AV A A —vZ(vgp Avg A A o),

ou Z est 'opération de contraction de formes différentielles :

k
vZ(vr Avg A Avg) = (=) " Hoo)vr A AG A A g
i=1

On verra qu’'une constante pourra apparaitre dans cette expression pour des
raisons de normalisation dans le cas des surfaces complexes et kédhlériennes.



1.2 : Le groupe Spin(V)

On introduit CI*(V) ={v e V | F vt € Vvt = v~ v = 1} le sous-groupe
multiplicatif des éléments inversibles de 'algebre de Clifford C1(V'). On définit
alors :

Definition.
e Pin(V') est le sous-groupe de C1* (V') généré par les éléments v € V
vérifiant ||v]|? = 1 (dits unitaires).
e Spin(V) = Pin(V) N Cly(V).

Remarque. On a une écriture plus explicite et équivalente de ces deux groupes en
supposant fixée la base de V' :

1. o Pin(V)={vy-- v, € CU(V) |V J,|lv|l € {-1,1}}
o Spin(V)={vy---v € Pin(V) | k is even}
2. Par la suite on pourra noter Pin(n) et Spin(n) deés lors que V sera de
dimension réelle n.

La proposition suivante fournit un critére supplémentaire pour déterminer le groupe
Spin :

Proposition. L’action par conjugaison :
Spin(V) x CL(V) — CU(V), (o ,v) — pvp™?,

qui préserve la structure d’algébre de CU(V') ainsi que sa Z/27Z-graduation,
induit une représentation :

Spin(V) — Aut(CL(V)), p = (v = pup™t).

L’image de cette représentation consiste en les automorphismes de Cl(V)
qui préservent V- C Cl(V') ainsi que son orientation :

Im = {6 € Aut(CU(V)) | (V) =V, ¢, € SO(V)}.

Ceci induit une application naturelle Spin(V) — SO(V) qui est surjective
et de noyau {£1}. De plus, si dim(V') > 3, alors le noyau coincide avec

le centre de Spin(V') et Uapplication réalise le revétement universel d deux
feuillets de SO(V).




Corollaire. Si V est de dimension finie n, alors Spin(V') est un groupe de

@. Son algébre de Lie est la méme que celle de

Lie compact de dimension ™
SO(n) (i.e. 'espace des matrices antisymétriques n X n d coefficients réels).

Remarque. Ceci est la conséquence de résultats de théorie des groupes de Lie.

Exemple (Le point de vue quaternionique). Soit S* C H, la sphére unité quater-
nionique. La multiplication H x H — H induit une structure de groupe sur S®. On
considére alors laction de S* sur H par conjugaison :

S x H— H
(a, ) = ara™t

Cette action préserve la norme et laisse invariant R C H. Dés lors, elle laisse éga-
lement invariant le complémentaire orthogonal de R dans H (Im(H)). Un calcul
direct permet de montrer que ['action d’un quaternion unité différent de +1, «,
par conjugaison sur H préserve Ca et son orthogonal Cayj. Sur le premier plan
complexe, la conjugaison par o résulte en une action triviale, et sur le second, elle
correspond a une rotation d’angle 20, ou 6 est ’angle formé entre v et 1. Deés lors,
on voit que l'action par conjugaison de o sur Im(H) laisse invariante la droite
tangente au cercle générée par et qu’elle agit par rotation d’angle 20 sur le com-
plémentaire orthogonal de la droite.

On a donc prouvé que toute rotation de Im(H) appartient a l'image de la repré-
sentation

S* = SO(Im(H)) = SO(3).

Le noyau de cette représentation étant S* "R = {£1}, on a construit le groupe
réalisant le revétement a deuz feuillets de SO(3) et on l’a identifié avec S3.

Maintenant, on a vu que CI(R3) =X H & H, et Cly(R?) 2 H “YHeH Done, par
définition, Spin(3) = Pin(3)NCly(R?) = Pin(3)NH. Or, dim(Spin(3)) = 3, d’ou

Spin(3) =2 S* < H.



dif f
Montrons que S® = = { ( ) |8 €C, laf* + B = 1}
dif f

dif f
Soit ¢ : C* = R* — M,(C) 5

S? est un plongement de S* dans une sous-variété compacte de Mo(C) :

RS, (a,f) — (a _0_6/8> . La restriction de ¢ a

p(S?) = SU(2).
dif f
Donc, S* = SU(2) en tant que variété. On en déduit par ailleurs que SU(2) est
simplement connexe et que Spin(3) = S* = SU(2).
On recouvre également Spin(4) en considérant l'application suivante :
¢:8U(2) x SU(2) = SO(4), (g4.4-) = (v = qrzq”"),

qui est un revétement a deuz feuillets de SO(4) ; et donc, comme SU(2) x SU(2)
est simplement conneze, le revétement universel de SO(4). On a ainsi :

Spin(4) = SU(2) x SU(2).
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1.3 : Complexification et représentations

Dans cette partie, lorsqu’on écrira n, on signifiera toujours n € {3,4} (méme si
les définitions et théorémes énoncés se généralisent aux autres dimensions), et on
notera

cC = Cl(V) ®x C

le complexifié de CI(V') lorsque V' est de dimension 7.
On a vu que CI(R?) = H, donc CI(R?*) ® C 2 H® C. On peut alors définir une
application

H — C[2], a + jB (g —aﬁ>

ou C[2] est I'algebre des matrices complexes 2 x 2; et ou on écrit les éléments de
H sous la forme z 4 jy pour x,y € C C H. On remarque alors que cette matrice
correspond a 'action de a4+ 53 par multiplication & gauche sur H = C2. On obtient
alors en complexifiant un isomorphisme de C-algebres

H& C — C[2].

On a ainsi obtenu une identification de C1(R?) ® C avec C[2].

7~

Lemme.
e SiV est de dimension 3, alors

CS = C[2] ® C[2] & End(C?) @ End(C?);

e 5iV est de dimension 4, alors

Cs = C[2] ® C[2] = End(C?) ® End(C?) = End(C*).

Remarque. On notera par la suite S% := C2" lorsque n € {2k,2k+1} (en particulier,
on voit que S¥ = Sék“). On appellera ses éléments les n-spineurs complexes. Et
on aura donc toujours le diagramme commutatif suivant :

C C
CQk CQkJrl

End(SZ) —a End(SE) @ End(SE)
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A partir de ces identifications, on peut en déduire des représentations de CS et CE,
notées A,, :

Az :CS = End(S2) @ End(S2) ™3 End(S2);

Ay CE S End(SE),
ou pry est la projection sur le premier facteur. Ces représentations induisent
alors par restrictions des représentations de Spin(3) et Spin(4) (on rappel que
Spin(n) C CL(V) Cc Cl(V)@r C) :
: Spin(3) — Aut(Sg);
: Spin(4) — Aut(Sg).

3‘Spin(3)

Ay lspin(a)

On peut donc a compter de maintenant considérer les vecteurs de R" C Cl(R") C

ct 2 End(S¢) comme des endomorphismes de S¢ et définir une multiplication de
Clifford vecteurs-spineurs, i.e. une application linéaire :

p: R @ S¢— SE, (2@ @) — Ay(z)(p).

Par la suite, on notera plus simplement = - ¢ au lieu de p(z ® ) pour simplifier
les notations. On peut ensuite étendre cette multiplication en un morphisme

w: AR"™) ®g S¢ — S¢
(wk ® ) — Wk = Z Wiy i €iy * ** iy~ P,

1<i1 <. <ip<n

ou e;, - ¢ est la multiplication vecteur-spineur définie ci-dessus. En remarquant

que we = —ejegezey appartient au centre de Clo(R?) et que Spin(4) C Clo(R?),

on voit que wc appartient aussi au centre de Spin(4), puis que I’endomorphisme
f=A4(we) : S¢ — S¢

est un automorphisme de Spin(4)-représentations, i.e.

V (g,¢) € Spin(4) x S¢, f(As(g)e) = Adlg) - f(¢).
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De plus, ayant (wc)? = 1, f est une involution et induit une décomposition en

SOUS—eSpaceS prOpreS .
4 4,+ ,—
S(C - S(C @ S(C 5

ou ST = {p € S& | f(p) = £p}. Ces deux espaces sont chacun de dimension
complexe 2, et ils vérifient :

1 RY*@p So* — ST

Les endomorphismes e; - €;: Sé’Jr — Sé’Jr induits par la multiplication de Clifford
possedent les représentations matricielles suivantes :

0
€169 — €3€64 — 0 —i

0 —1
€1€3 = —€2€4 = 1 0

0 —i
€164 — €9€3 — <—Z 0 ) .

Pour finir, A : Spin(n) — GL(Sg) étant une représentation d’un groupe compact
dans un espace vectoriel complexe, il existe un produit hermitien sur Sg¢ qui pré-
serve la structure Spin(n). En fait, il existe méme un produit hermitien (.,.) sur
S¢ qui vérifie la condition :

V(z,p,9) € R" x S¢ x S¢, (x-1,¢) + (¢, 7 ¢) =0,

La représentation spin A : Spin(n) — G L(Sg) est unitaire par rapport a ce produit
scalaire (Im(A) C U(Sg)). En fait, elle est spéciale unitaire :

A : Spin(n) — SU(Sg).

Démonstration. Considérer f : Spin(n) — S', f(g) = det(A(g)); par simple
connexité de Spin(n), il y a un unique relevé de f au revétement universel de
St: F : Spin(n) — R : il vérifie en autre f(g) = €>™F9); étant également un
morphisme de groupes de Lie et Spin(n) étant compact, F'(Spin(n)) est un sous-
groupe de R qui est contenu dans un interval borné de R, ce qui implique que
F =0 et donc que f(g) = 1. H

13



1.4 : Le groupe Spin® (V)

L’algebre de Clifford complexifiée CS contient le groupe Spin(n) mais aussi le
groupe S'. Ensemble, ces deux groupes en générent un nouveau que ’on nomme
Spin®(n). Etant donné que Spin(n) NS! = {—1,1}, on a :

Lemme.

Spin®(n) = (Spin(n) x S*)/{£1} = Spin(n) xz, S*.

Les éléments de Spin®(n) sont les classes d’équivalences [g,2] = {(9,2),(—g, — 2)}.
Ce qui nous amene, en notant A : Spin(n) — SO(n) le revétement universel a

deux feuillets de SO(n), a :

Proposition. L’application
p: Spin®(n) — SO(n) x SY, [g, 2] = (A(g), 2?)

réalise le revétement universel a deuz feuillets de SO(n) x S* par Spin®(n).

Remarque. L’action par conjugaison de Spin(n) sur CI(R™) s’étend en une action
par conjugaison de Spin®(n) sur CI(R") @ C qui préserve CI(R") C CI(R") ® C
et dont I'image coincide avec celle de I’action par conjugaison de Spin(n) : SO(n).
En particulier, le noyau de cette action est {£1} X113 S' = S'. De plus, on note
que Spin(n) = Spin(n) x 11y {£1} C Spin®(n).

Exemple. Spin®(4) = Spin(4) xz, S* = (SU(2) x SU(2)) xz, U(1) = {(A,B) €
U(2) x U(2) | det(A) = det(B)}.

14



Chapitre 2 : Les fibrés spinoriels
et opérateur de Dirac

2.1 : Fibrés spinoriels et fibrés de Clifford

Definition. Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie supérieure ou
égale a 2 muni d’un produit scalaire. Soit P — X un SO(V')-fibré principal °.
On dit que P admet une structure Spin(V') lorsqu’il existe un Spin(V')-fibré
principal P qui réalise un revétement & deux feuillets équivariant de P.

a. Pour plus de précisions concernant les fibrés principaux, lire ’appendix n°2.

Lemme. Le SO(V)-fibré principal P — X admet une structure spin
si et seulement si sa seconde classe de Stiefel-Whitney wvaut zéro, i.e.

H?*(X;Z/27) > wy(P) = 0.

Remarque. 11 y a plusieures autres manieres équivalentes de reformuler cette condi-
tion :

1. dy: Hyo(X;Z/27) — H(SO(V); Z)27) est triviale;

2. Si X est un CW-complexe de dimension au moins 2 avec pour 2-squelette
X, My, - Xy — X est triviale.

Exemple. On a vu précédemment que Spin(3) = SU(2) = S* et Spin(4) =
SU(2) x SU(2). On peut alors expliciter une action de Spin(4) sur S* :

Spin(4) x §* = 8%, ((0,¥) ;) = pay~".
Le groupe d’isotropie Spin(3) pour cette action s’identifie alors d la diagonale
diag(SU(2)) de SU(2) x SU(2). Dés lors, on voit que S* correspond d l’espace

homogéne SU(2) x SU(2)/diag(SU(2)), et a fortiori, qu’on peut munir S* d’une
structure spin canonique Spin(S?®) dont la projection est donnée par

Spin(S*) = SU(2) x SU(2) = Spin(4) — S*, (p,¥) = @bt

On note qu’il s’agit précisemment de la restriction de l’action précédente a Spin(4)x
{1}, ou 1 € S%.
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Il y a deux trivialisations naturelles de Spin(S*) qui émergent :

O, : Spin(S®) = Spin(4) — S* x Spin(3), (¢, 9) = (PP, ¢);
®_: Spin(S’) = Spin(4) — S* x Spin(3), (¢, ¢) = (™", ).

On note alors que la représentation complexe unitaire spinorielle
Asz: Spin(3) — U(SE)
induit un fibré spinoriel sur S* :
S(S?) := Spin(4) xa, Si.

Puis, en identifiant Az avec la représentation naturelle de SU(2) sur C?, on déduit
des applications ®, et ®_ deux trivialisations de S(S?) :

11 S(S°) = Spin(4) xa, S¢ = 8 x C2, (¢, ¥),v] = (0™, pv);
¢ 8(S°) = Spin(4) xa, S¢ = 87 x C, (¢, ¥),v] = (9", ¢v),

on appelle la premiére trivialisation "AT -trivialisation’, et la seconde "A~-trivialisation’.

Remarque. Soit P — X, le SO(4)-fibré des reperes associé au fibré tangent de
la variété Riemannienne X. Etant donné que SO(4) agit a gauche sur CI(R?), on
peut associer a P le fibré de Clifford suivant :

Cl(P) := P xgo(s) CL(RY).

Ce fibré ne nécessite aucune structure spin ou spin® pour étre défini. On peut bien
stir également définir la version complexe de ce fibré :

CU(P) ® C = P x50 (CI(RY) ® C).

Une fois de plus, ce fibré se décompose sous la forme CI(P) = Cly(P) & Cl,(P);
et comme 1’élément volume introduit plus haut wc est invariant sous l'action de
SO(4), il suit qu’il détermine une section de CI(P) de carré égal a 1. Cette section
produit une décomposition du complexifié :

Cl(P)®C = (CI(P)® C)* & (CI(P) @ C)".

Dans le cas ot il existerait une structure spin, et dans celui ou il existe une structure
spin® (toujours le cas pour nous), ces fibrés de Clifford agissent sur le fibré spinoriel.
Soit S¢(P) — X le fibré spinoriel complexe associé & P (une structure Spin (resp.
Spin®) de P). On a une action par conjugaison de Spin(4) (resp. Spin©(4)) sur
CI(R*). La multiplication de Clifford de C1(R*) ® C sur S(R*) commute avec cette
action :

vV (\,0,a) € (CIRHRC)xS(RY) x Spin(4) (resp. Spin©(4)), (ara™)-(ao) = a(X-0).

16



Il suit que cette multiplication de Clifford s’étend en une action
(Cl(P)® C) ® S(P) — S(P),

qui s’identifie sur chaque fibre a la mutiliplication de Clifford usuelle. On peut aussi
noter que la restriction de cette action a Cly(P) ® C préserve la décomposition
S(P) = ST(P)®S™(P), et que la restriction de cette action & Cl,(P)® C échange
les deux composantes de la décomposition.

Maintenant, comme X est une variété Riemannienne, on peut identifier le fibré
tangent et cotangent a 'aide de la métrique, puis, en choisissant sur un espace
tangent 7, X une base orthonormale {e;,es,e3,64}, on peut décrire la multiplication
de Clifford de la 1-forme complexe « sur le spineur s en le point x par :

a-s(z) =) ale)e; - s(x).

i=1

Nous allons & présent aborder le cas des fibré SpinC.

Definition. Une structure Spin® pour la 4-variété oriéntée connexe X mu-
nie du SO(4)-fibré principal des repéres P — X, est la donnée d’un SpinS-
fibré principal P = Pg,;,c — X de sorte qu’il existe un revétement & deux

feuillets équivariant entre P et P.

Remarque.

e On rappelle que Spiny et S' sont deux sous-groupes de Spin§. Des lors,
si le fibré des repéres P — X admet une structure Spin€ P, alors ]5/81
est un (Sping/{£1} = SO(4))-fibré principal isomorphe (en tant que fibré
principal) & P, et L := P/Spiny est un (S'/{#1} = S!)-fibré principal au
dessus de X. De plus, ces morphismes produisent un revétement a deux
feuillets P — PXL (olt X est un produit fibré).

Spin§ — St

(A,B) > det(A)

L := P x, C en droites complexes associé & la structure Spin® (c’est un

S! = U(1)-fibré principal). On I'appelle le fibré déterminant de la structure

bjpm(c. On remarque par ailleurs que si E' := P X1(2) C?, alors A*(F) =

P X4t C =P x,C = L. On peut donc également voir L comme le fibré

déterminant canonique du fibré vectoriel F (i.e. sa puissance extérieure

maximale).

e En introduisant I'application «: { , on obtient un fibré

17



e Il peut étre montré, dans le cas ou X est une 4-variété kahlérienne, que si
P’ est une autre structure Spin® que P sur le fibré des repeéres P, alors :

P'=P®Q,

pour un certain U(1)-fibré principal @ — X. En admettant ce résultat et
en notant L = det(P’) et Ly = det(Q), il suit nécessairement que :

ST(P') = S*(P)® Ly = A°(X; Lo) @ A®*(X; Ly)
S™(P') =87 (P)® Ly = A" (X; Ly) .
De plus, on doit avoir :
det(P') = Kx' ® L3,
d’ou la relation :

L;=Kx®L.

Soient vE: SpinG — U(2) les deux projections déterminées par Spin§ C U(2) x
U(2). On définit ST = Poping Xt C2. 1Is sont appelés respectivement fibré spinoriel
positif et négatif de la structure Spin® (ce sont des U(2)-fibrés principaux). Leurs
sections sont appellées respectivement spineurs positifs et négatifs. On remarque
que leurs fibrés déterminant det(S¢) et det(Sg) sont isomorphes au sens des fibrés
principaux au fibré déterminant de la structure Spin®.

En fait, on peut réaliser TX, S& et Sg plus concrétement en introduisant suc-
cessivement :

po: Sping — Aut(H), [q1, ¢, 2] = (h — q1hd)
pT: Sping — Aut(H), [q1, g2, 2] — (h — qh2)
p~: Sping — Aut(H),[q1, ¢, 2] — (h+— qh2).

En effet, ces représentations fournissent les isomorphismes de fibrés principaux
suivants :

Y
Pgpine Xy HE TX

~ Q+
PSpm‘E Xp+ H=S

~ -
Pgpine X, H 87

Dés lors : TX ® C = Home(S™,S™). La multiplication de Clifford peut donc étre
adaptée au cadre des sections de ces fibrés :

p: T(X;TX ®S%) - T(X;87).
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2.2 : Connexion sur un fibré spinoriel

Soient (X*?, g) une 4-variété riemannienne connexe orientée munie d’un SO(4)-fibré
principal P — X et P — X le fibré Spin€ associé. On sait qu'il existe une unique
connexion, notée V, métrique (Z.g(X,Y) = g(Vz(X),Y)+ g(X,Vz(Y)) pour tout
triplet de champs de vecteurs (X,Y, 7)) et sans-torsion (Vx(Y) — Vy(X) = [X,Y]
pour tout couple de champs de vecteurs (X,Y)) sur le fibré tangent appelée
connexion de Levi-Civita. Vue comme une connexion sur le SO(4)-fibré princi-
pal tangent cependant, c’est une 1-forme a valeur dans Lie(SO(4)) = so(4) :

Z:TP —so(4).

En introduisant une connexion A: TL — Lie(U(1)) = iR sur L : le U(1)-fibré
déterminant associé & la structure Spin®, on obtient une connexion sur PxL :

Z x A: T(PxL) — s0(4) ®iR,

oll X est un produit fibré. )
Cette connexion se reléve alors par le revétement & deux feuillets 7: P — PxL en

une connexion Z X A sur P de sorte que le diagramme suivant commute :

T(P) —Z2 sping = s0(4) @ iR

o -

T(PxL) —Z% 5 s0(4) @R

ou p, est la différentielle du revétement a deux feuillets p: Spin§ — SO(4) x St.
On peut identifier les sections du fibré spinoriel S = P xa S¢ avec les applications
lisses ¢: P — S¢ vérifiants :

Y (p.g) € P x Spin{, ¥(p-g) =Ag™") - (p).

Cela nous permet alors d’introduire une différentielle dépendant de la connexion

Z x A sur I'espace des sections de S, appelée différentielle absolue, définie par :

DY = dip + A (Z x A
Cette différentielle nous permet alors de définir une dérivée covariante sur le fibré

spinoriel

VA T(S) - T(T"X ®8).

19



Un X € I'(T'X) peut également étre envisagé tel une fonction lisse X P — R*
vérifiant V (p,g) € Px SO(4), X(p-g) = AM(g™')- X (p) car le fibré tangent T'X est

un fibré vectoriel associé au fibré principal P. La multiplication de Clifford X - 4
est alors donnée par une fonction

X P— St pe X(p)-¢(p),
ou - est la multiplication vecteurs-spineurs, de sorte que

DAX ) = d(X - ) + Au(Z X A)(X - )

=dX -+ X -dp+ A (Z x A)(X - ).

Transformons A, (Z x A)(X 1) algébriquement. Pour ce faire, on insert un vecteur

t € T(P) de sorte que Z x A(t) = (y,is) € s0(4) D iR :
AZXAW)X 1) = (y+is)- X =y X -+ X - (is1)
Or, y € 50(4) et X € R*, donc on a dans I'algebre de Clifford Cj :
y- X=X-y+\yX),

ou A\, est la différentielle de A: Sping — SO(4). Et comme A\ (y) = Z(dn(t)), on a

A(Z x A)(X ) = X - (A(Z x A)) + (A(2)X) - .

On aboutit donc a la formule :

DAX ) = (dX + M\(2)X) -+ X - (dp + A (Z x A)))
= (VX)- ¢+ X - (DY)

ou V est la dérivée covariante issue de la connexion de Levi-Civita usuelle sur le
fibré des repeéres.

Remarque. On a les deux identités suivantes (que 'on ne démontre pas) :

V(X ) = X - (V$Y) + (VyX) - ¥
X - <¢7¢1> = <V34(¢ 71/11> + <¢7V34(¢1>

La premiere résultant d’un calcul direct et la seconde du fait que la représentation
A est unitaire par rapport au produit (-, -).
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Ecrivons une formule locale pour cette dérivée covariante. Soit e: U C X — P une
section locale du fibré des reperes. e est donc constituée d’une base orthonormale

(€1762763764)
de champs de vecteurs définis sur U. La 1-forme de connexion Z devient localement
Z°=¢e(Z): TU — so(4)

et est donnée par

Z¢ = Z wijBij

1<i<j<4

ou { £;; } est la base usuelle des matrices antisymétriques 4 x4 (dont chaque élément
est une matrice écrite dans la base (e1,ez.e3,e4)), et wij = g(Ve;,e;) (g étant la
métrique de X).
Similairement, si on fixe une section locale s: U — L du fibré en droites complexes
associé a la structure Spin%, on obtient une 1-forme locale de connexion

A® = *(A): TU — iR.

On note que e X s est une section locale de PX L. Soit € X s le relevé par 7: P —
PxL de cette section locale. Etant donné la forme locale :

—~—

(€ X 8)" (pu(Z x A)) = (e X )7 (Z x A)
(mo(exs)(ZxA)
=(2°,4%)
(waEzJ A%

1<j

et le diagramme commutatif suivant :

T(P) 24, spin] = s0(4) ® iR

T(U) dm DPx

X@(S)
XA

T(PxL) 24, s0(4) @ iR

on obtient la formule locale suivante :

€>\<§
Zx A waezej , =

z<]
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Il suit que suivant e/>\</s, la section locale ¥ € I'(U;S) peut étre décrite par une
fonction ¢: U — Ay, et sa dérivée covariante est déterminée par le formule locale :

VA’QZ) = dw + ; Zwijeiej@D + ;AS’QZ) .
i<j
A priori, on posséde une connexion naturelle sur P grace a la connexion de Levi-
Civita. A contrario, le choix de la connexion A sur le fibré en droites L parait
completement arbitraire. Ce faisant, nous allons décrire quelque peu l'impact de
ce choix sur la résultante connexion.

Si A et A’ sont deux connexions sur L, leur différence est une 1-forme a valeurs
dans iR (i.e. A— A’ =in pour n € Q'(X;R)). Dot :

/ 1
Vv = Vit = in(X)y.

En introduisant le concept de transformation de jauge, on recouvre alors I'entiereté
de ces différences.

Definition. Une transformation de jauge est une application f: L — L
décrite par une fonction pyp: X — St :

Vpi €L, f(p1) =p1-ps(n(pr)),

ou m: L — X est la projection du fibré en droites complexes et le - décrit
action de S' C C sur le fibré. On note 'ensemble des iy produisant de
telles transformations f : G(L).

.

Si f une telle transformation. Alors, f*(A) est donnée par
f(A) = A+m"u3(0),
ol © = % (c’est la forme de Mauer-Cartan sur U(1) = S'). Et donc :
dpiy (X)
Hr

On note que l'on recouvre bien toutes les 1-formes a valeurs imaginaires pures
in(X) obtenue comme différence de deux opérateurs V en résolvant I'EDO

dpp(X) = ipg (X)n(X) .

L’intérét de ces transformées et qu’elles constituent un groupe pour la loi de com-
position des applications et que 'on pourra donc quotienter certains ensembles
par l'action de ce groupe lorsque cela se montrera pertinent... (cf partie sur les
équations de Seiberg-Witten)

Vi Wy — Vi =2 .U
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On acheve cette discussion sur les connexions des fibrés spinoriels en décrivant
brievement les formes locales des 2-formes de courbure de nos fibrés P et L :

R=07=> Q;E;;: TP x TP — s0(4)
i<j

Fia=0%=dA: TLxTL — iR

Remarque. On note que si f est une transformation de jauge et A est une connexion

sur L, alors :
Ff*(A) :FA =dA.

Autrement dit, la 2-forme différentielle de courbure F4 est invariante par transfor-
mation de jauge (nous ne prouvons pas ce résultat qui résulte de calculs en forme
locale, cf [2] et [3]).
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2.3 : Opérateur de Dirac

Definition. On appelle opérateur de Dirac, 'opérateur différentiel elliptique
du premier ordre suivant :

Dy=poVAT(S) - I(T"X ®8) =T(TX ®8S) = I'(S),

ou p est la multiplication de Clifford, et ou on a identifié 7*X et T'X loca-
lement via la métrique g.

Si {e1,e2,€3,e4} est une base g-orthonormée locale du fibré tangent 7°X, alors
on peut écrire la forme locale suivante pour l'opérateur de Dirac :

4
Di=>¢-V2.

=1

Remarque.

e La forme locale de 'opérateur de Dirac ne dépend pas de la g-base ortho-
normale choisie.

e L’opérateur est elliptique car son symbole est la multiplication de Clifford :
0(DA)(X):S—= S, — X 1.

En effet, ceci est une conséquence du développement local suivant :

Da(f-v) =) e Vfi(f -1)

M- 1D

> e (e () + VA0
grad(f) - v+ fDa(v).

@
I
—

e L’opérateur de Dirac est auto-adjoint pour le produit scalaire L? induit par
le produit hermitien

<DAw ) ¢1>L2 = <77D ) 1)14177ZJ1>L2 .

e SiS=S"®S estla décomposition mentionnée dans la partie précédente,
alors D4 = D} @ D avec D¥: I'(S*) — I'(S¥).
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e Sous un changement de connexion sur L, disons A" = A + i«, 'opérateur
de Dirac se comporte comme suit :

7
Da = Datia = Da+ Sl 0

ou - correspond a la multiplication de Clifford par une forme différentielle.

e Si on note k la courbure scalaire de la variété riemannienne (X ,g) et Fiu
la forme de courbure associée au fibré déterminant de la structure Spin®
muni d’une connexion A, on obtient alors une formule qui se montrera utile
plus tard (Weitzenbock) :

D3 = (VA VAW) + o+ S,

25



Chapitre 3 : Les équations de
Seiberg-Witten et les espaces de
modules

3.1 : Faits généraux

Nous rentrons a présent dans le vif du sujet : les équations de Seiberg-Witten sur
une 4-variété Riemannienne compacte sans bord et orientée.

Dans le cadre que 'on s’est fixé pour cette partie, il est clair par ce qui précede
que notre 4-variété X admet une structure SpinC, notons-la P, associée au fibré
des repéres P — X. On note également L le fibré déterminant de P. On rappelle
que la structure Hermitienne des fibrés spinoriels S*(P) induit une structure her-
mitienne sur L. Pour une connection A sur L et un champ spinoriel 1) € T'(ST(P)),
les équations de Seiberg-Witten prennent la forme :

2
Fi =q(v) =vev - 1

Da(¥) = DA(y) =0

ot Fj est la partie auto-duale (cf appendix théorie de Hodge) de la 2-forme de
connexion associée a A. Il est intéressant de noter qu’on peut voir ¢()) comme
un élément de Q%(X;iR). En effet, puisque 'on peut identifier 'algébre réelle de
Clifford de R* avec le matrices complexes 2 x 2 de la forme

()

alors un éléments A de Endc(S™T(P)) est également un élément de P'algebre réelle
de Clifford s'il satisfait les conditions suivantes : Tr(A) € R, et A* + X = Tr(\)Id.
Comme Tr(q(v)) = 0 et q(v) = q(¥)*, le résultat est clair.

On s’intéresse alors & l'espace des L3-configurations de ces équations, c’est-a-dire
I’espace 3 3 .
C(P) := Aps(det(P)) x L3(S™(P)),

ou ALg(L) est ensemble des L3-connexions hermitiennes unitaires sur le fibré
déterminant L, et ot Li(V) est l'espace des Li-sections de V (cf [3] pour les
définitions détaillées des Sobolev dans ce cadre).
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On introduit alors I'application de Seiberg-Witten :

C(P) = LA(A2T*X ® iR) & S~ (P))
(A, 9) = (Fi —q(¥), DE(¥))

L’introduction de cette application nous permet alors d’envisager les solutions des
équations de Seiberg-Witten comme les éléments de 'image réciproque SW=1(0).
Un des soucis majeurs de cette application est qu’elle n’est pas injective. En effet,
le groupe de jauge G(L) défini précédemment (qui est de dimension infinie...) agit
sur C'(P) de la facon suivante :

o |

daf

f-(A,@Z)):(f*(A):A+27,?).

On a vu que

VEWy _vdy = 2‘”55() 9,

ce qui fournit I'égalité suivantes pour les opérateurs de Dirac Dy et Djyx(a) :

1
Dyeay — Da = —grad(f) 1.

f
Ce qui nous conduit a :
1
Dy-y(F) = Dal) + Forad(s) - ()
1 1
= ?DAW) - Fgmd(f) i+ ﬁgmd(f) L1
= JltDAW)

Des lors, si (A,1) est une solution des équations de Seiberg-Witten, alors il en
est de méme pour (f*(A), %) . Les équations de Seiberg-Witten sont donc jauge-
invariantes.
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3.2 : Compacité de ’espace des modules

L’invariance par transformation de jauge fait donc transparaitre que STW~1(0) n’est
pas compact pour des topologies raisonnables. On considere alors son quotient par
le groupe de jauge :

My = SW10)/G(L).

On souhaiterait montrer que cet espace est compact pour la topologie L?. Pour
ce faire, on commence par établir une C’-majoration pour les spineurs positifs
solutions aux équations de Seiberg-Witten. Notons x la courbure scalaire de notre
4-variété riemannienne compacte (X ,g). S’il existe un x,,,, € X pour lequel
z +— |¢(x)|* atteint son maximum, on doit avoir Al (Z,,q)|? > 0. Parallélement,
en rappelant que pour un spineur positif on a F -1 = Fif -1, on voit que :

Al = 2<<VA> VA, w> — 2(VAY, VAY) < 2((VA)*VAY )
<< ) — f<FAw,w>>=—§|w|2—<sz,w>
:—fw (o)), 9) = 51l — Sl

Des lors, si |¥(Zmaz)|? > 0, alors 0 < —W — | U(@maa)[?, Aot

[ (Tman)|? < K

ou ky = max({—kr(x) | x € X} U{0}), ce qui conclut.

Ensuite, on développe quelques autres inégalités pour les solutions des équations
de Seiberg-Witten.

~

Proposition.
o |} =q(v) <
o [IF£12: < Evol(X)
o IVAW)I1%: < B vol(X)
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Remarque. La derniere inégalité provient de la formule de Weitzenbock appliquée
a une solution :

Kl

0= (DX)(¥) = (V' VW) + T+ -

dont on prend le produit L? avec v :

(s, )ie Il
4 * 4L‘

IVA@)I1Z: +

On montre alors que toute solution aux équations de Seiberg-Witten est jauge-
équivalente a une solution lisse.

Démonstration. L’outil principal de ce raisonnement est la technique d’'eliptic
bootstapping'. On fixe une connexion Ay sur L, et on suppose que (B, ¢) est une
solution des équations de Seiberg-Witten. On sait qu’il existe une 1-forme a valeurs
réelles b telle que ib = B— Ay € L3(T*X). En utilisant la décomposition de Hodge
de Q'(X), on peut écrire :

b=by+df +dp,

ol by est la partie harmonique de b, f € L3(X) et 8 € LA(A*T*X).

On définit alors 7 := exp(% f), puis

(A 0):=7-(B.,6) = (Ao +ia, exp(5 )0).

ol a = by + d*B. On note que d*a = 0. On peut alors réécrire les équations
de Seiberg-Witten (stables par transformation de jauge) en utilisant la regle de
transformation de I'opérateur de Dirac :

{ D}, () = —5a-1
i(da)* = q(¢) — Fj,

On note qu’initialement on a : a,i) € L3. Cela implique donc, d’apres les théorémes
de plongement de Sobolev, que a,1) € LP pour tout p €|1,00[. Cela implique que
a-1) € LP pour tout p €]1,00], puis, par la premiére équation ci-dessus, que Djow €
LP pour tout p €]1,00[. Il suit que ¢ € LY pour tout p €]1,00[. Grace aux inégalités
de Holder et de Sobolev, on en déduit alors que ¢(¢)) € L} pour tout p €]1,00[. En
utilisant alors D'ellipticité de I'opérateur d* +d*: Q'(X) — Q3 (X) & Q°(X), et en
combinant la seconde équation ci-dessus avec la relation d*a = 0, on obtient :

V p€]l,o0l, (d" +d")a € LY.
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En invoquant les résultats de régularité elliptique pour lopérateur d* + d*, on
obtient a € L3, ce qui implique immédiatement :

1
Vp €lool, saw =D, () € IF,
et donc

Vpe|lool, e L.

Il ne reste plus alors qu’a réitérer 'argument a 'infini. O
Nous sommes alors en mesure de prouver notre résultat de L?-compacité.

Démonstration. Soit K = K = {w € A*(X) | dw = 0, [w]ar = c1(L)} (o0 ¢;(L)
est la premiere classe de Chern du fibré L). Soit wperm 'unique forme harmonique
dans K (son existence et son unicité proviennent de la théorie de Hodge). Etant
donné que la forme de courbure F4 est invariante par transformation de jauge, on
peut définir 'application :

P:M, — K, [A,¢)] — Fu.

1. Montrons que P(M;) C K est un sous-ensemble compact pour la toplogie
L2
Supposons que (A,v) € SW~1(0). On commence par écrire la forme de
courbure différemment selon la théorie de Hodge :

FA:FZ—FFA_:Wharm—i_dna

ou 7 est une 1-forme que 1’on choisit dans le complémentaire orthogonal de
im(d®) @ H! dans T'(AY) (ot d® = d: A° — Al, et H” est I'ensemble des
k-formes harmoniques). On cherche alors & majorer V4 en norme L2?. On
rappelle que 1'on a :

AW|2 = 2<(VA)*VA¢ ) W - 2<VA¢ ) VAW

/XAW ~0.

On obtient alors une L*-majoration pour V4 :
A2 ke 1 4)
19413 = [ (=510 = 51l

< J p)wrs [, (5)wr

<. <_’;(KX)) — Cy(k) = C) .

et
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De plus,

PFf = —xd*(Fg+xFy) = —%d*Fy=d"Fy,
d*Fg :—*d*(FA—*FA) :—*d*FAId*FA,

d’ott : d*Fy = 2d*F{ = 2d*q(v)). On peut alors calculer 2d*q(v)) :

2d*q(v) = —2((¥, V) — (VA 9))

ce qui, par les majorations établies précédemment, conduit a :
ld"FallZ2 < Coll @721V 72 < s

Dés lors, étant donné que Fy = wparm + dn, on a : ||d*dn||3. < Cs. Et
comme 7 a été choisie dans le complémentaire orthogonal de im(d°) (i.e.
d*n = 0), on obtient : ||A]|3, < Cy. Le spectre de A étant discret et 7
étant également élément du complémentaire orthogonal a H!, on a aussi :
In]|2. < Cs]|An||2,. Donc, pour résumer :

)22 < Cs, et [|An|2. < Cs.

Cela signifie donc que I'ensemble de telles 1-formes 7 est borné dans ’espace
de Sobolev H2,(A'(X)). On utilise alors la continuité de I'application

sob

d: Hiy(AN(X)) = H,p(A*(X))
pour justifier que 'ensemble des dn (i.e. 'ensemble des F4 dans I'image de
P: M, — K) est borné dans H.,(A?(X)), et on achéve ce point de dé-
monstration en utilisant le théoreme de Rellich qui stipule que I'application

Hl

sob

(A*(X)) = LA(A*(X))

est un plongement compact, ce qui nous donne bien que P(IM;) C K est
un sous-ensemble compact pour la L2-topologie.
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2. On introduit application P: M, — A(det(P))/

_Q(N) [A, ]HLA] et on
utilise le théoreme de Weyl pour justifier que P(9t) C A(det(P))/g( P)
est un sous-ensemble compact.

Ce dernier fournit que 'application
A(det(P)) = K, Ars Fu

est un fibration avec fibres compactes Pic(X) = HY(X;R)/HY(X;Z). Et

puisque le diagramme suivant commute :

A(det(P))/G(P)
\ o

alors le fait que I'inclusion P(901;) C K soit compacte implique que P(My.) C
A(det(P))/G(P) V’est également.

. II ne reste plus qu’a voir que My, est L2-compact. Mais cela est quasiment
immédiat par la théorie des espaces de Hilbert. En effet, pour un élément

[A] € A(det(P))/G(P) fixé, la préimage P~([A]) C 9, consiste en les
solutions du probleme

Dath = 0
max{|Y(z)| |z € X} <Ky

ce qui correspond a une boule fermée et bornée dans un espace vectoriel de
dimension fini.

]
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3.3 : Résultats de lissité

On commence par expliquer pourquoi le quotient B(P) := C(P)/G(L) contient
une variété hilbertienne.

On dit qu'une configuration (A1) est réductible lorsque ¢ = 0 et irréductible
sinon. Des lors, le complémentaire de I'ensemble des classes d’équivalences des
configurations réductibles sous 'action du groupe de jauge, noté B*(]S), est une
variété hilbertienne. Ce fait provient de la propriété essentielle liée a ’action du
groupe G(L) suivante :

~

Proposition. Pour tout (A1) € C(P), il existe un voisinage ouvert de
(A,9) dans C(P) ainsi qu’une sous-variété hilbertienne fermée S plon-
gée C*-ment dans cet ouvert et invariante sous l’action du stabilisateur
de (A1) de sorte que lapplication

S X stana,4) G(L) = C(P)

soit un difféomorphisme sur un voisinage de Uorbite de (A ,1). On dit que
Vaction de G(L) sur C(P) admet des tranches locales.

On s’intéresse alors a la lissité de ’espace de modules des équations de Seiberg-
Witten. Tout comme pour la compacité, il y a une obstruction a ce qu’il soit une
variété lisse. En fait, il devient nécessaire de considérer les espaces des modules des
équations de Seiberg-Witten perturbées ?Jﬁ(f’ ,h), ott la perturbation, qui se traduit
par l'ajout d’'une 2-forme auto-adjointe (au sens de Hodge) & valeurs imaginaires
pures ih € Q% (X;R) dans I'équation de courbure, est vue tel un parametre a faire
varier dans ’application :

Ci(P) x LIA2T*X @ R) — L2((A2T*X @ iR) @ S™(P))

SW: { (A, 0, h) = (Fi —q(¥) —ih, Da(¥))

On remarque que P'on choisit i dans L3, cela provient de la nécessité d’obtenir des
inégalités similaires a celles dérivées dans la partie précédente, et qu’on a remplacé
C(P) par C4(P), I'ensemble des L?-configurations. Cela permet d’assurer que la
théorie des opérateurs elliptiques (faisant fonctionner nos arguments de "boots-
trapping") reste applicable. Ce faisant, nous feront agir a présent Gs(L), le groupe
des L2-transformations de jauge, au lieu de G(L) sur ces nouvelles équations.
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Dans ce nouveau contexte, notre théoreme central devient :

. Soit (X, g) une 4-variété Riemannienne vérifiant b3 (X) > 0.
Alors, pour un choiz générique de perturbation h € A2T*X, on a, pour
toute structure Spin® P sur X, que Uespace des modules 93“((15,h) est une
sous-variété compacte de B*(P).

On sépare les cas des solutions réductibles et irréductibles. On entame cette dis-
cution avec celui des solutions irréductibles.

Lemme. V (A, ,h) € SW(0), 9 #0 = DSW 4 4 4 est surjective.

Démonstration. On commence par détailler la différencielle en nous placant dans
les hypothéses du lemme :

d* —DQ¢ —1
DW(A,w,h):(;w D 0)

ot d* est la composition entre I'opérateur d et la projection sur la partie auto-
duale (théorie de Hodge), - est la multiplication de Clifford, et Dgy(¢) est donnée

par :

d

p g +tp) =Y ® " + o @¢* — Re((¢,¢))1d .
t=0

La restriction de cette différentielle a la composante h réalise une surjection sur le
premier facteur de I'image. On montre alors que la projection sur le second facteur
de I'image de la restriction de la différentielle a Iespace tangent de Cy(P)

UPRS DM|LZ((T*X®iR)@S+(P))

est surjective. Cette composition coincide avec 'application
1
G: (a,n) — DA(n)+§a-w.

Soit A € L2(S™(P)). On cherche & montrer que le complémentaire orthogonal de
I'image de G est trivial, deés lors, supposons que A € Im(G)*2? et A # 0. Notre
premiére hypothése nous fournit immédiatement que A € I'm(D4)+z2, d’oll, comme
DA = DZ .

A€ Ker(Dy: S™(P) — ST(P))
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La regularité elliptique de I'opérateur de Dirac implique que A ne peut pas s’annuler

sur un ouvert de X. Similairement, comme ©» € Ker(Dy4) et ¥ # 0, alors ¢

ne peut s’annuler sur aucun un ouvert de X. Maintenant, comme A\ et ¢ sont

continue, on choisit une petite boule ouverte U sur X centrée en un point xy avec

A(xo) # 0 # (xg). On réduit alors la boule de sorte que A et 1) sont presque

constantes sur cette boule pour un certain systeme de coordonnées. Des lors,
JdaeTr X/ Re({a- 1(xg), (o)) >0.

0

En étendant a sur U via une trivialisation locale du fibré cotangent, on obtient :
a € QYU) telle que V = € U, Re({a(z) - (), \(x))) > 0.

Une fonction plateau lisse nous permet alors d’étendre a a X tout entier de sorte
que

/. Re({a(@) - v(2), Aw))dvy > 0

Cela signifie que A n’est pas L*-orthogonale & G(2a,0), ce qui constitue une contra-
diction avec notre hypothese. Dés lors, Im(G)*z? est trivial et donc G est surjec-
tive. Ceci complete la preuve. O]

On obtient alors :

Proposition. Soit (X ,g) une 4-variété Riemannienne fermée et orientée
munie d’une structure Spin® fizée P. Alors, l’espace des modules paramétré
des solutions irréductibles

P (P) := {([A,%],h) | Ff = q(¢)+ih, Da(1) = 0} C B*(P)x LA(A2T*X)

est une sous-variété lisse.

Démonstration. D’apres notre précédent lemme, ’espace
PO (P) := {(A., 1) | Ff = q(¢) +ih, Da() = 0} € C}(P) x Li(ALTX),

ot C7(P) est I'ensemble des L3-configurations irréductibles, est une sous-variété
lisse. En quotientant par I'action du groupe Gs(L) (qui est libre puisque l'on se
restreint aux solutions irréductibles), on obtient bien une nouvelle fois une sous-
variété lisse. ]

Puis, en utilisant le petit théoreme de Sard (cf [3], p.101) : on obtient que pour un
choix générique h € AZT*X, l'espace IM*(P,h) est une sous-variété lisse de B (P).
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On discute alors du cas des solutions réductibles. C’est maintenant que I'hypothese
by (X) > 0 se revele primordiale.

Proposition. Supposons que b3 (X) > 0. On fize alors la structure Spin®
de sorte que la premiére classe de Chern associée a son fibré déterminant ne
soit pas torsion. Alors, pour une métrique générique sur X, les équations de
Seiberg- Witten n’admettent aucune solution réductible.

De plus, pour toute structure Spin®, s’il n’y a aucune solution réductible
aux équations de Seiberg- Witten, alors pour toute perturbation suffisamment
petite, il n’y a pas de solution réductible aux équations perturbées, et pour
toute métrique et pour une perturbation générique, il n’existe pas de solution
réductible.

Démonstration. Une solution réductible aux équations de Seiberg-Witten n’est
rien d’autre que la donnée d’une connexion anti-auto-duale sur le fibré déterminant
de la structure Spin® et un champ spinoriel identiquement nul. Toute connexion
anti-auto-duale possede une courbure qui correspond a une 2-forme harmonique
dont la classe de cohomologie associée vaut 27”01(L). Pour que cette forme soit
anti-auto-duale, il est nécessaire qu’elle soit orthogonale a 1’ensemble des 2-formes
harmoniques auto-duales. D’apres un argument trouvable dans [5] p.91, si ¢;(L) €
H?(X;R) est non nulle, alors cette condition se traduit en une condition fermée
sur la b3 (X)-codimension de I'espace des métriques riemanniennes sur X.

Pour n’importe quelle métrique, une solution réductible aux équations de Seiberg-
Witten vérifie

F{ =ih.

Si la projection orthogonale de h sur les 2-formes harmoniques auto-duales ne vaut
pas la projection de 2mey (L) sur 'espace des 2-formes harmoniques auto-duales,
alors il n’existe aucune solution vérifiant I'’équation Fif = ih. Les deux derniéres
assertions sont alors immédiates. O

On obtient donc naturellement notre résultat dans le cas réductible (puisqu’il n’y
a pas de telles solutions...) :

Corollaire. Soit (X ,g) une 4-variété Riemannienne lisse, fermée et orien-
tée, avec by (X) > 0. Alors, pour un choiz générique h € A2T*X @ R,
I’espace des modules zm(P,h) des équations perturbées de Seiberg- Witten est
une sous-variété lisse de B*(P).
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Remarque. On peut de nouveau montrer que cet espace des modules est compact.
La démonstration étant tres similaire a celle du cas sans perturbation, on esquisse
simplement 1'idée.

On possede I'équation suivante dans le cas perturbé :

¥

4
On peut alors prendre le produit hermitien avec v, et on évalue I'expression en
une valeur maximale zq de || :

0= (VAVA@) + %wr b+ ih.

lﬁ(l’o) |1/}(I0)’4 ;
: — + Re((ih(xo) - ¥ (z0) ,¥(x0))) -

la norme du dernier terme de cette expression vaut au plus |h(xg)||¢)(x0)|* . Donc,
soit ¥ (xg) = 0, auquel cas 1) est identiquement nulle, soit

(o) ? +

0>

k(xo) | [U(xo)l
0> ==+ — |h(xo)| -

Si 1) n’est pas identiquement nulle, cela implique que

[¥(0)[* < 4|h(xo)| — k(o).
D’ou la borne C° pour les solutions des équations perturbées :

()" < maz(maz{4|h(y)| - K(y) | y € X},0).

On obtient également une nouvelle borne L? pour V4(¢) en prenant le produit
scalaire L? avec 1) dans I’équation ci-dessus :

VAW + ZI0 13 + 1l + (b, )i =0,

on obtient bien la majoration désirée car k, ¥ et h sont bornées. On procede alors
par "bootstrapping' pour montrer que les solutions sont bornées dans L? pour tout
[, et donc que I'espaces des modules des équations perturbées est compact.

On obtient alors un corollaire via la théorie des opérateurs de Fredholm (on renvoie
a [3] pour les détails) :

~

Corollaire. Supposons que by (X) > 0. On five une structure Spin® sur X,

que l'on note P. Alors, il existe un ouvert dense U(P) C L3(A7T*X ® R)
tel que pour tout h € U (P), Uespace des modules des équations perturbées
M (P,h) posséde uniquement des solutions irréductibles et constitue une sous-

variété lisse compacte de B*(P).
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On acheve cette discution sur la lissité en esquissant la preuve de notre théoreme
directeur (p.33) :

Démonstration. Soit P, une structure Spin€ sur X fixée. On considére U °O(]5),
Pintersection de l'ouvert U(P) C L2(A2T*X ® R), donné par le corollaire précé-
dent, avec I'espace des formes lisses. Le corollaire nous fournit alors que U Oo(]5) est
un ouvert dense de ’ensemble des 2-formes lisses auto-duales sur X, et la conclu-
sion de notre théoréme tient pour P et tout h € U®(P).

Soit alors U™ l'intersection prise sur Uensemble des structures Spin® P de tous les
U>(P). 1l peut étre montré qu’il n’existe qu’un nombre fini & isomorphisme prés
de structures Spin® différentes pour lesquelles la dimension formelle de 'espace de
modules est positive et ce dernier est non-vide (cf remarque suivante) ; et comme
U OO(P) ne dépend que de la classe d’isomorphisme de P, alors U est un Gj-dense
sous-espace de ’ensemble des 2-formes lisses auto-duales. La conclusion de notre

théoreme est donc valable pour tout h € U*. O

Remarque. On détaille un peu le résultat utilisé plus haut sur le nombre de struc-
tures Spin® & isomorphisme pres. Si (A,1)) est une solution des équations de
Seiberg-Witten (standards) en laquelle la dimension formelle est positive, i.e.

c1(L)? — (2x(X) +30(X)) > 0,

ou : ¢1(L) est la premieére classe de Chern du fibré déterminant L ; la notation
c1(L)? signifie que I'on considere I'image par la forme d’intersection de ¢;(L) avec
elle-méme; x(X) est la charactéristique d’Euler de X ; o(X) est la signature de
X. Cette formule trouve son origine dans le complexe elliptique suivant :
12(x - iR\CL =09 20 s : VWA a2 s . —(P
3(XGiIR) ——="L(T" X @ iR) ® ST (P)) —— Ly(ALT*X ®iR) ® S™(P))

qui se décompose en deux sous-complexes elliptiques plus petits d’ot on extirpe (au
moyen du théoréme de I'indice d’Atiyah-Singer) cette "dimension formelle" (pour
plus de précisions voir [1] p.65). Par construction de la premiere classe de Chern,
on a ¢;(L)* = ﬁ(”FX”QL% - ||FZ||%§) Des lors, 'hypothese de positivité de la
dimension formelle implique que la classe de cohomologie représentée par la forme
%FA appartient & un compact dans H?(X;R). Puisque cette classe doit étre dans
le cohomologie a valeurs entieres, il n’y a donc qu'un nombre fini de possibilité
pour le choix de ¢;(L). Et comme il n’y a quun nombre fini de structures Spin®
a isomorphisme pres ayant une certaine premiere classe de Chern fixée, le résultat
suit.
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3.4 : Invariant de Seiberg-Witten

Remarque.

1. Il est possible d’orienter I'espace des modules en choisissant une orientation
pour HY(X;R), H'(X;R), et HZ(X;R) (cf [1] p.95-98).

2. On a vu que l'on pouvait identifier G(L) avec (S')X (Iespace des applica-
tions du cercle & valeurs dans X). Parallelement, on note que C*(P) est
un ouvert contractile de I'espace affine contractile C'(P) sur lequel I'action
(SYH)X © C*(P) est libre avec tranches locales. Deés lors, 'espace B*(P)
classifie le groupe (S')¥. Par suite, il existe un S!-fibré principal univer-
sel au-dessus de B*(P) dont la premicre classe de Chern est le générateur
de H*(B*(P);Z). Si on fixe un point base € X, et si on note G°(L) le
sous-groupe de G(L) constitué des transformations de jauge qui stabilisent
la fibre au-dessus de z, alors

BY(P) = C*(P)/G°(L)

est espace total du fibré universel en cercle au-dessus de B*(P).

Cas b (X) > 1

On suppose que (X ,g) est une 4-variété Riemannienne munie d’une structure
Spin® P avec by (X) > 1. On fixe une orientation sur H'(X;R) et sur H2 (X;R) de
sorte d’en obtenir une sur 9 (P k) pour un choix générique h € A2T*X . Soit p €
H?(B*(P); Z), 1a premicre classe de Chern du fibré universel en cercle (cf deuxieme
point de la remarque précédente). On définit I'invariant de Seiberg-Witten dans
ce cas comme suit :

sw(P) — {

Jon(B.n) u? si la dimension formelle est paire et vaut 2d
0 sinon

Remarque.
1. La parité de la dimension formelle d(L) = allP=2X0=30() oincide avec

z
celle du nombre by (X) — b3 (X) — 1.

2. sw(P) ne dépend pas du représentant choisi dans la classe d’isomorphisme

de P en tant que structure Spin®. On obtient donc une application :

sw: S(X) = Z, P SW(P),

olt S(X) est I'ensemble des classes d’isomorphismes des structures Spin®
de X. Elle est bien définie, est un invariant, et est identiquement nulle sauf
en un nombre fini d’éléments de S(X).
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3. L’hypothese by (X) > 1 permet de rendre sw(P) indépendant des choix de
la métrique g et de la perturbation h (cf [1] et [3]).

Cas by (X) =1

On proceéde comme pour le cas by (X) > 1 avec une difficulté supplémentaire :
il existe une sous-variété de l'espace des métriques Riemanniennes sur X (que
'on notera Met(X)) de codimension 1 dont les éléments admettent des solutions
réductibles aux équations de Seiberg-Witten. On commence par un lemme :

Lemme. Soit ¢ € Met(X) un choiz de métrique générique. Alors, pour
toute structure Spin®, il existe une solution réductible [A ,0] aux équations
de Seiberg-Witten si et seulement s’il existe une 2-forme harmonique auto-
duale orthogonale au sens du produit cup da la premicre classe de Chern de
fibré en cercle associé a la structure Spin®.

Démonstration. On sait qu’il existe une solution réductible aux équations de Seiberg-
Witten si et seulement s'il existe une connexion anti-auto-duale sur L (le fibré en
droites complexes associé & P). La courbure d’une telle connexion est donc une
2-forme harmonique anti-auto-duale. Une telle 2-forme existe si et seulement si
c1(L) est orthogonale sous le produit cup a l'espace des 2-formes harmoniques
auto-duales. Cet espace étant de dimension 1, le résultat suit. n

On a donc également la contraposée suivante : s’il existe une 2-forme g-auto-duale
non nulle et non orthogonale & ¢ (L), alors il n’existe aucune solution réductible
aux équations de Seiberg-Witten. Des lors, pour une perturbation générique suffi-
samment petite h, Sﬁ(f’,h) sera une variété lisse compacte. On peut alors définir
I'invariant de Seiberg-Witten comme précédement (attension, cette fois il dépend
completement du choix de la métrique) :

B d . . TS
sw, (P) = { ffm(.P’h)u /2 si dimg (B*(P)) € 2N
0 sinon

On a ainsi un invariant sur X x E, ou E est la composante connexe du sous-
espace de Met(X) contenant les métriques Riemanniennes admettant une 2-formes
harmoniques auto-duales non-orthogonales & ¢;(L). On peut alors montrer que
lorsque Hi(X;R) = 0, la valeur de l'invariant ne dépend plus que du signe de
I'évaluation de la 2-forme d’intersection entre un élément de E et ¢;(L). Cela
signifie que pour chaque métrique fixée g, il n’existe que 2-valeurs possibles pour
swy(P).
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Remarque. On peut en fait établir une formule entre ces deux valeurs. Pour ce
faire on note que l'application

{ Met(X) — P(H*(X;R))
g A} T°X

olt P(H*(X;R)) est I'ensemble des lignes dans H?(X;R), est une submersion. En
fixant une orientation sur #% (X;R), on obtient alors, pour toute métrique sans so-
lution réductible aux équations de Seiberg-Witten, I’existence d'une unique 2-forme
harmonique auto-duale de norme 1 dans la composante positive de Hi(X :R). On
la note w™(g). Dans ce cadre, on obtient alors le théoréme suivant :

7

. Soit X une 4-varicté lisse, fermée, et orientée, telle que by (X) =
1 et H(X;R) = 0. On fize une structure Spin® P — X telle que ¢;(L) # 0,
et une orientation sur H:(X;R). On pose également :

Ry:={g€ Met(X)| +w"(g) (L) >0}.

Alors, pour toute métrique g € R =R, IR _, swg(P) est bien défini. De
plus, . .
swly, (P): RN = Z, g — swy(P)

est constante sur Ry et sur R_, on note swy(P) dans ce cas. Dés que la
dimension formelle de l’espace des modules I(P) est paire, on a également
la formule suivante :

swy (P) = sw_(P) — (—1)¥2.

La preuve de ce résultat repose sur un argument de transversalité ainsi que sur
des résultats issus du caractere elliptique de certains opérateurs, dont I'opérateur
de Dirac (cf [1] p.108).
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3.5 : Cas Kahlérien

Nous avons jusqu’alors obtenu un invariant. Il reste alors a savoir s’il s’agit d'un
invariant qui peut étre calculé dans des situations intéressantes. Nous allons donc
pour motiver cette construction approfondir quelque peu le cas des surfaces kahlé-
riennes compactes qui présente ’avantage de déboucher sur des formules explicites
pour cet invariant.

Description explicite des équations de Seiberg-Witten dans
le cas d’une surface kiahlérienne compacte

Definition. On dit que la 4-variété X est kdhlérienne lorsqu’elle est mu-
nie d’'une métrique riemannienne g et d’une structure presque complexe g-
orthogonale et V-parallele J: TX — TX (ou V est la connexion de Levi-
Civita).

De maniere équivalente, on dit que la variété complexe X est kdhlérienne
lorsqu’elle est munie d'une métrique hermitienne h vérifiant d(—Im(h)) = 0
(i.e. la 2-forme —Im(h) est fermée).

.

Dans la discussion qui va suivre, on supposera que X est une 4-variété kihlérienne
(on se placera dans le cadre de la premiere définition).

La structure presque complexe vérifie J? = —1, on peut donc décomposer Tc X :=
TX ®r C en somme de sous-espaces propres :

TeX =T°X @ T2 X .

On note 'Y et 7%! les projections correspondantes, et on remarque que la pre-
miere projection est C-linéaire. Cette décomposition induit une bigraduation sur
A*(TeX). En définissant une action de TX sur la sous-algébre A*T2"X par

v-(@' Ao Aah) = V2P (W) At A At — 7 0(w) Zat A A Qb

ol
t
0w Zat Aot =) (1) Tk T ()t A At A A,
i=1
et ou le crochet est le produit hermitien sur T X (C-linéaire en le premier fac-
teur) qui étend le produit scalaire issu de g, on peut en déduire une action sur le
complexifié du fibré de Clifford CI(P) ® C car 'action vérifie la formule :

v-(w-(a' Ao Aah)) = —|u]P(at Ao A QY.
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En utilisant le plongement de U(2) dans Spin®(4) obtenu comme relevé de 'appli-
cation U(2) — SO(4) x S', A+ (A,det(A)), on peut identifier 'action de U(2)
sur A*TA" X avec Daction naturelle de U(2) sur A*(TeX). Avec cette identification
et en notant P la structure Spin€ naturelle de X, dont le fibré déterminant en
droites complexes est isomorphe & Ky' = A®2X = A?TcX (linverse du fibré en
droites canonique de X '), on peut alors identifier le fibré spinoriel complexe associé
avec A*Tc X, et a fortiori :

SE(Py) = A%X @ A2 X = AT X @ AT X ;
Sc(Py) = A% X = A'Te X,

ol P; est la structure Spin® induite par la structure presque complexe.

ldée de démonstration. La structure presque complexe et la métrique Rieman-
nienne induisent I'existence d'un U(2)-fibré principal Qupy — X et un isomor-
phisme de fibrés principaux entre Qu ) Xu(2) SO(4) et le fibré Pso4) des repéres
de X. On pose P; = Qu(2) Xu(2) Spin®(4), en utilisant le plongement de U(2) dans
Spin§. On a P;/S' = Qu) Xu(@ SO(4), ot la représentation U(2) — SO(4) est
la représentation triviale. P; est une structure SpinC. Son fibré déterminant en
droites complexes est P;/Spin(4) = Qu(2) Xu S' via I'application déterminant
U(2) — S'. Donc P; ale méme fibré déterminant que Qu(2), qui est bien I'inverse
du fibré déterminant A*°Q7; ) = A%?Qu). Trouver les sous-espaces propres de
wce permet alors d’achever la preuve. O]

En remarquant que A*(7cX )" est C-linéairement isomorphe & A>*T2 X, on peut
réécrire les identifications précédentes :

ATEX @ A TEX
AMTEX .

S*(P)
S7(P)

Décrivons maintenant l'action des formes différentielles de Q/(X;R) sur S(P;).
Pour ce faire, on utilise la métrique sur X de sorte a identifier Q'(X;R) avec I’en-
semble des sections de A“T'X, que I'on identifie & son tour & un sous-ensemble de
CI(R*) (on avait discuté de I'isomorphisme d’algebre entre 1'algebre extérieure et
celle de Clifford).

Des lors, on définit la multiplication de Clifford par w = a* A --- A o sur CI(RY),
ol @* est orthonormale en chaque point, comme la composition des multiplications
de Clifford par les 1-formes o/ :

o v =21 ) Av — 7O (d?) Lv).
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En identifiant le fibré déterminant en droites complexes avec Ky' = A?TcX =
A%2X et en notant que la structure complexe sur X détermine une structure ho-
lomorphe, i.e. une (0,1)-connexion sur K", alors, I'existence d'une métrique her-
mitienne sur Ky' (fournie par la métrique g) implique celle d"une unique connexion
hermitenne A sur Kx' qui est compatible avec la structure holomorphe (i.e. la par-
tie (0,1) de A correspond a la (0,1)-connexion holomorphe). Autrement dit, dans
ce nouveau cadre, le choix de la connexion A n’a plus a étre arbitraire.

On est alors en mesure d’écrire une nouvelle forme locale pour D 4. Soient o €
A%*T%X (on rappelle qu’a présent on identifie S(P) avec A®*T¢X) et (21, 22) un
systeme de coordonnées holomorphes autour d’un point p € X, tel que z; = x4z
et zo = x3 + ix4. On note e; le vecteur tangent unitaire en p dans la direction x;.
Etant donné que X est kiahlérienne, la métrique est localement standard jusqu’a
I'ordre 2. Des lors, A correspond a la connexion produit au point fixé, et V., = 0;.
D’ou la formule suivante dans la trivialisation :

En écrivant la forme locale de la multiplication de Clifford, on obtient une forumle
encore plus précise :

Da(0)(p) = V2 ; 7 (dai) A Oy(0)(p) — 7 (dai) £0i(0) (p)-

En remarquant alors que %! (dxoy_1) = 2’“ et 0 (dwgy) = zdg’“ on obtient finale-
ment :

\/_Zdzk/\ (O2k-1(0) (p) + 102 (0) ()
- V2 ZWO’I(dQ:i)L@(U)(p)

_fz Az A —(0) — V2 iwo’l(dmé&(a)(p)

8
0z k
=2 Zdw* — V2 Z (424) 5 (Do +(0)(p) — () (1))
=V2(0 ( idzké 92 ))

={v2(3(0)(p) + 9" (0)(p)) |
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On a aussi vu qu'une autre structure Spin® P differe de la structure naturelle
Py d’'un U(1)-fibré principal Q — X. Notons Ly le fibré déterminant associé a Q).
Alors, les fibrés spinoriels positif et négatif sont donnés par :

ST(P) =S*(P))®Lo = A°(X; Ly)DA?(X; Ly)S™ (P) = S~ (P;)®Ly = A" (X Ly) .

La multiplication de Clifford par une 1-forme est une nouvelle fois donnée par la
formule précédente. De plus, on a la relation suivante entre les fibrés déterminant :

L:=det(P)=Ky'® L%.

Des lors, la donnée d’une connexion A sur le fibré L est équivalent a celle d’une
connexion Ay sur le fibré Ly via la relation :

(Ap)* = A, ® A,

ou Ak, est la connexion hermitienne holomorphe sur Kx. L’opérateur de Dirac
associé a la connexion A sur L est alors donné par

V2(0a, + 04,): Q°(X; Lo) @ Q(X; Lo) = Q%1(X; L) ,

qui correspond au couplage de opérateur v/2(0 + 5*) avec la dérivée covariante
V4, sur Lg. On peut alors réécrire la premiere équation de notre probleme de
Seiberg-Witten. Soit v = (a, 8) € QY(X; Lg) ® Q%2(X; Ly). L’équation devient :

V2(0a,(a) + 85,(8)) =0.

Il nous reste a décrire ’équation de courbure. Soit w la forme de Kahler sur X.
C’est une 2-forme réelle auto-duale de type (1,1) qui ne s’annule jamais. On a alors
la décomposition suivante :

Q2(X;C) = Q"(X;C) - wa (2*°(X;C) 8 Q**(X;C)) .
Des lors :
Q% (X;iR) = QY(X;iR) -w e {u— i | p € Q**(X;C)}.

Ce qui nous permet d’écrire la partie auto-duale de la 2-forme de courbure de notre
équation sous la forme :

ou f est une fonction & valeurs réelles et u est une (0,2)-forme a valeurs complexes.
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Pour un systeme de coordonnées holomorphes centrées en un point en lequel la mé-
trique kahlérienne est standard jusqu’a 'ordre 2, on a que {%w , %dil Ndzs %dzl A
dzy} est une base de A2 (T¢X). En utilisant alors notre isomorphisme induit par
la multiplication de Clifford de A% (T¢X) sur End(ST(T¢X)) = C[2], on obtient
dans la base unitaire {1, 3dz A dz} de ST(T¢X) :

W s —2 0
0 2

1. _ 0 0
idzl/\d22<—> (2 O)

1 0 0\" [0 -2
2d21/\d22(—>—<2 O) —<0 0)

Parallélement, il est clair que la matrice représentant I’endomorphisme ¢(1)) est

(;(\a\;g 181%) 5(’5’20455 |a]?) )

En remarquant que l'identification ci-dessus envoie la 2-forme
i 1, S
o ~ 11w + (@6 — af) € iN}(TEX)
sur la matrice de ¢(¢), on obtient donc :
. 1 1, _
Ff =ifw+p—p= (o - |87 + 5(a5 - af)

et ’équation de courbure devient le systeme :

{ (Ff)M = i(af - 8w

,1 z(
4
(Fi)P2 =5
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Description de ’espace des modules

On peut introduire le degré du fibré déterminant L associé a la structure Spin®
P

deg(L) = /X (L) Aw.

A partir de cette définition du degré, on obtient un critére de simplification des
équations en fonction de son signe :

Lemme. On fize une solution (A ,v) aux équations de Seiberg- Witten dans
notre cadre kdahlérien avec » = (a, 8). On a alors :

De ce résultat découle deux corollaires concernant la structure de l'espace des
modules des équations de Seiberg-Witten :

Corollaire. Sideg(L) < 0 (resp. deg(L) > 0), alors toute solution auz équa-
tions de Seiberg- Wilten consiste en une connexion holomorphe hermitienne
A sur L et une section holomorphe a de Lo (resp. B de Lg*) vérifiant

l =
(FDM = laPw (resp. = 16Pw).

Deuz telles paires (A, ) et (A", ) (resp. (A,B) et (A", ")) déterminent le
méme point dans [’espace des modules si et seulement s’il exite un isomor-
phisme holomorphe hermitien entre L et Ly tel que [isomorphisme induit
Lo — Ly (resp. Ly' — Ly') envoie a sur o (resp. B sur ().

Le résultat suivant nous montre alors que lorsque le degré est non nul, alors tout
couple composé d’une structure holomorphe sur L et d’une section holomorphe de
Ly détermine un point dans ’espace des modules :
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Lemme. Fizons une connexion hermitienne holomorphe A sur L, et une
section holomorphe non identiquement nulle o (par rapport a la structure
holomorphe définie sur Ay) de Ly. Si deg(L) < 0, alors il existe une autre
structure hermitienne h' sur L telle que

i
(F = Yol e,
ou A" est la connexion h'-hermitienne qui définit la méme structure holo-

morphe que A sur L, et |.|p est la norme issue de la structure hermitienne
induite sur Lo par h'.

Etant donné que deux strucutres hermitiennes sur L sont isomorphes via un auto-
morphisme de fibrés linéaires complexes de L, on obtient une description compléte
de notre espace des modules :

Corollaire. On fize une paire (0p,0q) constituée dune structure holo-
morphe sur L et d’une section holomorphe non identiquement nulle de Ly,
et on suppose que deg(L) < 0. Alors, il existe une solution (A, «) aux équa-
tions de Seiberg- Witten vérifiant les propriétés du lemme précédent et telle
que

1. A détermine une structure holomorphe sur L isomorphe a Oy, ,

2. il existe un isomorphisme holomorphe entre les strucutres déterminées
par A et O, qui envoie o sur aq.

Une telle solution est unique a transformation de jauge prés. De cette fagon,
toute paire (Or ,aq) détermine un point dans lespace des modules IN(P).
Tous les points de im(p) sont obtenus de cette maniere. De plus, deux couples
(O, ) et (04, ) déterminent le méme point dans M(P) si et seulement
st les structures holomorphes sur L sont isomorphes et [’isomorphisme induit
Ly — Ly envoie les sections holomorphes sur des multiples scalaires.

Remarque.

1. Un résultat complétement analogue existe pour le cas deg(L) > 0 (cf [1],
p.117-118).

2. Le cas deg(L) = 0 est assez simple : toute solution aux équations se doit
d’étre de la forme (A,0) avec A une connexion anti-auto-duale sur L et

0 le spineur trivial. Des lors, 9t(P) s’identifie & 'ensemble des classes de
jauge-équivalence des connexions anti-auto-duale sur L.
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Invariant de Seiberg-Witten pour une surface kahlérienne

On acheve cette partie avec I’évaluation de I'application de Seiberg-Witten dans
le cas d’une surface kdhlérienne.

7

Proposition.
1.

2.

Si deg(Kx) < 0, alors toutes les solutions auz équations de Seiberg-
Witten sont réductibles.

Soit Px la strucutre Spin® induite par la structure presque compleze.
Si deg(Kx) > 0, alors sw(Px) = £1 (ou Uinvariant est calculé par
rapport a la métrique kihlérienne fixée).

Remarque. Le signe de I'invariant peut étre déterminé avec des considérations liées
a lorientation (cf [1] p.121-122).

Démonstration.

1. Cas deg(Kx) < 0 pour une structure Spin® P quelconque.
On sépare la preuve en deux sous-cas :

1.1.

1.2.

Cas deg(L) <0 :

D’apres I'un des lemmes de la sous-partie précédente, cette hypothese
nous assure que 5 = 0 et a est une section holomorphe de L, dans
la solution ¢ = (a,f). Si a # 0, alors deg(Lg) > 0. Mais comme
deg(L§? = Kx ® L) < 0, alors a = 0, et donc ¢ = 0.

Cas deg(L) >0 :

D’apres I'un des lemmes de la sous-partie précédente, cette hypothese
nous assure que o = 0 et 3 est une section holomorphe de Ky ® Lg!
dans la solution ¥ = (a,3). Si B # 0, alors deg(Kx ® Ly') > 0. Mais
comme deg((Kx ®Ly")®? = Kx® L) < 0, alors 8 = 0, et donc 1 = 0.

Cela acheve la preuve de la premiere assetion.
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2. Cas deg(Kx) > 0 pour la structure Spin® Py issue de la structure
presque complexe.
Etant donné que le fibré L de Py s’identifie au fibré K, alors deg(L) < 0.
On mentionne également que Py est la structure Spin® pour laquelle L est
le fibré lisse en droites complexes trivial. Soit (A, ) une solution des équa-
tions de Seiberg-Witten sur Px. La structure holomorphe sur L, induite
par la connexion Ay possede une section holomorphe non-triviale o qui se
doit d’étre une section non-nulle partout puisque le fibré Lj est trivial. Des
lors, elle est constante. Donc 9 (Py) est réduit & un point. On montre par
la suite que ce point est lisse en utilisant les différentielles en jeu dans le
complexe elliptique associé & (A, «) :

QY X;iR) 02 (X;4R)
0 —— QO(X;iR) —2- ® Y
0°(X;C) @ N%3(X;C) %(X;C)
ou
o 2idf
D1(2f>_<—if‘a>7
et

oo N ) d*(i\) — LRe(ad)w + 1(ab — ab)

2 = 3 A 1 ~ .

( (a.0) ) ( Va(O(a) + 0*(0) + Lr (0N - )

Comme « est une section constante non nulle, il est clair que le noyau
de D; est trivial. Etudions alors le noyau de D,. On va montrer que ce
dernier est inclus dans I'image de D;. Pour ce faire, on commence par
éluder les hypotheéses nécessaires et suffisantes pour appartenir a ce noyau.
Soit (i, (a,b)) € Ker(D,). En appliquant 'opérateur 0 a la deuxiéme
iA
(a,b)

SO0 (iN) - o+ 0% (D) = 0.

coordonnées de Dy , et en observant que 9% = 0 et d(a) = 0, on

obtient :

La premiere coordonnée s’annulant également, on a :
A= (i) = d(in)? = 3.
d’out : 1 o
Z|a|2b +00"(b) =0.
On prend alors le produit-L? avec b de cette expression, et on obtient :

1 _

20



On écrit a = (u + w)a pour deux fonctions réelles lisses u et v. Notre
objectif étant de prouver linclusion Ker(Ds) C Im(D;), on peut sans
perte de généralité étudier i\, (u + iv)a) + Dy(iv) = (i(A + 2dv) , ua)
(car Dyo Dy = 0). On écrit alors (A +2dv) = € — € pour un £ € Q%(X;C),
et on a :

c — (Hf — HEVt — daf
uor d(§—¢) = (96 = 9" = “Fruw

la premiére équation nous donne & = —25(u), et la seconde devient alors
équivalente a

8A(u) +u=0.
Etant donné que A ne posséde que des valeurs propres positives ou nulles,
on obtient que u = 0. Deés lors, on voit que £ = £ = 0, d’ou 1A = —2idv et
a = 1. Puisque

. —2i
Dy (—iv) = ( . idv )
e

on a bien démontré I'inclusion Ker(Ds) C Im(D;). Cela signifie donc que le
H' du complexe elliptique est trivial (Ker(Dy) = Im(D;) et H'(complexe) =
Ker(Dy)/Im(Dy)). 1l ne nous reste plus alors qu’'a déterminer le H? du
complexe. L’indice de ce complexe vaut

K% — (2x(X) +30(X))
1 ,

et la variété étant kahlérienne, il est égal & zéro. Puisque H° = H! = 0,
on en déduit que le H? est également trivial. Cela signifie donc bien que
I'unique point de 'espace de modules est lisse et donc que l'invariant de
Seiberg-Witten de Py vaut +1.

]

Remarque. On peut montrer dans le cas des surfaces algébriques minimales de type
genéral qu’en les équippant de n’importe quelle métrique kahlérienne, l'invariant
de Seiberg-Witten de Py vaut toujours 1 (en fait, il vaut méme précisément 1).
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Conclusion

Nous avons donc expliciter la construction de l'invariant de Seiberg-Witten et
I’avons évalué sur les surfaces kdhlériennes. Il est important de noter qu’il existe
une généralisation de cette théorie produisant des résultats un peu plus faible sur
les variétés symplectiques, développée notamment par Clifford Henry Taubes (cf

(6, 7], [8])-
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Appendix 1 : théorie de Hodge en
dimension 4

Soit (M*,g) une 4-variété Riemannienne fermée, réelle et orientée. On note sa
forme volume vol. On peut considérer (.,.), le produit scalaire dual associé a g
sur T*M (défini de sorte que chaque cobase associée a une base g-orthonormée
(positive) locale est (.,.)-orthonormée (positive)), et ainsi définir 'opérateur de
Hodge x, = : QF(M) — Q*F(M) (k € {1,2,3,4}) par la formule :

aA*p = g(a,B)vol.

On peut par ailleurs 1'étendre a QF(M) @ C par linéarité. Maintenant, si {ej,...,e4 }
est une base g-orthonormée positive locale de T'M, on peut considérer sa base
g-duale associée {e!,....e'} qui est une base (.,.)-orthonormée positive locale de
T*M, on peut alors énumérer les relations suivantes :

*(e?) = —e' Ae? A et
* (' Ae?) = —e* et
x (et Ae? Aed) = et
;(el/\ez/\e:s/\e‘l):l.
2

‘Ak'(M)
naturelle de Q?(M) en sous-espaces propres de * :

En particulier, on voit que = (=1)*(=R [d. On en déduit une décomposition

QM) = QL (M) & Q%(M),

ot Q2 (M) est le sous-espace propre associé a la valeur propre +1. On remarque
par ailleur qu'une 2-forme quelconque « se décompose ainsi :

1 1
a= 5(@—1—*&) + 5(04—*04)

(on voit bien que x(a + xa) = xa + **a = *a + «, car *\2A2<M) = Id). On peut

également introduire a I’aide de I'opérateur x un produit scalaire L? sur QF(M) :
G(aof) = [ fa,Byool = [ anss.
M M

1l s’agit d'une forme bilinéaire symmétrique définie positive sur QF(M).
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Démonstration de la symmétrie.
G(B.0) = [ BAxa = (=1 [ wxpnxa)
M M
= (—1)k(A=R) (_1)k(a- k>(/ *oz/\**ﬁ):/ (kv % Bvol
M

—/ Byvol = G(a,B).
0

On introduit alors un opérateur d* : Q¥1(M) — QF(M), qui est I'adjoint formel
(G(d.,.) = G(.,d*.)) de T'opérateur différentiel d : Q¥(M) — QFF1(M), défini par la
formule :

d*=—%dx*.
De ce nouvel opérateur émerge la notion d’opérateur de Laplace-Beltrami :
A QF (M) — QMM), a = dd*a + d*da.

Cet opérateur est auto-adjoint, au sens ou G(A(«a),5) = G(a,A(B)), et il vérifie
une relation de compatitibilité avec * :

Va e QFM), x Ala) = Alxa).

On gagne ainsi la notion de forme harmonique : « est dite harmonique lorsque
A(a) =0, ce qui se produit si et seulement si da = d*a = 0.

Démonstration. On montre le résultat pour une forme « non nulle.

—0<:>/ a)vol =0

— g(dd*a,a) + G(d*da,a) =0
— §(d*a,d*a) + G(da,da) =0
{ da =0
= .
d*a =0
O]

On conclut cet aparte sur la théorie de Hodge en énoncant un de ses théoremes
principaux

. Si on pose HE(M) = {a € Q¥ (M) | A(a) = 0}, alors :
1.V k, dim(H*(M)) < oo ;
2.V k, Q¥ (M) = d(QF 1) @ d*(QFY) @ HF(M).
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Proposition. On a :

Yk, HE . (M;R) & H*(M).

Démonstration. Soit o une k-forme fermée. Pour 5 € Q*1(M), on pose
v(t) = Gla+t6,a+1tp).

Deés lors que G(a,a) est un minimum local dans la classe d’équivalence [o] € H*(M)
pour G(.,.), alors :

v B € QN (M), V(0) = 26(adB) = 26(d"a,) =0,

car G(a +tf,a + tf) admet un minimum local en ¢ = 0 par hypothese. Il suit que
sous cette hypothese, d*a = 0, et donc a est harmonique. Réciproquement, si «
est harmonique, alors

Gla+dp,a+dp) = Gla,a) + G(dB,dS) + 2G(a,d5)
= g(a7a) + g(dﬁadﬁ) 2 Q(a,a),

avec équalité si et seulement si df = 0. On vient de démontrer le résultat suivant :
une k-forme fermée o est harmonique si et seulement si G(a,«r) est un minimum
local dans la classe [a] € H¥(M) pour G(.,.). Grace & notre réciproque, on voit
méme que sous réserve d’existence, cette forme harmonique est unique dans sa
classe d’équivalence. Nous allons a présent utiliser sans démontrer I'existence d'une
telle forme. Par adjointé formelle, on a : G(ker(d),im(d*)) = G(ker(d*),im(d)) = 0.
Soit «, une k-forme fermée. En utilisant la décomposition vu précédemment de
QF(M), on écrit : a = df + d*y + p. On voit alors successivement :

0=G(day) =G(a,d™y) =G(dy,dy) = dv=0,

puis :
[a] = [dB + p] = [u],

ce qui, par l'existence et I'unicité d’un tel p dans [«], fournit I'isomorphisme requis.

[]

Remarque. Les lecteurs.trices intéressés.es sont invités.es a aller consulter [4].
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Appendix 2 : fibrés principaux et
connexions

Definition. On appelle G-fibré principal tout quadruplet (P,m,X;G) véri-
fiant :

1. P est un espace topologique sur lequel G agit librement a droite en
tant que groupe de Lie;

2. m: P — X est une surjection continue vérifiant :
o V (p1p2) € P X P,w(p1) =7(p2) <= g€ G, prg=ps;
eVrxeX,JUC Xouvert /zeU, Iy :7m Y (U)—>UxG/

ou(p) = (7(p),ou(p)),

oll py : m Y (U) — G vérifie V (p,g) € P x G, py(p.9) = vu(p).g.

Exemple.

1. Si G est un groupe de Lie et H en est un sous-groupe fermé, alors (G,m,G/H; H),
oum:G — G/H est la projection naturelle, est un H-fibré principal.

2. Si M™ est une variété lisse de dimension n, en définissant respectivement
Lo(M™) = {(v],...,00) € TuM™ | det(v1,...,v,) # 0},

PULS
L(M™) = | L.(M"),
rzeM™
alors (L(M"™),m,M™; GL(n,R)) est un GL(n,R)-fibré principal, ou ’action
da droite de GL(n,R) est donnée par

All Aln
(1,.0m). | - :

1s-+-5Un

i=1 i=1
An ... A
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Definition. Soit (P, 7, X ; G) un G-fibré principal. Si F' est un espace topo-
logique sur lequel le groupe topologique G agit a gauche, alors en définissant
une action a droite sur P x F' par

(PxF)xG—=PxF ((p,f),9)— w.f)g=9,9"f),

on peut former le quotient de P x I’ par cette action afin d’optenir un fibré
de fibre F :
(Pr=PxgF=(PxF)/G,7,X;F),

on7:Pr— X, [p,fl=7(p, f]) = (p).

. Soient P 5 X un G-fibré principal et Pr 5 X un fibré de
fibre F' associé. L’ensemble des section de Pr est alors en bijection avec les
applications lisses G-équivariantes de P. Autrement dit, on a la bijection
suivante :

{0:X—Pp | rpoo=idx }«—{¢: P=F |V (g,p)EGXX, ¢(p-9)=9*-¢(p)}
(0: X—Pp)—(¢o: P—F, p—siz H(o(7(p))))
(0g: X=Pp, z=[p, ¢(p)])+—(¢: P=F)

ou dans la derniére assignation p € 7=1(x), et oi i est Uapplication définie
ci-apres dans la discussion suivante.

Definition. Deux G-fibrés principaux (P,7,X; G) et (P,m ,X; G) de
méme base et avec le méme groupe de structure sont dits isomorphes lorsqu’il
existe un homéomorphisme f : P — P, faisant commuter le diagramme :

f

N

X

P

Py

et vérifiant :
V (p.g) € P xG, f(p.g) = f(p).g.

.

Remarque. Les actions dans la derniere condition de cette définition n’ont aucune
raison de coincider.
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Nous allons maintenant introduire la notion de connexion sur les fibrés principaux.
Notons d’abord que chaque élément A € T'G = Lie(G) induit un champ de
vecteurs X4 sur P défini par :

V(p.f) € Px CX(PR), X2 = 5 f(p.exp(tA)).
t=0

On obtient ainsi un morphisme d’algebres de Lie :
i:T\G - T(TP), A— X4,

ot on a équipé I'(T'P) du commutateur des champs de vecteurs comme crochet de
Lie.

Definition. Soit P = X un G-fibré principal au-dessus d’une variété lisse.
Pour p € P, on pose V,P = ker(m,) C T,P. On appelle cet espace le sous-
espace vertical en p de T,,P. On appelle connexion du fibré P toute famille
{H,}pep de sous-espaces telle que V p € P, H,P C T,P est choisi de sorte
que :

(a) H,P®V,P=T,P;
(b) (9)«(HpP) = Hp,yP;
(c) I'unique décomposition 7,,P 3 X = hor(X) + ver(X) fournisse deux

champs de vecteurs lisses : hor(X) et ver(X), que 'on appelle res-
pectivement partie horizontale et partie verticale de X.

Remarque.

e Les conditions (a) et (b) se regroupent en un terme générique : on dit
que {Hp}pep est une distribution horizontale lisse de P. Le (.g), signifie
que l'on considere I'action a droite de ¢ € G comme un difféomorphisme
(I’étoile représentant le poussé en avant).

e Pour un p € P fixé, i,(I'G) = V,P. Donc, comme i, est une applica-
tion linéaire injective, elle réalise un isomorphisme d’espaces vectoriels entre
TG = Lie(GQ) et V,P.

,P — TG

X P wX) =i (Ver(X))

connexion car elle permet de retrouvée la connexion {H,} au sens ou H, =

ker(w,).

e La forme wy: { est appelée 1-forme de
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e La 1-forme de connexion possede les propriétés suivantes :
(a) V(p,A) € PxT1G,wy(X4) = A

(b) V(p,X.,g) € PXT,PxG,((9)w)y(X) = (Adg-1)s(wp(X))
Ou Ad,: : G — G, h+ ghg™' et (Ad,), : TiG — T1G.

(c¢) w est lisse comme composée d’applications lisses.

Il est important de noter que si I’on fixe une connexion sur un G-fibré principal P,
alors, des qu’il existe une représentation linéaire G — V', on obtient une connexion
induite sur le fibré vectoriel £ = P x4 V. Une autre fagon de comprendre ce type
de connexion serait de 'appréhender comme une dérivée covariante

V:QUX;E) = QY(X;E)
qui serait R-linéaire, et qui vérifierait :
V(f,0) € C¥(X;R) x QX E), V(f-0)=f V(o) +df ®o0.

Construisons cette dérivée covariante. Soient ¢ une section locale de E proche de

x € X, et T € T, X.On choisit une courbe locale lisse v sur X de sorte que v(0) = z

et 7/(0) = 7. On releve alors v en une courbe horizontale p(t) dans P (i.e. dont

chaque vecteur tangent est horizontal). Des lors, on peut écrire o 5 = [p(t),v(t)],
s

pour une certaine fonction lisse v(¢) a valeurs dans V. On définit alors :

VO =l 5|

Remarque. La notion de dérivée covariante est assez pratique a utiliser cependant
elle ne permet pas toujours de retrouver la connexion du fibré principal sous-jacent.

Il ne nous reste alors plus qu’a étendre V en une application :
V: (X, E) — QX E)

avec la formule
V(w®o)=dw® o+ (—1)% @y AV (o)

pour toute i-forme différentielle w et toute section o de E.
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Terminons cette discution avec la forme locale de ces objets. Soit P — X un G-
fibré principal muni d’une connexion w € Q'(P; Lie(G)). Soit Py une trivialisation
locale de P que 'on appréhende telle une section locale oy : U — Py. On peut alors
tirer en arriere par cette section la 1-forme w, et on obtient o (w) € QY(U; Lie(Q)).
Dans les cas qui nous intéressent, l'algebre de Lie est connue, ce qui nous permet
de mieux décrire encore cette 1-forme. Par exemple, lorsque G = SO(4), 'algebre
de Lie est I’ensemble des matrices carrées 4 x 4 anti-symétriques. Des lors, of(w) =
(@i ;) est une 1-forme a valeurs dans les matrices anti-symétriques.

Décrivons a présent les "changements de sections'. Soit ¢ : U — Py une autre
section locale. Alors, il existe une application lisse g : U — G telle que o(u) =
oo(u)g(u) sur U, et on a :

0" (w)(u) = g(u) " o5 (w)(u)g(u) + g(u) " dg(u).

A présent, supposons que I'on ait une représentation p : G — GL(V). On possede
alors naturellement une représentation dp : Lie(G) — End(V'). Des lors, si £ =
P xqV est le fibré vectoriel associé a cette représentation, et si By = U x V est
la trivialisation induite d’une trivialisation Py, alors la dérivée covariante adopte
la forme :

V:QUU; V) = QYU V), 0 — dp(@)(a) + da,

lorsque o(u) = (u,a(u)) est Pexpression locale de la section locale o sur U, avec
a:U =V lisse.
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