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1 Introduction

L’équation de Vlasov - Poisson est 'une des équations qui régit I’évolution d’un systeme
de particules. Plus précisément, elle modélise les comportements des particules avec des
interactions a longue portée.Les deux principaux types d’interaction sont la répulsion
électrostatique de particules de méme charge dans le plasma et I'attraction gravitationnelle
des étoiles dans une galaxie.

Du point de vue des équations aux dérivées partielles, il s’agit d'une équation aux dérivées
partielles non-linéaires.
Le systeme de Vlasov-Poisson qu’on va étudier a la forme suivante :

fi +v.Vof +vEnabla,f =0 (z,v € R?),
plt.a) = [ s

1 —
47 |z — y
1
avecAu:petu:—r*p (r=|x),,
r

f(07xﬂv> - f()(l‘,l})

1 pour des problemes de types plasma (interaction répulsive)

—1 pour des problémes de types gravitationnels (interaction attractive)



Le but de mon stage est d’étudier le probleme de Cauchy de systeme de Vlasov poisson
afin d’arriver a montrer 1’existence locale et globale de la solution pour certaines données.
On commence par montrer des propriétés et préliminaires pour ce systeme.
Commencons premierement par la méthode des caractéristiques afin de démontrer que la
solution est constante le long de ces caractéristiques.

Deuxiemement on va montrer qu’il y a conservation de I’énergie totale des particules,avec
des estimations sur les énergies cinétique et potentielle.

Troisiemement on va passer a des estimations sur E et sa dérivée. Quatriemement on va
montrer 'existence locale de la solution par une construction d’une solution approximative.
Et finalement nous allons montrer I’existence globale de la solution grace a tout ce qui
précede et grace au théoreme de Schaefer qu’on va démontrer aussi.En effet le fait de
montrer le théoreme de schaefer joue aussi un role tres grand pour montrer que le support
de f est compact.



2 La méthode de caractéristiques

On considere ici le probleme général suivant

ou+alt,r)Vyau=0 0<t<T, zeRY (2)
Cette équation est appelée équation de transport et on suppose que
a:)0, T[xRY — RY (3)

est suffisamment réguliere.
Soit t > 0 et x € R® . On appelle caractéristique pour (2) une solution s — x(s,t) €
CH(R,R?) et telle que
d
o _ a(s,x(s)) et x(t,t) =« (4)
ds
Théoréme 1. Soit N € R* Considérons a € C([0,T] x RY) différentiable en z avec
dza € C([0,T] x RY) et il existe K > 0 tel que

vt €]0, T, vz € RY, la(t, z)| < k(14 |z]) (5)

alors pour tout t € [0,T] et x € RY, il existe une unique caractéristique définie sur
s € [0,T) et telle que x(t,t) = x. On la note x(s,t,x) et on a

x € CY[0,T]s x [0,T]; x RY)
et par ailleurs 0,0,x et 0,0,z existent, sont continues sur [0,T], x [0,T]; x RY

Démonstration. On peut voir le référent|1] O

Proposition 1. Sous les hypothéses du Théoreme 1 on a :

i Vs, t,r€[0,T], zeRY x(t,sx(s,rx))=x(tr )
i Vs,t € [0, T) Uapplication x — x(s,t,2) est C1 dif fémorphisme de RN d'inverse x(t, s, .)

iii Le Jacobien J(s,t,x) := det(V,x(s,t,x)) vérifie J >0

et ‘g—j(s,t,x) = (divg.a)(s,x(s,t,z))J (s, t, x)

Démonstration. Le point i vient de la définition de x et de 1'unicité du probleme de
Cauchy

Pour le point ii, il suffit de prendre r = t et on obtient le résultat, la régularité découlant
du théoreme précédent.

Pour le point iii On rappelle d’abord qu'un résultat de géométrie différentielle classique
assure que la différentielle au point X € GLy(R) du déterminant est donnée par

Dy det(H) = det(X) Tr (X 'H) = Tr (* Com(X)H)



ot " Com(X) est la transposée de la comatrice de X.
Cela implique ici en prenant X = 0,x(s,t,x) que

y(s, t,x) =Tr (*Com (9,x(s,t,2)) 0s0,x(s,t,7))

0s
=Tr (" Com (9,x(s,t,2))  Oula(s,x(s,t,z))])
=Tr (* Com (9,x(s,t,2)) pa(s,x(s,t,x)) O,x(s,t,z)) (6)
= Tr (0,a(s,x(s, t,z)) 0x(s,t,z)" Com (9,x(s,t,)))
= det (0,:x(s,t,x)) Tr (Oza(s,x(s,t,x)))
= J(s,t,x) (0s.a)(s,x(s,t,x))

De plus comme J(t,t,z) = 1 alors on obtient J > 0 ]
Remarque 1. 57 V,.a =0 alors J =1

Proposition 2. Le flot caractéristique satisfait [’équation suivante :

Ox(s,t,z) + a(t,z).Vyx(s,t,x) =0 (7)

Démonstration. On dérive x(t, s,x(s,r,x) = x(t,r, z) par rapport & s , on obtient :

ox ox
0sx(t, s,x(s,r,x)) + a(s, T, x)%(t, s,x(s,r,x)) =0

Osx(t, s,x(s,r,x)) + a(s,x(s,t,2))Vyx(t,r,x) =0

On prend dans la formule précédente r = s et échangeant le role entre ¢t and s on obtient

Ox(s,t,x) + a(t,x)Vx(s,t,x) = 0 car x(t,t,z) = x)

Théoreme 2. (Ezistence et unicité de la solution.)
Sous les hypothéses du Théoréme 1 on a :

Supposons que ug € C1(R? alors il existe une unique solution u € C1([0,T] x R?) de (2)
de donnée initiale u(0,z) = ug et u est donnée par

u(t, x) = up(x(0,t, x))

Démonstration. Pour montrer premierement que u(t, x) = uo(x(0,%, ) est une solution,
on multiplie (7) du proposition 2 par V,uy(x(0,¢, 7))
On obtient Alors

Vo (x(0, ¢, az))%(s, t,x) + a(t,z) (Veue(x(0,t, 2))Vex(s, t,x) =0

Pour s = 0, on aura

dx

V.uo(x(0,t, 2)) o

(0,t,x) + a(t,z) (Vyue(x(0,t,2))V,x(0,t,2)) =0



Ce qui conduit a avoir
4 (uo(x(0,¢,2))) (t )_d (uo(x(0,¢,2))) =0
7 (o(x(0, ¢, +a @) 7 (uo(x(0,, 7)) =

Et par conséquence uy(x(0,¢,x) est une une solution. Réciproquement, Soit u € C! une
solution de (2)pour tout (¢, xg) ,on a

d
T [u(s,x (5,0, 20))] = Opu (s,x (5,0, o) + Vau (s,x (5,0, 20)) Os X (8, t0,20)

= Oy (8,x (8,0, x0)) + Vau (s,x (8,10, 20)) a (s, x (s, to, xo)
=0

On en déduit que u (s,x (s, 9, o)) = ug (x(0,t0, z0)) pour tout s <
Posons maintenant x = x(s, to, xo),on obtient alors que

u(s, ) = ug (x (0, o, x(to, 5, x))) = uo(x(0, s, x))

d’apres la proposition 1 les parties (i) et (ii) O

On travaille maintenant sur le systeme de Vlasov Poisson.

Théoréme 3. Supposons E € C ([0, T] x R?) différentiable, telle que 9, E € C ([0, T] x R?)
et
Vel T], zeRY, |B(Lo)] <+l

alors pour tout fo € C* (R*), il existe une unique solution f € C*([0,T] x R* x R?) a
Iéquation (1) pour donnée initiale f(0,.) = fo, et f est donnée par

ft,x,v) = fo(x(0,t,z,v),v(0,t,x,v))

ot (x,v) € Ct est la caractéristique passant par (x,v) au temps t.

Démonstration. 1l faut juste appliquer les théoremes 1 et 2 a I’equation de Vlasov.
Notons que les caractéristiques sont les solutions de

dx

— =v x(t, t,x,v) =x

ds (8)

N _ B vt

— = % T,0) =0

ds 7 ) )
Et donc

ft,x,v) = fo(x(0,t,z,v),v(0,t,x,v))
]

Remarque 2. On peut conclure que || f| . = || foll«

Et Si fo > 0 alorsf > 0.



3 Préservation de la mesure

Le changement de variable (x,v) — (x(s,t,x,v),v(s,t,z,v)) préserve la mesure pour
chaque sett € R

Démonstration. 1 11 suffit d’utiliser la proposition 1 et que (v,yE) est a divergence
nulle. O

Corollaire 1. Montrons la conservation dans norme LP. Pourfy > 0 et par changement
de variables,on a

1
11, = (J] 1o, v)(0,t, 2, v)[Pdv dx)» = || fol|,, car la jacobienne est égale a 1

4 Energie

4.1 Conservation de ’énergie

On définit 5 [ lv]*f dv comme étant 1’énergie cinétique du systeéme de particules et
1 [ |E]*dz comme étant I'énergie potentielle.
Le but de cette partie est de montrer que 1’énergie totale notée F,,q. qui est égale a la
somme de I’énergie cinétique et ’énergie potentielle est constante au cours du temps.

Donc notre but est de montrer que,

Iy R o

et donc il suffit de montrer,

th //m fdxdv+7/\E\ dr | =0 (10)

3 R3
Supposons que f réguliere et a support compact.

Afin de calculer la dérivée par rapport au temps de I’énergie cinétique,on commence par
multiplier (1) par |v|? et on intégre par rapport & dzdv.

On obtient,
//|v\26tfda:dv+//|U|2fU.foda:dv+//'y|v]2E.VUf:0 (11)
R3 R3 R3 R3 R3 R3

Ce qui donne

at//|v|2f(t,a:,v)dmdv://|U|2(—U.V$f—7E.VUf)dmdv (12)

R3 R3 R3 R3



On remarque que

// |v]*0.V, fdxdv e /(/ V.|v[*vfdx)dv) = 0 car dest une divergence.
1ni
R R3 R3 R3
Par une intégration par partie de

/ / v|2(—=yE.V,f)dxdv

R3 R3

Gt//]v\Qf(t,x,v)da:dU: —//|v\2vv.(fny)dxdv (13)

R3 R3 R3 R3

on obtient

Et maintenant par une intégration par partie de

[0[*V,,.(vf E)dxdv

R3 R3

at//wf(t,x,u)dxdv://vv.|v|2.nydxdv (14)

R3 R3 R3 R3

On aura

Donc on obtient

o] [ustnamiion [ [rin ;o [ (R/vfdv B

R3 R3 R3 R3
:/vfdv

R3

Posons maintenant

On en conclue que

8t//|v|2f(t,x,v)dxdv—27/E.jd$ (16)

R3 R3 R3

Maintenant calculons la dérivée par rapport au temps de ’énergie potentiel. On note

u = Ou
/|E|2dm—/d ~|E)? dm—/Ede—/VuVudm
2dt dt ! !
/uAutdx = —/uptdx— / (‘R/ O fdv | dx

(car on a par définition de 1’équation de Vlasov Poisson que E = Vu et p = Au)



Mais on remarque que

/@fdv = —/U.fodv—/ny.vadv

R3 R3 R3

= /vad'U—/V (~vEf)d

RS

Donc

Oifdv = — | VyEfdv (19)
fasao=-

R3 R3

parce que fR3 v.V, fdv = 0 car c’est une divergence.
Alors on obtient

O fdv=—-Vzx. [ vfdv=—-Vuz.j (20)
/ /

R3 R3

Finalement et par une intégration par partie de ng (Vz.7)dx on en déduit que

M/IEI dx—/ (Va )dx:—/(ku.j)dx:_/gjdx (21)

R3 R3

Donc

D’oti en combinant ’équation[16] avec 1’équation[22] on aura que

dEOCL@
Lotal —th //]v| ft:z:v)da:dv+’y/|E\ dx
3 R3 R3 (23)

E]dac— /E.jdx:O

R3 R3

On en conclut finalement que 1’énergie totale est conservée au cours du temps.

4.2 Bornitude de ’énergie

Le but de cette partie est de montrer que 1’énergie cinétique et I'énergie potentielle
sont chacunes bornées par une constante. On remarque deux cas :
Cas 1 :
Si v = 1 On peut directement borner les deux énergies car c’est la somme de deux
quantités positives qui sont égales a une constante,et comme 1’énergie est préservée,on
peut conclure.
Cas 2 :
Si v = —1.Afin de borner chacune des énergies,on va premierement essayer de majorer

10



I’énergie potentielle par ’énergie cinétique.Ensuite, on va en déduire que I’énergie cinétique
est bornée et par conséquence ’énergie potentielle aussi. Afin de faire cette preuve, on a
besoin de la proposition et du théoreme suivants :

Théoreme 4. Inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev
Soient q,7 € p,oo| et 0 < a < N tels que 1/q+ a/N = 1+ 1/p. Soit f € L%, alors il
existe C' > 0 tel que la fonction

, fy)
hﬁf—)/mdfy

hl e < C[[f]]Le

vérifie l'inégalité

Théoréme 5. (Inégalité d’interpolation)
Soit o € Co.(RN) et supposons que r,q,p € [1,400] et § > Otel que : L =

[4 1-0
lell, < llell, Nl

+ % alors

ol

Montrons maintenant que 1’énergie potentielle est majorée par I’énergie cinétique. On
sait que,

1 =«

Donc
x || _
B, z)|, =c||—5 *p|| <c|-—5x*p|| <c|r 2>|<pH2 avec r = || (25)
| ] 2 ] 2

En utilisant maintenant 1’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev en prenant
a=2p=2et N=23,(voir Théoreme 4)
On en déduit que

IE®, 2)]ly < cllp(®)]]e (26)

Maintenant,en utilisant ’'inégalité d’interpolation
en prenant r = 2, P =1,q = 2 et § = 5(Voir Théoreme 5)
On obtient

e

IE(E, @)l < cllp()lle < cllp®)]1® lot)]17 (27)

3
Mais comme il y a préservation de la mesure, et d’apres la méthode des caractéristiques
;,on en déduit que ||p||,est bornée. Donc

I o

IE(E, )y < cllp®)lle < cllp(t)l] (28)

11



5
Il faut maintenant majorer ||p(t)||2* de I'équation (28) .On sait que
3

p(t, ) /ftxv
/fdv—l— /]v]fdv

[v|<R [v|>R

< fll. / dv + R~ / jof? fdu

[v|<R

4
< 2T oll B + R /|v| o

(29)

On a utilise la conservation de la norme L* de f
On choisit maintenant R > 0 de sorte qu’on pourrai combiner les deux termes de la
derniere inégalité ensembles, dans le but de pouvoir faire une majoration.

Donc on prend

2 [P sao (30
R3

On en déduit que

[ 1ok sac 3

Alors de l'inégalité (29) on aura

3
5

p(t,z) < cR*=c //|v| fdxdv (32)

3 R3

On en conclue alors de (32) que

:/ (t,2)3de < ¢ (m//v fdwdv (33)

R3 3 R3

wloruw

Ol

>

Et finalement en utilisant (28) et (32),on obtient

E(t </ v|? fdxdv
2

3 R3 (34)

(R/ s

3 R3

lw
X
Sl

T

12



Si on pose 0 < X = (fps [ps v2f(t, 2, v)dvdz) 12
On obtient d’apres I'inégalité précédente et en utilisant la conservation de 1’énergie que

1
5X2 —()’Xx<cC

Courbe approximative de X

Donc on en déduit que X est bornée.
On en conclue finalement que

1
5// |v]? fdvdx < constante (35)
RS R3
et ]
§/|E|2da: < constante (36)
R3

Remarque 3. On a ||p(t)||

wlctow

= fRS p(ta J])%dl' < ¢ (fR3 IIR?’ |U|2fd.l’d’0)

Donc, on en déduit que ||p(t)||s < C

wlot

5 Estimations sur le champs

Montrons que
4
IE®) < cllpOlS o)l

Pour montrer cette inégalité on va rappeler de I'inégalité de Holder

wlct oot

(37)

Proposition 3. Inégalité de Holder
Soient p,q, et r € [1,00] tels que 1/p+ 1/qg = 1+ % soient f € L? et g € L%, alors
frge L etonalf*gllp <|flleellgllLe

13



Démonstration. On peut faire des intégrales classiques. O]

Soit R >0

1 1
17| E(t, )] = \vx—p\ < / ——ply)dy
1= el

:c/l Mdy—i—c/l Ly)aly

2 2
s—y|<R |T — Y| s—y|>R T — Y|

On va utiliser I'inégalité de Holder pour la derniere égalité (Voir la proposition 3)
Pour le premier terme, on prend p = oo et ¢ = 1. Pour le deuxieme terme,on prend g et
q= g Donc on aura :

1 dy
|E(t,z)| < ch(t)Hoo/ ———dy + |l p(t)]]5 5 (/ ﬁ)
eyl <R |T = Y| lz—y|>R |z — y|" 72

2
1 dy \°
<elblle [ Zatyelpoy ([ 24)
wi<r Y| >R Yl

R 2 oo ,.2 5
< CH,OHOO/O %dr + CHp(t)H% (/R %dr) ( en utilisant les coordonnées sphériques )

2
o 5
< clolloft el ([ )

_9\ 2
< dllpll B+ cllplls (B7?)3

_4
< dlpllo B+ cllplls B3

(SN

(39)
On choisit maintenant R tel que
_4
ol B = llplls B> (40)
On aura donc 5 .
R = pll3-llllo?
On en déduit finalement que
_5 3
|E(t,z)| < cllpll o2 < cllpllo-loli2 el
’ (41)

4 5
< cllpllllel3

5
Donc |E(t,x)| < c||p||gio||p||§ Ce qu’il faut démontrer
3

14



6 Estimations sur les dérivées de champs

Soit 0 < p € L! lipshitizienne. On pose Lip p la constante lipchitizienne de p. Then
for 0 < d < R,Alors

oE

8—%(75, z)| <c(l4+InR/d)) sup p(t,y)+ cd Lip p(t,.) + CR_3H,0(25)||1 (42)

ly—z|<R

Démonstration. On remarque par une dérivation classique et en utilisant la lipshitizienne

depaue OEF 3 d
Tt = [ (plty) — plty == (43)

ox; rd

avec 1 = |y — x|

On a deux cas,lorsque i = k et ¢ # k.Mais pour les deux cas, on a la méme démonstration
pour faire les estimations.

On va étudier donc seulement le cas ¢ = k. On remarque que

RS VR § o (B )t 1
e )= =g+ [ tote) —ptea)) (B ) ay Ny
1 1 S = 0" _ 1
+ (47T /d<y_xl<Rp(t,y) + o /y_Mp(t,y)) ( p= r3> dy
ANV SV § gy (B 1
o) = =gt [ tote) = ptta)) (R ) ay .

1 / 1 B(yk - Ik)Q 1
= p(ty) + — pt,y)(——— dy
(47T d<ly—z|<R )+ g ly—al>R (9] o e

Pour le second terme,en utilisant le fait que p est lipshitz et en utilisant le changement en
coordonnées sphériques en y en remarque que

const. (Lipp(t, ))/ d_g2/ < cd.Lipp(t, .) (46)

ly—z|<d T

Pour le troisieme terme et le quatrieme termes,on utilise juste le changement en
coordonnées sphériques en y et on obtient donc

dy B dr R
const. o0l [ Bocpoll [ T =cw o0l @)
d<ly—a|<r T a T
Et
const. R~ p(0), (48)
O

15



Corollaire 2. On Supppose que ||p||,, < cr < oo on t < T,et on définit

0<s<1
s =14 ° == (49)
14+Ins s>1
Alors
sup|D.E(t,x)| < er (1 + ln*(sup|D$,0|)> (50)

]

Démonstration. On remplace Lip, par sup,|D.pl|, et on prend ;m.

Remarque 4. On suppose que le support de f pour un temps fini et inclu dans une boule
de rayon Q(t) alors

plt) = [ ft)do = /| PRLEED (51)

Et donc en utilisant (37) et (51) On a

I1E].. < cllp]? < a@(t)*? (52)

7 Existence locale et unicité de la solution

On définit maintenant Q(¢) := 1+sup{|v|;il existe x€ R3,s € [0, ] tel que f(s,z,v) # 0}
de sorte que f peut étre continue sur [0, T](T" arbitraire) pour la condition

Q) < ol 1 folli* T avec 0 < t < T

On note ¢ := c(fo) = | foll2* || foli"*

Le but d’arriver a prouver 'existence locale de la solutions est de construire une solution
approximative qui vérifie le systéme de Vlasov Poisson(1) et montrer que cette solution
converge vers une solution réguliere qui vérifie le systeme de Vlasov-Poisson.

Afin de faire cela on va passer par plusieurs étapes :

Premiérement on va définir une solution approximative.

Deuxiement on va monter qu’il existence une solution approximative réguliere qui vérifie
un systeme proche de (1).

Troisiement,on va faire quelques estimations qui aident a montrer la convergence de cette
solution approximative.

16



7.1 Existence

7.1.1 Définition :Solution approximative

On définit une solution approximative comme étant la suite des fonctions f,, de classe
C! définie sur (RT x R? x R?) tel que

8tfn+1 +v- Va:fn-H + ’VEn : vvfn—l—l =0

E.(t,z) = -V, u,

un(t, ) = f;”—fﬁdy (53)
pn(t,x) = [ fudv

fn+1(07 T, U) = fO(xv U)

On suppose que f; est de classe C! & support compact

7.1.2 Existence d’une solution approximative

Proposition 4. Soit fy € C! (R® x R3) alors il existe une solution approzimative réquliére
qui vérifie le systéme approrimatif (53)

Démonstration. Supposons que f, € C (R*;C! (R? x R?)) satisfait le systéme approxi-
matif (53)

Comme l'application (¢, (z,v)) — (v, vE,(t,z)) est uniformément lipshitizienne par rap-
port (x,v) et continue en temps, alors d’apres le théoreme de Cauchy lipshitiz,les solutions
du systemes suivant ¢

Xos1(s;t, 2, 0) = Vo (s, t,2,0)
Vn—i—l(s; l,x, U) =k, (87 Xn+1(3; l,x, U))

avec les conditions (X,.1(t;t, z,v), Vs (t;t,x,v)) = (x,v),existent, sont uniques et
régulieres
On définit

fn+1<t7 xz, U) = fO (Xn—l—l (0; tu xz, U); Vn+1(07 t7 z, U)) (54)

Montrons que f,; satisfait aussi le systeme approximative(53) et que f,1 est de classe
Cl

D’apres(54),0n remarque que f,,.; est de classe C'([0,T] x R? x R3).
Montrons maintenant qu’elle satisfait le systeme approximatif(53)
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On remarque que d%an (s, Xpy1(s;t,z,v), Vogi(s; t,x,v))=0 alors f,,1 satisfait le
systeme approximatif car

d
0= %fn-i-l (8, Xny1(s;t, 2, 0), Vg (it ,0))

= atfn+l(t7 xz, U) + Xn-i—l (t; ta xz, U) ’ vl‘fn-ﬁ-l (t> xz, U) + Vn-i—l (t; t? z, U) : vvfn+l<ta xz, ?})

= atfn+1(t7 z, U) +v- fo”-‘-l(tu z, U) + ’}/En(t, l’) : van—l—l(t’ €, U)
(55)

7.1.3 Estimations

On définit

Qn(t) =1+sup{|v|: il existe x € R® et s € [0, t]telque f,(s,z,v) # 0}
=1+sup {|Vi(s,0,z,0)| : il existe x € R® et s € [0, t]tel quefo(s,z,v) # 0}

(56)
Lemme 1. 1.50it T > 0 tel que T < (cQo)™! avec ¢ = ||fo||§o||f0||1§alors pour tout
t<T,on a
1+ VB0l < C
avec C'indépendante de n
Q

2. On a Qu(t) < =5
Démonstration. 1. On sait d’apres (50) que

IVaEni1(®)llo < 1+ |Vapnia (t)ll (57)

Alors majorons maintenant |V, pp1(t, )|
Pour 0 < s < t,on a d’apres la partie de I'existence de la solution approximative

[(54)

Vpmia(ty2)] = \ [l @it ) Vst o] (59)

Et comme fy est & support compact et de classe de classe C'* alors on obtient que

Vapuin (b 2)| = \ [ 52 U (Kas0st,2.0) Vi 02,0 e

(59)
S Hvx,vfouoo/<|VxXn+1(O;taxav)| + |van+1(o;tvxav>’)dv

Maintenant majorons |V, X,11(s;t,2,0)| + |V Viii(s;t, x,0)|
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o = O
_ O O

1
On remarque que V. X, (t,t,z,v) = V,z = [0
0

et V.V, (t, t,z,v) =V,v=0
Alorson apour 0 < s <t <T

t
|VeXni1(s;t,2,0)| = |V X, (t, t,7,0) +/ VoViar (85t 2,0) ds'|

¢
< |V Xo(t t,z,v)| + / ViVoi1 (85t z,0) ds’ (60)
¢
< Vit [ VW (i) d
Et
t
IViViii(s;t, z,0)| = ‘va + / VelEn (s, Xpy1 (85t 2,0))] ds’
¢
= / VX1 (85 t,2,0) - Vo B, (8, 2,0) ds’
; (61)

t

< / }VanH (s'st,2,v) - Vo E, (5, t,x, U)} ds’
t

< / |van+1 (S/; t,x, U)‘ ’ ||V$En (Sl)Hoo ds'

En combinant (60) et (61),on obtient

Ve Xni1(s;t,x,v)| + |V Voi(s;t, x,0)

t t

< \/§+/ |VVini ('t z,0)|ds" + || VLB, (8] - / VX1 (858, 2,0)|ds’
t

§ﬁ+/awwawmmm&m&mmw

+ (1 4+ ||VeEn(H) (IVeVig1 (858, 2, 0)]) ds’

oo
t
< \/§+/ L+ IV En ()l o0) (Ve Xnsa (858, 2, 0)| + [ Vo Vi (s 8,2, 0)]) ds’
(62)
En utilisant maintenant la lemme de Gronwall sur (62),on aura
(Ve Xni1(s;t,x,0)| + [V Vosa(s; t,x,0)| < V3els (12 En ()]l )ds’ (63)

En utilisant maintenant (63) et (59),on peut trouver une constant ¢ = ¢ (fo)tel que

IV apni1 (t)]| o, < celoQHIVaEn()loc Jdo, (64)
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En utilisant I'inégalité précédente et d’apres (50), on a alors

Ve Ena ()] < C/ (1 + Ve En(s)loo) ds (65)

Donc '
L4 VBl e [14 [ Q4 IVaE L) d (66)

On en conclue finalement, par récurrence et en supposant sans perte de généralité
que sup,epo 7y (1 + [[VaEo(s)| ) < c on aura

L4+ |[VLE, ()] o < cet=9) < ceT < ¢ (67)
. Pour n = 0,on remarque que pour t < T on a Qu(t) = Qo < Qo/ (1 — cQot).
Supposons que la proposition est vrai pour l'ordre n c’est a dire Q,(t) < % for

t < T'.et montrons qu’elle est vraie pour n + 1
D’apres[52] on a
1o ()l < Qo) [l foll oo -

Alors on utilisant 'inégalité précédente et d’apres (37),on obtient

3Ix 2
1E.(Olle < a2 a1 < Qn 3 @) 1 £l 22 N folli < Q2) I ol 1 foll

On a par hypothese que ¢ := || fol 2 || foll}/? alors [|E,(8)]| < cQ2(t) .
Donc on a

t
’VnJrl(t;Oaxav)‘ = U—|—/ ’}/En (SaXnJrl(s;Oaxav)) ds
0

E, d

swvw/o | Ea(s)]l., ds

§Q0+c/ Q2 (s)ds
0

Alors .
Quir(t) < Qo+ ¢ / Q2 (s)ds
0

U@ N Qo
SQO—'—C/U (1—CQ03> ds_l—CQot

Corollaire 3. Soit T' > 0 alors pour tout t <T on a

lpn(®)lle < c@n(t) < C, N Ea(t)ll < Qu(t) <C

7.1.4 Convergence de solution approximative

Pour montrer la convergence de cette suites de solutions approximatives,on va montrer
que cette solution est de Cauchy dans ’espace des fonctions continues qui est complet par
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rapport a la norme infinie.

Ensuite,pour assurer la régularité de la limite, on va utiliser le fait que les caractéristiques
approximatives sont aussi convergentes et que la solution approximative est constante
tout au long de ces caractéristiques.

Lemme 2. On pose Q(t) <c¢ T

1 Pour0<s<t<Tetn>10na

[frn1(®) = (D) < 0/ [En(s) = En-1(s) | ds (68)

1 Pour s <T etn>1,0na
1En(s) = En1(8)ll oo < clfuls) = fa-1(8)ll (69)

Démonstration. 1) Soient t,z,v fixés. On sait par définition de f, 41 que

(70)
Mais fy est C! par hypothese alors on obtient

| for1(t,x,0) — fu(t,z,v)] = | fo (Xnx1(05t, 2,0), Vor1(05¢, 2,0)) — fo (Xn(0;5t, 2,0), Vo (058, 2, 0))]

< c|Xn1(0;t,z,0) — X (05, 2, 0)| + |Vag1 (05 ¢, 2,v) — Vo (058, 2, v)|

= Gn+1 (0)
(71)

avec
Gnr1(8) == | X1 (s; t,x,0) — X (s5t, 2,0)| + |Vasa (st 2,0) — V(s t, 2, 0)| (72)

Pour arriver maintenant & montrer (68),il suffit de montrer que

t
sup guea(s) < ¢ [ 1Eu() = Euea(9)] s (73)
s€[0,¢] s
avec 0 < s<¢t<T On a
t
Xo(s;t,z,0) =+ / Vo (st z,v)ds
y
Va(s;t,z,v) = v+ / YE, 1 (8, X, (8'5t,2,0)) ds
Alors

t
| Xnr1(s;t,x,0) — Xp(sst,z,0)| < / Vo1 (858, 2,0) — V,, (858, 2,0) | ds’ (74)
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Et
¢
Viii(s;t,x,0) — V(s t, z,0)| < / |E, (8", X1 (858, 2,0)) — By (8, X, (858, 2,0))| ds
¢
< / (1B (8, Xng1) = En (8", Xp)| + |En (8, X0) — Bn (8, X)) ds’

< / (V2B () oo | X1 () = X ()] + [ B (') — By ()]].0) S
8 (75)

En combinant maintenant les deux inégalités (74) et (75) , on aura donc

t
gnta(s) < [ [Van (8’;1?,337@)—Vn(S';t,w,v)ldS’Jr/ IVaBn ()| oo [ Xn g1 () = X ()]

t
< / L+ Ve En (8)]lo) ([ Xnsa = X (858, 2,0)[ + [Vaya = Vo (555 8, 2, 0)]) d’

t
+ [ B, (s") = Epzq ()], ds'(on obtient cette inégalité en utilisant la lemme2)

(76)
avec a(s) := 14 ||V,E,(s)||,, qui est majoré uniformément
Donc on aura finalement que
t t
air®) < [ 0 s+ [ 1B ) = Bar ()ds (7D
Il faut maintenant majorer [ a (s') gni1 (s') ds’ par [1[|E, (8') = En_1 ()] d8’

Pour cela on multiplie (77) par a(s)e /i a4
On a alors

t t
Gnia(5) as)e™ H o < g(s)em Halis / 0 (8') gur1 () ds'+a(s)e i o / 1B () = B (1)
S S (78)

Mais on remarque

t ’ / t / / t d t / / t
gura(s) als)e™ H e _q(s)e [{ o / @(') gusr () ds' = = (f (i / a(5') o1 <s/>ds’)
(79)
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Alors

t t
_% (6_ J; a(sl)ds’/ a (S/) Gt (S,) dS,) < a(s)e— i a(s’)ds’/ ||En (S/) — B, (S/)”oo ds

(80)

On integre maintenant (80) par rapport a s entre s et ¢. On sait de plus d’apres lemme 1

¢ T sup a(s)
que a(s) < c alors efi 94" < g selo] <ele<(C

On en déduit alors que

[a)s)as <0 [18.) - B (a9 1)
Et finalement on a le résultat
1) € [ 1) = B ()l (82
ii) On remarque d’apres (37) que

5 4
1n(t) = En-1(t)lle < llpa(®) = pr—a(®)15 1a(t) = par (D)% (83)
On remarque aussi que

1pn(t) = pr-1 ()l < emax((@n)?, (Qu-1)*)1fa(t) = fa-1(O)lloc 1a(t) = fa-1 (Bl (34)

Car d’apres lemmel, on a démontré que ),est bornée
De plus en utilisant (3) on en déduit que

[En(t) = Ena1(t)]l o < cl[falt) = faa1()] o (85)

On en déduit alors que

Corollaire 4. On a

1. f, converge vers une une fonction f dans C ([0,T] x R® x R?)

2. Pour s <T etn > 1,on a pour chaque (t,z,v), la suite d’application
s (Xu(s;t,x,v), V(s t, x,v))

converge dans C*([0,T], R x R3) et sa limite (X,V) satisfait

X .
D20yt g
dV(S'f T, v) h
+ = 'YE(Sa X(S; t,x, U))
S

23



Démonstration. 1) D’apres les parties i et ii du lemme 2 on en déduit que

o) = £l < ¢ [ 1) = Faral (57)
Et maintenant par récurrence et en majorant t — s par ', on obtient
TTL
1fns1(8) = fa(®lloo < —5 sup (1f1(t) = fo(®)]l.c) (88)
+ s€[0,t]

Alors f, est une suite de Cauchy dans C([0,7] x R? x R?®) qui est complet pour la norme
infinie. Alors cette suite approximative converge vers une limite f dans C([0, 7] x R? x R?)

2) On note X(s) = X(s;t,z,v) et V(s) = (s;t,x,v) On a d’apres (82) et d’apres la
partie i de la lemme 2 que

p gui1(5) < €[Bn(s) = Bues(5)o < 1o = et
se|0,

Alors
[ Xn41(8) = Xa(8)| + [Vasa(s) = Va(s)| < el fa = faillo

Alors la convergence des caractéristiques (X, et V,,) dans C'([0, T], R? x R?) est satisfaites
d’apres la convergence de f,,.

Il reste & montrer que cette limite est dans C1([0, 7], R? x R?).1l suffit donc de montrer
que (X,(s) , Vi) converge dans C([0,T], R? x R3).

On remarque que

HXn—i-l -

n - HVTL+1 - Vn”oo
oo

Alors Xn converge dans C([0,T],R? x R?) d’apres la convergence de V,
Pour V,,, on sait que

\ Voot = Vol | < 1B (8, Xoir (8 1,2,0)) — Eniy (8, X, (531, 2,0))|
Alors
\ Vier = Val| < (1Eu (s, Xog1) = B (s, X)) + (1 En (s, X)) = Eny (5, X))
> (89)
< IVaEn ()l [ Xos1 (8) = X (]| 4+ | () = Bna ()]l
]

Remarque 5. Alors V,, converge dans C([0,T],R? x R3)d’aprés la convergence de E, et
X

On définit V la limite de V,, ,.X la limite de X,, et E la limite de F,, Et finalement en
passant a la limite de

Xnsa(sit,z,0) = Vi (s, t, x,0)
Vi (sit,2,0) = vE, (5, Xpia(s:t, z,0))
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on aura que

X(s)=V(s), V(s)=7E(s, X(s))

7.1.5 Existence et régularité de la solution

Proposition 5. Soitf,, une solution approximative,alors, Alors, il existe une constante
T =T(fo) tel que la limite f de f,est une solution classique du probléme de Cauchy de
systeme de Vlasov-Poisson

1
Démonstration. On prend T = (HfOHinOHfQO)_I Soient t, z, v fixés On pose X(s,t,z,v)
et V(s,t,z,v) les limites respectives de X,,(s,t,x,v) et V,(s,t, x,v). Alors
f(t,x,v) = lim f,(t,x,v) = lim fy (X, (0;t,2,v), V,(0;t, z,v))
= fo(X(0;t,2,v), V(0; ¢, 2,v))
Comme fy et (X, V) sont de classe C! alors f l'est aussi. On remarque de plus que

0= [ s X000, Vs 0,00
S

s=t

Alors

0= (s, X(sit,,0), V(sit,,0))
S

= @tf(tv xz, U) + X(t7 l,x, U) ) v$f<t7 x, U) + V(t7 Lz, U) ) vvf(tu xz, U) (91)
Donc f satisfait le systeme de Vlasov Poisson [

7.2 Unicité

On suppose que f et g de classe C* sont deux solutions classiques du probléme de Cauchy
de systeme de Vlasov Poisson.

Montrons que f=g

D’apres les parties i et ii du lemme2,0on obtient

Hf(t)—g(t)lloo,S/O 1/ (s) = g(s)ll ds

Par la lemme de Gronwall,on en déduit que f = g.D’ou 'unicité
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8 Existence globale de la solution

Le but de cette partie que T" peut étre prolonger vers l'infini.
Soit 7' > 0.On rappelle que Q(t) = 1 +sup{|v| : il existe x € R s € [O t], f (s z,v) # 0}

de sorte que f est continue sur [0,T] sous la condition Q(t) < HfoH3 1 foll? T pour tout
t<T

Proposition 6. Soient T'> 0 et f de classe C* une solution classique du probléme de
Cauchy de systeme de Vlasov Poisson.

Si Q(T) < oo, alors f est prolongée en une solution classique d’intervalle de temps plus
grand

Démonstration. On va utiliser le résultat de 'existence local sur un nouveau probleme.
On va prendre une nouvelle solution f avec une nouvelle condition initiale f (0,z,v) :=
f(to, z,v) avec ty < T. On remarque premierement que la norme par rapport a la condition
initiale ne change pas car on a déja démontré qu’il y a préservation de la mesure.Donc la
constante ¢ est indépendante de choix de condition initiale.De plus d’apres la monotonie
de Q,on peut remarquer aussi que Q(T)™' < Q(ty)™ !,

1
Et donc la condition T = (||f0||§o||fo||f’QO)*1 est indépendante de choix de condition
initiale.Il dépend seulement de Q(T)
De plus, dans la proposition précédente,on a montré que la longueur de l'intervalle de

1
temps T pour que la solution existe est donné par T = (||f0]|§O||f0||fQ0)*1qui d’apres ce
qui précede dépends seulement en Q( ).Alors si on nomme la longueur de Uintervalle
de temps pour l'existence de f par T on remarque que pour appliquer le théoreme de

Pexistence local pour f il suffit de prendre T' < || foll3, ; Il folli Q( ))~! qui ne dépend ni de
condition initiale ni de nouveau t, choisi.

Montrons maintenant que la solution peut étre prolongeable sur un temps plus grand que
T.

Si on prend par exemple tg = T — iT on peut construire une nouvelle solution dans
CL([0,to + T] x R? x R? ) en joigant les deux solutions f € C*([0,T] x R x R?) et
f e C'([to, to + T] x R? x R?) O

Corollaire 5. La solution classique du probleme de Cauchy de systeme de Vlasov Poison
feCH([0,T] x R? x R¥)avec la condition initiale fo,satisfaisant que Q(t) < h(t) avec h
est une fonction continue h : [0, 0o[— [0, o[

Démonstration. Le but et de démontrer que T' = oo

Alors,on suppose que f de classe C! sur [0.T},42] X R® x R? avec T, < 00 est la solution
maximale de donnée initiale fo.Comme @ est bornée sur [0, T},q.],alors on peut appliquer
la proposition précédente 6,qui contredit que f est maximal sur [0, T},4.]. Alors T = o0 [

9 Théoreme de Schaefer

Soit 0 < fo € C} .Alors le probleme de Cauchy de systeme de Vlavov Poisson admet

une unique solution globale de classe C'et pour tout p > 17,11 existe une constante c, tel
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que
Qt) <c(l+ty Vt<T

Afin de faire ,on va utiliser les estimations ci-dessous. Soient P < Q(t),R > 0,A =
4

2(aQ3 (1)

9.1 The Good,Bad and Ugly set

On pose X (s)et V(s)les caractéristiques fixes de

axX -

P

v o
= —4E

ds i

avec f(t,z(t),v(t)) #0

On pose y = X (s,t,z,v);w = V(s,t,x,v) On utilise la notation notation
X(s) == X(s;t,x,v) and V(s) := V(s;t, z,v)

Le but de cette partie est de borner 'intégrale

/ttA|E(S,X(S))|dS < c/ttA // %dwdyds
:c/tA // ’Xégt’_x;()s)‘zdvdmds

(d'apres la préservation de la mesure)

Afin de s’éloigner des singularités ,on va diviser le domaine d’integration en 3 partie.

G={(s,z,v),t—A<s<tet(|v]<Poulv—19(t)<P)} (93)
B ={(s,z,v),t—A<s<tet|v]>Pet|lv—uv(t)>P
et <]X(5,t,x,v) — X(s) < RJv|™ (94)

ou | X (s,t,2,v) — X(s)] < Rlv — @(t)|*3)}

U={(s,z,v),t—A<s<tet|v|>P
et lv—2o(t)] > P et
> = (95)
| X (s, t,,v) = X(s)| > R|v|
et |X(s,t,z,v) — X(s)| > Rlv — 0| *}

The Good Set
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on va montrer que

/// Sz _dvdzds < cPiA (96)
J | X (s) — X(s,t,z,0)]

The Bad Set

on va montrer que

/// — f(t 2,0 sdvdrds < CTIH%A (97)
2 |X(s)—X(s,t,x,v)’ P

The Ugly Set

on va montrer que
/// — ft@,v sdvdrds < ¢ (98)
J |X(3)—X(s,t,az,v)’ R

Afin de prouver (96), (97), et (98),0on va passer premiérement par quelques observation
qu’on va les utiliser dans la preuve.

P
Remarque 6. Montrons que |V (s,t,z,v) —v| < 7 et que

[V(s)—o(t)| <

| g

On sait d’apres les caractéristiques que

t

|V (s) —v| = /E ds' (99)

s

Alors pour tout s € [t — A,t] on a

\V(s,t,x,v) _U| S ||E7||ooA
< AciQ(t)

P
< QW e (100)
P
< —
— 4
On a donc P
lu(s,t,z,v) —v| < 7 (101)
Et de la méme maniére on montre
P
[V(s)—o(t)| < n (102)



Remarque 7. 1. Si|v| < P et d’aprés ’équation [101] alors
P
lu(s,t,x,v)| < |U|+Z <P+P=2P (103)

2. Silv—=V(t)| < P, alors,

|V (s, t,2,v) — :| (s,t,2,v) —v+v—0(t) +0(t) — ‘
< Vst 2,0) — ] + o — (¢ |+!?7 Ve o
P P P
—4+P4+—<—4+P<?2P
4 —|—4<2+ <

Pour la derniere inégalité,on obtient le premier terme d’apres [101] ,le deuxiéme
terme par hypothése et le troisiéme terme d’apres [102]

3. Si |v| > Palors ‘—g' < |v| - % < o] = £ <|V(s,t,z,v)|(dapres[101])
Mais |V (s, t,z,v)[v + &
Alors on en déduit que si |v| > P alors

[l r

P
<l <Vstao) <o+ T <2l (105

1 - _ 1 _
Slv=o®)] = v —o(t)] = 5lv - o)
< Jo—n(t)] 5
—lo- )] - -
<|lv—=o)] = |V(s,t,z,v) —v| — ‘V (t)| (d’aprés (101) et (102))
< |V(s,t,z,v) = V(s)|
= |V(s,t,z,v) —v+v+0(t) —(t) = V(s)|
< |\V(s,t,z,v) —v| + ‘V(s) — @(t)‘ + v — o(t)|
< §+ g + v —o(t)|((d’aprés (101) et (102))
< i _4U(t)| + i _4U(t)| + |v — o(t)] (par hypothése )
< 2|v —o(t)|

(106)

Montrons maintenant les trois estimations :

The Good : preuve de (96)
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On va montrer que sur le Good set on a,

o

stxv)‘z

// . dydwds (107)
vy — X(s

(d’apres la partie du préservation de la mesure) B
Comme (s,z,v) € G et d’apres(103) et (104),alors on a |w| < 2P ou |w — V(

—V(s) < 2P|
Donc on obtient,
/ Ydwdyd
I — // / f(s,y, w)dwdyds // (108)
i : X —of : —M
\w\<2P0u|w7V(s)|<2P t—A R
Avec P(s,y) = f|w|<2pou|w_‘7(s)|<2p f(s,y,w)dw
Donc 4 A
_ T . T
PG < 1 llez-2P) < llfollaz-(2P) < e P (109)

Comme p < p alors ||ﬁ(s)||% < ||,6(s)||§ et par (37) Alors on en déduit finalement que

!/ dy_cumn@nm@H
!y

wlut oot

(110)
Donc

I < ACP3 (111)
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Montrons maintenant I’estimation pour Bad set En utilisant (105) et (106)

/// txv)i 5 dv dz ds
| X (s, t,2,v) — X(s)]
/// ft,z0) 5 dw dy ds
ly =X )

t
/ / / f( z,0) dw dy ds
Lp<w<2Q(t) J|y-X ()| <srlw = |y — X (s }

_ t
+// / < 8R|w —V(s)|” 3dedyd8
I JEP<uvs)] <2 =X ) |y — X(S)’
8R|w|—3 t 8R|w—\_/(s)’73

t
SC’// / ly| 2dy | dw ds +// i / ly| 2dy | dw ds
A 1 P<w<2Q(t) / A $P<|w-V(s)|<2Q(t)

0

t
<C / / 478 R|w| ™ dw ds + / / AT8R|w — ‘7(3)’_3 dw ds
Ly 3P<w<20) A $P<|w-V(s)|<2Q(t)

c nsn(120)

(112)

Remarque 8.

Estimation de L’Ugly set (98)
La principale difficulté est que ‘y X( )|_2 n’est pas intégral suivant y dans la région ou
ly| est assez grande.Nous voulons alors minorer le vecteur position | X (s) — X(s)|.

Lemme 3. (Minorer le vecteur position)
Si v satisfait |v —v(t)| > P, alors il existe so € [t — A, t]tel que

_ 1 _
[ X (s) = X(s)] 2 glv = v(@)]|s = 50l
pour tout s € [t — At] et x € R?

Démonstration. On pose Z(s) := X (s) — X(s)

Afin de prouver la lemme,on va comparer Z(s) avec une approximation linéaire. On
remarque premierement que

Z(s)=V(s) - V( )Alors

£(s) = V(s) = V(s) =7 (E(s,X(5), V(s)) — E(s, X(s), V(s)))

On définit Z(s) := Z(sp) + Z(50)(5 — So) une approximation linéaire de sorte que sy €
[t — A, t] tel que |Z(sp)| est minimal
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Remarque 9. On remarque que

‘Z(s) = ‘Z(s) - Z(s)‘
= [V(s) = V(s)] (113)
<|V(s)|+ [V(s)|
< 2[|B||, < cQ(t)

Alors en utilisant cette remarque et la formule de Taylor pour Z(s)autour de sg,on en
déduit que

_ Z(c
12(5)— 2] = |2 (s~ s0)
< Q1) (s — s0)°
< cQ(t)*|s = solls — o
< cQ(t)3Als — sof (114)
4 t
< ol Ll =0
cp(t)s
1
< ZP’S — 30|
1v—9(t)
<37 |F
De plus on remarque que
2
Z()f° 2 1250l + | Z(50)(s = 50)
, 2
>0+ ‘Z(SO)‘ |5 — 50/’ (115)
v T)(t) 2|3 s |2
Car d’apres (106),0n a
: _ 1 _
‘Z(s) = |[V(s,t,2,0) = V(s)| = 5|0 = V() (116)
Donc on déduit finalement d’apres (114) et (115) que
Z(s)| = |Z(s)| — | Z(s) — Z(s))|
v —o(t v—o(t)||s—s
O] RS G IR o
v—o(t
LI
[
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Donc on a pu trouver finalement une bonne inférieur du vecteur positon.
Maintenant revenons & montrer 1’estimation de I'Ugly set(98)
On définit des fonctions

g; . Rt — Rt; 1= 1, 2 (118)
tel que
) si > (Rlv| ™)
(r): = {(R|v|_3)2 sinon
B | o (119)
r st > (Rlv—o(t)]™)
UQ(T) = _ —3\2 .
(Rlv —o(t)|"")* sinon
Soit
P {1 sz- (s,x,v) €U (120)
0 sinon

Alors d’apres la décroissance de o; et la minoration du vecteur position de la lemme
précédente on a

Wy(s,z,v) 9 1 N )
——= < (| Z(s < —|lv—ov(t)||s—s 121
T < o260 < gl =50l s (121)
Pouri=1,2et s €[t — A,t]
Alors
+o0 1 00 St )
/IZ ey (e, s,0)ds < /m(—]v—v()]2\3—30]2ds:2/ai (“‘4”(%) ar
e 9
(122)

Posons”—()—nDon(JQfO 0Z<U o(t) ) 7“—8]0001

4 v v(t
Maintenant calculons fo o; (%) dn pour i =1

R|'U|_3 00

701(7;2)617,: / (Rlo|™) " dn + / n2 =2 (Rv)™ (123)

RJv|™®

De méme ~
| oattyin =2 (mpp - o)
0

Don on en déduit que

S 160 — (8)| M (Ru[ ) i =1
z(s)| W (s,z,v)ds = ‘
4|(” (5,2,0) {mw—vmr%mv—mwrw4 i =2
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Alors

¢
1 . n -1
/ |2(s)| "2 (s, z,v)ds < (% (min |v], [v — 3(t))* < 16R™|v|2
—A

Donc finalement et d’apres la bornitude de ’énergie cinétique(voir(35)),on a

/// ft,@,v) —— dv dx ds < cR™' //f(t,m,v)]v|2dv dv < CR™*
| X (s, t,2,v) — X(s)]

9.2 Preuve du théoréme de Schaefer

On pose A = mint, ﬁQ%( £).Q11 (¢) On remarque que
V() - V- )< [ B )]s

Afin de borner la vitesse,on a besoin de borner I'intégrale.
Pour cela on a besoin de des estimation faite dans la partie précédente. Alors d’apres

(96),(97) et (98) On a

1 [t 1
Z/tA\E( {ds<c(P4/3+R1 %()JrR—A)

10(t (124)
<c (P4/3+Rl P( )\ pp- QYA ))
Afin de combiner les trois termes ensembles on prend P = Q*11(t); R = Q'%/33(¢)In &P(t)_lp.
Then
e v 12 4Q(1)
5 | 1B s < (s quyr s SZ0.
4Q(¢ ) (125)
£)4/3-4/11-16/331/2
< Q1) 7 Q(t)
Alors B B
V(1) = V(t = A)| < Q)P ?Q(1)
Alors pour tout € > 0,il existe ¢ = ¢(g) > 0 tel que
V(t) = V(t — A)] < cPY3+=(1)A (126)

Comme Q(t) est croissante ,alors il existe T € (0, T')tel que

t t<T*
A:{ 1 ;?2 *
4—CQ33 t>T
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Fixons t € (T*,T), on definit
to =1

Comme A(t) est décroissante, alors il existe k tel que
e <T" <t <tpho<- <ty <ty=t.

Alors en utilisant (126),0on aura
— — k — —
V() =V (t)] <D |V (timr) = V (1)
i=1

k

=1

Comme la constante est indépendante de choix des caractéristiques(X et V)et que Q(t)
est croissante,alors on en déduit que pour tout d > 0,il existe ¢ = ¢(§) > 0 tel que

Q(t) < c(1 4 )31t € [0,T]

D’ou la démonstration du théoreme de Schaefer.

10 Conclusion

Donc on a pu montrer que Q est majorée par une fonction continue sur [0, colet alors
pour la section de I'existence locale, on peut maintenant dire qu’on a le support de f que
I'on a déja supposé borné est bornée et donc toutes les estimations faites et supposées
avant sont vraies et on peut donc directement montrer 1’existence locale de la solution.
De plus en utilisant la section précédente,on peut déduire finalement que la solution du
probleme de Cauchy de systeme de Vlasov-Poisson existe globalement.
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On a aussi utilisé des cours et des notes en ligne.En particulier un cours de master 2

en équations cinétiques pour ”M.Frédéric Herau”, des notes et des cours en lignes.
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