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Ce mémoire traitera d’une étude sur les processus de branchement continu avec et sans im-
migration. Ces processus sont des cas particuliers de processus de Markov, et même de processus
de Feller. Nous commenceront par donner les définitions et premières propriétés de ces processus
dans la première partie. Ensuite, lors de la deuxième partie, nous étudierons plus en détails les
processus de Lévy, ainsi que les processus de Lévy sans saut négatifs, qui sont étroitement liés
au processus de branchement, par le transformation de Lamperti que nous évoquerons lors de
la troisième partie. Enfin dans la dernière partie, nous citons des résultats tels que ceux sur
les temps d’atteinte des processus de branchement avec immigration, qu’on peut trouver dans
l’article de Duhalde, Foucart et Ma [3].

1 Définitions sur les processus de Markov et de Lévy

1.1 Processus de Markov

Dans cette première partie, nous allons donner la définition d’un processus de Markov, en
rappelant d’abord la définition d’un processus stochastique. On considérera tout au long de ce
projet pΩ,F ,Pq un espace de probabilité, et pR,BpRqq l’ensemble des réels muni de sa tribu
borélienne.

On notera CbpRq l’ensemble des fonctions mesurables f bornées, à valeurs dans R. Pour n P N,
on notera Cn0 pRq l’ensemble des fonctions de classe Cn de R dans R, qui tendent vers 0 en l’infini.

On dira qu’un ensemble X “ pXt, t ě 0q est un processus stochastique indexé par R`, à
valeur dans R si pour tout t ě 0, l’application Xt : Ω Ñ R est une application mesurable. Pour
ω P Ω, on appellera l’application qui à t ÞÑ Xtpωq trajectoire du processus X.

Si on considère pFtqtě0 une filtration de F (famille croissante de tribu pour l’inclusion), alors
on dira que X est adapté si pour tout t ě 0, l’application ω ÞÑ Xtpωq est Ft-mesurable. Si la
filtration n’est pas précisé, on parlera de celle défini par @t ě 0,Ft “ σpXs, s ď tq, où σ désigne
la tribu engendrée.

Pour les définitions suivantes des processus de Markov, on s’appuiera sur le livre de Blumen-
thal et Getoor [2].

Définition 1.1. On dit qu’un processus X est un processus de Markov adapté à pFtqtě0 si X
est adapté, et si pour tout t ě 0, étant donné Xt, Ft et σpXs, s ě tq sont indépendantes.

Théorème 1.2. Soit X un processus stochastique adapté à pFtqtě0. Alors X est un processus
de Markov si, et seulement si, pour tout s ď t, pour toute fonction f P CbpRq on a

EpfpXtq|Fsq “ EpfpXtq|Xsq

Définition 1.3. X vérifie la propriété de Markov forte si pour tout temps d’arrêt T , si condi-
tionnellement à tT ă 8u, le processus pXT`t ´XT , t ě 0u est indépendant de FT 1 et a pour loi
P .

1. Ici FT désigne la tribu engendrée par T qui est composée de tout les ensembles A tels que tT ď tu XA P Ft

pour tout t ě 0.
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Définition 1.4. On dit qu’un processus de Markov X est homogène en temps si pour t, s ě 0,
x P R et A P BpRq

PpXt`s P A|Xs “ xq “ PpXt P A|X0 “ xq

On va maintenant donner une nouvelle définition des processus de Markov, qui fait appelle
aux fonctions de transition.

Définition 1.5. La fonction Ps,tpx,Aq définie pour 0 ď s ă t ă 8, pour x P R et pour A P BpRq

est appelée fonction de transition de Markov si
— A ÞÑ Ps,tpx,Aq est une mesure de probabilité sur BpRq pour tout t, s et x
— x ÞÑ Ps,tpx,Aq est mesurable pour tout t, s et A
— si 0 ď u ă s ă t, alors

Pu,tpx,Aq “

ż

Pu,spy,AqPs,tpx, dyq (1.1)

pour tout x et A.
.
-Pour tout A P B , Qp¨, Aq est B-mesurable sur S.

La propriété 1.1 est appelée relation de Chapman-Kolmogorov.

Définition 1.6. Une fonction de transition de Markov est dite homogène en temps si il existe
une fonction Ptpx,Aq définie pur t ą 0, x P R et A P BpRq telle que Ps,tpx,Aq “ Pt´spx,Aq pour
0 ď s ă t, x P R et A P BpRq.

Remarque 1.7. Pour un processus de Markov homogène en temps, l’équation de Chapman-
Kolmogorov devient alors

Ps`tpx,Aq “

ż

Ptpy,AqPspx, dyq (1.2)

Ainsi en ayant défini ce qu’une une fonction de transition de Markov, on peut définir autre-
ment ce qu’est un processus de Markov :

Définition 1.8. Soit X “ pXt, t ě 0q un processus stochastique à valeur dans R, adapté à la
filtration pFtqtě0, et soit Ps,tpx,Aq une fonction de transition de Markov. On dit alors que X est
un processus de Markov avec fonction de transition Ps,tpx,Aq si pour 0 ď s ă t et f P bR

EpfpXtq|Fsqq “ Ps,tpXs, fq (1.3)

où Ps,tpx, fq “

ż

fpyqPs,tpx, dyq

Remarque 1.9. On parlera de processus de Markov homogène en temps lorsque dans la définition
précédente on pourra remplacer Ps,tpx,Aq par Ptpx,Aq une fonction de transition homogène en
temps, et que 1.3 deviendra

EpfpXt`sq|Fsqq “ PtpXs, fq

pour s, t ě 0 et f P CbpRq
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Pour un processus de Markov homogène en temps, pour la première définition, on peut définir
pour t ě 0, x P R et A P BpRq

Ptpx,Aq “ PpXt P A|X0 “ xq “: PxpXt P Aq

et ainsi pour f : R Ñ R une fonction mesurable bornée on peut poser

Ptpx, fq :“ Ptfpxq “ ExpfpXtqq :“ EpfpXt ` xqq

Ainsi, on peut remarquer que Pt ainsi défini correspond bien à la définition de la fonction de
transition de Markov deX. À l’inverse, on peut montrer qu’étant donné une fonction de transition
de Markov sur R, ainsi qu’une loi initiale ν, on peut construire un unique processus de Markov
à valeur dans R, ayant pour fonction de transition Pt et pour loi initiale ν.

Montrons que Pt ainsi défini respecte bien l’équation de Chapman-Kolmogorov. En condi-
tionnant par Xs et en utilisant la propriété de Markov on a

Pt`spx,Aq “ PpXt`s P A|X0 “ xq

“

ż

PpXt`s P A|Xs “ y,X0 “ xqPspx, dyq

“

ż

PpXt`s P A|Xs “ yqPspx, dyq

“

ż

PpXt P A|X0 “ yqPspx, dyq

“

ż

Ptpy,AqPspx, dyq

“ PspPtqpx,Aq

Notons que comme ce résultat est vrai pour tout A P BpRq, on peut noter que par convergence
monotone et linéarité on aura pour tout f P CbpRq, et pour tout x P R :

Pt`sfpxq “ PtpPsfqpxq

et donc l’équation de Chapman-Kolmogorov est vérifée si, et seulement si la famille d’opérateur
pPt, t ě 0q sur CbpRq est un semi-groupe.

Ainsi si on considère la fonction de transition Pt comme une famille d’opérateur pPt, t ě 0q,
on a alors un semi-groupe associé au processus de Markov.

On va maintenant donné la définition d’un processus tué, opération qui permet d’envoyer un
processus à un certain état.

Définition 1.10. Soit X un processus de Markov, et ζ une variable aléatoire à valeur dans R`.
On appelle processus tué le processus sX définit par

ĎXtpωq “

"

Xtpωq si t ă ζpωq

δ si t ě ζpωq

On fera référence à δ comme l’état cimetière, et δ sera égal à `8 quand on travaillera avec
des processus à valeur dans R`.
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1.2 Processus de Feller

Dans cette partie, nous allons donner la définition et quelques propriétés d’une classe spéciale
de processus de Markov qui sont les processus de Feller. On les caractérise grâce au semi-groupe
associé au processus de Markov.

Définition 1.11. Si le semi-groupe pPt, t ě 0q vérifie pour f P C0
0pRq

1. Pour t ě 0, Ptf P C0
0pRq

2. limtÑ0 ||Ptf ´ f ||8 “ 0

alors le processus X est appelé processus de Feller.

Définition 1.12. Si X est un processus de Feller et que son semi-groupe est pPt, t ě 0q, on
peut définir le générateur infintésimal L du semi-groupe pour les fonctions f P C0

0pRq telles que
la limite suivante existe

Lf “ lim
tÑ0

Ptf ´ f

t

et on note D son domaine de définition.

On peut trouver les résultat suivants dans le livre de O.Kallenberg [4]

Proposition 1.13. Un semi-groupe de Feller est uniquement déterminé par son générateur.

Théorème 1.14. Soit pPt, t ě 0q le semi-groupe d’un processus de Feller. Pour f P DpLq, Ptf
est dérivable et

d

dt
Ptf “ PtLf

On a le lemme suivant qui nous sera utile pour la suite

Lemme 1.15. Soit pPt, t ě 0q le semi-groupe d’un processus de Feller pXt, t ě 0q. Soit f P DpLq

telle que pour un λ ą 0, Lf “ λf . Alors la famille pe´λtfpXtq, t ě 0q est une Px´martingale.

Démonstration. Par le Théorème 1.14, on voit que pour x ě 0, la fonction t ÞÑ Ptfpxq est solution

de l’équation différentielle
d

dt
pPtfqpxq “ λPtfpxq. Ainsi on trouve que Ptfpxq “ fpxqeλt. On a

Expe´λtfpXtq|Fsq “ e´λtEXspfpXt´sqq “ e´λteλpt´sqfpXsq

1.3 Processus de Lévy

Définition 1.16. Un processus stochastique X “ pXt , t ě 0q, sur un espace de probabilité
pΩ,F ,Pq est un processus de Lévy (issu de 0) si il satisfait les propriétés suivantes :

1. Les trajectoires de X sont continues à droite avec limites à gauche (càdlàg) P -presque-
sûrement,

2. PpX0 “ 0q “ 1,
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3. Pour tout n P N˚ et pour tous 0 ď t1 ď ... ď tn, les variables aléatoire tXti`1 ´Xti , 1 ď

i ď n´ 1u sont indépendantes,
4. Pour tous t ě s ě 0 , la variable aléatoire Xt ´Xs a même loi que Xt´s.
Si un processus vérifie 3. et 4. on dit qu’il est à accroissements indépendants et stationnaires.

Si X est un processus de Lévy, pour chaque t ě 0, la loi de Xt est infiniment divisible.

Xt “ Xt{n ` pX2t{n ´Xt{nq ` ...` pXt ´Xtpn´1q{nq (1.4)

Par la propriété d’accroissements indépendants et stationnaires, on peut déduire que Xt est à
loi infiniment divisible. Posons Ψtpθq “ ´ logpEpeiθXtqq. Ainsi , par 1.4, on a :

mΨ1pθq “ Ψmpθq “ nΨm
n

pθq

Et donc pour tout t P Q` :
Ψtpθq “ tΨpθq

où Ψ :“ Ψ1. Par la continuité à droite des trajectoires de X, on déduit que cette dernière
égalité reste vraie pour tout t P R`. Cette dernière égalité nous dit qu’on peut avoir la fonction
caractéristique de toutes les variables aléatoires d’un processus de Lévy, juste avec la connaissance
de la fonction caractéristique de X1. Comme X1 est à loi infiniment divisible, par la formule de
Lévy-Khintchine, on peut écrire :

Ψpθq “ iaθ `
1

2
σ2θ2 `

ż

R
p1 ´ eiθx ` iθx1p|x|ă1qqΠpdxq

où a P R, σ ě 0, et Π est la mesure de Lévy, supportée sur Rzt0u et vérifie :
ż

R
p1 ^ x2q Πpdxq ă 8

Un tel ψ s’appelle exposant caractéristique, et on a pour σ P R et pour tout t ě 0

EpeiθXtq “ e´tΨpθq (1.5)

Proposition 1.17. Un processus de Lévy X est un processus de Markov.

Démonstration. On peut observer que tout processus de Lévy est un processus de Markov, en
effet, soit X un processus de Lévy, on note pour f P C2

0 pRq, Ptfpxq “ ExpfpXtqq “ EpfpXt`xqq

alors comme les accroissements de X sont indépendants et stationnaires on a pour 0 ă s ď t

Ptfpxq “ EpfpXt ` xqq “ EpfpXt`s ´Xs ` xqq “ EpfpXt`s ´Xs ` xq|Fsq
“ EpfpXt`s ´Xs ` xq|Xsq

On peut remplacer x par n’importe quelle variable aléatoire Fs mesurable. En remplaçant x par
Xs, on obtient bien la propriété de Markov. De plus on a

PtfpXsq “ EpfpXt`sqq

qui montre alors la propriété de semi-groupe :

PsPtfpxq “ EpPtfpXs ` xqq “ EpfpXt`s ` xqq “ Pt`sfpxq
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Proposition 1.18. Un processus de Lévy X vérifie la propriété de Markov forte.

Démonstration. Soit T un temps d’arrêt fini p.s. Si T “ c est une constante, alors on utilise
la propriété de Markov, ainsi si T prends ses valeurs dans un ensemble discret le résultat est
toujours vrai. Pour prouver le résultat pour un temps d’arrêt arbitraire T , on utilise le fait que
la suite de temps d’arrêt Tn “ 2´nt2nT ` 1u est une suite décroissante de temps d’arrêt à valeur
dans un ensemble discret qui converge vers T . Le résultat vient alors de la continuité à droite
des processus de Lévy.

Proposition 1.19. Un processus de Lévy X est un processus de Feller.

Démonstration. Soit f P C2
0 pRq. Comme f est bornée, par convergence dominée, Ptfpxq “

EpfpXt ` xqq est continue. Comme f tend vers 0 en ˘8, on a bien Ptfpxq ÝÑ
xÑ˘8

0. De plus,
comme f est uniformément continue, et comme sous P, Xt ÝÑ 0 quand t Ñ 0, on a bien
sup
xPR

|fpXt ` xq ´ fpxq| ÝÑ
tÑ0

0. On conclut alors par convergence dominée que Ptf ´ f tend vers

0 uniformément.

1.4 Exemples de processus de Lévy

On peut donner des exemples fondamentaux de processus de Lévy, les processus suivants
seront définis sur un espace de probabilité pΩ,F , P q.

Le processus de Poisson sur R : On considère µλ la distribution de Poisson de paramètre λ,
c’est à dire pour k P N : µλptkuq “ e´λλk{k!. Alors un processus de Poisson N “ tNt, t ě 0u

est un processus de Lévy tel que pour t ą 0, Nt suit une loi de Poisson de paramètre λt. Pour
obtenir l’expression de ψ, l’exposant caractéristique, on est alors amené à calculer EpeiθNtq. On
trouve :

EpeiθNtq “
ÿ

kě0

eiθkµλtptkuq “ e´λtp1´eiθq

On a alors Ψpθq “ λp1 ´ eiθq et a “ 0, σ “ 0, Π “ λδ1, où δa est la mesure de Dirac en tau.
Un autre processus de Lévy que l’on construit à partir ce celui là est le processus de Poisson

composé :
On considère N un processus de Poisson de paramètre λ ą 0, et tξi, i ě 1u une suite de

variables aléatoires i.i.d, indépendante de N et de loi de distribution F , qui n’a pas d’atome en
0. Alors, le processus de Poisson composé X est défini par :

Xt “

Nt
ÿ

i“1

ξi , t ě 0

Vérifions qu’il s’agit bien d’un processus de Lévy. Pour s ă t on a :

Xt ´Xs “

Nt
ÿ

i“Ns`1

ξi
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Qui suit la même loi que Xt´s et est bien indépendant de Xs par la propriété des ξi. De plus,
comme le processus tNt, t ě 0u est càdlàg, il en est de même pour tXt, t ě 0u. Si on veut calculer
ψ, il suffit alors de calculer Epeiθ

řN
i“1 ξiq où N suit la même loi que N1. On a :

Epeiθ
řN

i“1 ξiq “
ÿ

ně0

Ep1tN“nue
iθ

řn
i“1 ξiq

“
ÿ

ně0

PpN “ nqEpeiθξ1qn

“
ÿ

ně0

e´λλ
n

n!
p

ż

R
eiθxF pdxqqn

“ e´λ
ş

Rp1´eiθxqF pdxq

Ainsi on obtient Ψpθq “ λ

ż

R
p1 ´ eiθxqF pdxq

Un autre exemple important de processus de Lévy est le mouvement brownien. Il suffit de
rappeler sa définition pour se rendre compte qu’il s’agit d’un processus de Lévy.

Définition 1.20. Le processus B “ tBt, t ě 0u à valeur dans R est un mouvement brownien si :
1. Les trajectoires de B sont P -presque-sûrement continues.
2. P pB0 “ 0q “ 1.
3. Pour 0 ď s ď t , Bt ´Bs a la même distribution que Bt´s.
4. Pour 0 ď s ď t , Bt ´Bs est indépendant de tBu, u ď su.
5. Pour t ą 0 , Bt suit une loi normale centré de variance t.

On peut également considérer le mouvement brownien avec drift linéaire, qui est le processus
Xt “ γt` sBt ,où s ě 0 , et B est un mouvement brownien standard. On vérifie facilement que
X reste un processus de Lévy. On peut également montrer que pour t ą 0

EpeiθBtq “ e´ 1
2
tσ2

De plus comme sBt a même loi que Bs2t, on peut calculer

EpeiθXtq “ eiθγtEpeiθsBtq

“ eiθγt´
1
2
ts2θ2

“ e´tp´iθγ` 1
2
s2θ2q

pour avoir Ψpθq “ s2θ2{2 ´ iθγ.
Ces deux types de processus, le processus de Poisson composé et le mouvement brownien

avec drift, jouent un rôle important dans l’étude des processus de Lévy en vertu du théorème
suivant, le théorème de décomposition de Lévy-Itô :

Théorème 1.21. Décomposition de Lévy-Itô Soient a P R, σ P R et Π une mesure concen-
trée sur Rzt0u telle que :

ż

R
p1 ^ x2q Πpdxq ă 8

8



Alors il existe un espace de probabilité sur lequel trois processus de Lévy indépendants Xp1q , Xp2q

et Xp3q sont définis, où Xp1q est un mouvement brownien avec drift, Xp2q est un processus de
Poisson composé, et Xp3q est une martingale de carré intégrable, avec un nombre de saut presque-
sûrement dénombrables, de longueurs plus petit que 1, et en posant X “ Xp1q ` Xp2q ` Xp3q,
l’exposant caractéristique de X est celui d’un processus de Lévy de triplet pa, σ,Πq.

On peut noter que dans cette décomposition, les sauts de Xp2q et Xp3q sont reliés à Π, la
mesure de Lévy. Par exemple, si Πp´8, 0q “ 0, le processus de LévyX n’aura pas de saut négatif.
De plus, si on ajoute les conditions

ş

p0,8q
p1^xq Πpdxq ă 8 , σ “ 0 et a`

ş

p0,1q
xΠpdxq ď 0, alors

le processus X est ce qu’on appelle un subordinateur, c’est un processus croissant. Si on a juste
la condition Πp´8, 0q “ 0 mais que le processus n’est pas croissant, on parlera de processus
spectralement positif(processus sans saut négatif).

1.5 Générateur d’un processus de Lévy

On considère dans cette partie X un processus de Lévy, et Ψ son exposant caractéristique.
Comme on vient de le voir, c’est également un processus de Feller, on considère alors pPt, t ě 0q

son semi-groupe, ainsi que L son générateur de domaine D. On va voir dans cette partie que
grâce l’exposant caractéristique d’un processus de Lévy, on peut donner une expression formelle
de son générateur.

Pour cela, on considère une autre famille d’opérateur linéaire pRλ, λ ą 0q, appelés opérateurs
résolvants, associé à la transformée de Laplace de pPt, t ě 0q, défini par :

Rλfpxq “

ż 8

0
e´λtpPtfqpxqdt

pour f P C2
0 pRq.

Grâce au Théorème 1.14 et à une intégration par partie, on peut voir que pour f P D on a

λRλf “ f `RλLf . (1.6)

On définit la transformée de Fourier d’une fonction g P L1pRq par

ĝpξq “

ż

R
e´ixξgpxqdx .
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On a alors pour f P L1pRq, en utilisant la propriété 1.5 de l’exposant caractéristique

yRλfpξq “

ż

R
e´ixξRλfpxqdx

“

ż

R
e´ixξ

ż 8

0
e´λtpPtfqpxqdtdx

“ E

ˆ
ż

R

ż 8

0
e´ipx´Xtqξe´λtfpxqdtdx

˙

“ pfpξq

ż 8

0
EpeiXtξqe´λtdt

“ pfpξq

ż 8

0
e´tΨpξqe´λtdt

“
1

Ψpξq ` λ
pfpξq

Alors en appliquant Fourier dans 1.6 pour les fonctions f P D tels que Lf P L1pRq on a pour
ξ P R

λyRλfpξq “ pfpξq ` {RλpLfqpξq

et en utilisant le calcul précédent on trouve

xLfpξq “ ´Ψpξq pfpξq (1.7)

ainsi si f P S, l’espace de Schwartz, comme la transformée de Fourier est un isomorphisme sur
S et comme ψpξq “ Opξ2q quand |ξ| Ñ 8, la formule 1.7 nous donne S Ă D. Pour f P S , on
peut alors appliquer l’inversion de Fourier à 1.7 et avoir

Lfpxq “ ´af 1pxq `
1

2
σ2f2pxq `

ż

R

ˆ

fpx` yq ´ fpxq ´ 1|y|ă1yf
1pxq

˙

Πpdyq (1.8)

On peut montrer que cette formule s’étend pour les fonctions f P C2
0 pRq, l’espace des fonctions

deux fois dérivables qui tendent vers 0 en l’infini(cf. Bertoin [1]).

1.6 Fonctionnelles multiplicatives des processus de Markov

Nous allons dans cette section, introduire un objet important dans les processus de Markov,
les fonctionnelles multiplicatives. Au long de cette section, X désignera un processus de Markov,
et on notera Ft “ σpXs, s ď tq.

Définition 1.22. On appelle pθtqtě0 la famille des opérateurs de transition, tels que pour s, t ě

0 :
Xs ˝ θt “ Xs`t

Définition 1.23. On dit que pMt, t ě 0q est une fonctionnelle multiplicative de X si
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1. Mt P Ft, pour t ě 0 .

2. Mt`s “ MtpMs ˝ θtq, pour t, s ě 0 .

3. 0 ď Mtpωq ď 1, pour t ě 0 et ω P Ω .

On peut donner un exemple d’une telle famille, dont on se servira dans la suite. On considère
v une fonction mesurable et positive sur R, et on pose

Mt “ exp
´

´

ż t

0
vpXsqds

¯

On voit directement que le point 1. de la définition est vérifié, ainsi que le point 3. puisque v est
positive. Pour le point 2. on écrit

Mt`s “ exp
´

´

ż t`s

0
vpXuqdu

¯

“ exp
´

´

ż t

0
vpXuqdu

¯

exp
´

´

ż t`s

t
vpXuqdu

¯

“ Mt exp
´

´

ż s

0
vpXu`tqdu

¯

“ MtpMs ˝ θtq

Nous avons ainsi bien défini une fonctionnelle multiplicative.
On considère pMt, t ě 0q une fonctionnelle multiplicative, et on définit pour t ě 0 et pour f

mesurable bornée à valeur dans R`

Qtfpxq “ ExpMtfpXtqq (1.9)

La famille d’opérateur linéaire pQt, t ě 0q définit ainsi un semi-groupe, en effet on a

Qt`sfpxq “ ExpMt`sfpXt`sqq

“ ExpMspMt ˝ θsqfpXt ˝ θsqq

“ ExpMsEXspMtfpXtqq

“ ExpMsQtfpXsqq

“ QsQtfpxq

On considère maintenant X un processus de Feller, pPt, t ě 0q son semi-groupe, et L son
générateur de domaine D. On considère v une application mesurable positive et on pose pour
t ě 0

At “

ż t

0
vpXsqds , Mt “ e´At .

Comme on l’a montré auparavant, M est une fonctionelle multiplicative, qui induit une fonction
de transition de Markov (homogène en temps). On considère alors sX le processus stochastique
(de Markov) tel que pour f P CbpRq

ExpfpĎXtqq “ ExpMtfpXtqq “: Qtfpxq

11



qui a pour semi-groupe pQt, t ě 0q. On va alors montrer le résultat suivant qui se trouve dans
[7]

Théorème 1.24. sX est un processus de Feller. De plus, le domaine de son générateur Lv est
D , et pour f P D on a

Lvfpxq “ Lfpxq ´ vpxqfpxq . (1.10)

Démonstration. On va juste montrer ici, que le générateur du processus sX est bien Lv. On peut
commencer par reformuler 1.10 en terme d’opérateur résolvant qui donne

Rvλ “ Rλ ´RλvR
v
λ (1.11)

où pRvλ, λ ě 0q est la famille des résolvante associé à pQt, t ě 0q.
Soit f une fonction de C0

0 pRq

Rλfpxq ´Rvλfpxq “ Exp

ż 8

0
e´λt´AtfpXtqpeAt ´ 1qdt

en utilisant le fait que eAt “ 1 `

ż t

0
vpXsqe

Asds on a

Rλfpxq ´Rvλfpxq “ Ex
´

ż 8

0
e´λt´AtfpXtqdt

ż t

0
vpXsqe

Asds
¯

“ Ex
´

ż 8

0
e´λt´Au`sfpXu`sqdu

ż 8

0
vpXsqe

Asds
¯

avec le changement de variable pt, sq ÞÑ pu, sq où u “ t´ s. On a alors

Rλfpxq ´Rvλfpxq “ Ex
´

ż 8

0
e´λsvpXsqds

ż 8

0
e´λu´Au`sfpXu`sqdu

¯

“ Ex
´

ż 8

0
e´λsvpXsqR

v
λfpXsqds

¯

“ RλvR
v
λfpxq

2 Propriétés sur les processus de Lévy

2.1 Comportement en l’infini

Pour le comportement des processus de Lévy en l’infini, on peut différencier trois cas distincts,
qui nous sont donnés par le théorème suivant

Théorème 2.1. Soit X un processus de Lévy.
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1. Si
ż 8

1
t´1PpXt ě 0qdt ă 8, alors

lim
tÑ8

Xt “ ´8 P.p.s

on dit alors que le processus drift vers ´8

2. Si
ż 8

1
t´1PpXt ď 0qdt ă 8, alors

lim
tÑ8

Xt “ 8 P.p.s

on dit alors que le processus drift vers `8

3. Si les deux intégrales précédentes divergent, alors

lim sup
tÑ8

Xt “ ´ lim inf
tÑ8

Xt “ 8 P.p.s

on dit alors que le processus oscille.

Remarque 2.2. On note que cette liste est exhaustive, car
ż 8

1
t´1PpXt ě 0qdt`

ż 8

1
t´1PpXt ď 0qdt ě

ż 8

1
t´1dt “ 8 (2.1)

et donc au moins une des deux intégrales diverge.

2.2 Processus sans saut négatif

On s’intéresse dans cette partie au processus de Lévy sans saut négatif. On considère alors
un processus de Lévy X dont sa mesure de Lévy est supportée dans r0,8q, en excluant le cas
des subordinateurs. On va montrer dans un premier temps que pour tout λ ą 0

Epe´λXtq ă 8 . (2.2)

Pour ça on introduit le temps d’arrêt Ta :“ inftt ě 0, Xt ď au. Par l’absence de saut négatif, sur
l’évenement tTa ă 8u, on a XTa “ a P-presque sûrement. On considère maintenant un temps
exponentiel τpqq de paramètre q ą 0, et en utilisant la propriété de de Markov et la propriété de
la loi exponentielle on trouve pour a, b ă 0

PpTa`b ă τpqqq “ PpTa ă τpqqqPpTb ă τpqqq

On pose Iτpqq “ inf
sPr0,τpqqr

Xs et ainsi comme pour a ă 0

PpIτpqq ă aq “ PpTa ă τpqqq

donc
Pp´Iτpqq ą ´aq “ PpTa ă τpqqq
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on déduit que ´Iτpqq suit une loi exponentielle. On note ϕpqq son paramètre. Comme ´Iτpqq

converge en probabilité vers 0 quand q Ñ 8, alors ϕpqq Ñ 8 quand q Ñ 8 et pour tout λ ą 0,
on peut trouver un q assez grand tel que ϕpqq ą λ. En remarquant que

ż 8

0
qe´qtEpe´λXtqdt “ Epe´λXτpqqq ď Epe´λIτpqqq

où le dernier terme de l’inégalité est fini dès que ϕpqq ą λ. On a alors l’implication Epe´λXtq ă 8

est fini presque partout pour la mesure de Lebesgue. Comme la fonction t ÞÑ Epe´λXtq est
continue, car Xt presque sûrement continue en t, on a bien 2.2.

À partir d’un processus de Lévy X sans saut négatif, on peut fabriquer un subordinateur
(tué), celui des temps d’atteinte. On considère Tx le temps d’atteinte de ´x, pour x ě 0, par le
processus X :

Tx “ inftt ě 0, Xt ď ´xu .

Si pour un x0 P R, l’ensemble tt ě 0, Xt ď ´x0u est vide (alors il l’est pour tout x ě x0) , on tue
le processus T en l’envoyant vers `8 pour tout x ą x0. Il est clair que comme X ne possède pas
de saut négatif, le processus Tx est continu et croissant. Reste à montrer qu’il s’agit bien d’un
processus de Lévy. En appliquant la propriété de Markov forte au processus X avec le temps
d’arrêt Tx, on trouve que le processus XTx`t ´ XTx “ XTx`t ´ x a même loi que le processus
X, et est indépendant de σpXt, t ď Txq. En considérant T 1

y le temps d’atteinte du processus
XTx`t ´ XTx et en remarquant que T 1

y ` Tx “ Tx`y donc T 1
y “ Tx`y ´ Tx, on conclut que le

processus pTx, x ě 0q est un processus de Lévy (tué) donc un subordinateur (tué).
On introduit ce qu’on appelle l’exposant de Laplace ψ de X, défini par

ψpλq “ ´Ψpiλq “ ´aλ`
1

2
σ2λ2 `

ż

p0,8q

´

e´λx ´ 1 ` λx1xă1

¯

Πpdxq. (2.3)

On a maintenant l’identité
E

`

e´λXt
˘

“ etψpλq (2.4)

qui est bien défini pour λ ě 0. On remarque que ψ : r0,8q Ñ p´8,8q est une fonction
strictement convexe, telle que lim

λÑ8
ψpλq “ 8 (car PpX1 ă 0q ą 0). On note ϕp0q la plus grande

racine de l’équation ψpλq “ 0 (qui existe car au moins 0 est toujours solution).
Ainsi, ψ : rϕp0q,8q Ñ r0,8q réalise une bijection d’inverse que l’on notera ϕ.

Théorème 2.3. Le subordinateur tué T a pour exposant de Laplace ´ϕ.

Remarquons qu’en remplaçant λ par ϕpλq dans 2.4 pour λ ą 0 on a

E
`

e´ϕpλqXt
˘

“ etλ (2.5)

Comme les accroissement de X sont indépendants et stationnaires, on peut montrer que le
processus pe´λte´ϕpλqXt , t ě 0q est une martingale. En effet pour t ě s ě 0

E
`

e´λte´ϕpλqXt |Fs
˘

“ e´λtE
`

e´ϕpλqXte´ϕpλqXseϕpλqXs |Fs
˘

“ e´λte´ϕpλqXsE
`

e´ϕpλqpXt´Xsq|Fs
˘

“ e´λte´ϕpλqXsE
`

e´ϕpλqXt´s
˘

“ e´λse´ϕpλqXs
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En appliquant le théorème d’arrêt à cette martingale, au temps d’arrêt borné Tx ^ t, on a

E
`

e´λTx^te´ϕpλqXTx^t
˘

“ 1.

On remarque que sur l’ensemble tTx ă 8u, ´ϕpλqXTx^t ´ λTx ^ t converge vers ´ϕpλqx´ λTx
quand t Ñ 8, et sur l’ensemble tTx “ 8u, cette quantité tend vers ´8. De plus comme

´ϕpλqXTx^t ´ λTx ^ t ď ´ϕpλqXTx^t ď xϕpλq (2.6)

on peut utiliser la convergence dominée pour avoir

1 “ E
`

e´λTx^te´ϕpλqXTx^t , Tx ă 8
˘

ÝÑ
tÑ8

E
`

e´λTxe´ϕpλqx, Tx ă 8
˘

et donc obtenir
E

`

e´λTx , Tx ă 8
˘

“ e´ϕpλqx

Ainsi, ´ϕ est l’exposant de Laplace du subordinateur T .

3 Processus de Branchement

3.1 Introduction des processus de branchement continu

On considère Y “ pYt, t ě 0q un processus de Markov fort, à valeur dans r0,`8s. On dit que
Y est un processus de branchement continu (CSBP), si ses trajectoires sont càdlàg, et que leur
loi respectent la propriété de branchement suivante :

Ex`ype´θYtq “ Expe´θYtqEype´θYtq (3.1)

Pour θ, t ě 0 et x, y ě 0. Ici, la famille de probabilité pPx, x ě 0q vérifie PxpY0 “ xq “ 1,
et Ex désigne l’opérateur d’espérance associé à Px. On peut montrer grâce à la propriété de
branchement que pour tout t ě 0, Yt est à loi infiniment divisible. En effet, pour t ě 0 et θ ě 0,
en appliquant 3.1 n fois à x ě 0 on a :

Enxpe´θYtq “ pExpe´θYtqqn (3.2)

Maintenant en prenant x “ m{n,

pEm{npe´θYtqqn “ Empe´θYtq “ pE1pe´θYtqqm

Ainsi, pour x P Q x ě 0 :
Expe´θYtq “ Epe´θYtqx (3.3)

Posons utpθq “ ´ logEpe´θYtq, on a par 3.3 :

xutpθq “ ´ logExpe´θYtq , x P Q` (3.4)

Le but maintenant est de montrer que cette égalité reste vraie pour x P R. Pour cela il suffit
de montrer que la fonction x ÞÑ ´ logExpe´θYtq est continue. Pour cela montrons déjà qu’elle
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admet des limites à gauche et à droite :
Pour 0 ď z ă y, on a par 3.1 :

Ezpe´θYtq ď Eype´θYtq (3.5)

ce qui implique que Ex´pe´θYtq existe en tant que limite à gauche, et est inférieure à Ex`pe´θYtq

qui existe aussi comme limite à droite. Par 3.4, ces limites sont les mêmes, et donc on a bien
pour x ą 0 :

Expe´θYtq “ e´xutpθq

Théorème 3.1. Pour t, θ ě 0, on considère utpθq l’exposant de Laplace d’un CSBP. Alors u est
dérivable en t, et satisfait :

But
Bt

pθq ` ψputpθqq “ 0 , u0pθq “ θ (3.6)

avec pour λ ě 0 , ψpλq “ ´q ´ aλ` 1
2σ

2λ2 `

ż

p0,8q

e´λx ´ 1 ` λx1txă1uΠpdxq , où q ě 0, σ ě 0

, a P R et Π est une mesure supportée en p0,8q telle que :
ż

R
p1 ^ x2q Πpdxq ă 8

On appelle cette fonction ψ le mécanisme de branchement. Par la discussion qui suit 1.21,
on a pour λ ě 0, ψpλq “ logEpe´λX1q, où X1 est un processus spectralement positif ou un
subordinateur, qui peuvent être tués, par l’ajout de q dans le mécanisme de branchement, à un
temps exponentiel indépendant de paramètre q. Par l’étude de ces processus de Lévy sans saut
négatifs, on sait que ψ est une fonction convexe, infiniment dérivable sur p0,8q et que ψp8q ă 0
dans le cas où X est un subordinateur, et ψp8q “ 8 dans les autres cas.

Remarquons qu’on peut caractériser u comme unique solution de

´

ż utpθq

θ

dξ

ψpξq
“ t (3.7)

où, en prenant t “ 0, on récupère bien l’information u0pθq “ θ.
On a une caractérisation de ces processus de branchement qui établit un lien étroit entre

les processus de branchement et les processus de Lévy sans saut négatif, qu’on peut citer ici, et
qu’on peut trouver dans [5]

Théorème 3.2. (Représentation de Lamperti) Soit ψ un mécanisme de branchement.
Soit X un processus de Lévy sans saut négatif, tué (avec état cimetière `8) à un temps expo-
nentiel indépendant de paramètre q ě 0, et tel que ψpλq “ logEpe´λX1q. On définit τ´

0 “ inftt ą

0, Xt ă 0u, et pour t ě 0

θt “ inf
!

s ą 0,

ż s

0

du

Xu
ą t

)

et Yt “ Xθt^τ´
0

alors sous la probabilité Px, x ě 0, Y est un processus de branchement continu avec mécanisme
de branchement ψ et valeur initiale Y0 “ x.
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À l’inverse, si Y est un processus de branchement de mécanisme ψ, tel que Y0 “ x ě 0, si
on définit

Xt “ Yφt

où

φt “ inf
!

s ą 0,

ż s

0
Yudu ą t

)

alors X est processus de Lévy sans saut négatif qui part de X0 “ x, qui est arrêté dès la première
entrée dans p´8, 0q et tué à un temps exponentiel de paramètre q ě 0. Si P désigne la loi de X
sous la condition X0 “ 0, alors ψpλq “ logEpe´λX1q, λ ě 0.

3.2 Conservativité et temps de vie

On va maintenant étudier la conservativité du processus

Définition 3.3. On dit qu’un processus stochastique Y “ pYt, t ě 0q est conservatif si pour
t ą 0, PpYt ă 8q “ 1.

En terme de trajctoire, le processus est conservatif s’il n’explose pas vers `8 en un temps
fini.

Dans notre cas on a

PxpYt ă 8q “ lim
θÓ0

Expe´θYtq “ lim
θÓ0

e´xutpθq

et alors le processus sera conservatif si, et seulement si, lim
θÓ0

utpθq “ 0. Remarquons qu’en repre-

nant 3.7, pour δ suffisamment petit on peut écrire
ż δ

θ

dξ

ψpξq
´

ż δ

utpθq

dξ

ψpξq
“ ´t

Comme la partie de droite de l’égalité ne dépend pas de θ, on a en faisant tendre θ vers 0 que

lim
θÓ0

utpθq “ 0 si et seulement si
ż

0`

dξ

|ψpξq|
“ 8. On a alors directement le résultat suivant

Théorème 3.4. Le processus Y associé au mécanisme de branchement ψ est conservatif si, et
seulement si,

ż

0`

dξ

|ψpξq|
“ 8

On va maintenant étudier ce qu’on appelle l’extinction du processus de branchement. On note
dans le cas où le processus est tué, ζ son temps de vie. On considère T0 :“ inftt ě 0, Yt “ 0u.
Par la propriété de branchement on peut voir que P0 “ δ0 et donc par la propriété de Markov,
pour s ě 0 , si Yt “ 0 alors Yt`s “ 0. L’extinction du processus Y correspond à l’évènement
tT0 ă ζu “ tDt ě 0, Yt “ 0u. On posera ppxq “ PxpT0 ă ζq. On peut montrer que comme
pour la conservativité, on peut caractériser la probabilité d’extinction grâce à ψ, le mécanisme
de branchement. Pour le théorème suivant, on exclura le cas des subordinateurs, auquel cas le
processus n’est jamais absorbé en 0. Rappelons alors que pour les autres cas, on a ψp8q “ 8.
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Théorème 3.5. Soit Y un processus de branchement de mécanisme ψ, alors ppxq ą 0 si, et
seulement si,

ż 8 dξ

ψpξq
ă 8

et dans ce cas, si on pose ϕp0q :“ suptξ ě 0, ψpξq “ 0u, la plus grande racine de ψ, alors
ppxq “ e´ϕp0qx pour x ą 0.

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que :

e´xutpθq “ Expe´θYtq “ Expe´θYt1tYtą0uq ` Exp1tYt“0uq

Alors en notant utp8q :“ lim
θÑ8

utpθq on a quand θ Ñ 8 :

e´xutp8q “ PxpYt “ 0q (3.8)

Comme on l’a déjà remarqué, on a pour t, s ě 0, tYt “ 0u Ď tYt`s “ 0u on a alors pour x ą 0 :

PxpYt “ 0q Ò ppxq (3.9)

quand t Ñ 8, et ainsi, ppxq ą 0 si et seulement si il existe un t ą 0, tel que utp8q ă 8. On fixe
maintenant t ą 0, et on écrit 3.7 comme :

ż θ

utpθq

dξ

ψpξq
“ t (3.10)

Supposons que utp8q ă 8, alors comme t est fixé, si θ Ñ 8 on doit avoir
ż 8 dξ

ψpξq
ă 8

On voit également que si cette dernière condition est respectée, comme t ą 0 on doit obligatoi-

rement avoir utp8q ă 8. On a bien l’équivalence utp8q ă 8 si et seulement si
ż 8 dξ

ψpξq
ă 8.

Supposons maintenant que cette condition est vérifiée. On a :
ż 8

utp8q

dξ

ψpξq
“ t

Quand t Ò 8, l’intégrale de gauche doit alors diverger. Par 3.8 et 3.9, on a utp8q Ó ´x´1 logpppxqq

quand t Ò 8. Ainsi quand t Ò 8, utp8q décroît vers la plus grande valeur c telle que l’intégrale
ż 8

c

dξ

ψpξq
ă 8 diverge. Comme la fonction ψ est lisse et convexe, cette valeur correspond à la

plus grande racine de cette fonction,ϕp0q. On a alors ppxq “ e´xϕp0q.

Remarque 3.6. Dans le cas où la condition
ż 8 dξ

ψpξq
ă 8 est vérifiée, si on ajoute de plus les

hypothèses ψ1p0`q ě 0 et ψp0q “ 0 (le processus n’est pas tué), comme ψ est convexe, elle n’aura
pas d’autre racine que 0, et ainsi l’extinction aura lieu presque sûrement. De plus on aura la
décroissance de utpλq vers 0 quand t Ñ 8.
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4 Processus de branchement avec immigration

4.1 Définitions et propriétés

Nous allons dans cette section introduire un nouveau type de processus markovien (homogène
en temps) à valeur dans R`, les processus de branchement avec immigration (abrégés en CBI).
Ces processus sont également càdlàg et de Feller.

Dans le cas d’un simple processus de branchement Y , on a vu que ses lois pouvaient être
caractérisées par :

Expe´θYtq “ e´xutpθq

où u est déterminée par ψ. Maintenant, si X est un processus CBI, ses lois seront déterminées
par deux fonctions, ψ et ϕ :

Expe´θXtq “ exp

ˆ

´xutpθq ´

ż t

0
ϕpuspθqqds

˙

(4.1)

où u est caractérisée comme dans le Théorème 3.1, et où pour λ ě 0 :

ϕpλq “ bλ`

ż 8

0
p1 ´ e´λuqνpduq

avec b ě 0 et ν est une mesure supportée en p0,8q telle que :
ż

R
p1 ^ xq νpdxq ă 8

On appelle ψ le mécanisme de reproduction et ϕ le mécanisme d’immigration. Comme les lois
de X sont déterminées par ces deux fonctions, on appellera X un processus CBIpψ, ϕq.

On a le résultat suivant : si X est un CBIpψ, ϕq, alors son générateur L, générateur du
processus de Feller, qui agit sur C2

0 pR`q, l’espace des fonctions deux fois dérivables qui tendent
vers 0 en l’infini, est donné par :

Lfpxq “
σ2

2
xf2pxq ` pax` bqf 1pxq ´ pqx` cqfpxq

` x

ż 8

0
pfpx` zq ´ fpxq ´ z1r0,1spzqf 1pxqqΠpdzq (4.2)

`

ż 8

0
pfpx` zq ´ fpxqqνpdzq

Théorème 4.1. Soit X un processus stochastique. X est un processus CBIpψ, ϕq si et seulement
si pour toute fonction f P C2pR`q

fpXtq ´ fpxq ´

ż t

0
LpfpXsqqds

est une martingale locale, où L désigne le genérateur d’un processus CBIpψ, ϕq défini dans 4.2.
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4.2 Temps d’atteinte

On s’appuyant sur l’article de Duhalde, Foucart et Ma [3], nous allons donner la loi des temps
d’atteintes de ces processus.

Pour X un processus CBIpψ, ϕq, et pour a P R` on définit :

σa :“ inftt ě 0, Xt ď au

On considérera alors seulement les cas où X part de x ą a , et on ne considerera que ψ n’est pas
l’exposant de Laplace d’un subordinateur auquel cas le processus X est croissant. On voudra
alors obtenir une formule pour :

Ex
„

exp

ˆ

´λσa ´ µ

ż σa

0
Xtdt

˙ȷ

(4.3)

Pour λ ą 0, µ ě 0 et x ą a ě l , où l :“ b
d . Pour X notre CBIpψ, ϕq, on définit It “

ż t

0
Xsds.

Ainsi, e´µIt correspond à une partie de 4.2. Comme on l’a déjà remarqué, la famille pe´µIt , t ě 0q

est une fonctionnelle multiplicative. Ainsi on considère pX̄t, t ě 0q le processus stochastique tel
que pour toute fonction f P C2pR`q

EpfpĎXtqq “ ExpfpXtqe
´µItq (4.4)

On peut alors se servir du Théorème 1.24 pour voir que sX est un processus de Feller, qui a
pour générateur sL définit sur C2

0 pR`q par

sLfpxq “ Lfpxq ´ µxfpxq , x P R`.

L’objectif maintenant est alors de trouver des valeurs propres de L̄.

Lemme 4.2. Soit λ, µ ě 0. On pose qpµq “ suptq ě 0, ψpqq “ µu, et on fixe une constante
θ ą qpµq (qui dépend de µ). Pour x P pqpµq,8q, on définit :

gλ,µpxq “
1

ψpxq ´ µ
exp

ˆ
ż x

θ

ϕpuq ` λ

ψpuq ´ µ
du

˙

et
fλ,µpxq “

ż 8

qpµq

e´xzgλ,µpzqdz

alors pour λ ą 0, fλ,µ est une fonction décroissante de C2
0 pl,8q, et vérifie L̄fλ,µ “ λfλ,µ.

Démonstration. On commence par poser hzpxq “ e´xz Cette fonction vérifie de bonnes proprié-
tés :

L̄hzpxq “ rxpψpzq ´ µq ´ ϕpzqshzpxq

et
L̄

ˆ
ż 8

qpµq

hzpxqgλ,µpzqdz

˙

“

ż 8

qpµq

L̄hzpxqgλ,µpzqdz
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ainsi on a

L̄fλ,µpxq ´ λfλ,µpxq “

ż 8

qpµq

pL̄hzpxq ´ λhzpxqqgλ,µpzqdz

“

ż 8

qpµq

e´xzpxpψpzq ´ µq ´ ϕpzq ´ λqgλ,µpzqdz

On intègre par partie en dérivant pψpzq ´µqgλ,µpzq et en intégrant xe´xz. Par la propriété de ψ,
ş

qpµq`
du

ψpuq´µ “ 8 et alors

lim
xÑqpµq

pψpxq ´ µqgλ,µpxq “ lim
xÑqpµq

exp

ˆ
ż x

θ

ϕpuq ` λ

ψpuq ´ µ
du

˙

“ 0

et l’intégration par partie donne

L̄fλ,µpxq ´ λfλ,µpxq “

ż 8

qpµq

e´xzpψ1pzqgλ,µpzq ` pψpzq ´ µqg1
λ,µpzq ´ pϕpzq ` λqgλ,µpzqqdz “ 0

où le dernier calcul est bien 0 car g est choisie comme solution de l’EDO suivante :

ψ1pzqgλ,µpzq ` pψpzq ´ µqg1
λ,µpzq “ pϕpzq ` λqgλ,µpzq

pour z ą qpµq.
Il reste alors à vérifier que fλ,µ est bien définie et appartient bien à C2

0 pl,8q. On a

ϕpuq

ψpuq ´ µ
“
ϕpuq

u

u

ψpuq ´ µ
ÝÑ
uÑ8

b

d
“: l

alors
1

z

ż z

θ

ϕpuq ` λ

ψpuq ´ µ
du ÝÑ

zÑ8
l

Pour z assez grand, on a ψpzq ´ µ ě Cz où C est une constante positive, on a pour tout λ ě 0
ż 8

θ

1

ψpzq
exp

´

´ xz `

ż z

θ

ϕpuq ` λ

ψpuq ´ µ
du

¯

dz ă 8 (4.5)

car x ą l
Il reste à vérifier l’intégrabilité en qpµq. On a

ż θ

qpµq

1

ψpzq ´ µ
exp

´

´ xz ´

ż z

θ

ϕpuq ` λ

ψpuq ´ µ
du

¯

dz ď

ż θ

qpµq

1

ψpzq ´ µ
exp

´

´

ż z

θ

λ

ψpuq ´ µ
du

¯

dz

On considère λ ą 0 et en remarquant qu’une primitive du terme de droite est

z ÞÑ
1

λ
exp

´

´ λ

ż z

θ

1

ψpuq ´ µ
du

¯

qui prend une valeur finie à qpµq, et donc donne bien l’intégrabilité. On montre avec les mêmes
techniques que fλ,µ est bien dans C2pl,8q et qu’elle tend vers 0 en 8.
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Théorème 4.3. On considère X un processus CBIpψ, ϕq, et σa “ inftt ą 0, Xt ď au. Soit
x ą a ě l. Pour tout λ ą 0 et µ ě 0 on a

Ex
„

exp

ˆ

´λσa ´ µ

ż σa

0
Xtdt

˙ȷ

“
fλ,µpxq

fλ,µpaq

où f est définie comme dans le lemme précédent.

Démonstration. On considère d’abord le cas a ą l .En combinant le lemme 4.2 et le lemme 1.15
à X̄ avec fλ,µ, et en considérant le temps d’arrêt σa, on obtient que e´λt^σafλ,µpX̄t^σaq est une
Px-martingale. D’où :

Expe´λt^σafλ,µpX̄t^σaqq “ fλ,µpxq

et
Expe´µIt^σae´λt^σafλ,µpXt^σaqq “ fλ,µpxq

L’idée est maintenant de passer à la limite quand t Ñ 8. Pour cela, on remarque que comme le
processus n’a pas de saut négatif, si t ă σa alors Xt ą a. Par la décroissance de fλ,µ, on a pour
tout t ě 0 fλ,µpXt^σaq ď fλ,µpaq. Le passage à la limite nous donne alors :

Ex
„

exp

ˆ

´λσa ´ µ

ż σa

0
Xtdt

˙ȷ

“
fλ,µpxq

fλ,µpaq

Pour le cas a “ l, on reprend cette dernière formule, et en remarquant que quand a Ó l alors
σa croît vers σl, on a le résultat par convergence monotone.

Ce théorème donne directement la loi des temps d’atteinte d’un processus CBI. Pour simplifier
les notations, on pose

gλpxq “ gλ,0pxq , fλpxq “

ż 8

qpµq

e´xzgλpzqdz (4.6)

Corollaire 4.1. Pour X un processus CBIpψ, ϕq, et σa “ inftt ą 0, Xt ď au. Soit x ą a ě l.
Pour tout λ ą 0 on a

Expe´λσaq “
fλpxq

fλpaq

4.3 Comportement en l’infini

On va s’intéresser dans cette section au comportement à l’infini des processus de branchement
avec immigration. On exclura donc les cas où le processus est tué, et on considèrera qu’il est
conservatif, qu’il n’est pas absorbé en l’infini en un temps fini.

On distingue trois cas de processus CBIpψ, ϕq en fonction de la valeur de ψ1p0`q “ lim
tÓ0

ψ1ptq.

Dans le cas où ψ1p0`q ą 0 , on dit que le processus est sous-critique, si ψ1p0`q “ 0 , il est critique
et si ψ1p0`q ă 0 on dira qu’il est sur-critique. Dans le cas critique et sous-critique, on a une
condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une distribution de probabilité invariante
qu’on peut retrouver dans le livre de Z.H. Li [6]
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Théorème 4.4. Le processus CBIpψ, ϕq possède une distribution de probabilité invariante si et
seulement si

ż 1

0

ϕpuq

ψpuq
du ă 8

Démonstration. Rappelons l’écriture de la transformée de Laplace des lois de X :

Expe´λXtq “ exp

ˆ

´xutpλq ´

ż t

0
ϕpuspλqqds

˙

Par la remarque 3.6, la fonction t ÞÑ utpλq décroît vers 0 quand t Ñ 8. De plus, on remarque
par le changement de variable y “ utpλq et par la relation 3.6 que

ż t

0
ϕpuspλqqds “

ż λ

utpλq

ϕpyq

ψpyq
dy (4.7)

Ainsi par convergence monotone on a

lim
tÑ8

Expe´λXtq “ exp
´

´

ż λ

0

ϕpuq

ψpuq
du

¯

(4.8)

Remarque 4.5. Dans le livre de Li [6], on a une condition équivalente d’intégrabilité dans le cas
de processus sous-critique (ψ1p0`q ą 0) qui est la suivante

ż 8

1
logpuqνpduq ă 8 (4.9)

Corollaire 4.2. Dans le cas où
ż 1

0

ϕpuq

ψpuq
du “ 8 (4.10)

on a pour tout x, b P R`

lim
tÑ8

PxpXt ď bq “ 0 (4.11)

Démonstration. Dans la démonstration du théorème précédent lorsque
ż 1

0

ϕpuq

ψpuq
du “ 8 (4.12)

on a le résultat suivant
Expe´λXtq ÝÑ

tÑ8
0

qui donne bien le corollaire.

Pour étudier le comportement un processus de branchement avec immigration en l’infini,
nous allons donner les définitions de récurrence et transience.
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Définition 4.6. Soit X “ pXt, t ě 0q un processus stochastique à valeur dans R`. On dit que
X est récurrent si il existe x P R` tel que

Pxplim inf
tÑ8

|Xt ´ x| “ 0q “ 1

Définition 4.7. Soit X “ pXt, t ě 0q un processus stochastique à valeur dans R`. On dit que
X est transient si pour tout x P R`

Pxp lim
tÑ8

Xt “ 8q “ 1

Théorème 4.8. Soit X un CBIpψ, ϕq. Dans les cas critique et sous-critique, le processus est
récurrent ou transient si :

ż 1

0

1

ψpzq
exp

´

´

ż 1

z

ϕpxq

ψpxq
dx

¯

dz “ 8 ou ă 8

Dans le cas d’un processus sur-critique, le processus est transient.

Pour prouver ce résultat, on aura besoin de la proposition suivante dont la preuve se trouve
dans [3]

Proposition 4.9. Soit X un processus CBIpψ, ϕq qui démarre en x ą 0. Alors, Px presque
sûrement, on a pour tout t ą 0,

Xt ě e´dtx` lp1 ´ e´dtq

et en particulier, on a lim inf
tÑ8

Xt ě l.

Nous allons maintenant prouver le théorème 4.8

Démonstration. On rappelle la notation :

gλpxq “
1

ψpxq
exp

´

ż x

1

ϕpuq ` λ

ψpuq
du

¯

Commençons par supposer que
ż 1

0

1

ψpxq
exp

´

´

ż 1

x

ϕpuq

ψpuq
du

¯

dx “ 8 (4.13)

On a pour tout x ě a , Pxpσa ă 8q “ lim
λÑ0

Expe´λσaq

On fixe ε P p0,8q , et en utilisant le corollaire 4.1 on a pour a ą l,

Expe´λσaq “

ż ε

0
e´xzgλpzqdz `

ż 8

ε
e´xzgλpzqdz

ż ε

0
e´azgλpzqdz `

ż 8

ε
e´azgλpzqdz

ě

e´xε

ż ε

0
gλpzqdz

ż ε

0
gλpzqdz `

ż 8

ε
e´azgλpzqdz

ě
e´xε

1 `
ş8

ε e
´azgλpzqdz{

şε
0 gλpzqdz

(4.14)
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On a par 4.13
ż ε

0
gλpzqdz Ñ

λÑ8
8

De plus par 4.5 comme a ą l
ż 8

ε
e´azg0pzqdz ă 8

On en déduit que le terme de 4.14 tend vers e´xε quand λ Ñ 0. Comme ce ε peut être choisi
aussi petit qu’on veut, on a finalement

Expe´λσaq ÝÑ
λÑ0

1 (4.15)

On déduit alors que Pxpσa ă 8q “ 1 pour tout x ě a ą l, et donc Pxplim inf
tÑ8

Xt ď lq “ 1. Par
4.9, on conclut alors que Pxplim inf

tÑ8
Xt “ lq “ 1, et que le processus est récurrent.

On passe maintenant au deuxième cas où on suppose maintenant que
ż 1

0

1

ψpxq
exp

´

´

ż 1

x

ϕpuq

ψpuq
du

¯

dx ă 8 (4.16)

Soit a ą l. Maintenant que a est fixé, on va montrer que Pxplim inf
tÑ8

Xt ă aq “ 0, ce qui prouvera
bien que le processus est transient.
On a

Pxplim inf
tÑ8

Xt ă aq ď lim
tÑ8

Pxpσa ˝ θt ă 8q

“ lim
tÑ8

Ex
`

PXtpσa ă 8q
˘

On remarque que

Ex
`

PXtpσa ă 8q
˘

ď PxpXt ď aq ` Ex
´

1tXtąauPXtpσa ă 8q

¯

(4.17)

L’objectif maintenant est de montrer que les deux termes de droite dans 4.17 tendent bien vers
0 quand t Ñ 8.
On commence par le premier terme : PxpXt ď aq. Rappelons que comme le processus est conser-
vatif et que nous somme dans le cas critique ou sous critique, on a ψp0q “ 0 et

ż

0`

dξ

ψpξq
“ 8 (4.18)

Alors, comme l’intégrale de 4.16 est fini, on doit obligatoirement avoir en 0

exp
´

´

ż 1

0

ϕpuq

ψpuq
du

¯

“ 0

et donc
ż 1

0

ϕpuq

ψpuq
du “ 8
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Ainsi, le Corollaire 4.2 donne directement

lim
tÑ8

PxpXt ď aq “ 0. (4.19)

On passe maintenant au deuxième terme de 4.17. Cette fois-ci, comme on a 4.16, on peut utiliser
le Corollaire 4.1 avec λ “ 0 qui donne

Pxpσa ă 8q “ lim
λÑ0

Expe´λXtq “

ş8

0
1

ψpzq
exp

`

´ xz `
şz
1
ϕpuq

ψpuq
du

˘

dz
ş8

0
1

ψpzq
exp

`

´ az `
şz
1
ϕpuq

ψpuq
du

˘

dz
“ ca

ż 8

0
g0pzqe´xzdz (4.20)

en posant ca “

´

ş8

0
1

ψpzq
exp

`

´ az `
şz
1
ϕpuq

ψpuq
du

˘

dz
¯´1

Ainsi on a

Ex
´

1tXtąauPXtpσa ă 8q

¯

“ Ex
´

1tXtąauca

ż 8

0
g0pzqe´Xtzdz

¯

“ ca

ż 8

0
g0pzqEx

´

1tXtąaue
´Xtz

¯

dz

On a en utilisant la propriété des CBI et 4.7

Ex
´

1tXtąaue
´Xtz

¯

ď Ex
´

e´Xtz
¯

“ exp
´

´ xutpzq ´

ż z

utpzq

ϕpuq

ψpuq
du

¯

ÝÑ
tÑ8

0

Comme Ex
´

1tXtąaue
´Xtz

¯

ď e´az, nous allons dominé l’intégrale précédente par Gpzq “

g0pzqe´az. Comme tout est positif et que e´az „ 1 quand z Ñ 0, c’est la formule 4.16 qui nous
donne l’intégrabilité de G en 0. Pour l’intégrabilité en 8, c’est 4.5 qui nous la donne. On peut
alors appliquer le théorème de convergence dominée et obtenir

Ex
´

1tXtąauPXtpσa ă 8q

¯

ÝÑ
tÑ8

0

ainsi pour tout a ą l, on a
Pxplim inf

tÑ8
Xt ă aq “ 0 (4.21)

ce qui prouve que le processus est transient.
Enfin, on passe au cas du processus sur-crtitique. On rappelle que qp0q désigne la plus grande

racine de ψ. Commençons par noter que
ż z

qp0q

ϕpuq

ψpuq
du “ 8 (4.22)

En effet, le problème d’intégration est en qp0q, ce point est strictement supérieur à 0 dans le
cas sur-critique. On note alors c :“ ϕpqp0qq, et en rappelant que ψ est une fonction convexe,
continûment dérivable, elle se comporte comme une fonction linéaire au voisinage de qp0q. Ainsi
l’intégrale de 4.22 se comporte comme l’intégrale

ż z

qp0q

c

u´ qp0q
du “ 8 (4.23)
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Comme tout est positif, on a bien 4.22.
Par des arguments similaires, on montre que

ż θ

qp0q

1

ψpzq
exp

´

´

ż θ

z

ϕpuq

ψpuq
du

¯

dz ă 8 (4.24)

En effet le problème est une nouvelle fois autour de qp0q, et autour de ce point, l’intégrale se
comporte comme

ż θ

qp0q

1

z ´ qp0q
exp

´

´

ż θ

z

c

u´ qp0q
du

¯

dz (4.25)

en remarquant qu’une primitive de

z ÞÑ
1

z ´ qp0q
exp

´

´

ż θ

z

c

u´ qp0q
du

¯

est

z ÞÑ
1

c
exp

´

´

ż θ

z

c

u´ qp0q
du

¯

on trouve que en utilisant 4.23 que 4.25 est finie, et donc il en est de même pour l’intégrale de 4.24.
Alors comme cette intégrale est finie, on peut réécrire la ligne 4.20 du cas critique/sous-critique
et obtenir à nouveau

Pxpσa ă 8q “ ca

ż 8

qp0q

g0pzqe´xzdz

on peut alors avec 4.22, montrer de la même manière que dans le cas critique/sous-critique que

lim
tÑ8

Ex
´

1tXtąauPXtpσa ă 8q

¯

“ 0

Ainsi pour montrer la transience dans le cas sur-critique, il nous reste à prouver que

lim
tÑ8

PxpXt ď aq “ 0. (4.26)

On trouve ce résultat en adaptant la preuve de 4.4. Avec le même changement de variable que
dans cette preuve, on retrouve bien

ż t

0
ϕpuspλqqds “

ż λ

utpλq

ϕpyq

ψpyq
dy

mais cette fois-ci dans le cas sur-critique on a

lim
tÑ8

ż λ

utpλq

ϕpyq

ψpyq
dy “

ż λ

qp0q

ϕpyq

ψpyq
dy “ 8

par 4.22. On aura alors

lim
tÑ8

Expe´λXtq “ e´xqp0q exp
´

´

ż λ

qp0q

ϕpuq

ψpuq
du

¯

“ 0

ce qui nous donne bien 4.26 et prouve la transience dans le cas sur-critique.
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