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Ce mémoire traitera d’'une étude sur les processus de branchement continu avec et sans im-
migration. Ces processus sont des cas particuliers de processus de Markov, et méme de processus
de Feller. Nous commenceront par donner les définitions et premiéres propriétés de ces processus
dans la premiére partie. Ensuite, lors de la deuxiéme partie, nous étudierons plus en détails les
processus de Lévy, ainsi que les processus de Lévy sans saut négatifs, qui sont étroitement liés
au processus de branchement, par le transformation de Lamperti que nous évoquerons lors de
la troisiéme partie. Enfin dans la derniére partie, nous citons des résultats tels que ceux sur
les temps d’atteinte des processus de branchement avec immigration, qu’on peut trouver dans
l'article de Duhalde, Foucart et Ma [3].

1 Deéfinitions sur les processus de Markov et de Lévy

1.1 Processus de Markov

Dans cette premiére partie, nous allons donner la définition d’un processus de Markov, en
rappelant d’abord la définition d’un processus stochastique. On considérera tout au long de ce
projet (2, F,P) un espace de probabilité, et (R, B(R)) l'ensemble des réels muni de sa tribu
borélienne.

On notera Cy(R) 'ensemble des fonctions mesurables f bornées, a valeurs dans R. Pour n € N,
on notera CJ(R) I’ensemble des fonctions de classe C" de R dans R, qui tendent vers 0 en 'infini.

On dira qu'un ensemble X = (X;,t = 0) est un processus stochastique indexé par Ry, a
valeur dans R si pour tout ¢ = 0, I’application X; : 2 — R est une application mesurable. Pour
w € Q, on appellera Papplication qui a t — X;(w) trajectoire du processus X.

Si on considére (Ft)¢>0 une filtration de F (famille croissante de tribu pour l'inclusion), alors
on dira que X est adapté si pour tout ¢ > 0, 'application w — Xy(w) est Fy-mesurable. Si la
filtration n’est pas précisé, on parlera de celle défini par V¢t > 0, F; = 0(Xs, s < t), ot o désigne
la tribu engendrée.

Pour les définitions suivantes des processus de Markov, on s’appuiera sur le livre de Blumen-
thal et Getoor [2].

Définition 1.1. On dit qu’un processus X est un processus de Markov adapté a (F;)i=o si X
est adapté, et si pour tout ¢ > 0, étant donné Xy, F; et 0(Xs, s = t) sont indépendantes.

Théoréme 1.2. Soit X un processus stochastique adapté a (Fy)i=o. Alors X est un processus
de Markov si, et seulement si, pour tout s < t, pour toute fonction f € Cp(R) on a

E(f(X0)|Fs) = E(f(X0)|Xs)

Définition 1.3. X vérifie la propriété de Markov forte si pour tout temps d’arrét 7', si condi-
tionnellement & {T' < o0}, le processus (X74; — Xr,t = 0} est indépendant de Fr ! et a pour loi
P.

1. Ici Fr désigne la tribu engendrée par T qui est composée de tout les ensembles A tels que {T <t} n A€ F;
pour tout ¢t = 0.



Définition 1.4. On dit qu'un processus de Markov X est homogéne en temps si pour ¢, s = 0,
reR et Ae B(R)
P(Xi1s € A|Xs =) =P(X; € A|Xp = 2)

On va maintenant donner une nouvelle définition des processus de Markov, qui fait appelle
aux fonctions de transition.

Définition 1.5. La fonction Ps;(x, A) définie pour 0 < s <t < o0, pour = € R et pour A € B(R)
est appelée fonction de transition de Markov si

— A — Pyy(x,A) est une mesure de probabilité sur B(R) pour tout ¢, s et

— x> Ps(x, A) est mesurable pour tout t,s et A

— si0<u<s<t,alors

Pyi(z,A) = JPuﬁ(y,A)Psvt(a;,dy) (1.1)

pour tout x et A.

-Pour tout Ae B, Q(-, A) est B-mesurable sur S.
La propriété 1.1 est appelée relation de Chapman-Kolmogorov.

Définition 1.6. Une fonction de transition de Markov est dite homogéne en temps si il existe
une fonction P;(z, A) définie pur t > 0, x € R et A € B(R) telle que Ps¢(x, A) = P,—s(x, A) pour
0<s<t, zeRet Aec BR).

Remarque 1.7. Pour un processus de Markov homogéne en temps, I’équation de Chapman-
Kolmogorov devient alors

Poiy(x,A) = fPt(y,A)PS(x,dy) (1.2)

Ainsi en ayant défini ce qu’une une fonction de transition de Markov, on peut définir autre-
ment ce qu’est un processus de Markov :

Définition 1.8. Soit X = (X¢,t > 0) un processus stochastique a valeur dans R, adapté a la
filtration (F;)i0, et soit Ps(x, A) une fonction de transition de Markov. On dit alors que X est
un processus de Markov avec fonction de transition Ps;(x, A) si pour 0 < s <t et f € bR

E(f(X2)|Fs)) = Psi(Xs, f) (1.3)

ol Ps,t(ZL’, f) = ff(y)Ps,t(xa dy)

Remarque 1.9. On parlera de processus de Markov homogéne en temps lorsque dans la définition
précédente on pourra remplacer P (z, A) par Pi(z, A) une fonction de transition homogéne en
temps, et que 1.3 deviendra

E(f(Xt-&-s)“Fs)) = Pt(X87 f)
pour s,t = 0 et f € Cp(R)



Pour un processus de Markov homogéne en temps, pour la premiére définition, on peut définir
pour t > 0, x € R et Ae B(R)

Pt(a:, A) = P(Xt € A|X0 = .Z) =: ]P)x(Xt € A)
et ainsi pour f : R — R une fonction mesurable bornée on peut poser

Fi(z, f) = Pif (z) = Eo(f(Xy)) := E(f (X + 7))

Ainsi, on peut remarquer que P; ainsi défini correspond bien & la définition de la fonction de
transition de Markov de X. A 'inverse, on peut montrer qu’étant donné une fonction de transition
de Markov sur R, ainsi qu’une loi initiale v, on peut construire un unique processus de Markov
a valeur dans R, ayant pour fonction de transition P; et pour loi initiale v.

Montrons que P; ainsi défini respecte bien ’équation de Chapman-Kolmogorov. En condi-
tionnant par X, et en utilisant la propriété de Markov on a

Pt+s(.%',A) = IFD(XIH_S € A‘XO = x)

]P)(Xt+s € A|Xs =y, Xo = x)PS(a:,dy)
= P(Xt+s € A’Xs = y)Ps(iL‘, dy)
P(X; € A|Xo = y)Ps(z, dy)

Pt(ya A)Ps(x7dy)

I
—_—

= Py(P)(x, A)

Notons que comme ce résultat est vrai pour tout A € B(R), on peut noter que par convergence
monotone et linéarité on aura pour tout f € Cp(R), et pour tout z € R :

Pt+5f($) = Pt(PSf)(‘T)

et donc I'équation de Chapman-Kolmogorov est vérifée si, et seulement si la famille d’opérateur
(P, t = 0) sur Cp(R) est un semi-groupe.

Ainsi si on considére la fonction de transition P, comme une famille d’opérateur (P, t = 0),
on a alors un semi-groupe associé au processus de Markov.

On va maintenant donné la définition d’un processus tué, opération qui permet d’envoyer un
processus a un certain état.

Définition 1.10. Soit X un processus de Markov, et ¢ une variable aléatoire a valeur dans R.
On appelle processus tué le processus X définit par

v\ ) Xi(w) sit<((w)
Xi(w) = { ) sit>=((w)

On fera référence & § comme ’état cimetiére, et ¢ sera égal & +00 quand on travaillera avec
des processus & valeur dans R .



1.2 Processus de Feller

Dans cette partie, nous allons donner la définition et quelques propriétés d’une classe spéciale
de processus de Markov qui sont les processus de Feller. On les caractérise grace au semi-groupe
associé au processus de Markov.

Définition 1.11. Si le semi-groupe (P, t > 0) vérifie pour f € C§(R)

1. Pour t >0, P.f € CJ(R)

2. limy— |[P2f = flloo = 0
alors le processus X est appelé processus de Feller.

Définition 1.12. Si X est un processus de Feller et que son semi-groupe est (Pt = 0), on

peut définir le générateur infintésimal L du semi-groupe pour les fonctions f € Cg (R) telles que
la limite suivante existe
hf—17f
t

Lf =1i
f =l
et on note D son domaine de définition.

On peut trouver les résultat suivants dans le livre de O.Kallenberg [4]

Proposition 1.13. Un semi-groupe de Feller est uniquement déterminé par son générateur.

Théoréme 1.14. Soit (P;,t = 0) le semi-groupe d’un processus de Feller. Pour f € D(L), P.f
est dérivable et

d
—Pf =PL
g if = hiLf

On a le lemme suivant qui nous sera utile pour la suite

Lemme 1.15. Soit (Pt > 0) le semi-groupe d’un processus de Feller (X;,t = 0). Soit f € D(L)
telle que pour un A > 0, Lf = \f. Alors la famille (= f(X;),t = 0) est une P,—martingale.
Démonstration. Par le Théoréme 1.14, on voit que pour z = 0, la fonction t — P, f(x) est solution

d
de l'équation différentielle a(Ptf)(fE) = AP, f(x). Ainsi on trouve que P;f(x) = f(x)e*. On a

E.(e M f(X0)|Fs) = e MEx, (f(Xi—s)) = e MM f(X)

1.3 Processus de Lévy
Définition 1.16. Un processus stochastique X = (X; , ¢ = 0), sur un espace de probabilité
(Q, F,P) est un processus de Lévy (issu de 0) si il satisfait les propriétés suivantes :

1. Les trajectoires de X sont continues a droite avec limites a gauche (cadlag) P-presque-
stirement,

2. P(Xo=0) =1,



3. Pour tout n € N* et pour tous 0 < ¢; < ... < tp, les variables aléatoire {X;,, , — Xy, , 1 <
i <n — 1} sont indépendantes,

4. Pour tous t = s = 0, la variable aléatoire X; — X a méme loi que X;_;.

Si un processus vérifie 3. et 4. on dit qu’il est & accroissements indépendants et stationnaires.

Si X est un processus de Lévy, pour chaque ¢t > 0, la loi de X} est infiniment divisible.
X = Xym + (Xotpn — X)) + oo + (Xt = Xytne1)/n) (1.4)

Par la propriété d’accroissements indépendants et stationnaires, on peut déduire que X; est a
loi infiniment divisible. Posons W(6) = — log(FE(e?Xt)). Ainsi , par 1.4, on a :

m¥yi(0) =, (0) = n\I/%(é?)
Et donc pour tout t € Q4
U (0) = tW(6)

ou ¥ := Wy, Par la continuité a droite des trajectoires de X, on déduit que cette derniére
égalité reste vraie pour tout ¢t € R;. Cette derniére égalité nous dit qu’on peut avoir la fonction
caractéristique de toutes les variables aléatoires d’un processus de Lévy, juste avec la connaissance
de la fonction caractéristique de X;. Comme X est & loi infiniment divisible, par la formule de
Lévy-Khintchine, on peut écrire :

U(0) = iab + 30292 + fR(l — €% 4+ i021 |y <1))T(d)

ona€R, o >0, et II est la mesure de Lévy, supportée sur R\{0} et vérifie :

J (1 A 2?) O(dz) < o
R
Un tel 9 s’appelle exposant caractéristique, et on a pour o € R et pour tout ¢ = 0
E(e0Xt) = ¢tV () (1.5)
Proposition 1.17. Un processus de Lévy X est un processus de Markov.

Démonstration. On peut observer que tout processus de Lévy est un processus de Markov, en
effet, soit X un processus de Lévy, on note pour f € C2(R), Pif(z) = E-(f(X:)) = E(f(Xt +x))
alors comme les accroissements de X sont indépendants et stationnaires on a pour 0 < s <t
Pif(z) = E(f(X¢ + 2)) = E(f(Xits — Xs + 7)) = E(f(Xpgs — Xs + 2)|Fs)
= E(f(Xt+s - X5+ x)|Xs)

On peut remplacer x par n’importe quelle variable aléatoire Fs mesurable. En remplacant = par
X, on obtient bien la propriété de Markov. De plus on a

Ptf(Xs) = E(f(XtJrs))

qui montre alors la propriété de semi-groupe :

PsPf(z) = B(Pif (Xs + 2)) = E(f(Xits + 7)) = Prysf()



Proposition 1.18. Un processus de Lévy X vérifie la propriété de Markov forte.

Démonstration. Soit T un temps d’arrét fini p.s. Si T = ¢ est une constante, alors on utilise
la propriété de Markov, ainsi si T' prends ses valeurs dans un ensemble discret le résultat est
toujours vrai. Pour prouver le résultat pour un temps d’arrét arbitraire T, on utilise le fait que
la suite de temps d’arrét T,, = 27"|2"T + 1| est une suite décroissante de temps d’arrét a valeur
dans un ensemble discret qui converge vers T'. Le résultat vient alors de la continuité a droite
des processus de Lévy.

O
Proposition 1.19. Un processus de Lévy X est un processus de Feller.

Démonstration. Soit f € C2(R). Comme f est bornée, par convergence dominée, P;f(r) =
E(f(X: + z)) est continue. Comme f tend vers 0 en +00, on a bien P, f(x) — 0 De plus,
Tr—>1T 0

comme f est uniformément continue, et comme sous P, X; — 0 quand ¢ — 0, on a bien
sup |f( X + x) — f(z)] e 0. On conclut alors par convergence dominée que P, f — f tend vers
zeR -

0 uniformément. O

1.4 Exemples de processus de Lévy

On peut donner des exemples fondamentaux de processus de Lévy, les processus suivants
seront définis sur un espace de probabilité (2, F, P).

Le processus de Poisson sur R : On considére u) la distribution de Poisson de paramétre A,
c’est a dire pour k € N : puy({k}) = e"*N*/k!. Alors un processus de Poisson N = {N;,t > 0}
est un processus de Lévy tel que pour ¢ > 0, N; suit une loi de Poisson de paramétre At. Pour
obtenir 'expression de 1, I'exposant caractéristique, on est alors amené a calculer E(e®™Nt). On
trouve :

E(eiONt) _ Z ei@kz’u/\t({k}) _ e—/\t(l_ew)
k=0

On a alors ¥(A) = \(1 —¢e) et a =0, 0 = 0, Il = \dy, oil &, est la mesure de Dirac en {a}.

Un autre processus de Lévy que 'on construit a partir ce celui 1a est le processus de Poisson
composé :

On considére N un processus de Poisson de paramétre A > 0, et {&,7 = 1} une suite de
variables aléatoires i.i.d, indépendante de N et de loi de distribution F', qui n’a pas d’atome en
0. Alors, le processus de Poisson composé X est défini par :

Nt
Xp=)&, t=0
i=1

Vérifions qu’il s’agit bien d’un processus de Lévy. Pour s <t on a :



Qui suit la méme loi que X;_g et est bien indépendant de X, par la propriété des ;. De plus,
comme le processus {N¢, ¢t = 0} est cadlag, il en est de méme pour {X;,¢ = 0}. Si on veut calculer
1, il suffit alors de calculer (e Zi\ilgi) ol NNV suit la méme loi que Ni. On a :

B(eE6) = 3] E (a2 )

n=0

= Y P(N = n)E(e)"
n=0

_ Z e—)\>"(j ei@xF(dx»n
n=0 nJR

6—)\ g (1—e¥%) F(dx)

Ainsi on obtient ¥ (6) = )\J (1 — €% F(dx)
Un autre exemple important de processus de Lévy est le mouvement brownien. Il suffit de
rappeler sa définition pour se rendre compte qu’il s’agit d’un processus de Lévy.
Définition 1.20. Le processus B = {B;,t = 0} a valeur dans R est un mouvement brownien si :
1. Les trajectoires de B sont P-presque-siirement continues.
2. P(Bp=0)=1.
3. Pour 0 < s <t, By — Bs ala méme distribution que B;_;.
4. Pour 0 < s <t , By — Bg est indépendant de {B,,,u < s}.
5. Pour t > 0, B; suit une loi normale centré de variance t.
On peut également considérer le mouvement brownien avec drift linéaire, qui est le processus

Xi =~t+sBy ,ou s =0, et B est un mouvement brownien standard. On vérifie facilement que
X reste un processus de Lévy. On peut également montrer que pour ¢ > 0

E(eiGBt) _ e—%tcﬂ

De plus comme sB; a méme loi que Bg2;, on peut calculer
E(eiGXt) _ ei&th(eieth)
ei@'yt—%ts202
: 1
6—t(—z€7+53292)
pour avoir ¥(6) = s26%/2 — 0.
Ces deux types de processus, le processus de Poisson composé et le mouvement brownien

avec drift, jouent un roéle important dans I’étude des processus de Lévy en vertu du théoréme
suivant, le théoréme de décomposition de Lévy-Ito6 :

Théoréme 1.21. DECOMPOSITION DE LEVY-ITO Soient a € R, o € R et II une mesure concen-
trée sur R\{0} telle que :

J (1 A 2?) TI(dz) < o0
R
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Alors il existe un espace de probabilité sur lequel trois processus de Lévy indépendants X | X (2)
et XOB) sont définis, ou XY est un mouvement brownien avec drift, X est un processus de
Poisson composé, et X®) est une martingale de carré intégrable, avec un nombre de saut presque-
stirement dénombrables, de longueurs plus petit que 1, et en posant X = XU + X@) 4 x6)
lexposant caractéristique de X est celui d’un processus de Lévy de triplet (a,o,1I).

On peut noter que dans cette décomposition, les sauts de X@ et X©®) sont reliés a II, la
mesure de Lévy. Par exemple, si II(—o0,0) = 0, le processus de Lévy X n’aura pas de saut négatif.
De plus, si on ajoute les conditions S(O,w)(l rx)I(dx) <oo,0c=0eta+ 8(071) zIl(dz) < 0, alors
le processus X est ce qu'on appelle un subordinateur, c¢’est un processus croissant. Si on a juste
la condition II(—o0,0) = 0 mais que le processus n’est pas croissant, on parlera de processus
spectralement positif(processus sans saut négatif).

1.5 Générateur d’un processus de Lévy

On considére dans cette partie X un processus de Lévy, et ¥ son exposant caractéristique.
Comme on vient de le voir, c’est également un processus de Feller, on considére alors (P, t = 0)
son semi-groupe, ainsi que L son générateur de domaine D. On va voir dans cette partie que
grice I'exposant caractéristique d’un processus de Lévy, on peut donner une expression formelle
de son générateur.

Pour cela, on considére une autre famille d’opérateur linéaire (Ry, A > 0), appelés opérateurs
résolvants, associé a la transformée de Laplace de (P;,t = 0), défini par :

Raf(@) = [P @

0

pour f € C3(R).
Grace au Théoréme 1.14 et a une intégration par partie, on peut voir que pour f € D on a

AR\f = f+ R\Lf . (1.6)

On définit la transformée de Fourier d’une fonction g € L!(R) par

a(e) = fR g (2)dz .



On a alors pour f € L'(R), en utilisant la propriété 1.5 de I’exposant caractéristique

Rt (€) = f e R, f(2)da

R

_ JR ot L NP, f) () dtd

C ie-XE
E(JRL e e f(a;)dtdx)

Fo) [ Bexe)ea

o0
A(&-) f e—t‘ll(ﬁ)e—/\tdt
0

1 ~

l
~

Alors en appliquant Fourier dans 1.6 pour les fonctions f € D tels que Lf € L'(R) on a pour
£eR

ARAF(€) = F(€) + RA(LF)(€)

et en utilisant le calcul précédent on trouve

Lf(€) = -2 () (©) (1.7)

ainsi si f € S, 'espace de Schwartz, comme la transformée de Fourier est un isomorphisme sur
S et comme (&) = O(£2) quand [£| — o0, la formule 1.7 nous donne S = D. Pour f € S , on
peut alors appliquer I'inversion de Fourier & 1.7 et avoir

Lf@) = ~af @) + 50 0"@) + [ (£ 9= 1@) - Gy @ )0ty (019

On peut montrer que cette formule s’étend pour les fonctions f € Cg (R), l'espace des fonctions
deux fois dérivables qui tendent vers 0 en l'infini(cf. Bertoin [1]).
1.6 Fonctionnelles multiplicatives des processus de Markov

Nous allons dans cette section, introduire un objet important dans les processus de Markov,
les fonctionnelles multiplicatives. Au long de cette section, X désignera un processus de Markov,
et on notera F; = o(X;, s < t).

Définition 1.22. On appelle (6;);>0 la famille des opérateurs de transition, tels que pour s,t >
0:
Xso0b = Xgy

Définition 1.23. On dit que (M;,t = 0) est une fonctionnelle multiplicative de X si
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1. Mye Fy,pourt=0.
2. Myys = My(Mso86;), pour t,s >0 .

3. 0 S My(w)<1,pourt=>0etwe.
On peut donner un exemple d’une telle famille, dont on se servira dans la suite. On considére
v une fonction mesurable et positive sur R, et on pose
¢

M; = exp ( - fo U(Xs)d5>

On voit directement que le point 1. de la définition est vérifié, ainsi que le point 3. puisque v est
positive. Pour le point 2. on écrit

Miys = exp ( - LHS v(Xu)du>

t t+s

— exp ( - L U(Xu)du> exp ( - L U(Xu)du>

S

= M exp ( - L v(XuH)du)
= M(Ms; o 6;)

Nous avons ainsi bien défini une fonctionnelle multiplicative.
On considére (M, t > 0) une fonctionnelle multiplicative, et on définit pour ¢ > 0 et pour f
mesurable bornée & valeur dans R

Qif(x) = Eo (M f(X4)) (1.9)

La famille d’opérateur linéaire (Qy, ¢t = 0) définit ainsi un semi-groupe, en effet on a

Qrrsf () = Eo(Migs f(Xiss))
= By (My(M; 0 05) f (X 065))
= Eu(MEx, (M f(X4))
= B (MQ1f(X5))
= QsQ¢f(7)
On considére maintenant X un processus de Feller, (P;, ¢ > 0) son semi-groupe, et L son

générateur de domaine D. On considére v une application mesurable positive et on pose pour
t=0

¢

Ay :J v(Xg)ds , My, = e At .
0

Comme on I’a montré auparavant, M est une fonctionelle multiplicative, qui induit une fonction

de transition de Markov (homogéne en temps). On considére alors X le processus stochastique

(de Markov) tel que pour f € Cy(R)

Eo(f(X1)) = Eo(Mif (X)) =: Quf (@)

11



qui a pour semi-groupe (Q¢,t = 0). On va alors montrer le résultat suivant qui se trouve dans
7]

Théoréme 1.24. X est un processus de Feller. De plus, le domaine de son générateur L° est
D, et pour f €D on a
LVf(x) = Lf(z) —v(z)f(z) . (1.10)

Démonstration. On va juste montrer ici, que le générateur du processus X est bien L”. On peut
commencer par reformuler 1.10 en terme d’opérateur résolvant qui donne

RK = R,\ — R)\URK (1.11)

ot (R}, A > 0) est la famille des résolvante associé a (Qy,t = 0).
Soit f une fonction de C§(R)

s f ) = B f(2) = Bl | " e (X M 1)

t
en utilisant le fait que et = 1 + f v(X,)edsds on a
0

Bg@) - 1) = B [ xgan [ oxetas)

0

o0 o0
=E, (J e_’\t_A““f(Xqus)duf ’U(Xs)eAst)
0 0

avec le changement de variable (t,s) — (u,s) ot u =t — s. On a alors

o]

0
e_)‘sv(Xs)dsf

e—)\u—Au+s f(Xu+s)dU>
0

Raf(e) ~ Rif(a) = 5|

0

([ e xas)

0
= R\vR} f(x)

2 Propriétés sur les processus de Lévy

2.1 Comportement en l’'infini

Pour le comportement des processus de Lévy en I'infini, on peut différencier trois cas distincts,
qui nous sont donnés par le théoréme suivant

Théoréme 2.1. Soit X un processus de Lévy.
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Q0
1. Si J t7'P(X; = 0)dt < oo, alors
1

lim Xy = - P.p.s

t—00
on dit alors que le processus drift vers —oo

Q0
2. S J t7'P(X; < 0)dt < o0, alors
1

lim X; = P.p.s

t—00

on dit alors que le processus drift vers +o0

3. Si les deux intégrales précédentes divergent, alors

limsup X; = —liminf X; = 0o P.p.s
t—00 t—a0

on dit alors que le processus oscille.

Remarque 2.2. On note que cette liste est exhaustive, car

0 0

t*M&gmﬁ>Jt*ﬁ=w (2.1)
1

Q0
jt*m&>mﬁ+f

1 1

et donc au moins une des deux intégrales diverge.

2.2 Processus sans saut négatif

On s’intéresse dans cette partie au processus de Lévy sans saut négatif. On considére alors
un processus de Lévy X dont sa mesure de Lévy est supportée dans [0,00), en excluant le cas
des subordinateurs. On va montrer dans un premier temps que pour tout A > 0

E(e ) < o0 . (2.2)

Pour ¢a on introduit le temps d’arrét T, := inf{t > 0, X; < a}. Par 'absence de saut négatif, sur
I'évenement {1, < oo}, on a X7, = a P-presque srement. On considére maintenant un temps
exponentiel 7(¢q) de parameétre g > 0, et en utilisant la propriété de de Markov et la propriété de
la loi exponentielle on trouve pour a,b < 0

P(Tysp < 7(q)) =P(T, < 7(q)P(Tp < 7(q))

On pose IT(q) = [inf( )[XS et ainsi comme pour a < 0
s€|0,7(q

P(IT(q) <a)=P(T, <7(q))

donc



on déduit que —1I,(,) suit une loi exponentielle. On note ¢(q) son parametre. Comme — 1.,
converge en probabilité vers 0 quand ¢ — o0, alors ¢(q) — o0 quand ¢ — o et pour tout A > 0,
on peut trouver un ¢ assez grand tel que ¢(g) > . En remarquant que

o0
J g TE(e M) dt = E(e M) < E(e M)
0

oil le dernier terme de I'inégalité est fini dés que ¢(q) > A. On a alors 'implication E(e™***) < oo

est fini presque partout pour la mesure de Lebesgue. Comme la fonction ¢t — E(e*AXt) est
continue, car X; presque sfirement continue en ¢, on a bien 2.2.

A partir d’un processus de Lévy X sans saut négatif, on peut fabriquer un subordinateur
(tué), celui des temps d’atteinte. On considére T, le temps d’atteinte de —x, pour = > 0, par le
processus X :

Ta; = inf{t = O,Xt < —IL’} .

Si pour un zp € R, 'ensemble {t > 0, X; < —z¢} est vide (alors il 'est pour tout = > x¢) , on tue
le processus 1" en ’envoyant vers +00 pour tout x > xg. Il est clair que comme X ne posséde pas
de saut négatif, le processus T, est continu et croissant. Reste & montrer qu’il s’agit bien d'un
processus de Lévy. En appliquant la propriété de Markov forte au processus X avec le temps
d’arrét T, on trouve que le processus X7,4++ — X7, = X7,4¢ — ¢ & méme loi que le processus
X, et est indépendant de o(X;,t < Ty). En considérant Té le temps d’atteinte du processus
X1,+¢ — X7, et en remarquant que Té + T, = T4y donc Tl’, = Tpty — T, on conclut que le
processus (T, z = 0) est un processus de Lévy (tué) donc un subordinateur (tué).

On introduit ce qu’on appelle 'exposant de Laplace ¢ de X, défini par

, 1
Y(A) = —U(iA) = —aX + 50—2A2 + f

(e**ﬂ 1+ )\:clx<1)ﬂ(dx). (2.3)
(0.00)

On a maintenant l'identité
E(ef)‘Xt) = P (2.4)

qui est bien défini pour A = 0. On remarque que % : [0,00) — (—00,00) est une fonction
strictement convexe, telle que /\lim P(A) = oo (car P(X; < 0) > 0). On note ¢(0) la plus grande
—00

racine de ’équation () = 0 (qui existe car au moins 0 est toujours solution).
Ainsi, ¥ : [¢(0),0) — [0, 00) réalise une bijection d’inverse que 1'on notera ¢.

Théoréme 2.3. Le subordinateur tué T a pour exposant de Laplace —a¢.
Remarquons qu’en remplagant A par ¢(\) dans 2.4 pour A > 0 on a

E(e_d’o‘)xt) — et (2.5)

Comme les accroissement de X sont indépendants et stationnaires, on peut montrer que le
processus (e*)‘te*M)‘)Xt,t > 0) est une martingale. En effet pour ¢t > s >0

E(e~MemONX1 | F,) = o= ME (e~60Xemd)Xs b Xs | 7,
— efAtefd)(A)XsE(e*M)\)Xt*S)

— e—AS€—¢(>\)Xs
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En appliquant le théoréme d’arrét a cette martingale, au temps d’arrét borné T, A t, on a
E(ef)\Tz /\tef(i)()\)XTI /\t) =1.

On remarque que sur 'ensemble {1, < 0}, —p(N\) X1, ot — ATy A t converge vers —p(N)z — ATy,
quand t — o0, et sur 'ensemble {7}, = o0}, cette quantité tend vers —oco. De plus comme

=N X1, nt = AT At < =P(N) X1 nt < (N (2.6)
on peut utiliser la convergence dominée pour avoir

1= E(e_)‘TwAte_d)()‘)XTI”,Tx < oo) e E(e_)‘Txe_M)‘)z,Tx < OO)

et donc obtenir
E(e_)‘T'T,TI < oo) = e Nz

Ainsi, —¢ est 'exposant de Laplace du subordinateur 7.

3 Processus de Branchement

3.1 Introduction des processus de branchement continu

On considére Y = (Y, t = 0) un processus de Markov fort, & valeur dans [0, +00]. On dit que
Y est un processus de branchement continu (CSBP), si ses trajectoires sont cadlag, et que leur
loi respectent la propriété de branchement suivante :

Epty(e7) = By (e B, (e70) (3.1)

Pour 6,t = 0 et x,y > 0. Ici, la famille de probabilité (P,,x > 0) vérifie P.(Yy = x) = 1,
et E; désigne l'opérateur d’espérance associé & P,. On peut montrer grace a la propriété de
branchement que pour tout ¢ > 0, Y; est & loi infiniment divisible. En effet, pour t = 0 et 6 > 0,
en appliquant 3.1 n foisa z >0 on a:

Ena (™) = (Eo(e™"))" (3.2)
Maintenant en prenant x = m/n,
(B (™))" = By (e7%) = (By (=)™

Ainsi, pour € Q >0 :
E,(e~") = (e~ (33)

Posons u(0) = —log E(e~%**), on a par 3.3 :
zuy(0) = —logE,(e7) , zeQ* (3.4)

Le but maintenant est de montrer que cette égalité reste vraie pour z € R. Pour cela il suffit
de montrer que la fonction z — —logE,(e~%"*) est continue. Pour cela montrons déja qu'elle
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admet des limites & gauche et a droite :
Pour 0 < z <y, on a par 3.1 :
E.(e”"") <Ey(e”™) (3.5)

ce qui implique que E,_ (e~) existe en tant que limite & gauche, et est inférieure a E, (e~%%)

qui existe aussi comme limite & droite. Par 3.4, ces limites sont les mémes, et donc on a bien

pour x > 0 :
E:C(e—HYt) _ e—:cut(e)

Théoréme 3.1. Pourt,0 = 0, on considére u,(0) l'exposant de Laplace d’un CSBP. Alors u est
dérivable en t, et satisfait :

U 0) + 0w (0) =0, wol) = 0 (3

avec pour A =0, p(\) = —q¢ —a\ + %02/\2 + f e 1+ Al yIl(dz) , 0 q=0,0 >0
(0,00)
, a € R et 1l est une mesure supportée en (0,0) telle que :

J (1 A 2?) TI(dz) < o0
R

On appelle cette fonction 1) le mécanisme de branchement. Par la discussion qui suit 1.21,
on a pour A = 0, ¢¥()\) = log E(e*%1), ott X est un processus spectralement positif ou un
subordinateur, qui peuvent étre tués, par 'ajout de ¢ dans le mécanisme de branchement, & un
temps exponentiel indépendant de paramétre g. Par ’étude de ces processus de Lévy sans saut
négatifs, on sait que v est une fonction convexe, infiniment dérivable sur (0, 00) et que ¥ (o0) < 0
dans le cas ou X est un subordinateur, et 1)(c0) = 0o dans les autres cas.

Remarquons qu’on peut caractériser u comme unique solution de

ut (6) df B
_ L - (3.7)

o1, en prenant ¢t = 0, on récupére bien I'information ug(6) = 6.

On a une caractérisation de ces processus de branchement qui établit un lien étroit entre
les processus de branchement et les processus de Lévy sans saut négatif, qu’on peut citer ici, et
qu’on peut trouver dans [5]

Théoréme 3.2. (REPRESENTATION DE LAMPERTI) Soit ¢ un mécanisme de branchement.
Soit X un processus de Lévy sans saut négatif, tué (avec état cimetiére +00) a un temps expo-
nentiel indépendant de parameétre g = 0, et tel que (\) = logE(e™*X1). On définit 7, = inf{t >
0,X; <0}, et pourt=0

S

0t=inf{s>0,f g{—u>t} et Vi=X

0 w et/\TO_

alors sous la probabilité P, x = 0, Y est un processus de branchement continu avec mécanisme
de branchement v et valeur initiale Yy = x.
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A Uinverse, si' Y est un processus de branchement de mécanisme v, tel que Yo = x = 0, si
on définit
Xy =Y,

ou
¢ = inf {s > O,J Y, du > t}
0

alors X est processus de Lévy sans saut négatif qui part de Xo = x, qui est arrété dés la premiére
entrée dans (—0,0) et tué a un temps exponentiel de parametre ¢ = 0. Si P désigne la loi de X
sous la condition Xo = 0, alors ¥()\) = logE(e 1), A > 0.

3.2 Conservativité et temps de vie
On va maintenant étudier la conservativité du processus

Définition 3.3. On dit qu’un processus stochastique Y = (Y;,¢t > 0) est conservatif si pour
t>0,P(Y; <o) =1.

En terme de trajctoire, le processus est conservatif s’il n’explose pas vers +00 en un temps
fini.
Dans notre cas on a

= lim e~ *®(9)

—0Y,
) 010

P.(Y; < w0) = lei%lEx(e

et alors le processus sera conservatif si, et seulement si, 191111 u¢(0) = 0. Remarquons qu’en repre-
0

nant 3.7, pour § suffisamment petit on peut écrire

J P g J voode
o V(&) Juo) V(6)
Comme la partie de droite de ’égalité ne dépend pas de 0, on a en faisant tendre 6 vers 0 que

dg

leiﬂ)l ut(0) = 0 si et seulement si J ——— = 0. On a alors directement le résultat suivant

0+ (&)

Théoréme 3.4. Le processus Y associé au mécanisme de branchement v est conservatif si, et

seulement si,
f _ds
o+ [¥(&)]

On va maintenant étudier ce qu’on appelle ’extinction du processus de branchement. On note
dans le cas ou le processus est tué, ¢ son temps de vie. On considére Ty := inf{t > 0,Y; = 0}.
Par la propriété de branchement on peut voir que Py = g et donc par la propriété de Markov,
pour s = 0, si Y; = 0 alors Y;.s = 0. L’extinction du processus Y correspond & I’événement
{To < ¢} = {3t = 0,Y; = 0}. On posera p(z) = P,(Ty < ¢). On peut montrer que comme
pour la conservativité, on peut caractériser la probabilité d’extinction grace a 1, le mécanisme
de branchement. Pour le théoréme suivant, on exclura le cas des subordinateurs, auquel cas le
processus n’est jamais absorbé en 0. Rappelons alors que pour les autres cas, on a 9 (o0) = o0.

17



Théoréme 3.5. Soit Y un processus de branchement de mécanisme 1, alors p(x) > 0 si, et

seulement si,
f Fdg
¥(§)

et dans ce cas, si on pose ¢(0) := sup{{ = 0,v¢(§) = 0}, la plus grande racine de 1, alors
p(x) = e ?O% pour x > 0.

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que :
e ™0 = B, (™) = By(e™ ™ 1jy;0)) + Ballgyizoy)

lim u¢(6) on a quand 6 — o :

Alors en notant uy(o0) :=
0—o0

e u(®) = p_(Y; = 0) (3.8)
Comme on ’a déja remarqué, on a pour ¢,s = 0, {¥; = 0} € {Y;s = 0} on a alors pour z > 0 :

Py (Y: = 0) 1 p(x) (3.9)

quand t — o0, et ainsi, p(x) > 0 si et seulement si il existe un ¢t > 0, tel que u¢(0) < c0. On fixe
maintenant ¢ > 0, et on écrit 3.7 comme :

0 dé B
Lt(g) T (3.10)

Supposons que uy(00) < 0, alors comme ¢ est fixé, si § — oo on doit avoir

f . S,
¥(§)
On voit également que si cette derniére condition est respectée, comme ¢t > 0 on doit obligatoi-

d§

0
rement avoir us(00) < 00. On a bien I'équivalence u;(00) < o0 si et seulement si J el < 0.

Supposons maintenant que cette condition est vérifiée. On a :

[

(o) V()

Quand ¢ 1 o0, I'intégrale de gauche doit alors diverger. Par 3.8 et 3.9, on a uz(0) | —z~! log(p(z))
quand ¢ 1 co. Ainsi quand t 1 00, us(o0) décroit vers la plus grande valeur ¢ telle que l'intégrale

o g

< oo diverge. Comme la fonction ¢ est lisse et convexe, cette valeur correspond a la

¥(§)

&

plus grande racine de cette fonction,¢(0). On a alors p(z) = e~*9(0), O
N . *© o dg P .

Remarque 3.6. Dans le cas ou la condition @ < oo est vérifiée, si on ajoute de plus les

hypothéses 1/ (0+) = 0 et ¢(0) = 0 (le processus n’est pas tué), comme 1) est convexe, elle n’aura
pas d’autre racine que 0, et ainsi I'extinction aura lieu presque stirement. De plus on aura la
décroissance de us(\) vers 0 quand ¢ — 0.
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4 Processus de branchement avec immigration

4.1 Définitions et propriétés

Nous allons dans cette section introduire un nouveau type de processus markovien (homogéne
en temps) a valeur dans R, les processus de branchement avec immigration (abrégés en C'BI).
Ces processus sont également cadlag et de Feller.

Dans le cas d’un simple processus de branchement Y, on a vu que ses lois pouvaient étre

caractérisées par :
Ez(e—GYt) _ e—xut(ﬁ)

ol u est déterminée par . Maintenant, si X est un processus C'BI, ses lois seront déterminées
par deux fonctions, ) et ¢ :

() = exp —ua(0) - [ otu0)05) (11)

oll u est caractérisée comme dans le Théoréme 3.1, et ot pour A = 0 :

0

(X)) = bX + f (1 — e ) v(du)

0

avec b > 0 et v est une mesure supportée en (0,00) telle que :

J(l A x) v(de) < o
R

On appelle ¥ le mécanisme de reproduction et ¢ le mécanisme d’immigration. Comme les lois
de X sont déterminées par ces deux fonctions, on appellera X un processus CBI (1), ¢).

On a le résultat suivant : si X est un CBI(¢,¢), alors son générateur L, générateur du
processus de Feller, qui agit sur Cg (R4 ), 'espace des fonctions deux fois dérivables qui tendent
vers 0 en 'infini, est donné par :

0.2
Lf(z) = Zaf'(x) + (az +b)f'(x) — (g2 + ) f(x)

v [ +2) — ) = () @) (42)

0

+ [ 0+ 2) - s@wae)

0

Théoréme 4.1. Soit X un processus stochastique. X est un processus CBI(, ¢) si et seulement
si pour toute fonction f € C*(R;)

¢
FOX)  f(@) ~ | L(FOX)ds

0

est une martingale locale, ot L désigne le genérateur d’un processus CBI(v,¢) défini dans 4.2.
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4.2 Temps d’atteinte

On s’appuyant sur U'article de Duhalde, Foucart et Ma [3], nous allons donner la loi des temps
d’atteintes de ces processus.
Pour X un processus CBI (1), ¢), et pour a € Ry on définit :

04 = inf{t > 0, X; < a}

On considérera alors seulement les cas ou X part de x > a , et on ne considerera que 1 n’est pas
I’exposant de Laplace d'un subordinateur auquel cas le processus X est croissant. On voudra
alors obtenir une formule pour :

E, [exp (—)\o—a —u f:a Xtdt> ] (4.3)

t
Pour A\>0,u>0etx>a>1,o0ul:= g. Pour X notre CBI (v, ¢), on définit I; = J Xds.
0

Ainsi, e #!t correspond & une partie de 4.2. Comme on ’a déja remarqué, la famille (e =#%¢ ¢ > 0)
est une fonctionnelle multiplicative. Ainsi on considére (X;,¢ > 0) le processus stochastique tel
que pour toute fonction f e C?(R,)

E(f(X1)) = Eo(f(Xe)e 1) (4.4)

On peut alors se servir du Théoréme 1.24 pour voir que X est un processus de Feller, qui a
pour générateur L définit sur C3(R;) par

Lf(z) = Lf(z) — pxf(z) , ©€Ry.
L’objectif maintenant est alors de trouver des valeurs propres de L.

Lemme 4.2. Soit \,u = 0. On pose q(u) = sup{q = 0,9%(q) = p}, et on fize une constante
0 > q(u) (qui dépend de ). Pour x € (q(p),0), on définit :

o) = = ol S )

Frnle) = J e g\ u(2)dz

a(p)

et

alors pour X > 0, f\, est une fonction décroissante de C3(l,0), et vérifie EfML = AMau-

Démonstration. On commence par poser h,(z) = e~** Cette fonction vérifie de bonnes proprié-
tés :

et



ainsi on a
o0

L) — Mapla) = f (ER(e) = A(@)gn ()
q(

_ J*OO e*mz(z&ﬁ('z) _ M) _ ¢(Z) — )\)gk,#(z)dz

q(p)

On intégre par partie en dérivant (¢(z) — p)gx .(2) et en intégrant xze™**. Par la propriété de 1,

d
SQ(u)+ zp(uy_u = o0 et alors

i (0(e) ~ pane) = tim exp( [ S0 2au) <0

x—q(p) x—q(p) o Y(u) —p

et I'intégration par partie donne

0

Z—/fk,u(x) — AMaulz) = f eixz<wl(z)g>\,,u(z> + (¥(2) - ﬂ)gg\,u(z) — (#(2) + N)gau(2))dz = 0

a(p)

ou le dernier calcul est bien 0 car g est choisie comme solution de 'EDO suivante :
PV (2)gau(2) + (¥(2) — 1)gh u(2) = (8(2) + N)gau(2)

pour z > q(u).
Il reste alors a vérifier que f) , est bien définie et appartient bien a C’g (I,0). On a

¢(u) ¢(u)  w

= —

b
) —p u P(u) —pou—o d

1% o(u) + A
1 f oW +A L
zJg Y(u) —p 2o

Pour z assez grand, on a ¢(z) — u = Cz ot C' est une constante positive, on a pour tout A > 0

LOO (12) exp ( —xz+ f: mdu> dz < w0 (4.5)

alors

car > |
Il reste a vérifier l'intégrabilité en g(u). On a

0 z 0 z
1 A 1 A
J exp(—:vz—f Mdu)dz < J exp(—f 7du>dz

On considére A > 0 et en remarquant qu’une primitive du terme de droite est

1 # 1
z— exp(—)\f 7du)
A o V(u) —p
qui prend une valeur finie & ¢(u), et donc donne bien I'intégrabilité. On montre avec les mémes

techniques que f) , est bien dans C?(1,00) et qu’elle tend vers 0 en co.
O
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Théoréme 4.3. On considére X un processus CBI(¢, ¢), et o, = inf{t > 0,X; < a}. Soit
z>a=1. Pourtout \>0et >0 o0na

E, {exp (—)\aa _ MLUG Xtdt>] _ m

ot f est définie comme dans le lemme précédent.

Démonstration. On considére d’abord le cas @ > [ .En combinant le lemme 4.2 et le lemme 1.15
a X avec [, et en considérant le temps d’arrét o4, on obtient que e_)‘tA”afA’#(Xt,\aa) est une
P, -martingale. D’ou :

Ex(eiAtAgafA,u(XtAUa)) = fau()

et
Ez(e_’”“”ae_)‘“a“f/\,u(XtAaa)) = fou(@)

L’idée est maintenant de passer a la limite quand ¢ — oo0. Pour cela, on remarque que comme le
processus n’a pas de saut négatif, si t < o, alors Xy > a. Par la décroissance de f) ,, on a pour
tout £ >0 f (X¢tro,) < frpu(a). Le passage & la limite nous donne alors :

e[ )] -

Pour le cas a = [, on reprend cette derniére formule, et en remarquant que quand a | [ alors
0, croit vers oy, on a le résultat par convergence monotone.

O]

Ce théoréme donne directement la loi des temps d’atteinte d’un processus CBI. Pour simplifier
les notations, on pose

o]

0a(@) = gro(z) . rle) = j e ga(2)dz (4.6)

q(p)

Corollaire 4.1. Pour X un processus CBI(v{, ¢), et 0, = inf{t > 0,X; < a}. Soit x > a = I.
Pour tout A > 0 on a
_ h@)

fa(a)

Ex(e—)\aa)

4.3 Comportement en l’'infini

On va s’intéresser dans cette section au comportement & 'infini des processus de branchement
avec immigration. On exclura donc les cas ot le processus est tué, et on considérera qu’il est
conservatif, qu’il n’est pas absorbé en 'infini en un temps fini.

On distingue trois cas de processus CBI (v, ¢) en fonction de la valeur de ¢/(0+) = ltif(r)l P (t).

Dans le cas ou ¢/(0+) > 0, on dit que le processus est sous-critique, si ¢'(04) = 0 , il est critique
et si ¥/(0+) < 0 on dira qu’il est sur-critique. Dans le cas critique et sous-critique, on a une
condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’une distribution de probabilité invariante
qu’on peut retrouver dans le livre de Z.H. Li [6]
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Théoréme 4.4. Le processus CBI (1, ¢) posséde une distribution de probabilité invariante si et

seulement st . o)
u
—Zd
L Pw) ="

Démonstration. Rappelons 'écriture de la transformée de Laplace des lois de X :

() = exp () - [ t ey

Par la remarque 3.6, la fonction t — wus(\) décroit vers 0 quand ¢ — 0. De plus, on remarque
par le changement de variable y = u;(\) et par la relation 3.6 que

t B A M
jo H(us(N))ds = f o (4.7)

Ainsi par convergence monotone on a

lim E, (e %) = exp < - L)\ Z((Z;du> (4.8)

O

Remarque 4.5. Dans le livre de Li [6], on a une condition équivalente d’intégrabilité dans le cas
de processus sous-critique (¢'(0+) > 0) qui est la suivante

o0
f log(u)v(du) < oo (4.9)
1
Corollaire 4.2. Dans le cas ot
1
J Mdu = (4.10)
0 ¥(u)
on a pour tout x,be Ry
thlg P,(X: <b)=0 (4.11)

Démonstration. Dans la démonstration du théoréme précédent lorsque
1
f Mdu = (4.12)
0 ¥(u)

on a le résultat suivant

(™) — 0
—00

qui donne bien le corollaire. ]

Pour étudier le comportement un processus de branchement avec immigration en 'infini,
nous allons donner les définitions de récurrence et transience.
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Définition 4.6. Soit X = (X;,t > 0) un processus stochastique a valeur dans Ry. On dit que
X est récurrent si il existe x € R, tel que

IPx(h{I_l)glf | Xy —z|=0)=1
Définition 4.7. Soit X = (X;,t > 0) un processus stochastique a valeur dans Ry. On dit que
X est transient si pour tout x € Ry
]P)x(tli{g; Xt = OO) =1

Théoréme 4.8. Soit X un CBI(1,¢). Dans les cas critique et sous-critique, le processus est
récurrent ou transient st :

! ' ()
Lw(z>exp<—L w(x)dx)dz=oo ou <

Dans le cas d’un processus sur-critique, le processus est transient.

Pour prouver ce résultat, on aura besoin de la proposition suivante dont la preuve se trouve

dans [3]

Proposition 4.9. Soit X un processus CBI(¢,$) qui démarre en x > 0. Alors, P, presque
stirement, on a pour tout t > 0,

X;zep4+i(1—e
et en particulier, on a lign inf X; > [.
—00
Nous allons maintenant prouver le théoréme 4.8

Démonstration. On rappelle la notation :

Commengons par supposer que

1 1 g(u
L (lx) exp (—L %du) dr = o (4.13)

—/\aa)

On a pour tout = a , Py(o, < ®0) = /l\ir% E.(e
On fixe € € (0,00) , et en utilisant le corollaire 4.1 on a pour a > [,

3 o0
J e ga(z)dz + J e ga(2)dz
0 S

€ 0 0]
f e %gx(2)dz + J e gr(z)dz
0 €

()
e‘“J ga(z)dz

0

Z = 5o
J gx(2)dz +J e “gr(2)dz
0 €

—XE

E,(e %) =

e
= DO —az €
1+ emo7ga(2)dz/ §; gx(2)dz

(4.14)
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On a par 4.13
€
J gr(z)dz — ©

0 A—00

De plus par 4.5 comme a > [
0
f e go(z)dz < ©

3

Z

On en déduit que le terme de 4.14 tend vers e™*¢ quand A — 0. Comme ce € peut étre choisi

aussi petit qu’on veut, on a finalement

E,(e *%) — 1 4.15
(e )H) (4.15)

On déduit alors que P,(0, < 00) = 1 pour tout > a > [, et donc Px(li{ninf X; <1)=1. Par
—00
4.9, on conclut alors que P, (litm inf X; = 1) =1, et que le processus est récurrent.
—00

On passe maintenant au deuxiéme cas oil on suppose maintenant que

1 1
1
j —— exp <—J Mdu)dac < (4.16)
0 ¥() + ¥(u)
Soit @ > . Maintenant que a est fixé, on va montrer que Pm(li%n inf X; < a) = 0, ce qui prouvera
—00

bien que le processus est transient.
On a
P,(liminf X; < a) < lim P, (0, 0 6; < o0)
t—00 t—o0

= tll)rgJ E,(Px,(0q < ©))
On remarque que
E,(Px, (04 < 0)) < Po(X; < a) + E, (1{Xt>a}]P’Xt (0u < oo)) (4.17)

L’objectif maintenant est de montrer que les deux termes de droite dans 4.17 tendent bien vers
0 quand t — co0.

On commence par le premier terme : P, (X; < a). Rappelons que comme le processus est conser-
vatif et que nous somme dans le cas critique ou sous critique, on a 1(0) = 0 et

de
fm 5~ (4.18)

Alors, comme 'intégrale de 4.16 est fini, on doit obligatoirement avoir en 0

L é(u
exp (—L qbEﬁéialu) =0

et donc



Ainsi, le Corollaire 4.2 donne directement
tll{& P,(X: <a)=0. (4.19)

On passe maintenant au deuxiéme terme de 4.17. Cette fois-ci, comme on a 4.16, on peut utiliser
le Corollaire 4.1 avec A = 0 qui donne

fo e (- wz+Sw(u
Sgoﬁexp( aerS

: —AX¢ )) )dZ * —xz
P,(0q < 0) = ;\%Ex(e ) = po) =cq | go(z)e”**dz (4.20)
)

-1
en posant ¢, = (SSO ﬁ exp (—az + S u du) dz) Ainsi on a

Ey (1{Xt>a}PXt (00 < OO)) =E, (1{Xt>a}ca LOO go(z)ethde>

Q0
= Caf gO(Z)]EI (]‘{Xt>a}€_th)dz
0

On a en utilisant la propriété des CBI et 4.7

B (nae ) B (e) <o (ot [ S 0

Comme E, (1{Xt>a}e_Xiz> < €%, nous allons dominé 'intégrale précédente par G(z) =

go(z)e~**. Comme tout est positif et que e™** ~ 1 quand z — 0, c’est la formule 4.16 qui nous

donne l'intégrabilité de G en 0. Pour l'intégrabilité en oo, c’est 4.5 qui nous la donne. On peut
alors appliquer le théoréme de convergence dominée et obtenir

E, (1{Xt>a}1@xt(aa < oo)> .0

t—00

ainsi pour tout a > [, on a
]P’gc(li%n inf X; <a)=0 (4.21)
—00

ce qui prouve que le processus est transient.
Enfin, on passe au cas du processus sur-crtitique. On rappelle que ¢(0) désigne la plus grande
racine de . Commencgons par noter que

" o),
L(m w<u>d o (4.22)

En effet, le probléme d’intégration est en ¢(0), ce point est strictement supérieur a 0 dans le
cas sur-critique. On note alors ¢ := ¢(q(0)), et en rappelant que % est une fonction convexe,
contintiment dérivable, elle se comporte comme une fonction linéaire au voisinage de ¢(0). Ainsi
I'intégrale de 4.22 se comporte comme l'intégrale

z c
- — 4.2
L(O) = (4.23)



Comme tout est positif, on a bien 4.22.
Par des arguments similaires, on montre que

0 0 u
J(o) 1/}(12) b ( _L %du>dz =@ (4.24)

q

En effet le probléme est une nouvelle fois autour de ¢(0), et autour de ce point, 'intégrale se

comporte comme
0 0
1 f c
—exp| — ———dudz 4.25
L(O) z—q(0) ( > u—q(0) ) (4:25)

en remarquant qu’une primitive de

1 0 c
ZHz—am“w(‘Lu—ammo

est
0

ZHiexp(—f u—;q((])dzo

z
on trouve que en utilisant 4.23 que 4.25 est finie, et donc il en est de méme pour 'intégrale de 4.24.
Alors comme cette intégrale est finie, on peut réécrire la ligne 4.20 du cas critique/sous-critique

et obtenir a nouveau o

Py(oq < 0) = caf go(z)e **dz
q(0)

on peut alors avec 4.22, montrer de la méme maniére que dans le cas critique/sous-critique que
lim E, (1{Xt>a}IP>Xt (00 < oo)) —0
Ainsi pour montrer la transience dans le cas sur-critique, il nous reste & prouver que
tlij& P.(X: <a)=0. (4.26)

On trouve ce résultat en adaptant la preuve de 4.4. Avec le méme changement de variable que
dans cette preuve, on retrouve bien

¢ A
[ otwnas= [ 2,
0 wy) YY)
mais cette fois-ci dans le cas sur-critique on a
A A
limf qb(y)dyzf Mdyzoo
=0 Jy, (0) YY) q0) ¥(y)
par 4.22. On aura alors
A
lim By (e ) = ¢ 29 oxp ( — J Mdu =0
fzg Bele ™) P~ L v ™)

ce qui nous donne bien 4.26 et prouve la transience dans le cas sur-critique.
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