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Résumé

Loday-Quillen et Tsygan ont décrit I’homologie d’algébre de Lie des
matrices infinies sur une algébre (associative) unitaire sur Q a partir de
son homologie cyclique. Le résultat a été étendu par Hanlon aux algébres
H-unitaires (Hanlon donne en fait une formule pour toutes les Q-algébres
associatives, qui fait intervenir ’homologie cyclique et ’homologie barre).

Ces notes donnent toutes les étapes de la démonstration, mais pas les
détails (qui seront partiellement abordés dans les exposés oraux). Ceux-ci
sont sans mystére, mais calculatoires. On utilise également, d'un point de
vue plus conceptuel, des résultats classiques de théorie des invariants et
sur les algébres de Hopf.
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Dans tout cet exposé, on se fixe un corps commutatif k de caractéristique
nulle (au-dessus tous les produits tensoriels non explicités, etc., seront pris).
Le terme k-algébre sera a comprendre au sens minimal : on ne fera a priori
aucune hypothése de commutativité, d’unitarité ni méme d’associativité (car on

considérera aussi des algébres de Lie).



1 Rappels de définitions et énoncé du résultat
principal

On rencontrera dans cet exposé les théories homologiques suivantes :

1. homologie d’une (k-)algébre de Lie g & coefficients dans une représen-
tation M (pour nous, il s’agira de la représentation triviale k), qu’on
notera HL1*(g; M) ou simplement H,(g; M). On peut la définir formelle-
ment, comme foncteur dérivé, a partir des Tor usuels sur I'algébre envelop-
pante de g; ici ¢’est souvent le complexe concret classique, de Chevalley-
Eilenberg qu’on utilisera. Il prend la forme suivante (on ne spécifie que
le cas M = k) : CE,(g) = A"(g) (n-éme puissance extérieure, prise na-
turellement sur k) avec la différentielle

A" (g) = A" (g) @ A*(g) = A" (g) @ g > A™(g)

composée du coproduit, suivi de I’identité tensorisée avec le crochet, suivie
du produit.

2. L’homologie barre H?"(A) d’une (k-)algébre associative A. C’est I'ho-
mologie du complexe barre, égal en degré n & A®"*! dont la différen-
tielle A®"+l 5 A®" est la somme alternée des n morphismes du type
@ Rap— a® - Qa;—1 ® (a;a;41) ® Gjyo -+ ® a,. On rappelle
que A est dite H-unitaire lorsque cette homologie est nulle en tout de-
gré (ce qui est vrai en particulier lorsque A est unitaire). Nous utiliserons
également H B, (A), défini par HBy(A) =k et HB,,(A) = H",(A) pour
n > 0.

3. L’homologie cyclique d’une (k-)algébre associative A. (Noter que la défini-
tion qu’on donne ici fonctionne parce que A est une Q-algébre, mais n’est
pas la bonne dans le cas général — cf. [Lod98], chap. 2, par exemple, pour
plus de détails.) On part du complexe de Hochschild donné en degré n par
A®nt+1 | avec la différentielle

ag® - Qap+— (apa1) Raa® - Qay — ...

+(=1D"Mag @ .. an_o @ (an_1a,) + (=1)"(anao) @ ay --- @ ap_1

et on fait opérer le groupe cyclique Z/(n+ 1) par permutation signée des
facteurs : on vérifie que la différentielle précédente passe aux coinvariants,
fournissant un complexe ((A®”+1)Z/(n+1))n>0 dont I’homologie s’appelle

homologie cyclique de A et se note HC,.(A).

Théoréme 1.1 (Loday-Quillen, (Feigin-)Tsygan, Hanlon). Soit A une k-algébre
associative H-unitaire. L’homologie H, (gl (A);k) de la k-algébre de Lie des
matrices carrées infinies presque nulles a coefficients dans A est naturellement
isomorphe a lalgébre symétrique (au sens gradué) sur I’homologie cyclique sus-
pendue (i.e. décalée de 1 en degré) de A.

Ce résultat a été d’abord établi pour les algébres unitaires par Loday et
Quillen dans [LQ83] et [LQ84]. Tsygan a obtenu en méme temps et indépen-
damment, dans [Tsy83], un résultat essentiellement équivalent (mais je n’ai pas



regardé son travail). La généralisation au cas H-unitaire a été démontrée in-
dépendamment par Hanlon ([Han88]) et Feigin-Tsygan ([FT87]'), qui en effet
démontrent davantage (un résultat pour toute algébre associative) — nous en
parlerons bientot.

Pour préciser ’énoncé du théoréme 1.1, nous avons besoin d’examiner les
structures existant naturellement sur les homologies qui apparaissent.

Pour toute k-algébre de Lie g, I’homologie H.(g) := HX*(g;k) est munie
d’une structure naturelle de k-cogebre graduée coassociative, commutative (au
sens gradué), coiinitaire et connexe, dont le coproduit est induit par la diago-
nale :

H.(g) — H.(g x 9) ~ H.(9) ® H.(g)

ou le dernier isomorphisme provient de la formule de Kiinneth (tout cela fonc-
tionne bien parce que k est un corps) et de 'isomorphisme naturel d’algébres
enveloppantes U(g x h) ~ U(g) @ U(h).

Soit A une algébre associative. Pour tous entiers naturels ¢ et j, on dispose
par ailleurs d’un morphisme d’algébres de Lie

gl;(A) x gl;(A) — gl;,;(A) (M,N)— Me&N
qui induit en homologie (via la formule de Kiinneth) un morphisme
H.(gli(4)) © Hu(gl;(A)) = H. (gl ;(A))- (1)

On a envie de prendre la colimite sur i et j de la fagon usuelle pour en déduire
un morphisme

H. (010 (4)) ® H (gl (4)) = H (gl (4)).

qui fasse de H, (gl,,(A)) une algebre associative, commutative (au sens gradué)
et unitaire. Quand cela marche, on obtient méme une algeébre de Hopf (tout
morphisme d’algeébres de Lie induit en homologie un morphisme de cogébres,
le coproduit précédemment défini étant naturel). Le probléme est que cela ne
marche en général pas (et ce pour la méme raison que celle, analysée dans
les exposés introductifs & ’excision en K-théorie algébrique, pour I’homologie
des groupes linéaires sur des anneaux sans unité), d’abord parce que les mor-
phismes (1) ne sont pas compatibles & la stabilisation relativement a .

Pour que tout se passe comme on espére, on a besoin que ’action naturelle
des groupes symétriques sur I’homologie des algébres de Lie de matrices soit
triviale. C’est vrai si I'algébre A est unitaire, car gl;(A) contient alors les ma-
trices de permutation, et la description de I’homologie d’algébre de Lie comme
foncteur dérivé implique aussitdt que ’action (d’algébre de Lie — i.e. adjointe)
d’un élément d’une algébre de Lie sur elle-méme induit le morphisme nul en
homologie.

Dans le cas ou A n’est pas unitaire, un moyen formel de rendre triviale
I’action des matrices de permutation est de prendre les coinvariants sous I'action
du groupe GL (k) (pas de GL(A), qui ne contient pas non plus de matrices
de permutation!) de ’homologie H., (gl (A)). Ce que montrent en fait Loday
et Quillen est le résultat suivant :

1. Il n’est pas si clair pour moi de retrouver dans ce trés long article le cas non unitaire,
dont Hanlon affirme qu’il s’y trouve, mais je n’ai fait que le feuilleter. Pour le cas unitaire, la
méthode employée semble la méme que celle de Loday-Quillen.



Théoréme 1.2 (Loday-Quillen). Soit A une k-algébre associative. Le k-espace
vectoriel gradué des éléments primitifs de l’algébre de Hopf graduée conneze
(unitaire, cotinitaire, commutative, associative, cocommutative, coassociative)
H, (g[OO(A))GLOO(k) est naturellement isomorphe o l’homologie cyclique de A

suspendue.

Le théoréme de structure des algébres de Hopf graduées connexes (com-
mutatives, cocommutatives etc.) décrit par ailleurs H, (g[OO(A))GLOO(k) comme
algébre symétrique graduée sur ses éléments primitifs.

Le théoréme 1.1, connaissant le précédent, est équivalent au fait que, pour
une algébre associative H-unitaire A, ’action du groupe G Lo, (k) sur ’homologie
H, (gl (A)) est triviale (ce qui constitue un énoncé d’excision, au vu de la
discussion des premiers exposés).

Nous déduirons le théoréme 1 du théoréme 1.2 et du suivant :

Théoréme 1.3. Soit A une k-algébre associative. Pour tout entier naturel 1,
le H, (g[oo(A))GLm(k)—module gradué (H, (gl (4)) ® g[oo(]k)@l)GLm(k) est na-
turellement isomorphe a

H (g[oo(A))GL(x,([k) ® HB.(A)®'[S].

2 Considérations de coinvariants

Notons S(k) la catégorie dont les objets sont les k-espaces vectoriels de
dimension finie et les morphismes sont donnés par

S(K)(U,V) = {(f.g) € Homy(U, V) x Homy(V,U) | g o f = Idy}

(o Homy (U, V') désigne le k-espace vectoriel des applications (k-)linéaires de
U dans V), avec pour composition : (f’,g") o (f,g) :== (f o f,g9 o g’). Notons
également S(k) — Mod la catégorie des foncteurs de S(k) vers les k-espaces
vectoriels. On dispose d’un foncteur p : S(k) — &F x &, ou & désigne la
catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie, donné par p(V) = (V, V)
sur les objets et p(f,g) = (g, f) sur les morphismes. On désigne par gl I'objet
Homg, o p de S(k) — Mod.

Plutot que d’étudier directement ’homologie de 1’algébre de Lie gl (A), ot
A est une algébre associative, avec son action de GLy(k), on étudie foncto-
riellement ’homologie des algébres de Lie gl(V) ® A, ou V est un objet de &.
De fait, le complexe de Chevalley-Eilenberg peut se voir comme un complexe
(fonctoriel en l'algébre A)

e AM(glR A) AT (gl A) = - (2)

d’objets de S(k) — Mod (noter que tous les foncteurs se factorisent par p, mais
I’on ne peut pas voir ce complexe comme un complexe de bifoncteurs sur & car
les morphismes ne proviennent pas de morphismes de bifoncteurs).

Définition 2.1. Soient V un k-espace vectoriel de dimension finie et W une
k-représentation de dimension finie du groupe linéaire GL(V). On dit que W
est rationnelle si le morphisme de groupes GL(V) — GL(W) associé a I’action
de GL(V) sur W est donné matriciellement, une fois choisies des bases de V/



et W, par des fonctions rationnelles des coefficients de la matrice & la source
(propriété qui ne dépend clairement pas du choix des bases).

Une représentation de dimension infinie de GL(V) qui est colimite filtrante
de sous-représentations de dimension finie rationnelles sera encore dite rationnelle.

Proposition 2.2. Pour toute algébre associative A et tout objet V de &, les
termes et les espaces vectoriels d’homologie du complezxe de foncteurs (2) évalué
en V sont des représentations rationnelles de GL(V).

Le corollaire suivant peut soit se déduire de cette proposition, soit de la
fonctorialité relative & S(k) (les deux points de vue sont loin d’étre indépendants,
meéme s’ils ne sont pas équivalents).

Corollaire 2.3. 1. Pour tout i € N, (H.(gl(4)) ® gl (K)¥) w €St

naturellement isomorphe & I’homologie du complexe (2) tensorisé par gl®'
et auquel on a appliqué le foncteur (—)ar.. (k)

2. L’action du groupe GLo (k) sur H.(glo(A)) est triviale si et seulement
si, pour tout i € N, la projection canonique

(H. (9150 (A)) ®glo (k) ) GLo(e) " Hx (9l (A))GLOO(]k)® (9l (k)@)ch(k)

est un isomorphisme.

Le deuxiéme point de ce corollaire permet de voir (en utilisant un résul-
tat classique de théorie des invariants rappelé ci-aprés) que le théoréme 1.3
implique I’équivalence entre le caractére H-unitaire de A et la trivialité de ’ac-
tion de GL (k) sur H,(glo(A)) et quil permet de déduire le théoréme 1.1 du
théoréme 1.2.

Soit o € X, ; notons Si,...,S, les supports (y compris ceux réduits a un
éléement) des cycles disjoints C1, ..., C, dont le produit est o, et écrivons C; =
(af ... a;éi)). On définit une application linéaire t, : gl(V)®" — k, ot V est
un objet de &, par

to(My @@ My) = [[ Tr(My My )
=1

(la propriété de la trace Tr(AB) = Tr(BA) montre que cette définition ne
dépend pas du choix de I’élément a® par lequel on a commencé & écrire le
cycle C;). On vérifie aussitot que t, définit en fait une transformation naturelle
gl®" — k de foncteurs de S(k) — Mod.

Par ailleurs, étant donnés des entiers i et j distincts compris entre 1 et
n, on définit une fonction «,(i,j) : ¥,—1 — X, de la facon suivante. Notons
d’abord ¢ : {1,...,n — 1} = {1,...,n} \ {j} P'unique bijection croissante. La
permutation 7 = a,(i,5)(c) est définie par 7(I) = ¢pop=1(l) pour I ¢ {i,j},
7(i) = j et 7(j) = po¢p~1(i). On remarque que ay,(i,5) : Lp_1 — 3, est une
fonction injective dont I'image est le sous-ensemble ¥:77 des permutations de
¥, envoyant i sur j; la bijection X477 — ¥, réciproque de oy, (i, j) sera notée

Bn(is 7).
Proposition 2.4. Soit n € N.



1. Les différents morphismes t,, pour o € %, définissent un isomorphisme
entre k[X,] et Homg)_moa(9/®", k).

2. Lapplication linéaire (g1(V)®™)qr(vy) — k[Xn] qu’on en déduit par évalu-
ation sur V est un isomorphisme si V est de dimension assez grande.

3. Soient i et j deuzx éléments distincts de {1,...,n} et m,(i,j) : gl®" —
gl®" =1 le morphisme supprimant d’un tenseur son j-éme terme et multi-
pliant & droite par celui-ci son i-éme terme. Pour V de dimension assez
grande, le morphisme k[X,] — k[X,_1] qu’induit m,(i,j) sur V apres
prise des coinvariants sous l’action de GL(V') envoie une permutation sur
son image par 3, (i,7)(c) si elle appartient a X577 et sur 0 sinon.

Corollaire 2.5. Soient n > 0 et d > 0 des entiers. Pour V de dimension assez
grande, le n-éme terme du compleze (2) évalué en V, tensorisé par gl(V)®¢ est
naturellement isomorphe, aprés prise des coinvariants sous laction de GL(V),
a

(K[Snpa) © 4°7),,

ot X, opére par conjugaison sur X,1q (0w l'on plonge ¥, dans ¥, 14 de maniére
usuelle) et par permutation des facteurs tordue par la signature sur A®".
De plus, la différentielle du complexe induit le morphisme

(k[Snt+a] ® A%") = (K[Epta—1] ©@ AZ"7H)

n—1
donné par

[o®(01®- - -®an)] = Z £Bnrali; 0(i))(0)(a18" Qo) @ - -®(ailo (1))@ - -Ban )]

3

oW la somme est prise sur les entiersi € {1,...,n} tels que o(i) # i et o(i) < n;
le signe est (—1)"T°O+L i § < o(i) et (=1)T°0) si i > o(i); les crochets
indiquent [’image d’un élément de k[, 4] ® A®™ ou k[S,1q-1]@ A®" 1 dans le
quotient consistant a prendre les coinvariants sous l’action du groupe symétrique
correspondant.

3 Décomposition des complexes de coinvariants
et conclusion

Proposition 3.1. Soient d,n € N et A une algébre associative. L’application
linéaire

P (kS A®) @A @ @ A¥S] = (k[Enta] ® A%
iti1t+ja=n

n

(ou les actions des groupes symétriques sont celles explicitées dans le corol-
laire 2.5) donnée par

[0®(a1®- - -©a:)|®((ait1©- - @iy j,) R @ (it jy 1t i 419 Q)T = [p@(01®- - -Qay )]

ot les ay sont des éléments de A, 0 € Y14, T € Xy et p est défini juste apres,
est un isomorphisme.



Ecrivons
T=(s1 ... sll(l))...(s’{ e SIy)
la décomposition de T en cycles disjoints (en écrivant également les cycles de
support réduit a un élément; on fait un choix dans l'ordre dans lequel on écrit
la liste des éléments des supports, par exemple, commencer par le plus petit
élément), la permutation p € X,1q est définie comme l'image par le morphisme
usuel Xjyg X Xp_j = Bpta du couple formé de o et du produit des cycles

(si 1 .o G183 oo sy Ao Ahm-r+l o G+,
@ (Y (X ) %
t<i(1) t<i(1)+1
2o ( 3 jt)+1 ( 3 jt>),...,
t<I(1)+1(2) t<I(1)+1(2)
t<l(1)+-+l(r—1) t<U(1)+-+l(r—1)+1

SI(r) (;ﬁ)—l-l (;jt))-

De surcroit, cet isomorphisme est compatible auz différentielles induites, ou
l’on munit (k[2.+d] ®A®')Z de la différentielle explicitée dans le corollaire 2.5

et A®* de la différentielle barre (il faut accepter lindice 0 dans les graduations).

Le théoréme 1.3 se déduit immédiatement de cette proposition et du corol-
laire 2.5.

Pour établir le théoréme 1.2, on montre le résultat suivant. Dans cet énoncé,
on munit le complexe (k[E.]®A®‘) 5. du corollaire 2.5 de la structure de cogebre

induite par celle du complexe de Chevalley-Eilenberg (qui induit la structure de
cogébre sur I’homologie d’algébre de Lie et est donnée par la structure de cogébre
des puissances extérieures).

Proposition 3.2. 1. Le coproduit de la cogebre graduée (]1«[2.]@14@")2 est
donné par

e@(@® - @a) Y *or®a]®lo;®ay

(1,J)
ot la somme est prise sur les couples de sous-ensembles I, J de {1,...,n}
stables par o tels que IUJ = {1,...,n} et, siiy,..., i, estla liste stricte-

ment croissante des éléments de I, on note oy € X, la permutation induite
paro etar =a;, @+ a;,.

2. Ses éléments primitifs sont engendrés par [c, ® (a1 @ -+ ® ay)] 06 ¢,
désigne le cycle (1 2 ... mn).

Ensuite, il est facile de terminer la démonstration du théoréme 1.2 : le com-
plexe des primitifs de (]k[Z.] (X)A‘X")2 est donc donné, le commutant de ¢, étant

le groupe cyclique d’ordre n qu’il engendre, & ((A‘X’")Z/n) ou le groupe cy-

n>0’
clique opére par permutation signée sur A®", avec une différentielle qui est
exactement la différentielle du complexe cyclique d’aprés le corollaire 2.5 (il y a

un décalage d’indice car on commence ici avec la 0-éme puissance tensorielle).
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