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La référence principale pour cet exposé est [Get04].
€o, ..., ey, désigne la base canonique de R"*!, K est un corps de caractéristique

Rappelons qu’un ensemble simplicial est la donnée d’un foncteur

X,o : AP — Ens
n — X,

ou A est la catégorie simpliciale dont les objets sont les ensembles finis ordonnés
n:= {0, -+ ,n} et les morphismes sont les applications croissantes, et Ens est
la catégories des ensembles. Une algébre différentielle graduée simpliciale
est définie de la méme maniere, en remplacant la catégorie Ens par celle des
algebres différentielles graduées. La catégorie des ensembles simpliciaux sera
notée Sset.

Le n-simplexe géométrique standard est le fermé A" de R™*! défini par

A" = {E:: itiei R Zti =1,¢t € [0, 1}}
=0 [

Le notation A7 désigne ’ensemble simplicial représentable Homa (e, n). Les k-
simplexes de A7 est celui des applications croissantes de k dans n.

1 Formes différentielles polynomiales simpliciales

Définition 1.0.1. L’algébre des formes différentielles est [’algébre différentielle
graduée commutative simpliciale Q) dont les n-simplezes (lorsque K = R) sont
les formes différentielles polynomiales sur le n-simplexe géométrique standard.
En d’autre termes,
O =5"V/r

est le quotient de l’algébre commutative différentielle graduée libre S*V, ou V =
(V*,d*) est lespace vectoriel gradué défini par

VO =vectg(to, -+ ,tn) , V'=vectx(dty, - ,dt,) , Vi={0} VE>2 |, d't =dt

Vi € n,



par l’idéal I engendré par les relations

et
n
> dt;
=0

St X, est un ensemble simplicial, lalgebre différentielle graduée commutative
des formes différentielles polynomiales sur Xo, notée Q*(X,), est définie en
degré k par

QF(X,) := sSet(X,, QF)

Remarque 1.0.2. 1. La structure simpliciale sur  provient du fait que
n — A™ est un espace cosimplicial qui envoie chaque morphisme [ €
Homa (m, n) sur Uapplication affine

frAM 5 AR
S =0""1te Z?:OZkef—l({j})tkej

En particulier la i-eme face simpliciale d; : n-1 — n est envoyée sur
Uinclusion de la i-éme face géométrique

d A"t 5 AP
S =0""trer = toeg+tier 4+ +ti_1€i 1 +tieipr + o+ l_1en

*

voly d€s formes polynomiales, ces
derniéres induisent des faces d; = (d)* : Qf — Q,_1 qui sont les
opérations de tirage en arriére des formes par les inclusions de faces. Les
dégénérescences s’obtiennent de maniére analogue.

En post-composant par le foncteur )

2. Lorsque K = R, Q*(X,) peut s’interpréter comme lalgébre des formes
différentielles polynomiales sur la réalisation géométrique |Xo| de X,.
Supposons que | Xo| est une variété!l. Une k-forme différentielle w sur|X,|
est dite polynomiale lorsque pour tout n-simplexe x € X,, le tiré en
arriére orw de w par le simplexe canonique o, : A" — {z} x A" — | X,|
est une forme polynomiale sur A™. Ainsi, a toute k-forme polynomiale
sur | Xo| est associée une famille Ye(w) = (¢Yn(w))n>o0 d’applications
Un(w) + X, — QF définies par 1, (w)(z) := oiw pour tout x dans X,.
Pour voir que ¥(w) est un morphisme d’ensembles présimpliciauz, il suffit
de remarquer que comme

An—l

AnLﬂX.‘

commute pour tout n-simplexe x € X,, et pour tout i dans {0,--- ,n},

Un(w)(diz) := 0w = (d)*oiw = diyp(w)(x)

1. Dont la structure de varieté fait des simplexes canoniques de |X,o| des applications
différentiables




La commutation aux dégénérescences s’obtient de maniére analogue ce qui
montre que ¥(w) est un morphisme d’ensembles simpliciauz. Nous avons
donc construit une correspondance ¥ : |Xe|) — Homgget(Xe, QF)
qui est injective.

poly(

Définition 1.0.3. Le sous-compleze simplicial des formes élémentaires C} C
Q% est celui engendré (comme compleze de K-espaces vectoriels) par les formes
élémentaires wj, i, ... i, définies par

n
Wig i1, ,ig o= k! Z(*l)Jtljdtmdt“ cee dt“ cee dtzk
3=0
lorsque n et k parcourent N, et (ig,- -+ ,ix) parcourt les (k+1)-uplets d’éléments

den=1{0,---,n}.

Proposition 1.0.4. Le complexe C} est effictivement un sous-compleze sim-
plicial de 2.

Démonstration. Admettons la partie simpliciale. Pour vérifier que C}; est stable
par la différentielle de De Rham, il suffit de calculer I'image d’un générateur :

d*(wiy... 3,) k'z Y dt;,dty, - - dt;, - -~ dty,

(k + 1)ldt;, - - - dt;,

—Z (k + 1)ty - - - dt;,

=0
k n
= wiigee i — B+ DY (=1 (S dty)dt, - dt, - dts,
i=0 j=0 i=0

n
= E :wl}io,'“ Jik
=0

O

Remarque 1.0.5. w;, ... ;, est nulle dés lors que les i, ne sont pas distincts
deuz & deuz. De plus, si T est une permutation du (k+ 1)-uplet (ig, -+ ,ix),

wT(ig,'-- ,ik) = Sgn(T)wl()a Vik

Définition 1.0.6. Le complexe simplicial d’un ensemble simplicial Xo, noté
C*(X,), est le complexe de cochaines défini en degré k par

Ck(X.) = Hoiset(X07 Cf)

Rappelons qu’il existe un complexe simplicial (normalisé¢) usuel C7;,,,,(Xe)
associé a tout ensemble simplicial X, défini par C

et dt,, = S (< 1)idY s O, (Xe) — CREL(XL).

simp simp

szmp(X‘) = (KXk/Zzek KO’iXkJrl)v



Proposition 1.0.7. L’application d’intégration I : Cy — C%,,, (A]) définie
par

. KA?Z/ Ks; A7 = K
I(W).—< k z(:; k - Io’(w)::fo.w)

pour toute k-forme w dans CX, est un isomorphisme de complezes de cochaines
simpliciaux.

Démonstration. Commencons par préciser le sens de l'intégrale apparaissant
dans la définition de I. A toute k-forme polynomiale w := tg° - --t&ndt;, - - - dt;,
sur A" et a tout k-simplexe o :=<e;,, -+ ,e;, > de A" est associée I'intégrale

Pp— Pp— *
Ly . i (W) .—/ w .—/ ofw
0’=<€i0,"'€ik> Ak

ou l'intégrale des k-formes sur le k-simplexe standard (qui correspond a I'intégrale
Riemannienne usuelle si K = R) A* est I'unique courant [,, : QF — K vérifiant

a1!-~-ak!
£ty iy, = Vay,---,ax €N
/M I A Pt ran+ k) k

et Papplication o* : ©,, — Q est le morphisme d’algebres défini par

0P\ t]‘ Sii:ij
”(tl){ 0 siid {io, - ix}

pour tout ¢ dans n := {0,--- ,n}.

Remarquons que la famille F constituée des w, := w,,... i, lorsque o :=
(g, ..., 1) parcourt tous les k-simplexes non dégénérés de A7 (i.e les (k + 1)-
uplets (ig, - ,i,) d’éléments de n tels que ig < i1 < -+ < i) est une famille

génératrice de C*. D’autre part, le complexe des chaines normalisées admet
pour base la famille 7’ des classes de ces mémes simplexes non dégénérés. Or
il est facile de voir que pour tout k-simplexe non dégénéré o := (ig, - ,ix),
I, (wyr) =0 des lors que o # o’ (en particulier lorsque o’ est dégénéré). De plus

k
Iy (we) :k!/ (todtl---dtk+2(—1)j+1tjdt0dt1---Jt\j---dtk)
Ak :
Jj=1
1 k k

B TR R e

=1

Ceci montre non seulement que I(w,) reste bien définie modulo les simplexes
dégénérés, mais également que l'image de la famille génératrice F n’est rien
d’autre que la base de Cfimp(Af) duale de F'. Ceci implique que l'inégalité
dimgC} = dimg FF < dimgF’ = dimKCfimp(Af) est en fait une égalité, prou-
vant ainsi la bijectivité de I. O

Corollaire 1.0.8. Les complezes de cochaines C*(X,) et C

simp(Xe) sont iso-
morphes.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que Homgget (X, :imp(A:)) ] C;’imp(X.)
ce qui est fait dans [FHTO1]. L’isomorphisme associe & un homomorphisme
simplicial f € Homgget(Xeo, Cy) la n-cochaine simpliciale o € X,, — f(o)(Idn),

ou Idy € A7 est la classe fondamentale de A™. O



2 Théoreme de De Rham simplicial

Si X, est un ensemble simplicial, X,, désigne le sous-ensemble de X}, con-
stitué des simplexes non dégénérés.

Maintenant que le complexe des cochaines simpliciales a été identifié au
sous-complexe des formes polynomiales engendré par les formes élémentaires,
définissons une projection associée a cette inclusion.

Définition 2.0.9. Sous les notations de la section précédente, la projection
P, : Qi — C est le morphisme de complexes de cochaines simpliciaux défini
par

pour toute k-forme w sur A™

Définition 2.0.10. Soiti dans n. L’application ¢; : [0, 1] x A™ — A™ est définie
par

di(u, t) = ut+ (1 —u)e;
L’homotopie hi, : Qf — Q7! est le morphisme de complexes de cochaines
simpliciauz défini par

1
( - *
hy (w) .7/0 duv o gjw.
Enfin, évaluation sur le i-éme sommet €t : QF — K est donnée par

i ] w(e) siwe 0o,
en(w) = { 0 sinon.

Proposition 2.0.11. [Lemme de Poincard] h’, est une homotopie entre entre
Idgs et e, ie

dh® + hid =1d — &},
De plus, en notant E; le champ de vecteurs auquel ¢; est associée, qui vérifie
Ei(lf) = lf — €4,

1
h;(w):/O u_ldu(b;kLEiw (1)

Démonstration. L’égalité est vraie dans le cas K = R, il reste a voir que h¢, est
bien définie pour K arbitraire ce dont on se convainc en évaluant formellement
hi sur une forme polynomiale puis en évaluant le résultat sur des vecteurs
tangents en remarquant que la fonction obtenue est un polynome en u et en les
t; a coefficients dans K et que son intégrale a algébriquement un sens (puisque
K contient Q.)

Pour I’égalité (1), remarquons que pour toute forme w sur A",

L%QSiw :w¢i( u ,T¢i_7"’ ,T¢i_)
Or 96
[ L —1 7 )
au(u,L)—L e; =u" Ei(¢i(u,t))
donc

Lai¢:<w = u_ld)?LEiw
m



Remarque 2.0.12. En particulier, la valeur de v, est bien détérminée sur les
formes élémentaires :

k
LE,We = Z(—l)p_léiﬁg(p)wdpg (2)

p=0

pour tout k-simplexe non dégénéré o : k— n. En effet, i # o :

k
vp,we =(k+ 1)1 O (=17 b dty, - dty, -t - d,
i=0 p<j
+Z(—1)j+ptijtipdtio C%:C%z\pdtzk)
P>J
=0

Et dans le cas ot i = iq :

epwe =(k + DI (1T dtyy oty o dty, o dty, + > (<17 dt, - dt,

Ji<q Ji>q

=k(=1)"w,

De la remarque précédente découle le lemme
Lemme 2.0.13. Pour tout o dans AZ :

k
hiwa = Z(—l)p+1(5i’a(p)wdpg (3)

p=0
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal de cet exposé :

Théoréme 2.0.14. [Getzler, thm 3.7] La projection Py : Qi — CF définie
précédemment fait de C} un rétract par déformation de Q). Plus précisément,
Uapplication simpliciale so : Q5 — Qi1 définie par

Se 1= Z Z weh?

k>0 geAr

avec hg := hihe ™' -+ hi pour tout k-simpleze o = (ig,--- ,ir) dans A}, est
une contraction, i.e vérifie

[Se,d] := sed + dse = Idg; — P

Corollaire 2.0.15. [Thm de De Rham simplicial] Pour tout ensemble simplicial
X, les complexes *(X,) et C*(X,) sont quasi-isomorphes.
Démonstration du théoréme. Commencons par établir le lemme technique

Lemme 2.0.16.
I, = (—1)re7® pdre

%]

- dti)



Alors

[d, 5] :Z Z wah”

k>0 c€AT i=0

+3° > we(h7d+ (—1)*dh7)

k>0 UEAZ’

ST S

k>0 c€AT i=0

k
+ Z Z Z(—l)ngh”(k) o [heD) d] - @)

k>00€AT j=0

DD DDA

k>0o0€AT i=0

k —_—
+ Z Z Z(_l)jwohﬂ(k) e hol@) .. po(0)

k>1o0€AT j=0
n
+ Z t;1d
i=0
— Z Z (=1)*w,eo®) ... po(©)

k20o0eA}

Le dernier terme est —P,, par le lemme. Le premier et le second se simplifient
pour k > 1. Le troisiéme (qui provient de k = 0) est l'identité. O
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