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INTRODUCTION

Ce texte consiste essentiellement en les notes d’un exposé de colloquium donné a Strasbourg
en octobre 2017, a I’'Ecole Normale Supérieure de Paris, a Rennes en janvier 2018, & Nantes
en novembre 2018, & Nancy en mars 2019 et au séminaire du laboratoire Jacques-Louis
Lions en décembre 2019 sur la transformation de Fourier sur le groupe d’Heisenberg. Je
tiens a remercier les organisatrices et organisateurs de ces évenements notamment Olivier
Guichard de I'Université de Strasbourg, Isabelle Gallagher et Isabelle Tristani de I’Ecole
Normale Supérieure, Juliette Bavard de I’Université de Rennes, Bernard Hellfer et Frédéric
Hérau de I’Université de Nantes, Bruno Duchesne et Youness Lamzouri de ’Université de
Lorraine. Enfin, je remercie les organisateurs du séminaire du laboratoire Jacques-Louis
Lions pour leur invitation & y parler. Au dela, mes remerciements vont aux auditoires de ces
conférences, qui par leurs questions et remarques stimulantes ont non seulement contribué a
améliorer cette présentation mais aussi & poser de nouvelles questions.

Les résultats et 'approche présentée ici sont le fruit d’une collaboration au long cours
avec H. Bahouri et R. Danchin sur 'analyse de Fourier sur R" et quelques unes de ses
applications notamment au travers du livre [1]. Ayant dérivé de R" au groupe d’Heisenberg,
nous nous sommes posés plusieurs questions, notamment comment définir la transformation
de Fourier sur la groupe d’Heisenberg pour des distributions tempérées? Cette question
simple, et de maniere surprenante non résolue il y a peu, nous a amené assez naturellement
a une question encore plus simple, également non résolue : peut-on définir une ”variable
de Fourier” comme dans le cas des groupes commutatifs, ¢’est-a-dire trouver un espace sur
lequel la transformation de Fourier puisse étre définie comme une fonction continue "nulle
a Dinfini”. A notre grande surprise, cette question s’est révélée assez ouverte. La réponse a
cette question est I'objet de ce texte.

Le texte sera organisé de la maniere suivante:

e dans une premiere section, nous présenterons tres brievement la transformation de
Fourier sur R" et les principales propriétés que nous souhaiterions retrouver dans le
cadre du groupe d’Heisenberg;

e dans une deuxieme section, nous présenterons le groupe d’Heisenberg ainsi que la
transformation de Fourier que 1’on choisira de définir & I'aide de la famille de représen-
tations dites de Schrodinger;

e dans une troisieme section, nous définirons la transformation de Fourier en tant que
fonction et utiliserons cette définition pour démontrer une formule d’inversion;
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2 J.-Y. CHEMIN

e dans la quatrieme section, nous montrerons un résultat de continuité uniforme qui
permettra de définir I'espace des fréquences comme le complété de N x N x (R \ {0})
pour une distance convenable;

e dans une cinquieme section, nous expliquerons comment cette construction permet
d’étendre la transformation de Fourier aux distributions tempérées.

En conclusion, le lecteur intéressé par I’analyse sur les groupes non commutatifs et notam-
ment le groupe d’Heisenberg pourra consulter les livres [4], [5], [7], [8], [9] et [14]-[17].

1. QUELQUES BREFS RAPPELS SUR LA TRANSFORATION DE FOURIER SUR R"
Rappelons la définition de la transformation de Fourier sur R”.

Définition 1.1. La transformation de Fourier sur R™ est définie par

LR Co((R")?)
foes oY / 1€ f ()

R™

f

ot Cy((R™)*) désigne I'espace des fonctions continues nulles a Uinfini sur (R™)*.

Quelques remarques: tout d’abord, nous voyons ici la variable de Fourier comme une forme
linéaire sur R" et ici la notation (£, x) désigne la valeur de la forme linéaire £ sur le vecteur x
de R™. En coordonnées, ceci s’écrit de la maniere habituelle

d
(& x) =) &uj.
j=1

Le fait de voir la variable £ comme une forme linéaire résulte simplement du fait que, si A est
une transformation linéaire inversible de R", on a, apres un changement de variable y = Ax,

From© = [ 6 f(an)ds
= [ T gy,

Par définition de la tranposée d’une application linéaire,
(€, A™y) = (A7 y)
et ainsi donc on a F(fo A) = folA~L.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés qui semblent constitutives de la trans-
formation de Fourier. Une simple application du théoreme de Fubini assure que

(1.1) F(f*g9) =17
La transformation de Fourier diagonalise le laplacien au sens ou, si f est par exemple une
fonction indéfiniment différentiable & support compact,! le fait que

(1.2) —Age 18T = |¢]2emHER)
assure au prix d’intégrations par parties que 1’'on a
(1.3) F(=ANE) = €76

Lou plus généralement une fonction indéfiniment différentiable & décroissance rapide (i.e. plus rapide que

n’importe quelle puissance de |z|), c’est-a-dire une fonction de classe de Schwartz
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Ceci donne corps au principe général que la régularité d’'une fonction se traduit en décroissance
de sa transformaée de Fourier.

Un autre point crucial de la transformation de Fourier est le théoreme d’inversion ainsi
que la formule de Fourier-Plancherel qui affirme que la transformation de Fourier est, a une
homothétie pres, une isométrie. Enon(;ons ce théoreme.

Théoréme 1.1. Soit f une fonction de L*(R") telle que sa transformation de Fourier soit
aussi dans L'(R™). Alors on a

~

_ ; ~ d
f(z) = (2m) d/( N eCn f(&)de et (| Fllrzrmyy = @m)2 (|l 2

Enfin en utilisant la densité des fonctions indéfiniment différentiables a support compact
dans L*(R") et la relation (1.3), on démontre un théoréme classique dit de Riemann-Lebesque
qui décrit la régularité de la transformation de Fourier d’une fonction intégrable.

Théoréme 1.2. La transformation de Fourier F envoie contintiment les fonctions intégrables
dans les fonctions continues nulles a 'infini avec une norme plus petite de 1.

2. UNE INTRODUCTION AU GROUPE D’HEISENBERG

Par souci de simplicité, nous n’étudierons dans ce texte que le groupe d’Heisenberg dit
d’ordre 1. Nous mentionnerons occasionnellement le cas général.

Définition 2.1. On appelle groupe d’Heisenberg et 1'on note H I’ensemble R?® (dont on
note w = (y,n, ) un point courant) muni de la loi suivante

déf
wow' E (y+yn+,s+5 +20y —n'y))

C’est un exercice tres élémentaire d’algebre que de vérifier que c¢’est bien un groupe et que
W= —w.

Dans tout ce texte, nous nous placons dans ce cas particulier. Le groupe d’Heisenberg général
est le suivant : c’est H? = T*R% x R dont on note w = (3,7, s) un point courant et le produit
est alors défini par

w - wl = (y + y,7 n+ ?7/, s+ 3/ + 20((2/7 77)) (Z//> 77)))

ot ¢ désigne le 2 forme symplectique canonique sur T*R%, o ((y,n), (v, 1)) = (n,v') — (o, y).
Se placer dans le cas ol d = 1 permet une écriture moins lourde et, pour ce qui nous intéresse
ici, rien n’est fondalement différent du cas ou d est quelconque.

Définissons maintenant les différents objets de base qui permettent de faire de 'analyse.
Tout d’abord, les dilatations qui doivent vérifier

Sa(w - w") = da(w) - do(w').
Ceci conduit a poser
déf

(2.1) Sa(w) = (ay,an, a?s).

Cela nous amene au concept de dimension homogene. Ici la dimension de H en tant qu’espace
vectoriel sur R est 3. Mais on peut regarder la dimension avec un autre point de vue qui
consiste & considérer I'entier Q tel que le déterminant de 6, est 9. On trouve ici Q = 4 et
cet entier est appelé dimension homogene. C’est la dimension de ’analyse ; par exemple cette
dimension dite homogene gouverne les inclusions de Sobolev, sujet que nous n’aborderons par
ici (voir exemple [6]).



4 J.-Y. CHEMIN

Un objet important de I'analyse est bien stir la mesure invariante : ici il est tres aisé de
voir que les translations (a droite comme a gauche) ont un jacobien égal a 1 et donc elles
préservent la mesure de Lebesgue. On peut donc définir la convolution par la formule

(2.2) fea) [ - gty do = [ fo)g w)an

Il convient de noter que la convolution définie ici n’est pas commutative et que le choix fait
ici comporte une part d’arbitraire 2.

Il est bien sir crucial de définir ’équivalent des champs de vecteurs a coefficients constants
sur R" qui sont les dérivations invariantes par translation, c’est-a-dire qui permutent aux
translations. Ici, comme 1'usage le veut en théorie des groupes, on va considérer les champs
de vecteurs invariants par les translations a gauche. C’est un exercice de calcul différentiel
(omis) que de vérifier que l'espace vectoriel des champs invariants a gauche est engendré par
les trois champs de vecteurs suivants

(2.3) o, + om0, m o, 20, ot 5o,

Remarquons que
Yi(fxg) = f*(Y;9) et S(fxg)=[f*(S9)

mais en général, 1’égalité devient fausse si I'on fait porter les dérivations a gauche de la
convolution.

Le champ de vecteurs S est différent des deux autres pour une raison d’homogénéité; en
effet on a

(Vif) 060 =a(Y;f) 06y mais (Sf)ody=a?(Sf)oda.
Cela est lié au fait que la dimension de la variable dite verticale s est 2. D’une certaine
maniere, S est un opérateur d’ordre 2. Remarquons en effet que
V2. 21] € WY1 - 21Ys = 45.

On définit le laplacien comme la somme des carrés de champs des vecteurs "d’ordre 17 i.e.
déf
(2.4) Ag = Vi 4+ =0t+ 0+ 4(ndy — yoy)0s + (y* 4+ )02

Remarquons que I'on peut "récupérer” la dérivation en S a partir du laplacien grace a
Iinégalité suivante dite sous-ellipticité que nous admettons pour le moment:
(2.5) [Sullze S | Al z2-

Venons-en a la transformation de Fourier. Dans le cas d'un groupe commutatif localement
compact G muni d’une mesure invariante dug, on considere le groupe dual G défini comme
le groupe des caracteres, c’est-a-dire homomorphismes de G dans le groupe S! des nombres
complexes de module 1. La transformation de Fourier d’une fonction intégrable sur G est
alors définie sur G par

(2.6) Fy) /G (@) (@) dc (z) .

Dans le cas de R", le groupe dual G s'identifie & (R™)* par
E— (z— eii(é’@)
Dans la cas du tore G = (27 T)", le groupe dual G s’identifie & Z" par
k= (k- ky) — (x> e 2= ki),

1

20n pourrait définir la convolution en remplacant v~ ! - w par w - v~ comme argument de g
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Si I'on tente de suivre cette méthode dans le cadre du groupe non commutatif H, on trouve
que le groupe des caracteres sur H est décrit par
(y,n) — e "WHM pour  (y,17) € R,

Si ’'on suit le cadre des groupes commutatifs, on définit la transformation de Fourier d’une
fonction intégrable sur H comme

(i [ e fudw = [ emsirein( [ iy, 5)ds)dydn.
H R? R

On observe immédiatement que cette transformation ne dépend que de la moyenne verticale
de la fonction f. Tout espoir d’une formule d’inversion est donc vain.

Ce que P'on déduit de cette observation est le groupe S' des complexes de module 1 est
trop ”petit” pour décrire la complexité d’un groupe non commutatif tel que H. Une des
idées fondatrices de la théorie des groupes est d’utiliser la théorie des représentations, c’est-
a~dire des homomorphismes du groupe, ici H , dans un groupe de transformations unitaires
d’un espace de Hilbert. Nous n’entrerons pas ici dans la théorie des représentations dite
irréductibles mais considérerons simplement la représentation de Schrodinger.®

3. LES REPRESENTATIONS DE SCHRODINGER ET LA TRANSFORMATION DE FOURIER

Définissons la famille des représentations de Schroédinger.

Définition 3.1. On appelle représentation de Schrédinger la famille d’applications suivantes,
indexée par le paramétre A qui varie dans R\ {0},

H — U(L*(R))
{ w o UN P e AT2NEY) g — 2y).

Un calcul élémentaire permet de vérifier que pour chaque A, I'application qui a w associe Z/I{l\)
est bien un morphisme de groupe, c’est-a-dire que

Y(w,w') € H?, UD. 0 =UN o U .

On peut maintenant définir la transformation de Fourier de maniere analogue a celle utilisée
dans les définitions 1.1 et (2.6).

Définition 3.2. La transformation de Fourier d’une fonction intégrable f sur H est la
famille (FR(f)(X))rer\joy d’opérateurs bornés sur L*(R) définie par

H e w)U) dw.
FOWNE [ s

Définie ainsi, la transformation de Fourier d’une fonction intégrable sur H apparait comme
une famille & un parametre réel d’opérateurs bornées sur L#(R) telle que

(3.1) VA€ R\{0}, [|FHfM)lecrzmy < 1L -
On retrouve I'analogue de quelques propriétés clef de la transformation de Fourier sur R™.
Par exemple, ’analogue de la relation (1.1) sur la convolution s’écrit

(3.2) FEfxg)(A) = FELF(N) o F(g)(N).

Il est possible d’établir dans ce contexte des analogues de la formule d’inversion et de Fourier-
Plancherel telles qu’énoncées dans le théoreme 1.1. On a

33) 1O = [ a@FOO)NDA and [l =72 [ JFON)5 s

3 On peut démontrer que les représentations irréductibles sont toutes ”équivalentes”
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ou tr désigne la trace et || - ||gs la norme de Hilbert-Schmidt. Nous établirons ces deux
formules dans un autre cadre.

L’une des motivations de départ est de définir la transformation de Fourier des distributions
tempérées. Si 'on veut procéder dans le cadre de la dualité mis au point par L. Schwartz,
il faut pouvoir caractériser I'image de la classe de Schwartz S par cette transformation de
Fourier FH. Ceci a été fait par D. Geller dans [11] mais cette caractérisation est difficile &
manier pour étendre la transformation de Fourier par dualité. Ceci nous conduit a essayer
de définir la transformation de Fourier comme une fonction ce qui nécessite d’identifier ”la
variable de Fourier” c’est-a-dire ’espace des fréquences.

Pour ce faire, étudions 'action du sous-laplacien Ay sur la transformation de Fourier FH.
Si f est par exemple une fonction de la classe de Schwartz S, quelques intégrations par parties
assure alors que pour toute fonction ¢ indéfiniment dérivable a support compact sur R,

Vo e R, (FH(—Auf)(N)(9))(x) Z/H(—AH)(UM)(:E)J”(W)dw-

Un calcul élémentaire assure alors que

Au(U)e)(x) = 4UNALD)) (@) avec Ad.d(x)

osc

¢"(x) = N2?¢().
En fait, Popérateur A),. est l'oscillateur harmonique rescalé. Comme 'idée est de ”diago-
naliser” le laplacien, il est naturel d’utiliser la structure spectrale de 'oscillateur harmonique
(ici Al,.) qui est parfaitement connue. Rappelons que les fonctions d’Hermite (H,,)nen for-
ment une base orthonormée de L?(R) de vecteurs propres de l'oscillateur harmonique Al

Elles sont définies par
1
V2n

L’opérateur C' est connu sous le nom d’opérateur de création. Nous utiliserons également
Iopérateur d’annihilation défini par

c*

22

2,

CH, avec (Cf)(x) def

o

_f/(x) +£Cf(.%') et Ho(aj) :éf 71'7%@

(3'4) Hpp =

déf

(3.5) (Ag) =

Remarquons que nous avons

¢+ Mo avec (Mo)(z) S 2o(z).

1
MH, = 5(\/2n Hp14v2n+2H,,) and
(3.6)

1
H), = 5(\/2n Hno1 —V2n+2Hpy).

Nous avons donc par dilation
A déf |1 1
AN Hya(x) = [N@2n+1)H, \(x) avec Hpa(z) == |A1H,(|A\|22).
Dorénavant, nous n’allons plus considérer opérateur & f()\) lui-méme mais sa matrice (in-
finie) dans la base orthonormée de L?(R) formée par la suite (H,, ))nen ce qui nous permettra
de voir la transformation de Fourier comme une fonction de 'indice de ligne m, de I'indice
de colonne n et du réel non nul A.

4Pour plus de détails sur les fonctions d’Hermite, voir par exemple les notes N. Lerner ([13])
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4. LA TRANSFORMATION DE FOURIER VUE COMME UNE FONCTION
Définition 4.1. Posons H %' N2 x(R\ {0}) ; @ = (n,m, \) désigne un point courant de H.
On désigne par Fy Papplication définie par

L'(H) — L%(H)
TH foo fu@) ™ /H e MW@, Y) f(Y, 8)dY ds

ou W(w,Y) est, a quelques renormalisations pres, la transformée de Wigner des fonctions
d’Hermite H,, et H,, ; plus précisement

(4.1) W(@,Y) dzéf/ XML\ (y+ 2) Hya(—y + 2) dz.
R

Dans la définition, ci-dessus, la transformation de Fourier apparait bien comme une fonc-
tion sur ’espace H. Remarquons que, modulo le changement de variable z =z — gy, on a

e IW(W,Y) = (UpHpp 2| Hnp) 12

La quantité e **W(w,Y) joue, dans le cadre de H, exactement le méme role que la quan-
tité e~&%) dans le cadre de R™. On peut aussi dire que de la méme maniére que 'application

E— (z— e_i<§’x>)
fournit un paramétrage des caractéres de R", I'application
(n,m,\) — (y,1,5) = e “AW(@D,Y)

fournit un paramétrage de la famille des représentations de Schrodinger. 1l est aisé de vérifier
que

(4.2) A (e W(@,Y)) = 4|\|(2|m| + 1) W(@, Y)

ce qui est I’analogue dans notre cadre de la formule classique (1.2). Au prix de quelques
intégrations par parties, on démontre que

(4.3) VfeSH), (Fu(—Auf))(n,m,N) =4X(2m + 1) fu(n,m, ).

L’ensemble H semble un bon candidat pour étre I'espace des fréquences du groupe d’Heisen-
berg. Faire de 'analyse sur cet espace (par exemple établir une formule d’inversion ou bien
caractériser I'image des fonctions de S(H) nécessite la définition d’un certain nombre d’objets
de base comme une mesure et une distance. Pour ce faire, commencons par donner un énoncé
précis qui rende compte du principe qui veut que la régularité d’une fonction se traduise par
des propriétés de décroissance de sa transformée de Fourier.

Proposition 4.1. Si f est une fonction indéfiniment différentiable a support compact sur H,
alors, pour tout entier N, il existe une constante Cy telle que

Y = (n,m,\) € }ﬁl, |]?H(n,m, A < CN(l + A (n+m+1)+|n— m\)_N.

Idées de la démonstration. La décroissance par rapport a |[A|(m + 1) résulte immédiatement
de (4.2). La décroissance en |n — m/| s’obtient en utilisant les champs de vecteurs invariant a
droite qui sont

> déf o déf of

%o, —mo,, 3o, +290, et Y0,

Pour les détails, nous renvoyons le lecteur a [3]. O
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La mesure naturelle qui assure 'intégrabilité des grandes puissances négatives de la quan-
tité 1+ |A[(n +m + 1) 4+ |n — m| est la mesure dw définie par

(4.4) / @) Adef/ Z 0(n, m, \)|A[dA.
m)eN?

Ayant muni ’espace H d’une mesure, on peut énoncer le théoreme d’inversion de Fourier et
de Fourier-Plancherel dans ce cadre.

Théoréme 4.1. Soit f une fonction indéfiniment différentiable a support compact sur H.
Alors, pour tout w dans H, on a

@) fw) = [ W@ a@)dd et g =7l

Remarque 4.1. Comme W(n, m,\,0) = 1sin = m et 0 sin # m on retrouve 'assertion (3.3)
grace a (4.5)

Idées de la démonstration du théoréme 4.1. Le point de départ de la démonstration est 1’ob-
servation suivante : si f est indéfiniment différentiable a support compact, alors la changement
de variable 2’ = x — 2y dans I'intégrale définissant F*(f)(\)(¢)(x) permet d’écrire

FAHN@)@) = /&f@hmsxr”&*MW@—w¢0n—2ywwdnds

r—a —ids _—1i z+x’
= [ (G ) e o) dy iy
H

— 1 a’ —iX(n,z+z’) / /
= 5 [ ED(GE e Mot oy
1 /
(4.6) - 5 /T N n,sf)( — T it A) iXn.a+a') (/) da' iy,

Remarquons que nous venons de calculer le noyau de 'opérateur F f(\). Cette formule nous
permet de décomposer Fy en le produit de trois opérations tres simples, a savoir

1
Fu = §P odoF,s avec

ZC/

2
(PG)(n,m, \) E (G N[ Hp © Hin )

(4.7) O(F)(z,2', \) defF( ,)\(x+x’),)\> ot

L2(R?4)

ou F, s désigne la transformation de Fourier usuelle par rapport aux variables 7 et s. Re-
marquons que pour A différent de 0, Papplication

F(,A) — F($) (5 A)
est un automorphisme de L?(R?) tel que
(4.8) IR(E) (-, M 22y = N THFC M 2 ee)-

De plus l'inverse de ® est donné explicitement par

1 _ a2 Z ).
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Enfin, Popérateur P est simplement opérateur qui & tout élément de L?(R?) associe ses
coordionées dans la base orthonormale (Hn AQH,, )\) 2. C’est bien stur un isomorphisme

isometrique de L?(R?) dans ¢2(N?) dont l'inverse est

(4.10) (PO (2,2, \) = Y 0(n,m, \) Hy\(2)Hp\ (7).

(n,m)eN2d

(n,m)eN

Le fait que
fﬁl = 2.7:,;; odloph
permet de conclure la démonstration du théoreme. O

Remarque 4.2. La formule (4.2) jointe a la relation (4.5) de Fourier-Plancherel assure la
sous-ellipticité de I'opérateur Ay décrite par I'inégalité (2.5)

Vu (4.1), il est naturel de définir la distance sur H par

(4.11) d(@, @) N +m) = N/ +m)| +|(n—m) — (' —m) + A= N].

Nous pouvons maintenant énoncer un théoreme qui, dans le cas de R™ n’est qu’une application
immédiate du théoreme de Lebesgue.

Théoréme 4.2. Soit f une fonction intégrable sur H. Alors la transformation de Fourier fH
est uniformément continue sur H muni de la distance d.

Nous donnerons ultérieurement des indications de démonstration. Mais nous allons donner
un corollaire qui scelle la définition de I'espace des fréquences pour le groupe d’Heisenberg.

Corollaire 4.1 (Riemann-Lebesgue). Pour toute fonction 1ntegrable f sur H, sa transformée
de Fourier fH s’étend en une fonction continue nulle & I'infini sur (]HI d) que ’on définit comme
le complété de (H, d).

C’est 'espace H que nous appelerons espace des fréquences de H. Ceci nécessite bien stir
une description du complété.

Proposition 4.2. L’espace complété H pour la distance d est I'ensemble H défini par

1% (N2 xR\ {0}) UHy with By ¥R xz.

On définit sur H, Ia distance (tounjours notée d) par
c/i\((n, m, ), (n',m/; X)) = ‘)\(n +m) = XN(n +m)| + ‘(m —n)—(m —n)+ A= N
d((n,m, ), (&%) = d((#, k), (n,m, N) € A0+ m) = +|m—n— K+ A et
d((i, k), (&, k) = | — @' + [k — k|-

Démonstration. Considérons une suite de Cauchy (np, my,, A\p)pen de (ﬁj]l,c/l\) Si p et p’ sont
suffisamment grand, alors |(m,—mny,)— (my —n,y)| est inférieur a 1 et ainsi m,—n,, est un entier
constant que 'on désignera par k. De plus, la suite (\,)pen est une suite de Cauchy de réels

qui converge donc vers un réel A. Si A est différent de 0 alors notre définition de d implique
que la suite (n,)pen est constante a partir d’un certain rang. Ainsi donc la suite (np, my, Ap)
converge vers (n,n + k, A).

Si A = 0 alors la suite de Cauchy (\y(n, +my)) converge vers & in R. Par définition

peN
de d, il est clair que (n,, mp, Ap)pen converge vers (&, k) dans H.
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Réciproquement, considérons un point (z, k) de R x Z et montrons qu’il est limite au sens

de d d'une suite (np, mp, Ap)pen de points de H. Comme Q est dense dans R, il existe deux
suites d’entier positifs (ap)pen and (by)pen telles que

. . . . déf a .
= lim @, avec =, = £ et lim b, = +o0.
p—00 bp P—00

Ecrivons que
, 1 , ,
Tp =2 pn, avec A, dét o0 det apb, et my, det ny + k.
D
Vu que la suite (\p)pen tend vers 0, nous avons que lim c/l\((np, ny + k,A\p), (&, k)) converge
p—00
vers 0. O

Idées de la démonstration du théoréme 4.2. Grace a un changement de variable, on se raméne
a démontrer que

W@, v) [ Ve, 02+ 2) o (2) s
R

2iAnz

est uniformément continue. On développe en série e et on démontre que la série

Agnk
k!

/R o (29 + 2)(MF Hyp) (2) d

est normalement convergente sur les bornés de H. On est donc ramené a démontrer que
chaque terme

)\gnk
k!

est continu. On développe Hj, »(2y + z) en série en y; on démontre que la série en £

/]R H, 22y + 2) (MY H,) A (2) dz

ke
A2

k l
n"(2y) 17

est convergence et I'on est de nouveau conduit a démontrer que chaque terme

PEE ) = () (156 ),

(0°Hy| M Hy,) |

est continu. Ceci résulte du lemme suivant, démontré en détail dans [3].

Lemme 4.1. On a, avec la convention H, = 0 si p est strictement négatif,

(459 - () S (2) e, =00
0'=0

L2(R)
L’orthogonalité des fonctions d’Hermite permet alors de conclure la démonstration. O

Il est naturel de se poser la question de la description explicite de la restriction a }ﬁlg de
la transformée de Fourier d’une fonction intégrable. Ceci est réalisé par le théoreme suivant,
dont la démonstration, faite en détail dans [3], repose sur le fait que la fonction K ci-dessous
est la seule & vérifier une longue liste de propriétés provenant de la fonction W définie en (4.1).
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Théoréme 4.3. La restriction a Hy de la transformée de Fourier fi d’une fonction intégrable
peut étre décrite de la maniére suivante:

déf =/
(Fuf) g, = Gu(Mef) avec (Gug)(d k)= | K(ik,Y)g(Y)dY et
T*R
(412) 01 T . 1 . .
K(j:,k,y,n) d:ef%/ 6z(2\x|2(y51nz+nsgn(z)cosz)+kz) d=

ou M, f(Y) désigne la moyenne verticale de f, c’est-a-dire / f(Y,s)ds
R

En d’autre termes, si 'on considere une suite (np, Ap)pen de N x (R \ {0}) telle que

. T
plggo Ap =0 and pll}rgo Apnp = 3
alors on a
lim fH(np, np 4k, \p) = K(z,k,Y)f(Y,s)dY ds.

p—o0 T*R

On est alors poussé a étudier la transformation G pour elle-méme. A titre d’illustration, on
peut citer le théoreme suivant, démonté dans [3].

Théoréme 4.4. L’opérateur Gy envoie continiiment I'espace L'(T*R) to the space Co(ﬁo)

des fonctions continues sur Hy tendant vers 0 a linfini. De plus, pour tout couple (f,g) de
fonctions de L*(T*R), on a

(4.13) V(@ k) € He, Gu(f % g)(@, k) = > Guf(ik— k) Gu(s, k).
k' ezd
Enfin, pour toute fonction g de S(T*R), nous avons la formule d’inversion
2

oY) = = [ K k. Y) G K) g )

et bien sir l'identité de type Fourier-Plancherel

2
d o 2
Vg € S(TRY), ooy = - 19m01%, o

5. EXTENSION AUX DISTRIBUTIONS TEMPEREES

L’objet de cette derniere section est de présenter de maniere aussi succincte que possible
I’extension de cette transformation de Fourier Fy aux distributions tempérées sur H. Pour
une construction complete et détaillée, nous renvoyons a [2]. Rappelons comment ’on procede
dans le cas classique de 'espace R".

On définit espace de Schwartz S(R?) comme étant I’espace des fonctions ¢ indéfiniment
différentiables qui satisfont

déf

lplle =

max sup ’xaﬁﬁqﬁ( )| < o0
lo+B|<k 5

Le fait que
(5.1) A, (€78 = g2 (e7HED) et que  |z|?(e7HEM) = —Ag(e7HED)
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assure que la transformation de Fourier envoie continiment S(R") dans lui-méme (pour
la topologie issue des semi-normes ci-dessus). Alors par transposition, on pose, pour une
distribution tempérée T’

(FT,0) € (T, §).

Comme d’apres le théoreme de Fubini, il est aisé de constater (en identifiant ((R™)*)* a R™ que
| @0t = [ s

let que 'on a bien généralisé la transformation de Fourier a I’espace des distributions tempérées.

Nous allons tenter de faire de méme pour la transformation de Fourier sur le groupe
d’Heisenberg Fy. Ceci implique la caractérisation de I'image de la classe de Schwartz S(H) par
la transformation de Fourier sur le groupe d’Heisenberg Fyy. Il faut pour cela définir un con-
cept de régularité sur I'espace H. On procede en établissant une analogie avec ’assertion (5.1).
Pour cela, posons les définitions suivantes.

Définition 5.1. Soit 6 une fonction sur }ﬁL on pose

~ 1
(A0)(n,m, \) def2|)\|<\/ n+1(m+1)0n+1,m+1,\)++vnmln—1,m—1,1)

— (n+m+1)0(n,m, A)).

Si de plus 6 est dérivable en X\, on pose

déf de (
d\

+ %(\/mﬂn—l— Lm+ 1, ++vnml(n—1,m—1,)) — H(n,m,)\)).
On peut alors établir que
YPW(@,Y) = (=AW(@,Y)) et D(EMW(n,m,\,Y) = isW(n,m,\,Y)
ce qui est I'analogue de la deuxieme égalité de (5.1). Ceci permet de démonter que
Fro M, = —AofH et que JFpyo M, :ﬁo]—"H avec
M f)(yns) € P+ ) f(yns) et Mo f(y.m.s) S —isf(y.m, ).

L’espace R\ {0} n’étant pas connexe, il est nécessaire de faire un lien entre les fréquences
verticales positives et les fréquences verticales négatives. Ceci se fait grace a I’élémentaire
proposition suivante.

(DO)(n,m, \) = m, )

Proposition 5.1. Définissons l'opérateur P par
déf 1

PO 5 [ () = g =s))as.

Cet opérateur P envoie continument S(H) dans S(H) et

déf 0(n,m, \) — (=1)" ™0 (m, n, —))
)

FaoP = %io oFy avec (200)(n m,\) =

~d ~d
Définition 5.2. Définissons I'espace S(H ) comme I’espace des fonctions 0 sur H  telles que

e pour tout couple d’entiers positifs (n, m), Papplication A\ — 6(n,m,\) est indéfini-
ment dérivable sur R\ {0},
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e pour tout entier positif N, les fonctions KNO, DNY et ioﬁNO décroissent plus vite
que toute puissance de dy.

Cet espace est muni des semi-normes

déf >~ N SN A~ N n s~ S AN Ay~
161 sz, < sup (1+do(@)" > (JAV0(@)|+ DY'0(@)] + [£eDY 6(@) )
weH N'<N

Remarque 5.1. On peut remarquer que | loperateur EO commute avec A. Par contre, cet
opérateur ne commute pas avec D car [Zo, ] =\" 120 Ainsi donc, la place de 'opérateur EO
dans la définition est importante.

Nous conviendrons de désigner par S (]ﬁl) Pensemble des fonctions continues sur H dont la
restriction & H appartient 3 S(H).

Donnons un exemple de fonctions de S(ﬁ) Considérons une fonction de RT x R de
classe C™ sur R* x R telle que

V(k,0) € N>, VN €N, |9} 05 f(r,N)| < Cren(1 47+ [A)~N

La fonction

O(n,,m, ) N @R+ 1), \)dnem

est une fonction de S(H). Notons que le démonstration de ce point est non triviale (voir [2]).
En effet ’étude de ’action itérée des opérateurs A et D nécessite des développements limités
a un ordre arbitraire. En appliquant ce résultat a la fonction f(r,\) = e™", on retrouve un
résultat classique (voir [10] et [12] ) qui affirme que la solution de I’équation de la chaleur sur
le groupe d’Heisenberg, c’est-a-dire

Of —Amf =0 avec f—= fo
s’écrit

f(t,:) = foxhs avec hi(y,m,s)= t12h<5£, %, i)

ot h est une fonction de S(H).?

Le théoréme suivant assure que I'image de I'image de la classe de Schwartz S(H) par la
transformation de Fourier sur le groupe d’Heisenberg Fy est bien I'espace S(H).

Théoréme 5.1. La transformation de Fourier Fy est un isomorphisme bi-continu entre les
espaces S(H) and S(H), dont I'inverse est donné par la formule

(5.2) Fglo(Y,s) == / W, Y)0(D) dib.
H
On définit maintenant ’espace S’ (]ﬁl) des distributions tempérées sur l’espace H comme
I’espace des formes linéaires continues sur H. Donnons quelques exemples: les distributions
associées aux fonctions localement intégrables qui ne croissent pas trop vite a I'infini. A titre
d’illustration:

def
(T, 0) —0 A)|A|dA.

ne N

5 On peut calculer explicitement cette fonction. Il est a remarquer que le fait que la fonction h appartienne
a S(H) ne saute pas aux yeux sur la formule.
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Pour sortir du cadre des fonctions, on peut regarder le potentiel de simple couche sur ﬁo
c’est-a-dire la mesure

(5.3) (g, 0 defZ/ 0(z,k)d
keZ
S’il 'on définit, pour un rayon r dans |0, 1], la sphere par
Sﬁ(r) = {(n,n, A) € ]ﬁl/ (IAN(2n+1) = 7“2} U{(£r,0)},

on définit la mesure de surface sur la sphére par
2

0.0 2 Y s (0 ) o 5) )

Remarquons que cette deﬁmtlon parait raisonnable car pour toute fonction continue sup-

portée (au sens classique) dans la boule ouverte de centre 0 def (0,0) € Hy et de rayon 1, on
a la formule de changement de variable en ”coordonnées polaires”

/A 0(@)dd = /0 1<d05ﬁ(r),0)dr.

H
Si l'on veut sortir des mesures, on peut démontrer que, pour réel v de l'intervalle ]2,7/2], et
pour toute fonction 6 dans S(H), la fonction

O(n,n, ) + 0(n,n, —\) — 20(0)
AP (2n + 1) )

9

(n,m,\) — dpm <

est intégrable sur H et que ’expression

P (paei ) dEfZ/ ( = A\jfgnink)_%(o)) Al

définie une distribution sur H. On peut observer que la "restriction” de cette distribution a H
est la fonction w +— |A|7(2n 4+ 1)™7 au sens ou pour toute fonction # de S(H) identiquement
nulle pour X assez proche de 0, nous avons

<Pf(M),9> _ %/R m&m,n, MIAdA.

Pour étendre la transformation de Fourier a ’espace S’'(H), on procede comme dans le cas
classique par dualité. Ceci repose sur la définition de la forme bilinéaire

LY'(R™) x LY(R")*) — C
(f,9) — F(@)e " e0(¢) du d,

T*R™

(5.4) Br

avec T*R" ¥ R7 « (R™)*. Le théoreme de Fourier-Plancherel assure que 'on peut étendre

contintiment cette forme bilinéaire & L?(R™) x L?((R™)*). Le théoréme de Fubini assure que
(5.5) Bafo) = [ fonoe= [ @i

Le fait que la transformation de Fourier (qui apparait comme symétrique grace a la formule
ci-dessus) envoie la classe de Schwartz S(R") dans elle-méme (en identifiant R™ et (R™)*), on
définit la transformation de Fourier sur 8'(R™) par

n déf
(5.6) Vo € S(R™), (FrT,¢)s/ ®)xs(®R")") =

(T, FrR®) s/ (R x S((R™)*)-
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Lorsque la distribution T" est associé a une fonction intégrable, la formule (5.5) assure que la
définition ci-dessus coincident avec la définition élémentaire 1.1.

Adaptons ce procédé a la transformation de Fourier sur le groupe d’Heisenberg. Pour cela
on définit la forme bilinéaire

LY(H) x LY(H) — C

(f,0) — _fw)e T IW(@,Y)0(D) dw dib.
Hx H

(5.7) B

Comme dans la cas de la transformation de Fourier usuelle sur R", le théoréme de Fourier-
Plancherel 4.1 permet d’étendre & I'espace L?(H) x L?(H) la forme bilinéaire By. Posons
maintenant

déf _
(58) t]:He(ya m, 5) :e 7r2(]:]1-]119)(y7 =, _S)a

Le théoréeme 5.1 assure que ‘Fy envoie contintiment S(H) dans S(H). De plus, le théoréme
de Fubini assure que

(5.9) Ba(1.0) = [, Fuf(w)o(@) o = [ (w) Fub(w)du

On peut comme précédemment étendre la transformation de Fourier Fy aux distributions
tempérées par la formule

déf
(510) <.FHT, 9>S/(]ﬁld)><8(]ﬁld) :e <T, tfHQ)S’(Hd)XS(de

la formule (5.9) assurant que lorsque la distribution tempérée T' est associé a une fonciton
intégrable, on retrouve bien la définition 4.1. Comme premiere illustration, nous énoncer la
proposition suivante.

Proposition 5.2. Nous avons
.FH((s[)) = 1{(n7m7)\)/ n=m} and .7:]1-]1(1) = 7T256’
ce qui signifie que pour toute fonction 6 de S(Iﬁ[),

(Fua(50), 0) 5151y sy = D /R O(n,n, A)[AdA  and  (F(1),0) g @) s = 7 00) -
neN?

Démonstration. Pour démontrer la premiere relation, observons que
(Fu(do), 9)3/(ﬁ)><3(@1) = <50’tFH(9)>3/(ﬁ)XS(ﬁ) = tfH(e)(0)~

Comme W(n,m, \,0) = (Hp x|Hy2) 12 et que la famille (H,, x)nen est une base orthonormeée,
on trouve le résultat d’apres la définition (5.8) de ! Fp.

Pour démontrer la second relation, on trouve d’apres (5.8) que
(5.11) (Fa(1), 05 @@ =7 /Hd (Fiz ') (y, —n, —s) dy dn ds.

Comme Fpy Lgappartient & S (Hd), le terme de droite est bien définie. De plus, le théoreme 4.3

assure que JFy f (6) = / f(w) dw pour toute fonction f intégrable sur H. Ainsi on trouve que
Hd

(Fia (1), 0) sy sy = ™ 7 (Fi 10) (0) = 70(0)

ce qui conclut la démonstration de la proposition. O
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Pour conclure ce texte, énoncons le résultat qui décrit la transformée de Fourier des fonc-

tions qui ne dépend pas de la variable verticale s. Ce résultat est démontré en détail dans [2]

et

[3].

Théoréme 5.2. Soit g une fonction de L'(R?). Alors on a

ou

Fulg®1) = 21 (Gug)uga

Oy est la transformation définie dans I'énoncé du théoreme 4.4 et i, le potentiel de

simple couche sur Hy défini par (5.3).
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