Mathématiques Fondamentales et Appliquées

Master 2
UNIVERSITE DE NANTES 2020-2021

MASTER MATHEMATIQUES

Fonctions propres du Laplacien
et conditions au bord

UFR Sciences et techniques

Keraval Yann

Encadrant : Riviere Gabriel

Université de Nantes
UFR Sciences et techniques
2 chemin de la Houssiniéere

44300 NANTES
2020-2021



Table des matieres

[1 Introduction|

2 Notations|

BT = d on 1
[3.1 Construction du Laplacien de Robin| . . . . . ... ... .. ... .. ....
3.2 Propriétés spectrales| . . . . . .. ... o000
[3.3  Description du spectre] . . . . . . ... L

4 Laplacien de Robin|
4.1 Quelques résultats fonctionnels| . . . . . ... .. ... 000
4.2 Construction du Laplacien|. . . . . . . . ... ... ... ... .. ...,
4.3 Propriétés spectrales| . . . . . . .. ..o o

[ Régularité des valeurs propres|
.1 Te cas de Ja dimension finiel . . . . . . .. ..o

5.2 Extension a notre probleme| . . . . . . ... Lo

6 Quelques résultats sur le spectre de Robin|

[ Conclusion|

12
13
16
30

30
31
38

43

47



1 Introduction

Cette étude est basée sur les premieres parties de larticle [IJ.

Soit 2 ¢ R? un domaine bornée du plan avec un bord lisse T' := 9.
d
On note n la normale extérieure a I et % =V fen (avec z+¢& 1= 2. = Y 2;¢; pour
j=1
tout z,£ € C?, d € N*) la dérivée dans la direction de n d’une fonction f € H?(Q) sur T
au sens de la trace (cf. théoreme [4.1]).

Pour o > 0, on considere le probleéme de Robin au bord (sur L?(2)) :

—Af =X
{gf—iaffo sur I 7 (1.1)
n

oit (A, f) € C x H%(Q).

Le cas 0 = 0 correspond a la condition de Neumann au bord et on utilise ¢ = co comme
raccourci pour la condition de Dirichlet au bord : f|p =0 (i.e. f € H}(Q)).

Nous ne travaillerons pas sur la condition de Dirichlet, mais nous pouvons maintenant voir
les conditions de Robin au bord comme une famille liant la condition de Neumann et la
condition de Dirichlet.

Soient 0 < AJ < A < ... les valeurs propres associées (non nulles si ¢ > 0).

Dans ce mémoire, nous allons étudier le Laplacien de Robin, une fois bien défini et ses
premieres propriétés démontrées, nous nous pencherons sur ses valeurs propres, leur régu-
larité, et sur ’écart de Robin-Neumann :

dp(c) == A0 — A\ . (1.2)

Afin de nous éclaircir un peu les idées, nous commencerons par étudier le cas de la dimen-
sion 1 (section , le probléme se reformulant alors :

1" =Af
—1(0) +f(0) =0 .
) +0f(1)=0

ou (A, f) € C x H2([0;1]).

Dans ce cas particulier, le probleme au bord ne représente pas un grand enjeu, la régu-
larité elliptique s’obtient directement car le Laplacien coincide avec la dérivée seconde, le
domaine de l'opérateur est donc bien plus aisé a décrire qu’en dimension 2.

De plus, les solutions sont bien plus explicites qu’en dimension 2, elles sont de la forme :

cos (kn(o)-) + g sin (k,(0))
kn (o)
ot 0 < ko(0)? < ki1(0)? < ... sont les valeurs propres du Laplacien de Robin (pour

o > 0), les k(o) étant les solutions strictement positives de 1’équation :
(y2 - 02) siny = 2yocosy .

Cela nous permet de mieux appréhender les objets étudiés et les propriétés qui peuvent
en découler.



Nous poursuivrons ensuite sur une partie (section [4)) visant & définir proprement le La-
placien de Robin tout en introduisant les premieres propriétés importantes qui lui sont
associées.

L’enjeu de cette partie est sur la régularité elliptique du Laplacien de Robin, il nous fau-
dra montrer la régularité des dérivées secondes (toujours définies dans D’ (€2)) & partir des
dérivées d’ordre inférieure, du Laplacien et de la condition au bord, ceci se traduisant par
I'inégalité :

of

3C>0: Ve HHQ), 2L+ af =0 = |flaxa) <O (Iflexn) + 187 lexe) -

la définition des normes étant rappelée dans la section suivante.

L’avant derniére partie (section servira & appréhender un résultat de régularité sur
les valeurs propres qui nous sera utile pour étudier ’écart de Robin-Neumann.

De la méme fagon que nous aurons introduit le Laplacien de Robin a ’aide du modele
jouet de la dimension 1, nous allons introduire la régularité des valeurs propres a ’aide du
cas de la dimension finie.

Nous étudierons donc le cas des matrices, ce qui revient a vouloir résoudre I’équation
suivante :

det (M(z) = \) =0,

pour A € Cet M : D — M4 (C) analytique (pour d € N* et D un domaine réel ou
complexe).

Des exemples pourrons nous servir de modele jouet, le résultat de régularité ne sera cepen-
dant pas trivial. Ce résultat nécessite l'introduction de nombreux objets et de plusieurs
résultats autours de ces objets, cette partie sera donc un peu dense et moins explicitée que
les autres car elle s’éloigne un peu trop de I’étude du Laplacien de Robin.

Nous tenterons tout de méme de donner suffisamment de détails pour que les probléma-
tiques soient comprises, et une fois le cas des matrices passé, nous pourrons revenir a notre
cas et travailler un peu sur le Laplacien de Robin. Cette section se conclura sur un résultat
de régularité sur les valeurs propres du Laplacien obtenu a ’aide de la résolvante compacte
de ce dernier.

La derniere partie (section@ de cette étude sera consacrée a quelques résultats sur ’écart
de Robin-Neumann, nous montrerons en particulier que :

i (o) = /0 /F|um|2 ds dr |

ot, pour tout 7 € [0;0), Uy, est une fonction propre L?(2)-normalisée de £, associée a
A7. Ainsi que le résultat géométrique suivant (en admettant la loi de Weyl) :

N
1 ~ 2Vol ()
N2 = a7

Notre étude étant maintenant introduite, il ne reste plus qu’a la commencer avec, en
préliminaire, quelques notions et notations.

2 Notations

Précisons quelques notions et notations que nous allons utiliser tout au long de ce
mémoire.



Soient d € N*, k € N et U C R? un ouvert borné.

d
On rappelle la notation z+¢ := 2.6 = Y z;&; pour tout z,& € CZ
j=1

Etant donné un ouvert V C R% on note V.ccC U si V est compact et inclus dans U.

On note D (U) l'ensemble des éléments de C*°(U) a support compact, D’ (U) son dual,
dont les éléments sont appelés distributions sur U, et C°°( U ) I’ensemble des éléments de
C>(U) dont toutes les dérivées se prolongent par continuité sur U.

Remarque 2.1. On a linclusion D (U) C C*(U ) .

On suppose les espaces de Lebesgue L2(U) et L*°(U) connus, ainsi que les espaces
de Sobolev H*(U), Hf (U) et HE(U) (avec k # 0 pour ce dernier espace), les notations

loc
utilisées étant celles du livre d’analyse fonctionnelle de Brézis [2].

Remarque 2.2. Ces espaces sont des COO(U)—modules et on pourra abusivement rem-
placer U par U dans leurs notations.

On note ||[|g,(;s) la norme usuelle sur L*(U), donnée par :
VfeL®U) = inf{C>0|Vol({z €U ||f(z)]>C}) =0}

ot Vol B := | pldr = fU 1p dxr désigne la mesure de Lebesgue sur U d’un borélien
BcU.

Remarque 2.3. Le couple (LOO(U) , H-||LOO(U)) est un C-espace de Banach et C> (U ) est

un sous-espace fermé de ce dernier, ainsi le couple (COO(U) ; H'||Loo(U)) est un C-espace
de Banach.

On note (-, ->L2(U) le produit scalaire usuel sur L?(U), donné par :

VﬁgeL%U%<ﬁwmw):‘Lf§®m

On consideére les produits scalaires (-, -)gn(ry (pour n € N) définis par récurrence avec
(omqwy = (»)wyw) (en rappelant que H°(U) = L2(U)) et, pour tous n € N* et
f,ge H'(U) :

<f, g>Hn(U) = <f7 g)anl(U) + Z <8k1 ce 8knf, 6k1 . 6kng>L2(U) .

1<k1<-<kn<d

Et on note |||y : f + /(f5 f)mnw) les normes induites.

Remarque 2.4. Les couples (L*(U), (-, -)rxu)) et (Hk(U) , (o ‘>Hk(U)) sont des C-espaces
de Hilbert.

Etant donnée une courbe 4 C RY paramétrée par une immersion (i.e. différentielle
injective) injective P = (P,..., Py) € C*(]0;1[,R?), I'intégrale d’une fonction f € L'(¥)

est donnée par :
wa-1[fwmw




ou dS désigne la mesure surfacique sur %.
On note (-, )z le produit scalaire usuel sur L*(%), donné par :

Vﬁgeﬁ%%<ﬁmm%w=éjww.

Et on note ||-||g2q) 1 f = 1/{f5 f)L2%) la norme induite.
Remarque 2.5. Le couple (L*(%), (., ‘JL2%)) est un C-espace de Hilbert.

Etant donnée une fonction F = (Fy,...,F,) eC! (U, Rd), onnote D, F := (0, Fj(x))
la matrice Jacobienne de F' en x € U.

Jle1;d]

Etant donnés deux opérateurs non bornées (Tp, Dom Tp) et (71, DomTi) sur un méme
espace vectoriel, on note :

(T07 DOHIT(]) - (Th DomTI) ’
pour signifier que Dom Ty C Dom T} et T |pomt, = 10 , i-e. (11, DomT7) est un prolon-

gement (pas nécessairement continu) de (7p, Dom Tp) sur Dom 7}

Etant donné un anneau A, on note My (A) le A-module des matrices carrés de taille
d a coefficients dans A.

Remarque 2.6. Si A est un C-module, il en est de méme pour M  (4).

Tout ceci étant introduit, nous pouvons commencer notre étude.

3 Le cas de la dimension 1

Dans cette partie, nous nous intéressons au cas € = ]0; 1] (avec I = {0; 1}), beaucoup
plus simple a aborder que le cas de la dimension 2, cas que nous étudierons dans les sections
suivantes.

Ce cas particulier nous servira de modele jouet pour aborder plus intuitivement le probleme
de Robin, se réécrivant ici de la maniere suivante :

—f" = M

—f(0)+ 0 f(0) = (3.1)
f)+of()= 0
ot (A, f) € C x H2([0;1]).
3.1 Construction du Laplacien de Robin
On sait, d’apres [2, Chapitre 8], que H'([0; 1]) € C°([0;1]) et que
ICoo >0 : Ve H'([0;1]), [[fllnqoay < Coo Il (3:2)
on fixe une telle constante Cxo.
Soit o > 0, on introduit la forme hermitienne suivante sur H!([0; 1])
/fgm+afmmn+ﬂmwm. (33)
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Pour tous f,g € H'([0;1]), en utilisant (3.2) et Holder, on a

1Q5(f,9)l Jo If'g'l dz + o (If(D)g(1)] + |f(0)g(0)])
1 HL2 01]) g’ HL2 (o)) T 2003, HfHHl ||9||H1(01})
(1 + 20C2) I f oy 19l oy

VANRVARRVAN

ainsi la forme hermitienne Q, est continue. De plus, on a

Q(f. 1) + Moy = Wldogony + o (FOP + 1FOF) = 1o, -

i.e. la forme hermitienne Q, + (-, ‘>L2([0;1}) est coercive, on peut ainsi appliquer le théoreme
de Lax-Milgram a @, : pour

Dom L, := {f c H'([0;1]) ‘ Q,(f,) est continu pour H'HLQ([O;I])} , (3.4)

'opérateur non borné (£,, Dom £,) sur L2([0; 1]) défini par

¥(f.9) € Dom Lo x HY([0:1]), Qo(f,9) = (Lof,9)r00) (3.5)

est fermé, & domaine dense (dans L2([0;1]) et H'([0;1]) pour les normes respectives) et
auto-adjoint.

L’opérateur ainsi défini est le Laplacien de Robin.
On utilisera la notation suivante :

Ly =Ly . (3.6)
On introduit la norme du graphe du Laplacien de Robin |-|| .  définie par
Vfe€DomLy, |fl,, = Hf||L2([O;1]) + Hf"HLQ([O;”) . (3.7)

Proposition 3.1. Le Laplacien de Robin est décrit par

{,cg = 92
Dom £, = { fe HA(0:1)) | /(1) + of(1) = 0 et —f(0) + of(0) =0} ~

Démonstration. Soit f € Dom L, en appliquant une intégration par parties, on obtient

VQED(]()?lD? QO’(fvg) = <fa _g”>'D’(]O;1[) = <_f”7§>D’(]O;1[) :

L'opérateur g € D (]0; 1[) = (—f", g)pr(jo1) est continu pour ||-[|g,z(.1}). done s’étend par
densité en un opérateur continu (pour |[-[|y,z(.1j)) sur L2([0; 1]).

En appliquant le théoreme de représentation de Riesz a ce dernier opérateur, on obtient
f" € L2([0;1]), puis en prenant sa restriction & H!([0;1]), on obtient L, f = —f", i.e.

(Lo, Dom L,) C (02, H*([0;1])) . (3.8)

On aimerait maintenant expliciter Dom L, .
En reprenant la définition (3.5) de L, et en utilisant ce dernier résultat (3.8), on obtient,
pour tout (f,g) € Dom L, x H(]0;1])

0 = Q(fig9) — (Lsf, >L2 [0;1])
= fo( g + f'g )dw+0( (D)g(1) + £(0)g(0))
[F'glo + o (fF(1)g(1) + (0)5(0))
(f'(1) + o f(1)g(1) + (=f(0) + 0 f(0)) g(0) .

7

o
|



En particulier, en prenant g : z +— x puis g : x — 1 — x, on obtient
Vfe€DomL,, f'(1)+ of(1)=0 et —f(0)+af(0)=0". (3.9)

Réciproquement, on observe que pour tout f € H?([0;1]) vérifiant ces deux derniéres éga-
lités, on obtient f € Dom L.

En utilisant les résultats obtenus (3.8)) et (3.9), on obtient I’expression du Laplacien de
Robin souhaitée. O

L’opérateur étant maintenant bien défini, on s’intéresse a son spectre.

3.2 Propriétés spectrales
Commencons par un résultat nous permettant de décrire la forme du spectre :

Proposition 3.2. On a l'inégalité suivante :
Vf€DomLy, |fllazp < 21flz,

Ce qui équivaut a dire que linjection (Dom Ly, |||, ) < (HQ([O; 1]), H-||H2([0;1])) est
continue.

De plus, la résolvante de L, est compacte, son spectre est discret et peut s’écrire comme
une suite croissante de valeurs propres (kn(o)?) tendant vers +o0o0 avec k(o) > 0 pour
tout n € N (on notera ky, := ky(0)).

On construit cette suite de sorte a ce que le nombre d’occurrences d’une valeur propre soit
égal a sa multiplicité (sinon on aurait directement la croissance stricte de la suite).

neN

Démonstration. Pour tout f € Dom L, on a

I g0y = Jo ffda i i
= S)F) = FO)F(0) ~ 3 ffda
—o (LFOP + [FO)F) = Jy f'fdz .

Il en suit que, pour tout f € Dom L,

1oy < W Raoay + @ (KR + 1£O)F)
< fol ’f”f’ dx
< Hf"gp([o;u) 1 o)
< IIfI2,

Finalement, on obtient
Vf € Dom £,, ||f||H2([0;1}) < ||f”£g + Hf/HLZ([O;l]) < 2 ”fHLU
Nous venons ainsi de montrer la continuité de I'injection (Dom L, HHEJ) — (HQ([O; 1)), H-HHQ([MD).

D’apres le théoreme de Rellich, I'injection (HQ([(); 1)), H-||H2([O;1D> — (LQ([O; 1)), ”'HLQ([O;H))

est compacte, il en suit que 'injection (Dom Ly, |-, ) < (LQ([O; 1)), ||'”L2([0;1])) est com-
pacte.



Cela implique (cf. [3, Proposition 4.24]) que la résolvante de L, est compacte.

De plus, L, est auto-adjoint, cela implique (cf. [3, Proposition 6.3]) que son spectre est
réel, discret, et peut s’écrire comme une suite tendant vers +o0o en valeur absolue.
On souhaite préciser un peu cette suite, on a

Vf € Dom L, \ {0}7 <£of’ f)LQ([O;l]) = Hf,HiQ([O,l]) +o (|f(1)|2 + |f(0)’2> > 0.

Il en suit que le spectre de L, est inclus dans R, ce qui nous permet de I’écrire comme
énoncé dans la proposition. O

Remarque 3.3. L’inclusion H2([0; 1]) € C([0; 1]) implique que les fonctions propres sont
dans C*([0; 1]).

On s’intéresse maintenant a la forme des fonctions propres de L£,. Commencons par
montrer le lemme suivant :

Lemme 3.4. Pour tout n € N*, on a kn(0) # 0, et ko(o) = 0 si et seulement si 0 = 0,
avec
ker Ly = Vect(1) ,

’ensemble des fonctions constantes de L2(]0;1]).

Démonstration. Soit f € Dom L, (éventuellement nulle) telle que f” =0, i.e. f € ker L,.
La fonction f est constante égale a sa norme || f ||z (o.1))-
En appliquant une intégration par parties, on obtient

1oy = Jo £ de
[FF]y — Jo f'F da

P = FO)F0)
= o (IFOP + 1FO)P) < 0.

Il en suit que
17 2oy = —o (FOP + 1FOF) =0,

ce qui implique que f est constante.
De plus, f peut étre non nulle, et donc ker £, non réduit a 0, si et seulement si o = 0.
Il en suit que :
* Sio >0, alors ker £, = {0}, et donc ky (o) > 0 pour tout n € N.
* ker Ly (cf. (3.6)) est constitué des fonctions constantes de L2([0;1]), la multiplicité
de 0 par rapport & Ly est donc de 1, ce qui implique que k, > 0 (cf. proposition
pour tout n € N*,
O

Passons maintenant & un résultat plus général sur les espaces propres de L.

Proposition 3.5. Soit n € N (N* si 0 =0), on dispose de expression de l’espace propre
de L, associé a k,(0)? suivante :

ker (Lo — kn(0)?) = Vect <cos (kn(o)-) +

Ainsi, les valeurs propres de L, sont toutes de multiplicité 1.



Démonstration. D’apres le lemme on a ky(c) > 0.
On considere une fonction propre u, , de L, associée a kn(0)?.

D’apres la proposition on a

" 2
Up o = —Lolng = —kn(0) Uno -

De plus, d’apres la remarque on a up, € C*([0;1]), d’ou
Up,o € Vect (cos (ky(o)-) , sin(ky(o)-))

Il existe donc un unique couple («, ) € C? tel que

. Upoe = acos(kp(o)r) + Bsin(ky(o)x)
vz € [0; 1]’{ iy, = kn(0)Bcos (kn(0)z) — kn(o)asin (kn(0)z)

En utilisant les conditions au bord (cf. proposition , on obtient
’VL 0'(0) :

)) + 22O i (ko (o) )

)-) + Telsin k(o) )

= g (0) (€08 (kn(0) ) + 555500 (kn(0) )

Uno = Upo(0)cos(kn(o

= Up(0)cos (kp(o

On peut choisir uy, »(0) arbitrairement dans C en faisant varier w, , dans I’espace propre
de L, associé a ky,(0)?, on en déduit I'expression de ker (£, — ky(0)?) souhaitée. O

Les fonctions propres étant maintenant explicitées en fonction des valeurs propres,
travaillons sur ces dernieres. Nous n’aurons une expression explicites des valeurs propres
que pour le Laplacien de Neumann Ly (cf. (3.6)).

3.3 Description du spectre
Commencons par expliciter le cas ¢ = 0, on considere ainsi le Laplacien de Neumann

Ly.

D’apres le lemme on a kg =0 et k, > 0 pour tout n € N*,

Soit n € N*, d’apres la proposition la fonction u,, := cos(ky, - ) engendre ’espace propre
ker (Ly — k2).

En utilisant les conditions au bord (cf. proposition sur u,, on obtient

On obtient ainsi que le spectre de £y coincide avec sin™!(0) "Ry = 7N, i.e.

(kn)neN = (nﬂ)neN : (3.10)

Ce cas particulier est le seul pour lequel les valeurs propres sont explicites, pour le cas
général, elles seront laissées sous forme de solutions d’une équation.

Passons maintenant au cas o > 0.

10



En accord avec le lemme on a k(o) > 0 pour tout n € N.
De plus, d’apres la proposition la suite (k,(0)),cy st strictement croissante et, pour
n € N*, la fonction uy, » := k(o) cos (k, (o)) + osin (k,(0) - ) engendre Iespace propre
ker (Lo — kn(0)?).
En utilisant les conditions au bord (cf. proposition sur u,, on obtient

0 = ) ,(1) + oune(l) = 2ky(0)ocos (kn(0)) — (kn(0)? — 0?) sin (ky (o))

n,o
Cette derniere égalité nous amene a étudier les solutions y € R% de 'équation

(y?> — 0?)siny = 2yocosy .
On cherche les solutions dans R’ car les fonctions de part et d’autre de ’égalité sont

impaires en y et 0 n’appartient pas au spectre du Laplacien de Robin.

On ay € cos '(0) NR% = Z + 7N si et seulement si y = o. Ainsi 0 € 5 + 7N im-
plique que o2 est une valeur propre de L, sinon, 5 + 7N ne contient aucune solution de
notre équation.

En considérant y € R% \ {{U} U (g + 7rN) }, on peut réécrire notre équation

2yo

tany = o2 (3.11)

Pour illustrer un peu les solutions, voici deux graphiques :

L

FIGURE 1l - lecaso=1. FIGURE 2 — le cas ¢ = 10.

L’application y € R* \ {o} — ygf,z
|o; +oof sur R

On en déduit que, pour n € N :

est strictement décroissante, envoie |0; o[ sur R* et

* J(n+ &)m; (n+ 1)7[ contient une unique solution si et seulement si (n + 3)7 < o,
* Jnm; (n + 3)m[ contient une unique solution si et seulement si o < (n + 3)7.

Les solutions cherchées forment la suite (k,(0)),,cy (strictement croissante) vérifiant :
* kn(0) € (n+ 3)m; (n+ 1)n [ tant que (n+ 5)m < o (cela n’arrive pas si o € ]0; 3]),
* kp(o) =0 si

o= (n+ %)77 (cela n’arrive pas si o & T + 7Z),
* kn(o) € Inm; (n+ 3)m[ des que 0 < (n+ 3)7.

11



Plus généralement, on a
VneN, ky(o) € nm;(n+ )| .

On introduit 1’écart de Robin-Neumann :

Vn €N, dn(0) = kn(0)? — k2 = ku(0)? — n?*n .

On a le résultat suivant sur I’écart de Robin-Neumann :

Proposition 3.6. La suite (d,(0)),cy est convergente avec

94T
dn (o) — 4o = Vol (@) o

En rappelant que Q =10;1[ et I' = {0;1}.
Démonstration. En reprenant (3.12)) et (3.13]), on obtient

1 dn (o)

o @ L i)
7w 27 ky(o)+nm

De plus, en utilisant I’équation (3.11f), on obtient

an [ —"2 :tanngzl
t <knd(0) ) (o) ol (o)

(o) +nm kn(0)? — 02 n—oo

On en déduit que

dn (o)
= kn —_ .
Fn(o) £ (0) — nm — 0

En utilisant tan z o~ et I’équation (3.11]), on obtient

dn(U) QUk‘n(O')
kn(o) +nm nsoeo kp(o)? — o2

9y
Or, d’apres (3.12), on a k,(0) ~ nm, on obtient ainsi

(@) QUk"(ZZ((i’Sgg_) o

4o .

= k(o) — nm E}O;g{ .

0,

(3.12)

(3.13)

O]

Dans la derniére section, nous allons énoncer un résultat (théoreme [6.3)) qui généralise
cette convergence, a ceci pres que la suite concerné ne sera pas celle des écarts de Robin-

N
Neumann (dy,(0)),,cy mais celle de leurs moyennes (;, > dn (a))
n=0 NeN

4 Laplacien de Robin

Dans cette section, nous allons reprendre le probleme de Robin (1.1)).

Nous commencerons par construire le laplacien de Robin :

of

(Ls, Dom Ly) = (—A, {f e H3(Q) ’8n+af=0 }) )

12



ot © C R? un domaine bornée du plan avec un bord lisse I' = 9.

Dans cette section, nous allons commencer par énoncer quelques résultats d’analyse fonc-
tionnelle qui nous seront utiles pour, dans un second temps, montrer la régularité elliptique
et expliciter le domaine du Laplacien de Robin.

Nous conclurons cette section sur les premieres propriétés du spectre, la régularité des
valeurs propres et I’étude des écarts de Robin-Neumann seront faites dans les prochaines
sections.

4.1 Quelques résultats fonctionnels

La régularité du bord I' (compact) est suffisante pour que la mesure surfacique dS et
la normale extérieure n = (n1,n3) associées soient bien définies (excepté en un nombre
fini de points), le théoreme de trace est donc vérifié :

Théoréme 4.1 (Trace). L’opérateur donné par
o (€N, ) = (BP0, 1)
/ — flr

est continu et s’étend ainsi par densité en un opérateur continu sur HY(Q) (toujours noté

tr(f) = fir), i-e.
3Cyr >0 = Vf e HY(Q), fIrlliery < Cor |l

On notera abusivement f|r = f.

Corollaire 4.2. Pour j € {1;2}, lopérateur H?(2) — L2(I') est continu avec
f —  0;f

Vf € HQ(Q) ) Haij[ﬂ(r) < Cy HfHHQ(Q)

Il en suit que Uopérateur H?(Q) — L2(I') est continu avec

2]
fo— g

vf e HX(Q), < V204 [If o)

LT

on

2

Démonstration. Soit f € H2(Q) et j € {1;2}, on a
”8jf||L2(r) < Cy H8jf||Hl(Q) < Cy ||f||H2(Q)

En notant n = (ny, ny), on a [n|> = n12 4+ ny? = 1, il en suit que

|2
A

V2\ 100 f o3y + 11022l By

V2101l + 102 f
2Cr 1 f Iz

IAIA
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La mesure surfacique dS étant bien définie, nous disposons également des formules de
Green :

Théoréme 4.3 (Formules de green). Pour tous f,g € C! (ﬁ) et 7 €{1;2}, on a

—/f.ajg de = /8jf.g dx — /fg.nj ds .
Q Q r

1l en suit que, pour tous f € Cl(ﬁ) et g€ CQ(Q), on a

—/f.Agd:U = /Vf-ng:L‘ — /f.agdS,
Q Q r- on

et, pour tous f,g € C2(§),

—/Qf.Agdx: —/QAf-gdx+/F<g£-g— -S‘i) ds .

De plus, on sait que C*( Q) est dense dans H'(Q) et H*(2) pour les normes respec-
tives, on obtient alors par prolongement continu le corollaire suivant :

Corollaire 4.4. Pour tous f,g € HY(Q) et j € {1;2}, on a

—/f.ajg der = /@-f.g dr — /fg.nj ds .
Q Q r

Il en suit que, pour tous f € H'(Q) et g € H?(Q), on a

—/f.Agdx = /Vf.ngx — /f.agdS,
Q 0 r° on

et, pour tous f,g € H2(Q),

—/Qf.Agdx = —/QAf.gdx + A(gfl.g— f.gfl> s .

Démonstration. Soient f,g € H'(Q), par densité, il existe deux suites (fn),,,(gn), €
— 1 1
COO(Q)N telles que f, 78 f et gn 79 qg.
n—oo n—oo
En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient
|fQ f-ajg der — fQ fn-ajgn d.’L‘} < ||f - anLQ(Q) Haj.gHLZ(Q) }

+ sup [l fillizey 19— 9nlleey ( noe O
keN

n—oo

On peut faire la méme chose en inversant f et g, on obtient alors

/fn@jgn dr — /f@jg dr et /6jfn.gn dr — /éyf.g dz .

En utilisant le théoreme {4.1| et le fait que |n;| < |n| = 1, on obtient

|Jp Fgnj AS = [i fagnny dS| < Cu |l = falleyoy 19l 0
+ Cir ilelg ”fk:HLQ(F) llg — gnHHI(Q) n—oo
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ie.
/fngn.nj ds — /fg.nj ds .
T n—o0 T

Or, d’apres le théoreme 4.3} on a

—/ fn-0ign dz = /ijn.gn dr — /fngn.nj ds .
Q Q r

On obtient I'égalité souhaitée en passant a la limite. O

On rappelle également le théoréme de caractérisation de H!(Q) par les quotients :

Théoréme 4.5 (Caractérisation de H' par les quotients). Soient f € L%(Q) et j € {1;2},
on a

0;f eL*(Q) & 3C >0 : VYU CC Q(ouwvert), Yh € |~dy; dy[\ {0},

23]

<C
LAU)

ou dy € ]0;dist (U,T)], Dif = f(Lhej)_f et (e1, e2) désigne la base canonique de R?.

Jr_ 9. - iOTq-
Dy f 8Jf”L2(U) }:6 0 (pour tout (U, h) comme ci-dessus), et on a les majora

De plus,
tions suivantes
0,f €1X(Q) = |Dis]

L2U) < ||aijL2(Q)

fen' Q) = || < IV £ oy

f‘ LYU)

ou l'on écrit abusivement ||V f||p0) = | [V flllrzq) = \/Halinz(Q) + H@ng%z(Q) )

Remarque 4.6. Les 5 résultats que nous venons d’énoncés sont encore valables si le bord
I' de © est seulement lisse par morceaux, avec cependant une normale extérieure définie
uniquement aux points réguliers de I'.

Donnons un second théoreme de caractérisation par les quotients dans la direction
parallele au bord pour un bord plat (cf. [4, Théoreme III-4]), il nous sera utile pour
montrer la régularité elliptique.

Théoréeme 4.7. Soit U un ouvert simplement connexe de R? contenant 0 et symétrique
par rapport a Rey.

On introduit les ensembles UT := U N (R xR%), Us := {z € U |dist (z,0U) > 6} (non
vide pour § assez petit, que l'on fize) et U(;r =UsN (]R X Rj_)

Soit f € L2(UT) telle que f =0 sur Ut \ U, on a

Hfel?(UY) & 3C>0:Vhe]-66[\{0},

Dl < €

Auquel cas, on a HD}LfHLQ(UJr) < NOuf Il et |D}f — 31fHL2(U+) - 0, oul'on a écrit
abusivement D} f = D} f ‘]lU;'U(U;'—hel) € L2(U") (cf théoreme .

Ces quelques résultats étant maintenant énoncés, nous pouvons passer a la construction
du Laplacien de Robin.
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4.2 Construction du Laplacien

Soit & > 0, on introduit la forme hermitienne suivante sur H*(Q)

Q(,(f,g)—/Vf-Vg dr + a/fg ds . (4.2)
Q r
Pour tous f,g € HY(Q), on a
2
1Qo(f9)| < Zl ||ajf||L2(Q) ||angL2(Q) +o ||f||L2(F) HQHLQ(F)
‘7:

< (2+ O-Cth) Hf||H1(Q) HQHHl(Q) ’

ainsi la forme hermitienne Q, est continue. De plus, on a

Qo (f, ) + IRz = Ifline + o lflIEary = 1f @)

i.e. la forme hermitienne Q, + (-, '>L2(Q) est coercive, on peut ainsi appliquer le théoreme
de Lax-Milgram a @, : pour

Dom L, := {f e HY(Q) ‘ Q,(f,-) est continu pour ||-||L2(Q)} , (4.3)

I'opérateur non borné (L., Dom £L,) sur L?(Q2) défini par

V(f,9) € Dom L, x H'(Q), Q5(f.9) = (Lof,9)120) (4.4)

est fermé, & domaine dense (dans L2(Q) et H'(Q) pour les normes respectives) et auto-
adjoint.

L’opérateur ainsi défini est le Laplacien de Robin.
Soit f € Dom L, on appliquant le corollaire on obtient

VgeD(Q), Q(f,9) = (f, =A%) = (Af, 9 @) -

L'opérateur g € D () = (—Af, g)pr () est continu pour ||~||L2(Q), donc s’étend par densité
en un opérateur continu (pour [|-||pyq)) sur H!'(Q) (en l'occurrence Q,(f,-)) puis sur
L2(9).

En appliquant le théoreme de représentation de Riesz a ce dernier opérateur puis en prenant
sa restriction & H'(£2), on obtient Af € L2(Q) puis L, f = —Af, i.e.

(Lo, DomL,) C (—A, {feH'Q) |AfeL*(Q)}) .

On aimerait maintenant expliciter Dom L. Pour cela, nous allons montrer un résultat de
régularité elliptique basé sur les quotients différentiels scindé en deux parties, un controle
sur les ouverts U CC € et un autre au niveau du bord I'.

On désigne par ||-||;_la norme du graphe du Laplacien de Robin, i.e.

VfeDomLo, |fllz, = fllLzq) + ILofllze) = IfllLye) + 1AfllLye) - (4:5)

Nous allons montrer des controles a ’aide de cette norme afin de montrer que la résolvante
de L, est compacte, ce qui nous sera utile pour travailler le spectre.
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Théoréme 4.8. On a Dom L, C H2 (), avec

loc

VU CC ©,3C >0 : Vf € Dom Lo, Ifley < Clflg,

Démonstration. Cette démonstration est basée sur celle du théoreme [5, Section 6.3.1
Théoreme 1].

Soient U CC 2 ouvert et f € Dom L.

Nous allons utiliser une fonction de troncature pour esquiver le probleme au bord, puis
travailler avec les quotients différentiels en utilisant le théoreme de caractérisation de
H!(U) par ces derniers.

1. Quotients différentiels

On sait que H{(Q) = {g€ H(Q) |gr =0} = D ()
définition [£.4] que

H(Q) . . .
, il en suit, d’apres la

Vg € HL(Q), /QVf.Vg dr = /Q—Af.g dz . (4.6)

On fixe U CC 2 puis on consideére un ouvert V vérifiant U CC V CC Q.
(=1surU

Considérons une fonction ¢ € C*® (R2, }R) vérifiant { ¢ =0 sur R2\ V
0<¢<1

Soient k € {1;2} et h € R* tel que |h| < dist (V,T).

On considere la fonction g := —D,;h (CQDZ’f

, donnée par :
(i) Pour tout x € VU (V + hey),

g1(z) = —+D;" (C(x)? (f(z + heyr) — f(2)))
= 5 (Clx—hep)? (f(z) — flz — hex)) — C(2)% (f(z + hex) — f(2)))

(ii) et g1 =0 sur Q\ (VU (V + hey)).

) ‘Vu(V+hek) € HI(Q) (cf. théoreme

On écrira abusivement gy = —D,;h (C QDZ f) .
Comme V U (V + hey) CC €, on en déduit que g1 € H ().

En procédant a un changement de variable z — x — heg, on obtient, pour tout
F,G € L2(Q),

FD'Gdr = —% [y ipe, F(@)G(z —hey)de + 4 [, FG d

fVU(V'I‘hek)
= —f DIF G dz .

Ce résultat nous sera tres utile dans les calculs.

On pose
A = /Vf.Vgl dx et B := /—Af.g1 dz .
Q Q

D’apres I'égalité (4.6)), on a
A= B . (4.7)
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Nous allons minorer A et majorer B afin d’aboutir & une nouvelle inégalité qui tra-
duira un controle des quotient de V f, cela nous permettra de montrer la premiere
partie du théoreme.

Commengons par minorer A, on a

2
A = =% Jo0i1 0 (D (CDL)) do
= ngDh 9;f)0; (¢*DI'f) dw

16D (V)0 + 2 zl JaCO;C DY (9;£) Dif da

On pose C] := 2]'2%211;);} HajCHLoo(Q)'

En utilisant la derniére inégalité du théoreme on obtient

A4 = DLV Nty < CrloCIDEV] DL da
< Leppo( f>HL2<Q> + Gy I da
< L|¢or vnum + LIVl
< 3|[¢Dp( vf)HLQ(Q) 72 (va||L2(Q) + HAfH%Q(Q)>

On en déduit I'inégalité suivante

Ct

Az 5ot O] — 5 (V10 + 181xe) - @48)

()
Passons maintenant a la majoration de B.

On pose Cy := max {1; HV (CQ) Hiw(ﬂ)}’ en utilisant la derniere inégalité du théo-
reme on obtient

Ja [V (¢D1) k 2
Ca Jy |DRF]™ + ¢ |DL (V)]
C2fg‘vf|2+C2‘DQ(Vf)‘ dz .

2
19111 L.202)

INININ

On en déduit que

Bl < folv2Caad]. || do
402 ||91||L2 + CQHAflle

4fﬂ‘vf‘ + Cz‘Dh V) ‘ diU + C2HAfH%2(Q)

ININCIA

Finalement, comme Cy > 1 > i, on obtient
1 h 2 2 2
Bl < Z||PE N + (19 a0y + 187 ae) - (49)

En utilisant ’égalité (4.7) ainsi que les inégalités (4.8)) et (4.9), on obtient, pour
J € {12},

D% @Dy < I1DF (V) Hiz
< <DL,
< 4(S + ) (IVARxe) + 187140
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Cette derniere majoration est indépendante de h € |—dist (V,I") ; dist (V,IT')[\ {0} et
vérifiée si 'on remplace U par un ouvert w CC U quelconque.

On peut appliquer le théoréeme (pour tout k£ € {1;2}) qui nous assure que
9;f € HY(U) (pour tout j € {1;2}).

Ceci étant vrai quelque soit U CC €2, on obtient que f € HZ ().

loc

La premiere partie du théoreme est démontrée, travaillons maintenant sur 1’esti-
mation de || f || gzy-

. Estimation de la norme H2(U)

Le théoreme [4.5) que nous venons d’appliquer nous assure également la convergence
presque partout des quotients D,’; (05 f) vers 00; f lorsque h tend vers O.

On peut appliquer le théoreme de convergence dominée a notre derniere inégalité,
on fait tendre h vers 0, on obtient alors

CQ
100, Iy, < 2/ G + Co /Iy + 187 ey
C2
2/ + & (I ooy + 18l

Finalement, on obtient 1'inégalité suivante

ey < Wiy + 3 106037 liaoy < Cs (1l + 18 lagy)

1<k<j<2

IN

(4.10)
ou C3:=1+ 64/ %% + Cy (dépend uniquement de U et £2).

Cette derniere inégalité est un premier pas, cependant, on aimerait une inégalité de
la méme forme mais avec || f|zq) & la place de || f[|gyq)-

Comme U CcC V cC Q (V dépend uniquement de U et 2), on obtient, de la
méme fagon que l'on a obtenu I'inégalité (4.10)), 'inégalité suivante

301> 0 ¢ Ifleey < O (Iflengy + 18 leawy) + (41D)

ou (4 dépend uniquement de U et V', donc uniquement de U et §2.
E=1surV
On considere une fonction de troncature £ € C* (R2, R) vérifiant ¢ supp& C 2
0<¢<1

Cette fonction de troncature va nous permettre, en reprenant 1'égalité (4.6) pro-
venant de la définition (4.4]) ainsi que la formule de Green (cf. corollaire |4.4), de
controler la norme V f sur V par les normes de f et Af sur .

On pose g 1= &2f € H}(Q), en utilisant 1'égalité (4.6]), on obtient

— JoEAffdr = — [ Afge da
= fQVf.Vgg dz B
= Jo@IVIP dz + 2 [(&€F (VFeVE) da .

On a ainsi

2
IAFFd 2 0. fFo.ccdr = — | €2|VF]? dz € R, .
/Qs ffﬂf+;/9jffg€§x /Qflfl r €R,
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Nous avons ainsi Dom £, C H

La partie gauche de I'égalité est donc réelle.

De plus, on a |f|2 = ff € HY(Q) et 9;6¢ € H{(Q). Ainsi, en appliquant la for-
mule de Green (cf. corollaire et I’égalité précédente, on obtient

2
[ &IV de = [, &%Re (Af.f) do — zleQme (0;1 f) 9;¢¢ dw
J:

2
Jo&Re (Af.f) da — Zlfgaj (ff) 0;6€ dx
J:
2
= [o&Re(Af.f) do + Zlfgff\Q 9;(9;¢¢) dw .
J:

On pose Cj := 2 'Hﬁ);} 105 (95§ &)l oc(cr) (dépend uniquement de U et ).
Jel;

En partant de 1'égalité que nous venons de calculer (et en reprenant la définition
(4.5)), on obtient

JoEIVF? da

Jo & IAf.f dz + C5|fll3aq)
Jo|AF £ dz + Cs | fllfq

(3 + Cs) (If ey + 18713e))
(L + o) IIfII%,

Ce qui nous amene & la derniere inégalité nous permettant d’obtenir I'inégalité finale
souhaitée,

IV flIL2)

(VAN VAN VAN VAN VAN

NI— N

ey < Ifllexey + IVAly < Collfllz, (4.12)

olt Cg:=1+ /3 + C5 (dépend uniquement de U et €2).

Nous pouvons maintenant montrer 'inégalité souhaitée, en utilisant les inégalités
(4.11)) et (4.12)), on obtient

Cy <HfHH1(V) + HAfHLz(Q))
CaCs || fllLaey + Ca(1 4 Co) |Afllrzq)
Cllfllg,

ou C:=Cy (14 Cg) (dépend uniquement de U et Q).

1/ [ ey

VANVANRVA

O]

2

io.(2) , cela nous assure déja une certaine régularité

pour le domaine de f.

On aimerait cependant renforcer ce résultat en montrant que Dom £, C H?(Q) et que
I’'on peut trouver une constante C indépendante du choix de U CC €2, dans le sens ou
I'inégalité est vérifiée lorsque l'on prend U = ().

Ces résultats souhaités sont ’objet du théoréeme suivant :

Théoréme 4.9 (Régularité elliptique du Laplacien de Robin).
On a Dom L, C H?(Q), il en suit que

Dom L, = {feHQ(Q) ‘gi—i-af:()}
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De plus, on a lUestimation suivante :

3C >0 : Vf € Dom Lo, |flluya) < Clflle, (S 30||f||H2(Q))

Cette estimation revient d dire que linjection (Dom Lg, |||z ) < (HQ(Q), ”'HHQ(Q)) est
continue.

Sur le plan R?, il n’y a pas de probleme de bord et la transformée de Fourier nous per-
met de montrer facilement que les normes |||l gzg2y et [ = f = [[fllazre) + 1A f lazre)
sont équivalentes en transformant les controles de normes en inégalités sur des polynomes.

Ce théoreme nous montre que 1’on peut obtenir le méme genre d’estimations dans notre
cas, mais nous ne disposons malheureusement pas du formidable outil qu’est la transformée
de Fourier ici. Le probleme de bord qui apparait par rapport au cas de ’espace entier nous
pousse a plus d’efforts et d’attention dans les calculs, ici, ce sont les quotients différentiels
qui seront au coeur de la démonstration.

Avec la condition au bord, les formules de Green (cf. corollaire et les quotients dif-
férentiels, nous allons réussir, nous sans peine, a montrer le contréle des normes des 0; f
et des 0;0rf (j,k € {1;2}) par les normes de f et A, ce qui est un résultat intéressant et
assez fort sur la régularité des éléments de Dom L,,.

De plus, au-dela d’avoir décrit le domaine de L, ce résultat va nous permettre de montrer
que l’injection
2
(Dom Lo, [[z,) = (L), IFlexey)

est compacte.

La compacité de cette injection implique la compacité de la résolvante de L, ce qui va
nous permettre de décrire le spectre de £, comme une suite de valeurs propres

0< A <Af <... tendant vers 4ooc.

Passons maintenant a la démonstration :

Démonstration. Cette démonstration est basée sur celle du théoreme [4, Section 4.2 Théo-
réme 4].

D’apres le théoreme le probleme de régularité est au bord, la démonstration sera donc
concentrée sur ce qui se passe au voisinage de I'.

Soit f € Dom L., on considere u := L, f = —Af € L?(Q2), en utilisant la définition @5),
on obtient

Vg € HY(Q), /Vfngd:c—i—a/fg ds = /ugdm . (4.13)
Q T Q

1. Coordonnées locales au bord
Le bord T' est compact et lisse, la normale extérieure n = (nj,n2) est donc bien
définie.
Soit 2° = (z9,23) € T, on considere le repere cartésien r := (2% (n't(2°), —n(z?)))
ol nt := rotzn = (—ng,n1).
Pour tout z € R2, on note x = (z1,x2), l'expression de x dans ce repere, i.e.
(71, 22) € R? est I'unique couple vérifiant

r; = (z—2°ent

rg = —(x—2°en (4.14)

z = 2° + z1.nt(2°) — 2o.n(2®) & {
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De par la régularité de I', on peut appliquer le théoreme des fonctions implicites,
il existe alors un réel e > 0 et une fonction ¢ € C*>([—3¢;3¢]) (laissant stable
I'intervalle |—3¢; 3¢[) tels que

Boo (2°,3e) NT = {(z1,¢(x1)), | |21] < 3e}

et
Boo (2°,36) NQ = {(z1,22), ||21] < 3¢ et ¢(z1) <2 < 3e}

ou By (2°,3¢) := {(x1,x2), | 21,22 € |—-3¢; 3]} .

On remarque que ¥ (0) = 0 car 2° = (0,0), € Boo (2°,3e) NI .
De plus, (1,%/(0)), appartient & la tangente a I' en 2° donnée par Vect (n*(z°)), ce
qui implique que
$(0) = ¥/(0) = 0 . (4.15)
Cette égalité nous assure que ¥ (z) = (90 (;1:2), ce qui est en fait ’argument nous per-
T—

mettant de choisir € assez petit pour que les intervalles |—h; h[ soient laissés stables
par 1, ou h € |0; 3¢].

Les intersections de I' et 2 avec Bo (2°,2¢) et Boo (2°,€) peuvent s’écrire a 1'aide de
1 de la méme fagon.

On pose 21 := B (2°,32) N2, Qg := B (2%,6)NQ, I'1 := B (2°,3c) NI C 90
et fl ::891\1“1 .

Les bords 92 =Ty U fl et 009 sont seulement lisses par morceaux, en accord avec
la remarque on pourra tout de méme appliquer les premiers résultats énoncés
dans la premiere sous-section [4.1

(=1 sur By (2% ¢)
On considere une fonction de troncature ( € C* (RQ, R) vérifiant { ¢ =0 R?\ B (2°,2¢)
0<¢<1
Cette fonction de troncature va nous servir & déformer nos fonctions de sorte a

pouvoir, apres avoir aplati le bord I'y, appliquer le théoreme 4.7

Soit g1 € HY(Q4), on écrit abusivement g := (g1 € HY(Q) le prolongement par
0 sur Q de g1 € H'(1), et on pose f1 := (f € H(Q).
On a

le VfieVgi dz = le (VfeVg dz + le fV(eVg dx
= Jo VFeVide — [ giVCVfda + [ fYC.VG do
— [ VFeVGdr — fo qVCVfd + [y fVC.VG da .

Or, d’apres 1’égalité (4.13)), on a
/Vfngdx:/ugdx—a/fgdS: Cugy — o fig1 dS .
Q Q r 9] Iy
On obtient finalement

VfieVgy dx = / u1gr dr + fV(eVgdax — o fig1 dS , (4.16)
Ql Q1

(951 IN]

ot uy := Cu — V(. Vf € LY(Q).
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Maintenant que nous avons établi cette premiere formule, nous allons procéder a
un changement de variable visant a aplatir le bord 'y, avant de la reformuler sous
ce changement de variable.

. Changement de variable : bord plat
On introduit le C*°-difféomorphisme suivant :

vty = (y,52) = 2° +yn-(@°) — (g2 +9(y))n
el 2€Bx(2%3e) = ((z—2°ent, —(z—2°en—9¢ ((z—2°.n"))

(4.17)
On introduit :
wi = {(y1,92) [y1] <3e et 0<y2 <3e—(y1)}
wo = {(y1,42) [ly1] <e et 0<y2<e—(y1)}
71 = {(¥1,0) [y1] < 3e}
v ly1] < 3e { ly1] = 3¢ }
ne {(y1,yz) H =3 —py) T | 0<y2 <3e—(y)
les images (simplement connexes) respectives de Qq, Q9, I'1 et I par o~ L.
Ayp(y) = nt(2°) — ¢/ (y1)n(z°)
On a Y1 , on pose alors
{ dypy) = —n(a?) P
ay) = na(2°) + ¥ (y1)na(z°) et By) = —na(z°) + ¢ (y1)na(a”) ,
. a(y) )
de sorte & avoir 9 = — )
voir Jy, ¢(y) ( B(y)
o . . —a(y) —ni(z°) )
On en déduit la matrice Jacobienne de ¢ : D =
A ~B(y) —na(a)
On a
det Dy = det [nl(azo); —n(:co)] + ¢'(y1) det [n(z°) ; n(2)] = 1 .
On en déduit I’égalité suivante :
VF € LQ(Ql), fﬂl F(z)dz = fwl F(p(y)) |det Dyp| dy (4.18)

= Ju, Flely) dy

De plus, par construction, ¢ € |—3¢;3¢[ — ¢(t,0) est une paramétrisation de I'; =
© (1), on obtient

VE e LX), [o, FdS = [P F(p(t,0)\/1+ /()] dt (4.19)
=, Fe(y) dry) ,

ot dy(y) := /14 [¢/ ()P dy = |0y, 0(y)| dy1(y), dy1 désignant la mesure surfa-

cique du bord plat ;.

Pour tout F € H'(Q), on a { Oy (Fro@) (y) = VE (p(y)) « Oy, , on en déduit

@
Oy (F o) (y) = VE (¢(y)) « Oy0(y)

Vy(Fop)(y) = 'Dyp.VF (p(y))

VF (¢(y)) = (‘Dyp) 'V, (Foy)(y) (4.20)

VF ¢ H'(Q,), {

23



avec

et

t -1 _ -1 _ —na(z?)  B(y)
(Dy‘»p) = Dyp " = ( n1(2°) _a(y)>

Dans le but d’alléger les notations, nous écrirons abusivement F' = F' o ¢ pour tout
F € L2().

En utilisant cette notation et en reprenant (4.18)), (4.19) et (4.20), nous pouvons
réécrire (4.16)) de la fagon suivante :

/ ', 1BV, dy — / wgi dy + | FIV,CBY,g dy — o / figr dy
w1 w1 Q 71

ou

L -1t -1 _ 1 _w/(yl)
Bly) = Dye~'.'Dye" — (_W(yl) L ) , (4.21)

On pose

o _ 0 Y (y1)
Aly) = B = Bl) = (w%yl) —|w'<y1>|2> ’ (4.22)

On obtient alors la reformulation de (4.16) suivante :

Jo, VyfreVygidy = [, wigr dy + [, "Vyfi.AVyg1 dy
(4.23)

En accord avec notre notation, on remarque que ¢ = 1 sur wy, d’ou f = fi1, g1 =g
et u = up sur ws.
De plus, ( =0 sur

@ (1 \ Boo (2°,26) N Q) = w1\ ¢ ! (B (2°,26) N Q)
On pose

§ = dist (%1, ¢ ' (Boo (2°,26) N))
= dist (51, 0 (¢ (Boo (2% 25) N ) Nwyi ) >0 .

Il en suit que
© 1 (Boo (2°,26) N Q) C ws = {y €wy |dist (y,71) >}
On en déduit que supp ( C ws, d’out f1 = g = u; =0 sur w; \ ws.

Passons maintenant a 1’étude des quotients différentiels dans la direction parallele
au bord.

. Quotients différentiels dans la direction paralléle au bord
Soient v € H'(wy) tel que v = 0 sur w; \ ws, et h € |—5;6[\ {0}.
On pose wf| := ws U (ws + her), et on considere g1 = D', v € H(w;) (cf. théoréme
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i donnée par % sur wgtl et 0 sur wy \w(’il.
On a, pour tout F € L%(w) telle que F = 0 sur w; \ ws,

/ Fg, dy = /h FDYo6dy = — | DiFvdy = —/ DiFody ,
w1 w ws

5,1 w1

et, de la méme facon, pour tout F € L2 (wl, C2) telle que F' = 0 sur w; \ ws,

/ FeVygidy = — | DjFeVody = — [ DjFeVody ,
w1

w§s w1

ou ’on a noté abusivement D}ZF = D,llF .]].w—h .
5,1

Nous pouvons alors réécrire (4.23) de la facon suivante :
~ S, D} (Vyfi) «Vyody = Jo, w D!\ v dy — L, D; (*Vy f1.A) V0 dy

— Jo, Dy (F'Vy¢.B) Vo dy — of, h D', v dy .

(4.24)

Dans un premier temps, le théoreme [4.7] et I'inégalité de Holder nous permettent
d’obtenir la majoration suivante :

/ ur D10 dy' < HU1HL2(M1) ||ay1”HL2(w1) < Hu1||L2(w1) ”VyU”L'z(wl) . (4.25)
w1

On introduit la norme ||-||, sur L>(wi, M2 (C)) (D C*°(wi, M2 (C))) donnée par :

VM = (M) € L (w1, M2 (C)), [M]lg = max [ M|

En reprenant les expressions (4.22)) et (4.21) de A et B, on obtient

1Al = ||¢/HL°°([73€;3€]) - 1nax {1§ }|¢/||L°°([735;3s])}

et 9
1Bl = 1+ H,(b/HL(’O([f?)E;ZSE])

Ensuite, on décompose :
D} (‘*Vyfi.A) = Dy ("Vyh). Ay + 'V, fi.DLA

o A} == A (- + hey).
En appliquant le théoréeme des accroissements finis, on obtient

o DR (1) < 19" nos(e:30))
Yy & wn,
PO PR @] S 21 e 1 e

En reprenant ’expression de A, on déduit que
1Pkl = Cr = 9 gy 2] 15 209 s §

On obtient alors I'inégalité suivante :

2
H tvyfl'DflLAHL2(w1) < 2012 H’aylfﬂ + |ay1f1|||i2(w1) < 4012 ||f1”%—11(w1)
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En reprenant I’expression (4.21)) de B, en utilisant 1'inégalité de Holder et le théoreme
on obtient I'inégalité suivante :

104 (£ 98 B) Iy < 1Dk (1 (@iC = ¥/ (0100 a0y

+ HD;IL (fl (_W(yl)ale + |891‘P‘28y2<>> ‘ iQ(Wl)
< 1V (f2 (9.C = ' @) 2y ,
¥ (11 (=0 @000 ¢ + 109 01:€) ) | L)

< C3 Ao
ou
C3 = 0y ¢ =¥ ©1)0Clliay + Vs (05 C = ¥ (01040 1)
|- 0 ¢ 0 0], o+ [T0 (0000 ¢ + 1000 8C))

L2(w1)

En utilisant ces deux dernieres inégalités et 'inégalité de Holder, on obtient :

< Ca | fillaen) IVyvllae,)
(4.26)

/ (*Vyf1.DLA + Dy (£'V,y(.B)) « Vo dy

ou(C3:=2C1+Csy.
D’autre part, en utilisant I’expression (4.22) et 'inégalité de Holder, on obtient

‘fwl Dy, (*Vyf1) A}, Vo dy’ < 4]l 1<ZI;<2 Sy | D (9y, f1) Oy, 0] dy
_‘77 —
GERELD

31Al HD}L (Vyfl)HLQ(wl) HvvaLz(o.u) ’

et par construction (d’apres (4.15])), quitte a prendre un € plus petit, on peut supposer
3)|All,. < L, done

IA

1
/D}L(tvyfl) ALY, dy’ < 5HD}l(vyfl)HLQ(M) IVyollia,y - (427)
w1

La normale extérieure a 7; est donnée par n; = (0, —1).
En appliquant la formule de green (cf. corollaire [4.4)), on obtient

[ fiDLyody = [ 10y 0| fi.DL,0 dy
= fw1 Dlll(|ay190‘f1>'ay2® - ayQ (|ay190‘fl>'l)1—h?7 dy
= fwl D111(|8y190‘f1)’ay277 - ’8y1(p| 8y2f1 ']')1—}117 dy ’

car B, (10, (W)]) = By, (\/ 1y wyl)\?) 0.

On obtient ainsi, en utilisant le théoréme [£.7] et I'inégalité de Holder,

FiDY0 b < 210 el il VU PG - (28
Y1

Finalement, en reprenant ’équation (4.24]) et en regroupant les estimations (4.25)),
(4.26)), (4.27) et (4.28), on obtient
[ POVt eV dy| < (i) + Callfi s
+ 11D} (Vo) lgiony ) 190l
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ou Oy :=C3+ 20 ||8y1g0\|Loo(

wl)'
En appliquant cette derniere estimation au cas v = D,ll f1 (nulle sur wy \ ws pour
2
|h| < %), on obtient
194 (Yl llzaeny < C5 (Willsgen + ol )

ou C5 := 2max {1; Cy}.

On a ainsi obtenu, en accord avec le théoreme que 821 f1 et Oy, Oy, f1 sont dans
L?(wy) avec

“aglfIHLQ(wl) < G5 <||f1||H1(w1) + ||U1HL2(W1)> )
et
1000 Al < G5 (Ifilmngen + Il

De plus, en reprenant les propriétés de ( et les expressions de fi et wy ainsi que
I’égalité (4.18)), on obtient l'existence d’'une constante Cg > Cj telle que

H8§1f”L2(wQ) < Gs (HfHHl(Q) + ||u”L2(Q)> ; (4.29)

et
10010s f o) < Co (I Iy + Nulliagy) - (4.30)

Ces égalités sont la conclusion de l'utilisation des quotients différentiels et donc de
cette partie. Il ne reste maintenant plus qu’a vérifier que 832 f € L?(ws) avec une es-
timation similaire a celles que nous venons d’obtenir sur les autres dérivées secondes.

. Régularité de la dérivée seconde perpendiculaire au bord
En reprenant la définition (4.16)) de ¢, on a

o= ) o= (M)

otda:=aop et f:=Lop .
Pour toute fonction F' € D’ () (cherchée dans H?(€22)), on a, pour j, k € {1;2},

0;F(z) = Vy(Fop) (¢ (x)) « 00~ (z) ,
et
;0 F(z) = 0; (Vy(Fop)ow ™) (x)edpp () + Vy (Foyp) (¢ ' (x)) «0;0kp " (2) .
On calcule la matrice Hessienne de F' (cf. et (@17)) :
Hess,F = (02 (Fog) (¢ Hz)) — ¢" ((z —2°)emt) .0y, (Fop) (¢ z))) . Ai(z)
+ 05, (Fop) (¢ 1(2)) . A2(x) + 9y,0y, (Fop) (¢~ (z)) - As() ,

ou

Ay (z) = ( ng(x°)? —n1(2%)ng(x°) )  Ag(w) = ( ) B(x)? —a(z)B(x) )

—n1(x°)ng(z°) nl(x°)2



et
o) —2ny(2)B(x)  ma(a®)a(x) +ni(z°)B()
As(@) : <n2(m°)5z(x)+n1(x°)6(x) —2n1(2°)a(x) )

On en déduit alors 1’égalité suivante :
AF(z) = 95 (Fop) (¢ ' (z)) — ¢ ((x—a°)ent) dy, (Fop) (¢ '(2))
+ (1 + W/ ((33 —x°) .nl) ‘2) 832 (F o) (gp_l(w))
=210y, (F 0 9) (974(2) (m1(2°)a(@) + na(a”)(@))

Or, quitte & prendre un ¢ plus petit, on a 1 + ‘1/)’ ((m —x°) .nl) ‘2 > 0.
On en déduit que 92, (F o ) est une combinaison linéaire de 8z, (F o ¢), 9y10y, (F o ¢),
Oy, (F o) et AF o dans le C*(wz)-module D’ (wa).

En appliquant ce dernier résultat a f, on obtient que 852 f est combinaison linéaire de
02 f, 8y,0y, f, Oy, f et u dans le C(wy)-module L*(ws) (= L*(Q) d’apres (4.18)),
d’ou f € H?(wy).

De plus, en reprenant les estimations (4.29) et (4.30)), on obtient l’existence d’une
constante C'y > Cy telle que :

Wl < Cr (I ey + Ioligey)

De part I'expression de la Hessienne et des matrices Ay, As, A3 € C*® (w2, M5 (C)),
on en déduit I'existence d’une constante Cs > 0 telle que [|*[lgz,) < Cs || [mzw,)-
d’oll

I lan < Co (Il + lullagy) (4.31)

avec Cg := C7Cyg .

Nous avons ainsi montré que f € H2(Q2) ot Q3 = By (2°¢) N Q avec £ ne dé-
pendant que du choix de z° (et de €2 bien entendu).

. Conclusion

En utilisant le résultat obtenu au point précédent et I'axiome du choix, on attribue
atout z € T un g, > 0 tel f € H2(U,) avec U, := Boo (7,6,) N Q (ol B (7, €;)
dépend de n(x)).

Il est clair que les By (x,&,) recouvre le compact T, il existe donc un nombre fini
N € N* de points z; (j € [1; N]) de I tels que les ensembles Bog (25,5, ) recouvrent
T.

N
On considere ensuite un ouvert U CC Q tel que @ C U U (J Uy, .
j=1

En accord avec le théoréeme ona f € H2(U).
On déduit alors f € H?(2), nous avons ainsi montré la premiére partie du théo-
reme, i.e.

Dom £, C H*(Q)
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De plus, en utilisant la formule de Green (cf. corollaire et I'égalité (4.13)), on

obtient
Vg € LA(T), /
r

<g;f1+af> .gdS =0,
D’ott g—ﬁ +of=0.
On en déduit le deuxieme résultat du théoreme :

Dom £, = {feHQ(Q) lgfl—i-af:O}

Revenons a nos estimations. D’apres (4.31)) et le théoreme il existe une constante
C1p > 0 telle que, pour tout f € Dom L, on ait

I lezey < Cro (I ey + 1AFlLzey)

et
Vi€ [N, Ifluse,) < Cro (If ey + 187l

On en déduit I'inégalité suivante :

Iy < O (Il + 18FlLaey) (4.32)

ou Cq1 := (N + 1)010 .

Nous aimerions maintenant raffiner cette estimation en remplagant la norme de
H'(Q) par celle de L2(Q) & droite de I'inégalité, afin de récupérer la norme du graphe.

En appliquant la formule (4.13]) avec g = f, on obtient
- [ AfFdz = IVflae + ol € RY
car o > 0.

En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

1

IVl < = [ AfFdo < 17l ey < 312,

On en déduit I'inégalité suivante :

V2
ey < Ml + IVl < (1 T 1z,

Finalement, en utilisant cette derniére inégalité dans (4.32)), on obtient
1fllaxe) < Clfllz,
on Ci= (24 %) Cnr -

Ce dernier résultat conclut la démonstration du théoreme.

L’opérateur étant maintenant bien défini, on s’intéresse & son spectre.

29



4.3 Propriétés spectrales

D’apres le théoreme de Rellich, I'injection

(@, ) = (B i)

est compacte, il en suit que 'injection

(Dom Lo, [1z,) = (LA, [l lia))

est compacte.
Cela implique (cf. [3, Proposition 4.24]) que la résolvante de L, est compacte.
De plus, L, est auto-adjoint et, pour o > 0, on a

Vf € Dom L, \ {0}, (Lof, Py = IV ITaq) + o I fllzar > 0

car

feH(Q)\ {0}, Vf =0 = fest constante
= Yt of=0f#0
= f&DomCL, .

Le spectre discret de L, est donc inclus dans R*..
Il en suit (cf. [3, Proposition 6.3]) que le spectre de L, est discret et peut s’écrire comme
une suite croissante (A7), oy tendant vers +oo.

Remarque 4.10. L’opérateur L, étant auto-adjoint, chacune de ses valeurs propres est
de multiplicité finie (cf. [3, Remarque 6.18]).

Dans la construction de notre suite, nous allons donc considérer que le nombre d’occur-
rences d’une valeur propre est égal a sa multiplicité (de sorte a faciliter la notation d’une
base de fonctions propres), d’ou le caractére croissant et non strictement croissant de la
suite (A7),en-

ng =0

keN Nk41 = min {n > ng ‘ AL > AD, }
Cette sous-suite est strictement croissante, contient toutes les valeurs propres de L, vérifie
que n — A7 (pour o fixé) est constante sur chaque intervalle [ng; ng11 — 1], et ngiq1 — ng
est égal a la multiplicité de A7 .

Cette sous-suite sera utile pour travailler avec les projecteurs spectraux et les espaces
propres. Il faut cependant faire attention au fait qu’elle dépende de o, ce que nous ne
faisons pas apparaitre dans son expression afin d’alléger les notations.

On considere la sous-suite (/\Zk) donnée par {

Ces résultats et notations étant introduits, nous allons pouvoir passer a la régularité
des valeurs propres.

5 Régularité des valeurs propres

La famille d’opérateurs (L) scRr, €st holomorphe (ou analytique) en un sens a préciser,
on souhaite étudier la régularité que cela induit sur les fonctions o +— AJ associées aux
valeurs propres de ces opérateurs.

Pour cela, nous allons commencer par le cas des opérateurs en dimension finie en s’appuyant
sur le livre de Baumggrtel [0, Chapitre 3] et [0, Annexe A].

Une fois les résultats sur la dimension finie étudiés, nous les étendrons a notre probléeme
en passant par le fait que la résolvante du Laplacien de Robin est compacte.
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5.1 Le cas de la dimension finie

Soit D un ouvert connexe de C (ou de R car on pourra toujours prolonger analytique-
ment), on note .#°(D) 'anneau (inteégre) des fonctions holomorphes sur D et .# (D) le
corps des fonctions méromorphes sur D (corps des fractions de (D).

Nous cherchons a résoudre 1’équation suivante :

Xu(A, 2) = det (M(2) — Mg) =0 (5.1)
pour A € C avec I; € My (C) la matrice identité et M : z € D — M(z) € My(C)
(d € N*) analytique, ce qui revient & écrire M = (mj7k)j7k€[[1;d]] € My (A (D)).

Dans la résolution de cette équation, on cherche a représenter les solutions par des fonc-
tions. On se demande quelle régularité ces fonctions peuvent avoir.

Commengons par illustrer la réponse avec quelques exemples avant d’énoncer un résultat
général.

F0

Xuhz) = X = f(2)? = A= f) A+ f(2) =0 & XA =+£f(2) .

Les valeurs propres de M sont donc représentées par les fonctions holomorphes f et
—f (distinctes si f # 0).
Voici donc un exemple ol tout se passe bien, il n’y a ici pas problemes de régularité.

Exemples 5.1. (i) Soit f € (D), si M = ( 0/ >, on obtient

(ii) Si M = (mjvk)j,keﬂl; 4 est triangulaire supérieure ou inférieure, on obtient

d
xuhz) = [[A=my;(2) =0 & Fied], A = my;(2)
j=1

les valeurs propres de M sont donc représentées par les fonctions holomorphes dis-
tinctes de la famille {m;; |j € [1;d] } C (D).

Cela nous donne un exemple ou tout se passe bien encore une fois, mais cette fois en
dimension (finie) quelconque.

De plus, nous pouvons en déduire qu’il n’y a pas de problemes de régularité de valeurs
propres en dimension 1.

(iii) Voyons maintenant un exemple admettant un probleme de régularité.

Si M(z) = < (1) é > pour tout z € C, on obtient

XM()\,Z) = A2—Z =0 & )€ \/2 = {:l: |Z‘eiar§z}

les valeurs propres de M sont donc représentées par la fonction 2-valuée /-, cette
fonction possede un unique probleme de régularité en 0 (cf. définition [5.8]), nous la
reverrons en deuxieme exemple dans les exemples

Avant d’en arriver au résultat général sur la régularité des solutions de I’équation (5.1J),
nous avons besoin d’introduire quelques notions et objets :

Definition 5.2. Un couple (a, f) constitué d’un point a € D et d’une fonction f : D — C
vérifiant :

B [ Dc(a,r) =={2z€C||lz—a|<r} cD
dr=r(a, f)>0: {fEJ//(D(C(a7 r)) (la restriction de f)
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est appelé élément méromorphe en a sur D.
Pour b € D¢ (a, r), ’élément méromorphe (b, f) est appelé continuation directe de (a, f).

Soit € C D une courbe fermée lisse par morceaux, une fonction P : z € € +— (z, f,) est
appelée chaine le long de % si

Vz€%,3e>0 : Yhe Dc(z,¢e), z+ he€ = P(z+h) continuation directe de P(z) .

Un élément méromorphe (b, g) est appelé continuation de (a, f) s'il existe une courbe €
(lisse par morceaux) joignant a et b ainsi qu'une chaine P le long de € vérifiant P(a) =

(a, f) et P(b) = (b,9) -

Ces premieres définitions servent a généraliser la notion de prolongement analytique.
En effet, la continuation directe reprend directement cette notion, on a alors I'unicité d’une
continuation directe lorsqu’elle existe.

Il en suit que, pour un élément initial donné, une chaine le long d’une courbe ¢ (fermée
et lisse par morceaux) est unique si elle existe, il en est de méme pour les continuations.

Cependant, les notions introduites apportent quelque chose de nouveau par rapport au
prolongement analytique. Le fait de travailler le long de courbes va nous permettre de
tourner plusieurs fois autours d’un point et ainsi définir de fagon plus pratique (bien que
moins aisée a appréhender) les racines n¢ d’un nombre complexe ou encore le logarithme
complexe sans se soucier de faire varier le domaine de définition.

Nous allons travailler avec des fonctions multi-valuées qui généralisent la notion de fonction
méromorphe, ce qui est I'objet de la définition suivante :

Definition 5.3. Un ensemble P (non vide) d’éléments méromorphes sur D est appelé
fonction analytique sur D si

(i) Y(a, f),(b,g9) €*B, (b,g) est une continuation de (a, f)

(b, g) est une continuation de (a, f) — b9 eF

Pour a € D, on définit PB(a) := {f(a) |(a, f) € P} 'ensemble des valeurs de ‘P en a.

Remarque 5.4. Une fonction méromorphes f définie sur un ouvert U C D induit une
fonction analytique en considérant 1’ensemble des continuations possibles de cette derniere
dans D. C’est ce principe que nous utiliserons dans la pratique pour définir des fonctions
analytiques.

Exemples 5.5. Donnons maintenant quelques exemples de ces fonctions analytiques afin
de comprendre un peu mieux cette notion :

(i) Soit f € (D), alors Py = {(z,f) |z € D} définit une fonction analytique 1-
valuée sur D.

(ii) Soit n € N*, alors la fonction C\R_ — C  induit une fonction analytique
re? {‘/?ei%

B = {(z,fr) |z € C, k €[l;n]} n-valuée algébroide sur C avec S (P) = {0} et

fr @ re? = {L/?ei“n?kﬂ , on note abusivement PB(z) = ¥z (avec /- = - et

V=V,
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(iii) Pour finir, voyons un exemple de fonction analytique de valuation infinie (dénom-
brable).

La fonction C\R_ — C induit une fonction analytique Ln sur C*
z — Inl|z| +iargz
déterminée par Ln(z) = {In|z| +i(argz + 2k7) |k € Z} (= {In(z)} siz € RY).

Dans la suite, pour une fonction analytique 8 donnée, nous supposerons que, pour
tout z € D, il existe une fonction f telle que (z, f) € B.

Definition 5.6. Pour U C D ouvert connexe et (a, f) € B avec a € G, 'unique fonction
analytique B sur G engendrée par (a, f) est appelée une branche de B sur G.

Pour étudier et décomposer les fonctions analytiques, la notion de branche va étre
essentielle, elles permettent de travailler sur des représentations des fonctions analytiques.

Definition 5.7. Une fonction analytique B est dite p-valuée (p € N*) si :
(i) Vz€ D, #P(2) < p ,
(i) 3z€ D : #P(z) = p .

Avec cette notion, nous écartons de notre étude des fonctions comme Ln (cf. exemples
. Nous entamons ainsi une premiere restriction sur notre étude des fonctions analy-
tiques, nous avons cependant besoin d’introduire d’autres notions qui nous servirons a la
restreindre d’avantage :

Definition 5.8. Un point a € D est dit régulier s’il existe un voisinage ouvert U C D
de a sur lequel toute branche de B est 1-valuée, on note R (J3) ’ensemble de ces points.
On pose S (P) := D\ R(*B), un point a € S (P) est dit singulier.

Exemples 5.9. En reprenant les exemples on observe qu’une fonction analytique ¢
n’admet pas de points singuliers, et que les fonctions analytiques {/- et Ln n’admettent
que 0 comme unique singularité.

Ces deux notions vont nous permettre de scinder en deux parties I’étude d’une fonction
analytique. Cependant, nous allons travailler sur des fonctions analytiques dont les points
singuliers ont des propriétés particulieres, d’ou la définition suivante :

Definition 5.10. Soient a € S (*B) isolé et U C D un voisinage ouvert de a tel que

U\ {a} C R(P).

Si P est p-valuée et qu'il existe une branche B g-valuée (¢ > 2) de B sur U, alors a est
appelé point de branchement d’ordre g relativement a 9.

Cette notion nous permet de ramener les problemes de régularité (isolés) essentielle-
ment a des racines n®.
En effet, considérons une branche 8 n-valuée (n > 2), définie sur un voisinage D¢ (a, 7)
ne contenant que des points réguliers en dehors de a (i.e. a est un point de branchement
d’ordre n).
Les branches de B sur le disque coupé D¢ (a, 7)\ [a; a + 7] sont représentée par n fonctions
méromorphes fi,..., f, formant un cycle (on les construit par continuations successives
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autours de a).
On introduit alors la fonction h définie sur D¢ (0, {/r) \ {0} par :

MQ) =D fila+¢") Ag,(Q) (5.2)
j=1
o, pour tout j € [1;n], S; est donné par :
n ) 27 27
S; = {zED@(O, Y/r) \ {0} ‘(]—1)n < arg(z —a) <J - }
La fonction h est bien définie et méromorphe sur D¢ (0, {/r) \ {0} par construction.

Remarque 5.11. On a ici légérement prolongé les fonctions f;, cela étant tout a fait
possible car ce sont les branches d’une fonction analytique.

Exemple 5.12. Pour a =0 et B = {/- (avec r = +00), on obtient h = Idc .

Pour continuer dans la restriction des fonctions analytiques étudiées, on introduit la
définition suivante :

Definition 5.13. Un point de branchement a isolé de 33 relativement a B est dit algébroide
si la fonction h définie ci-dessus (cf. (5.2))) est méromorphe sur le disque entier D¢ (0, {/7).

Pour clarifier cette notion et travailler avec plus aisément, on introduit la définition
équivalente (ce qui sera l'objet d’une proposition) suivante :

Definition 5.14. Soit a un point de branchement isolé de P relativement a B sur un
disque D¢ (a, ).
Si, pour toutes suites (2y),y convergeant vers a, tous les éléments de B (z;) convergent
vers une méme limite o € C. Alors, on appelle a la limite de B en a, et on note :
ImB(z) = o ou B(z) — « .
zZ—a z—a

On enchaine directement sur la proposition (admise) d’équivalence entre les deux der-
nieres définitions :

Proposition 5.15. Soit a un point de branchement isolé de P relativement a B sur un
disque Dc (a, r).
Le point a est algébroide si et seulement si B admet une limite en a.

Ceci étant introduit, reprenons ’étude de notre fonction A (cf.|5.2) introduite plus tot.
On suppose que le point a associé est algébroide, la fonction h peut alors se développer en
série de Puiseux, i.e. il existe N € N et r € |0; 7] tels que :

e}

V(€ De(0, /1), h(Q) = Y an*

k=—N

avec a—_ny # 0.
On obtient ainsi la représentation suivante des n fonctions (branches) de B :

o

Vz € D¢ (a, 1), Zf](z) g, (Vz—a) = Z an(\”/zfa)k ,
j=1

k=—N
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ot {/z — a varie parmis les différentes racines n® de z — a (cf. exemples [5.5)).
Une telle série est appelée série de Laurent-Puiseux.

Ainsi, les problemes de régularité en un point algébroide se raménent essentiellement a
des racines n¢, d’ou le fait d’appuyer 'exemple de la fonction analytique /- (cf. exemples

53).

Notre étude des fonctions analytiques va se centrer sur des fonctions dont les problemes
de régularité s’averent étre, au pire, de la forme étudiée avec la fonction h. Cela motive
les définitions suivantes :

Definition 5.16. Un point a € S (°B) est dit algébroide si pour toute branche B de P
sur un voisinage de a, a est au plus un point de branchement algébroide relativement a ‘B.

Une fonction analytique P p-valuée sur D est dite (p-valuée) algébroide si toutes ses
singularités sont au plus algébroides.

Remarque 5.17. On remarque alors, d’apres cette définition, que I’ensemble des points
singuliers S () est fermé et isolé dans D.

Exemple 5.18. La fonction analytique {/- introduit dans les précédents exemples et
sur laquelle nous avons déja insisté, représente I’exemple le plus simple d’une fonction
analytique algébroide ayant un point singulier (donc autre qu’une fonction analytique de
la forme B, cf. exemples [5.5)).

Toutes ces définitions étant maintenant introduite, nous pouvons repasser a ’étude de

notre équation ((5.1)).

1

On considere Panneau (factoriel) #p[\| = # (D) [X] défini par

MplN] = {p:()\,z)E(CXDH ak(z)/\k\nGN,akE//l(D)} ,
k=0

I'ensemble 75 [A] (monoide pour la multiplication) des polynémes entiers défini par

HDpIN = {p :(M2)eCxD w— Zak(z))\k |neN, a, € (D) eta, = 1} C Mp[N ,
k=0

ainsi que l'ensemble #73°[A] (pour z, € D) défini par
J N ={peAp\] |[TneN: VA€ C,p\z)=A"} .
On a le résultat suivant sur ces ensembles :

T
Théoreme 5.19. Soit p € Hp[A\], p = [[p;" sa décomposition en polynémes irréduc-
j=1
tibles dans 'anneau factoriel Ap[\| (avec les p; normalisés et distincts).
Alors, pour tout j € [1;r], on a p; € H#p[N]. De plus, si p € A7 [N, alors pour tout
j € [L;r], on ap; € AT [N.

Ce résultat nous sera utile pour établir la régularité des solutions de notre équation
, mais pour établir cette régularité, nous avons besoin de nous appuyer sur un résultat
d’identification précédé d’un théoreme de Weierstrass (qui sera utile dans ’étude de notre
équation) :
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Théoréme 5.20 (Weierstrass). Soient p € Ap[\| et z, € D choisit de sorte a n’étre le
pole d’aucun des coefficients de p.
T

Supposons que p(X, zo) = [[ (A=X;)% pour tout X € C. Alors il existe un voisinage ouvert

7j=1
UCD dez etq,...,q € 7,°[u] avec degqj = a;  tels que

V(\2) €CxU, p\z) = [[e(A =N, 2) -
j=1

Théoréme 5.21. On fize un entier n € N*.
Soit P une fonction analytique n-valuée algébroide sur D.
Alors il existe un unique polynome p € Mpl\| de degré n et normalisé tel que B vérifie
p=0, i.e.
V(20, f) € B, Vz € Dc (20, 7(20, f)), p(f(2),2) =0,

ce polynome est trréductible et les poles et singularités de B sont au plus des poles de ses
coefficients.

Soit p € Mp[N\] normalisé, irréductible et de degré n.

Alors il existe une unique fonction analytique P n-valuée algébroide vérifiant p = 0, les
poles et singularités de P sont nécessairement des poles des coefficients de p ou des points
2o auzquels p( -, z9) admet au moins une racine multiple.

Exemple 5.22. En reprenant le dernier exemple des exemples on observe que 1’é1é-
ment de p € #p[)\] qui & (), 2) € C? associe A2 — 2 est normalisé et irréductible, et I'’équa-
tion p = 0 est satisfaite par la fonction analytique 2-valuée algébroide /- (cf. exemples

53).

Revenons maintenant & 1'étude de notre famille analytique (M (z)),.p donnée par
M : ze D — M(z) € Myz(C), on souhaite étudier ses valeurs propres, i.e. résoudre

I’équation ([5.1)) qui se réécrit x,, = 0.

Il est clair que xa € HD[A].
On considere

.
s
Xnv = Hpj T,
7j=1

la décomposition de y,, en polynémes irréductibles dans 'anneau factoriel .Zp[\| (avec
les p; distincts et dans #p[A] en accord avec le théoreme |5.19)).

On pose :
,
g:=[]p -
j=1

On introduit une derniere définition (pour le cas de la dimension finie) :

Definition 5.23. Un point z, € D est dit simple si toute les racines de ¢( -, z,) sont
simples, et multiple sinon.

Pour étudier le cas des points multiples, nous allons avoir d’un résultat supplémentaire,
apres l'avoir énoncé nous pourrons passer au résultat de régularité sur les valeurs propres
de M.
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Théoreme 5.24. Soient zy € D, € > 0, U := D¢ (2, €) et p € H° ] irréductible dans
J°p) (et donc dans ().

Supposons € suffisamment petit pour que, pour tout z € U \ {2}, p(-,2) n‘admet que
des racines simples. Alors l'unique fonction analytique deg p-valuée algébroide P sur U
associée a p par le théoreme admet z, comme unique singularité, et est constitué de
degp fonctions holomorphes (et distinctes) sur U \ {z,} convergeant toutes vers 0 lorsque
z tend vers z,.

Nous pouvons maintenant passer au résultat général sur la régularité des valeurs
propres de M € M, (A (D)), la démonstration de ce résultat ne sera pas tres détaillée, le
but ici étant de comprendre les problémes pouvant survenir (pourquoi les valeurs propres
ne sont pas forcément analytiques alors que M l'est et quand est-ce que les problemes de
régularité peuvent apparaitre) et non le détail de I’étude faite par Baumgirtel dans [6].

Théoréme 5.25. Les valeurs propres de la famille analytique (M (z)),cp sont représentées

N
par ezactement degq = Y degp; fonctions \;j € C°(D), i.e.

j=1
T’degpj

Y(A\2) €Cx D, xau(h2) = [ JT X = Ajw(2)™
7=1 k=1

Ces fonctions sont analytiques et distinctes (par définition de q) sur D excepté sur un
ensemble fermé et isolé dans lequel certaines de ces fonctions se rencontrent.

Démonstration. D’apres le théoreme d’identification pour tout j € [1;7], il existe
une unique fonction analytique degpj;-valuée B; sur D vérifiant p; = 0.
Etant donné que p; € Jp[A], les B; n’admettent pas de poles ou de poles de branchement.
T
De plus, on a |JPB;(z) = o (M(2)) pour tout z € D.
j=1

On fixe un point z, € D.

Si 2, est simple, alors il est régulier pour tout les *B; et il existe € tel que U := D¢ (20, €) C C
soit constitué uniquement de points réguliers pour tout les ;.

Il en suit que, pour tout j € [1;7], la fonction analytique B; est constitué de degp;
fonctions distinctes A; € J(U) sur U, i.e.

T

V(A 2) €CxU, pi(hz2) =[] (A= XAx(2)
j=1

On obtient finalement
r degp
V(A z) € Cx D, xa(A, 2) HH (A = Ajr(z)™

avec A\, € H(U).

Si z, est multiple, alors il existe une racine A\, € C de q(-,z,) de multiplicité m > 1,
on note n; la multiplicité de A\, en tant que racine de p;( -, 2).

En utilisant le fait que I’ensemble des points multiples est fermé et isolé dans D, ainsi que le
théoreme de Weierstrass un obtient l'existence d'un réel € > 0 tel que U := D¢ (2, €)
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ne contient que des points simples en dehors de z,, et que, pour tout j € [1;7] tels que
nj > 0, il existe un polynome g¢; € J/°[uu] de degré n; tel que g;(A — Ao, 2) divise p; (A, 2)
(pour tout (A, z) € C x U).

@y
On considere ¢; = [] ¢; k(A — Ao, 2) la décomposition en produits de facteurs irréductibles
k=1

de g; (pas de facteurs multiples car ¢; divise p; qui est irréductible) avec q; € J°[1] en
accord avec le théoreme [5.19

D’apres le théoréme chaque polynome g; ;. représente une branche B; ;. deg g; x-valuée
de B, sur U avec z, comme unique singularité, et toutes les branches B ;, admettent pour
limite A;; (la propriété de limite vient du caractere algébroide des B;).

On note Ajk 1, Ajkdegq,, les fonctions qui constituent Bk, elles sont analytiques sur
U\ {z} et continues sur U avec zli—>Hzl0)\j’k’l(z) = No.

La famille {X\; ., |j € [1;7], k € [1;05] et I € [1;degq; ]} est appelée le (z,, \;)-groupe
de valeurs propres perturbées, elle représente exactement les valeurs propres de M
perturbées et/ou séparées de \, lorsque z, — z.

Finalement, sur le voisinage U de z,, les fonctions constituants 3 soit sont holomorphes,
soit appartiennent a un (A, zo)-groupe et donc sont analytiques sur U \ {z,} et continues
en z,. ]

5.2 Extension a notre probleme

On considere la résolvante de £, en —1 :
Ry = (L, +1)71 . (5.3)

Commengons de suite par énoncer une proposition sur les premieres propriétés de cet
opérateur.

Proposition 5.26. Lopérateur R, est continu (avec ||Ro|lyyq) < 1), auto-adjoint et
compact.
De plus, 0 est inclus dans son spectre continu, et son spectre discret est décrit par la suite

1 S e
()‘%Jrl)neN (décroissante et convergeant vers 0) avec

1

N, k - — ————
Vn € N, er<R i

) = ker (Lo — A7)

Démonstration. En reprenant les définitions (4.2]) de Q, et (4.4) de L,, on a, pour tout
f € Dom L,,

(Lo +1) fo Piaey = Iflfe + oIl = I1flIE0

En appliquant 1'inégalité de Holder, on obtient

[l < (Lo +1) fllpag)

On en déduit alors que
Vg e L2(Q), [[Rogllizg) < 1(£o +1) Roglliza) = I9lla)

On a ainsi R, € £ (L*(Q)) avec [|Rolpz0) <1
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L’opérateur symétrique £, + 1 = R ' est une bijection entre Dom £, et L?(£2), comme

Ly +1) R, = Idyzq), on a
Q)

Vf.g€ L2<Q) ) <R0'f7 9>L2(Q) = <R0f7 (ﬁa + 1) RJQ)LQ(Q)
= <(£a + 1) Rs f, R09>L2(Q)
= (f, Rsg)L20)

Ainsi 'opérateur R, est symétrique, donc auto-adjoint.
De plus, en accord avec la section [d] R, est compact.

La premiere partie de la proposition étant démontrée, on s’intéresse a la seconde par-
tie sur le spectre.

L’image de cet opérateur est donnée par R, (Lz(Q)) = Dom L, elle est dense mais stric-
tement inclue dans L?(2), ainsi le spectre discret de R, contient 0.

On s’intéresse au spectre discret de Ry (inclus dans Dc (0, 1) \ {0} car || Ro|lyz0) < 1)-

Soit n € N, on considere la valeur propre A de L, et une fonction propre associée
Upo € ker (L, — A7), on a

(Lo+Dupe = A+ 1) une
d’ou
1
U .
Az 417

Raun,a =

Ainsi, ﬁ est une valeur propre de R,, et u, , est une fonction propre associée, d’out

1
ker ([’0' — )\g) C ker (Ro' - A%—H) N

et la suite (/\%ﬂ) €10; 1]N, décroissante tendant vers 0, est inclue dans le spectre discret
n n
de R,.

Réciproquement, pour une valeur propre p de R, et une fonction propre associée u €
ker (Ry — 1), on a

1
Lo+1Du = —u ,
( ) .

Lou = <1—1>u.
i

Ainsi, % — 1 est une valeur propre de L,, et u est une fonction propre associée.

d’out

Finalement, A\ )\%H est une bijection entre le spectre de L, et le spectre discret
de R,, et .

- 1
ker (LO' — )\n) = ker (RO' - A%-'—l)
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Nous venons de montrer que l'opérateur R, est continu, auto-adjoint et compact,
cela nous permet, en accord avec le théoreme [3, Théoreme 6.2], d’énoncer directement le
corollaire suivant :

Corollaire 5.27. Le spectre continu de R, est réduit a 0, et (cf. remarque

L}(Q) = @ker (Rg—)\ng> = @ker (EU—/\Zk)
ng

keN keN

Ainsi, on a une base hilbertienne (ung), o de L*(Q) ot, pour tout n € N, u, o est une
fonction propre normalisée de L, associée a \.

On fixe une telle base hilbertienne.

Remarque 5.28. En accord avec la remarque pour tout n € [ng;nk+1 — 1], on a
A; = A7, - Dans le choix d'une base de fonctions propres (un,q),, oy, nous ferons donc at-
tention a former une base orthonormale {uy, , |7y < n < ngyq } sur chaque espace propres
ker (EU — )\%k)’ en rappelant au passage que ces derniers sont orthogonaux entre eux car
L, est auto-adjoint.

Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante :

+0o0
VIELX(Q), f = (fitno)ryo) tne (5.4)
n=0
justifiée par le fait que
al @)
L
VFELXQ), D (fruno)yyng
n=0

Nous disposons également de la formule de Parseval :

o
2
VfeL*(Q), Hf”%ﬂ(ﬂ) = Z |(fs tno)L20)| (5.5)
n=0
On pose, pour tout k € N,
k k 1
7=0 j=0" Tk
ou les P7 désignent les projecteurs spectraux, donnés par :
1 nj+1—1
P = o g (z=Lo)hdz = ) (- Uno)ryo) tne (5.7)
J n=n;

ou 77 est un cercle (orienté positivement) centré en )\Zj et de rayon suffisamment petit
pour qu’il ne contiennent pas d’autres valeurs propres de L.
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De part la continuité de R,, on obtient que, pour tout f € L%(Q),

k
I(Ro = Rio) fllaqy < WRollusgay ||/ = S0PFF| = 0
Jj=0 L2(Q)
d’ou
(o) o0 1
Rof = Z<f’ Un,a>L2(Q) Roupe = Z)\o 1 (fs Un,U>L2(Q) Un,o -
n=0 n=0""T
De plus, on obtient
R, — Ry » = sup R, —Ry.) f — 0. 5.8
I o = _sup i ) Flsey — (58)
Hf”LQ(Q)

Ainsi, R, est la limite des Ry, ,. Or, pour tout k € N, 'opérateur R}, , peut étre vu comme

k
opérateur sur I’espace euclidien € ker (ﬁg - )\gj) (de dimension nj1).
=0

Definition 5.29. Soit D un domaine (réel ou complexe). Une famille (T7)_ ., d’opérateurs
non bornés de L2(Q) est dite analytique en z, € D si il existe un espace de Banach B et
deux familles (Uy),cp, (Va)yep C L (B, L2(Q)) analytiques (bornées) en x, tels que :

U, : B— Dom7T, est un bijection
Vx € D, { T.U, =V,

La famille (7}),.p est dite analytique si elle est analytique en tout x € D.

Proposition 5.30. Soit D un domaine (réel ou complexe) et (1), une famille d’opé-
rateurs fermés de L%(Q).

Soient x, € D et ¢ dans 'ensemble résolvant de Ty, .

Alors la famille est analytique en x, € D si et seulement si, au voisinage de x,, ¢ est dans
Iensemble résolvant de Ty, et la résolvante R (¢, ) == (Ty — ¢) ™" est analytique bornée.

Démonstration. Commencons par montrer 'implication.

On suppose que T : x — T, est analytique en z,, en considére un espace de Banach
B et deux familles (Uy),cp , (Va)zep C £ (B,L?*(2)) comme dans la définition

Soit x € D, 'opérateur T, — ( est bijectif car ¢ est dans ’ensemble résolvant de T, et U,
est une bijection entre B et DomT,.

L’opérateur V, — (U, = (T, — ¢) U, est une bijection en B et L2(Q2) et est analytique en
Ty, 1l en suit que 'opérateur inverse est analytique borné au voisinage de x,.

Finalement, R (¢, z) = U, (V; — CU,) " est analytique au voisinage de .

Montrons maintenant la réciproque.

On suppose que R ((,x) est analytique bornée au voisinage de x,.
On prend U, = R (¢, x) et V; = 14 (U,, les deux familles engendrées (Uy),cp,(Vz),cp C
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£ (L?(Q)) sont analytiques bornées en .
U, est bien une bijection entre L2(£2) et Dom T, et

T.Uy = (T, — QU + CU, =V, .
Ainsi, d’apres la définition [5.29] T est holomorphe en . O

Ainsi, la famille (£,),cg, est analytique si et seulement si la famille (R;) lest,

et lanalycité de L, se traduit au travers de 1’égalité :

oeR4

Lo' Ro— == IdL2(Q) - RU .

Théoréme 5.31. Les familles d’opérateurs (Lo)yeg, , <(£(, - ()_1> " (Ce C\Ry) et
oelR4

(PJ") ver, (j € N) sont continues sur Ry et analytiques sur R .

1l en suit que les valeurs propres associées o — A3, sont continues et analytiques presque
partout, l’ensemble de leurs points non réguliers étant fermé et isolé dans R .

Démonstration. On considere la forme hermitienne continue sur H!(Q) suivante
Qo= Qs+ (L) = ¢ )mye) + o)L -

_1
Il existe (cf. [7, Théoreme V-3.35]) un unique opérateur R, ? positif et auto-adjoint, défini

2
_1
sur HY(Q), tel que (RU 2) =R;let

Vf,gEHl(Q), ,Q\;'(fag) = <R0'

1
[s Ro ? 9)120)

[

_1
De plus, l'opérateur R, ? est coercif avec

_1
VfeHYQ), [flpq < ]Rng ,
LY(Q)
il est donc inversible avec ‘ ‘Ra% <
L2(Q)
_1
Soit ¢y, on pose G := Ry,® et on introduit la famille de formes hermitiennes (Qg)aeR+

continues sur L2(Q) (cf. [7, Théoreme VI-1.20]), définie par

Vg e LX), QLf.9) = Q, (G1f,GY9)

Pour tous f,g € L2(f), I'application o — QY%(f, g) est continue sur R, et analytique sur
R% .
+

Le théoreme de représentation de Riesz nous assure I'existence d’une famille d’opérateurs
(£5)ser, C L (L%(2)) auto-adjoints et positifs, telle que

vf:.gELz(Q): Qg(fag) = <£gf7g>L2(Q) :

Cette famille est analytique sur R (et continue sur R) car, pour tous f,g € L2(Q),
application o — (L{ f, g)rzq) lest (cf. [T, Section VII-1]).
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On a, pour tous f € Dom £, et g € H' (),

(Lo +1) fighzye) = 2(f9)

0, (GG 1.GGy)
9, (Gf,Gyg)

(LY Gf,Gg)rxe

= (GLyGf,9)120) »

d’out

L,+1 = GL.G (sur DomZL,).

Il en suit que
R, = G (o) ' g7t .

Finalement, I’analycité de L), en o, est équivalente a celle de (ﬁg)fl, donc a celle de R,,
et finalement a celle de £, d’apres la proposition [5.30)

Nous venons ainsi de montrer que la famille (£,) scr, est analytique sur R} et continue
sur R, il en est donc de méme pour les familles associées de résolvantes ((EU —¢ )71)

(¢ € C\ Ry) et de projecteurs spectraux (P,;’)JGR+ (ke N, cf. (5.7)).

O'E]R+

Les projecteurs spectraux sont continus (les valeurs propres o — A9 sont donc continues),
I’ensemble des points auxquels la dimension des espaces propres varie est donc fermé et
isolé, i.e. les fonctions o — ny (k € N, cf. remarque |4.10]) est continue par morceaux.

On considére un point auquel les fonctions o — ny, (k € N) sont continues (donc constantes).
Au voisinage de ce point, R, est la limite des opérateurs Ry, , (cf. et (5.8)).

Ces opérateurs forment une famille analytique dont les valeurs propres sont décrits par
I'ensemble {A\7 |n € [0;nk] }.

En appliquant le théoreme on obtient que les fonctions o — A7 (n € N) sont conti-
nues sur R, analytiques presque partout, et ’ensemble des points non réguliers est fermé
et isolé dans R . I

6 Quelques résultats sur le spectre de Robin

Théoréme 6.1. Pour tout (n,0) e NX Ry, on a

do(o) = X7 = X0 = / /yum\? dSdr |
0 r

ol Uy est choist arbitrairement parmi les fonctions propres L2(2)-normalisées de L,
associées o A7,.

Démonstration. Soit n € N.

En accord avec le théoréme Iapplication A, : 0 € Ry +— A7 est continue et analytique
excepté sur un ensemble fermé et isolé de points (donc un ensemble localement fini et au
plus dénombrable).

Soient ¢ un point régulier de A, (i.e. un point auquel A, est analytique), (o)r € RI}TF
une suite convergeant vers o et u, , une fonction propre L2 (©2)-normalisée de L, associée
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a Ay,
Le théoreme [5.31] nous assure également que les projecteurs spectraux associés a L, sont

continus, on peut donc trouver une suite ( nak) € Hl(Q)N telle que, pour tout k£ € N,
2
uk 5, st une fonction propre L?(2)-normalisée de L, associée a A7, et uk o kﬁf Un,o-
) —oo

Q, (un,o — uﬁak) = Jo|Vun, U| + ‘Vun Jk‘ — 2%Re (Vum, o Vuk Uk) dx
+0 Jr |un,g\2 + |ufwk ‘2 — 2%Re (un,au’fl’%) ds

= O (un 0) + Qak ( no’k) — 2ReQ, (Un,oaufl7ak) )
+ (0 —ow) Jp ‘“fwk‘ ds

2
= A7 4+ ATk — QA;’LS‘{e(un’U,uﬁﬂk)Lz(Q) + (0 — o) fF ‘uﬁak‘ ds .

On a AJ* v A? par continuité de A\, (up o, u,ﬁ’o.k>L2(Q

Q) = 1 par I'inéga-

L)
—> Un,o-

n,oL ks

lité de Cauchy-Schwarz et u*
De plus, comme oy, k—> o>0,il ex1ste un rang N € N a partir duquel les o} sont non
— 00

nuls, il en suit que

2 1 A%k
k k _ 'n
Vk = N, /I‘ Un,oy, ds < ;kQUk (un,ok> - O’ik
La suite (%)DN est convergente (Vers ) donc bornée, on obtient
g
Vk > N, (O'—Uk)/ ufwk dS' < sup—-.|o—op — 0
r J2N 95

Finalement, on obtient Q, (“mo — ufmk)

s AT AT 20T = 0.
k—oo

On introduit la norme |1, = /Qa + [Ifxg) = /Il + o |- [far) sur H (@),

2
EooOLTO) k
o k—> Un,o et nous venons de montrer que 9, (um, U — 0, on

'I’L,O'k) k
e i r HYQ) fcuival .
now o Unos puis u, . o Ung car [[[l, est équivalente & [|-[| gy , en

effet, en utilisant le théoréme [4.1] on obtlent

On sait que u

obtient ainsi u

vue HY(Q), |ullgyq) < lul. = \/HUH%P(Q)""UH'“”%?(F) = \/1+UC§~ [ullexo

2
Le théoreme implique également un o :ﬁ} Un,q, il en suit, par I'inégalité de Cauchy-
—00

k
Schwarz, que (un,g,un7gk>L2(F

):

On a
k
O =X [ it e = Qo (g 0) = Qa (1) = (00— 0) [ oS
Q r
L% . N .
Comme uffmk s Uno, il existe un rang M € N a partir duquel les uﬁﬂk ne sont pas

k—o00
orthogonales & u, , dans L?(2). Supposons que, pour tout k > M, on ait o}, # o, on

44



obtient
Ak — AT [punoul . dS

O — 0 fQ unﬂu?’igk dz

Vk > M,

puis, par unicité de la limite,

' Mok — \O
O\ = lim —
k—oo O — O

_ /\un,UyZ 4s >0 .
I

La fonction A, est donc croissante et absolument continue (au sens de Rudin, cf. [8|
Théoreme 7.18)), i.e. I\, € Li (Ry) et

loc
B
Va,B e Ry, M -\ = / Ie A2 do; .

En effet, A, étant analytique sur R, excepté en certains points localement finis, les pro-
blemes d’intégration de J, A, peuvent survenir uniquement autours de ces points.
Soient a < B € Ry tels que tout point de Ja; 5[ est régulier pour Ay, on a alors
B B—e
ve e J0; 252, / 05X M esp_e (0) do = / 0.\ do = N—F — \ote
a a+te

En utilisant d,\, > 0 et la continuité de A,, on obtient que )\g_e — Ag+5 —O> )\g -0
e—U4

en croissant, la famille (80)\n.]l[a+€; 5*5})5 C LY([e;; 8], R4) est donc majorée et croissante
lorsque € — 0., avec OpAp-1jqqe;5—c] (0) = 0,7 pour tout o € |a; (.
e—U4

En appliquant le théoréme de convergence monotone, on obtient d,\, € L!([a;]) avec
| f Op A0 do = /\E — A%, les points « et B n’étant pas supposés réguliers pour A,, on en
conclut que d, A, est intégrable aux voisinages (compacts) des points non réguliers de A,
ce qui nous assure ’absolue continuité de A, vue ci-dessus.

Finalement, on obtient
(o (o
Vo eRy, X -\ = / O dr = / /yum\? dsdr; .
0 0 r

ol Uy, est une fonction propre L?(2)-normalisée de £, associées & A7, on peut ignorer les
points non réguliers de A, dans [0;0]. O

Maintenant que nous disposons de cette formule pour ’écart de Robin-Neumann, nous
allons montrer un résultat géométrique sur la moyenne de ces écarts, pour cela, nous allons
admettre la loi de Weyl locale (cf. [9]) qui est au cceur du résultat souhaité.

Théoréme 6.2 (Loi de Weyl locale). Soit o € Ry, pour tout n € N*, on choisit (arbitrai-
rement) une fonction propre L%(Q)-normalisée uy, , de L, associée a \J.
Nous avons le résultat géométrique suivant

o1 ) 2 Vol (I")
lim — no|”dS = ————=
NEHOON;/ ftn.o] Vol (Q)
0, Vol (T') = [ 1dS est la longueur de T et Vol (Q) = [, 1dx est la surface de Q.

La loi de Weyl locale étant introduite, nous pouvons passer au résultat sur la moyenne
des écarts de Robin-Neumann :
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Théoréme 6.3. Pour tout o € Ry, la moyenne des écarts de Robin-Neumann existe, avec

N
1 2 Vol (T)
l — p— —_— . .
N%N;dn(g) Vol () 7

Démonstration. Soit 0 € Ry, on pose

N
1
V(N7 € N xRy, Wan(r) = 1Y :/ s |? dS > 0
n=1 r

ol, pour tout (n,7) € N* xR, uy, , est choisi (arbitrairement) parmi les fonctions propres
L?(Q)-normalisées de L, associées a AT.
En appliquant le théoréme [6.1] démontré précédemment, on obtient

1 N p 1 N
* — 2
VN € N*, n§:1jdn(a) /0 <Nn§:1:/r|um\ dS) dr |

de plus, la loi de Weyl locale nous assure que

. 2Vol (I’
V1 € R+, ]\}E;HOOWN(T) = \/bl(gZ)) .

Remarquons que la limite de (Wx (7)), est indépendante de 7.

On souhaite maintenant appliquer le théoréme de convergence dominée & (W) 5 € L([0; o),
nous intégrons sur un compact, donc borner uniformément les W suffira a appliquer le
théoreme.

Pour cela, utilisons le lemme ci-dessous (cf. [I, Lemme 4.1]) :

Lemme 6.4. En s’appuyant sur les objets introduits précédemment, on dispose du résultat
de borne uniforme suivant

AC >0 : V(N,7) e N* x [0;0], Wn(T) < C .

En utilisant ce lemme, nous pouvons appliquer le théoréme de convergence dominée,
on obtient alors

N
1 R ~ 2Vol ()
NlinooN;d"(”) - /0 N Wh(T) = i) °

O

Corollaire 6.5. Soit 0 > 0 fizé. On considére une fonction ¢ : N* — R’ croissante telle
que ¢(n) — oo (arbitrairement lentement).
n—oo

Alors, on a dn(0) < ¢(n) pour presque tout n, dans le sens ou

%#{n €Ny | dn(0) > ¢(n) } N oo 0

ot Ny := [1; NJ.
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Démonstration. On introduit la fonction Xo @ N — Ry |
dn (o)
(D)
Pour tout N € N*, sa restriction & Ny (notée Xy,) définie une variable aléatoire de

(Ny, P (Ny)) dans (R, B (R%)).

N
De plus, pour tout N € N*, on a Xy, € L (Ny,P (Ny), uy) ol puy = % > 6, est la
n=1

probabilité uniforme sur Ny.
On peut appliquer I'inégalité de Markov a tout les Xy ,, on obtient

E(Xneo)

V(N,a) e N xRY, un (Xno>a) <
(6%

En particulier, pour a« =1 et N € N* xR% , on a

N(Xno 1) = 2#{n €Ny |du(o) > 6(n) )

et

E (Xn.0) :NZ¢

On considére la partie entiere ||, on a L\/NJ 4+ 1 < N dés que N > 2 dans N. En effet,

onaLﬂJ+1—1<2et [Vz| +1 < x4+ 1 < 2 pour tout x > ¢? ~ 2,618, ou
1+f

Y= ~ 1,618 désigne le nombre d’or.
Il en sult que, pour tout N > 2,
| 1 S da(o)
N N
dn (o
< ¥ (51)) +ty X o
n=1 n:L\/N +1
VN | N
vl | L
< 1 1
< W [7R] 2y @)+ v )
< - Yo
< SHYR AT Ao O
M
ou C, := sup ﬁ > dn(0) est une constante dans R* bien définie d’apres le théoreme
MeN*  n=1
6.3 O

7 Conclusion

Nous voila déja a la conclusion de ce mémoire, pour celle-ci, je me permet de repasser
a la premiere personne.

Au travers de ce mémoire, j’ai pu développer mes connaissances et appréhender quelques
enjeux autour de 'analyse fonctionnelle et des opérateurs non bornés, en particulier sur

une famille précise d’opérateurs.

Ce travail m’a aussi permis de découvrir des problématiques liées aux conditions au bord,
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en particulier dans le résultat de régularité elliptique (théoreme servant a expliciter
le domaine ainsi qu’a travailler sur le spectre du Laplacien de Robin L.

Les questions de la régularité induite sur les valeurs propres par la régularité de la famille
d’opérateurs (L) seRy m’étaient également étrangeres avant cette étude, et ce fut un plai-
sir de découvrir de nouveaux outils prolongeant l'analyse complexe que j’avais étudiée
jusqu’ici.

Mes connaissances de Licence et de Master m’ont été utiles pour travailler sur le cas
de la dimension 1, la suite, plus complexe, a surtout fait appel a mes connaissances de
Master sur les opérateurs.

Ainsi, une bonne partie de la théorie qui m’avait été enseignée jusque la s’est révélée
utile : un travail sur la résolvante, les projecteurs spectraux, les valeurs propres et la dé-
composition de I'espace L2(f2) en sous-espaces propres de L, par exemple, mais encore
bien d’autres outils d’intégration, d’analyse fonctionnelle, d’analyse complexe ou méme
d’algebre.

Durant ces trois mois de stage de recherche en Mathématiques, je n’ai malheureusement
pas pu tout démontrer et détailler, j’espere cependant que le travail effectué a été suffi-
samment commenté et approfondi pour que ’étude puisse étre suivie efficacement et les
problématiques appréhendées aisément par le lecteur.

Je vous remercie d’avoir pris le temps de lire ce mémoire, en espérant que cela ait été
intéressant.
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