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Introduction

En théorie des systémes dynamiques, la notion d’entropie topologique correspond & un nombre

réel associé a toute dynamique topologique. Elle permet de mesurer la dispersion des orbites sur
plusieurs itérations. Lorsqu’elle est nulle, c’est le cas par exemple d’un systéme décrit par une iso-
métrie, les orbites qui sont proches au départ ne s’éloignent pas trop vite aprés plusieurs itérations.
Cependant, si elle est positive, cela présage le chaos dans le systéme dynamique. Il s’agit d’un
invariant topologique dans le sens oll deux systémes dynamiques conjugués ont la méme entropie
topologique. Plus fort encore, si un systéme dynamique est une extension d’un deuxiéme, ce premier
a une entropie topologique au moins égale & celle du second.
Un des exemples classiques de systémes dynamiques & entropie topologique positive est le fer a
cheval de Smale. Ainsi, la donnée d’'un systéme dynamique ayant un facteur (« un sous-systéme
dynamique ») conjugué au fer a cheval de Smale assure la positivité de son entropie topologique. Le
théoréme de Birkhoff-Smale sur le point homocline transverse est d’une importance capitale pour
cet aspect.

Une nilvariété M est une variété obtenue comme quotient d’un groupe de Lie nilpotent G par un
de ses sous-groupes discrets D. Si on définit une métrique riemannienne invariante & gauche sur G,
elle induit sur M une métrique invariante & gauche et, par conséquent, un flot géodésique invariant
& gauche sur le fibré cotangent 7% M.

Dans l'introduction de [I], Leo T. Butler revient sur une question intéressante concernant le flot
géodésique sur une nilvariété : « Tout flot géodésique invariant & gauche sur une nilvariété compacte
est-il a entropie nulle 7 »

Il montre, dans son article, un contre exemple en considérant le probléme sur la nilvariété M = D\T
ou T :=T5®0Ty, ou T, correspond au groupe de Lie des matrices triangulaires supérieures ayant des
1 sur la diagonale et D < T est un sous-groupe discret. Afin d’y parvenir, il procéde, succinctement,

comme suit :

e soit T l'algébre de Lie de T et T son dual. Soit H un hamiltonien sur le fibré cotangent 7*T,
on note Ey le champ d’Euler (sur T*); qui correspond donc a la projection sur le second
facteur (de T*7 = T x T*) du champ de vecteurs hamiltonien associé a H ;

e le flot géodésique correspond au flot hamiltonien pour un hamiltonien métrique sur T*7 ;

e pour une famille particuliére de hamiltoniens métriques H, on étudie (sur une orbite coad-
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jointe Oy C T* convenable) le champ d’Euler Ey, correspondant ;

un symplectomorphisme entre Oy, et T*R3 permet de ramener le probléme 4 un hamiltonien
H, sur T*R3, lequel peut étre transformé par changement de variable et réduction sur une

sous-variété symplectique de dimension 4 ;

on trouve alors sur R* un hamiltonien F, ayant la forme d'un Duffing forcé+ oscillateur

harmonique + perturbation ;

avec F,, on utilise la méthode de Poincaré-Melnikov pour montrer 'existence d’un point

homocline transverse;

par le théoréme de Birkoff-Smale, le flot de F; posséde un facteur conjugué au fer a cheval de

Smale suspendu ;

I’entropie topologique du fer a cheval de Smale étant positive et le flot géodésique invariant a
gauche étant une extension du flot de F¢, ’entropie topologique de ce dernier est donc positive.

Nous tacherons, dans ce rapport, d’expliciter toutes ces notions afin de bien comprendre le procédé

utilisé par Leo T. Butler. C’est cela qui constitue 'objectif de ce travail.

Ce rapport est subdivisé en quatre chapitres

1.

Quelques aspects sur les systémes dynamiques. Ol notre objectif sera principalement de pré-
senter les notions d’entropie topologique, de fer & cheval de Smale et la méthode de Poincaré-
Melnikov. Nous y présenterons également quelques illustrations afin de fournir un avant gotit
aux développements faits dans 'article de Leo T. Butler.

Quelques aspects sur les structures riemannienne et symplectique. Dans ce chapitre le but
premier est de mettre en avant les notions de variété riemannienne, de flot géodésique, de

variété symplectique, de flot et champ hamiltoniens et de variété de Poisson.

Orbite coadjointe d’une algébre de Lie. Tout en présentant des notions connexes, nous mettrons
un cap vers la notion d’orbite coadjointe pour une algébre de Lie et sa structure symplectique.

Cas de l’étude de Leo T. Butler. Ce chapitre sera consacré a l’étude menée dans article [I].
Nous reviendrons sur la démarche entreprise par Leo T. Butler pour répondre & la question

principale posée ci-dessus.



Quelques aspects sur les systémes dynamiques

2.1 Systémes dynamiques discret et continu

Dans cette section nous aborderons quelques notions préliminaires concernant la théorie des sys-
témes dynamiques. Il sera question de définitions et exemples qui nous seront utiles pour la suite.
2.1.1 Quelques définitions

Définition 2.1.1. Soit M un ensemble non vide. Un systéme dynamique (G temps) discret
est la donnée d’une application f: M — M.

On définit de facon récursive les itérations de f par
fn+1 — f o fn
pour chaque n € N avec fO = Idys. Ceci permet de voir que
[ = o 1 (2.1)

pour m,n € N. De plus, si f inversible, les itérations dans le « passé » sont définies par

n

S (Y

pour chaque n € N. Dans ce cas, la relation (2.1]) est satisfaite pour tous m,n € Z. Dans le cas ou f
est non inversible, les itérations f” forment un semi-groupe et dans le cas inversible elles définissent

un groupe.

Définition 2.1.2. Soit M un ensemble non vide. Un systéme dynamique (a temps) continu
est la donnée d’un semi-flot (ou d’un flot), c’est-a-dire d’une famille d’applications o' : M — M
pour t > 0 telles que

1. o0 =1Id et

2. ot =lop®, Vt,s >0 (ouVt,s €R).
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Remarque. Notons qu’aucune structure sur ’ensemble M n’a été imposée, chose qu’on oubliera
assez rapidement dans la suite. Ainsi, M pourra étre soit un espace topologique, soit un espace
meétrique, soit une variété différentielle,... ceci imposera bien évidemment aussi la nature soit de
I’application f soit du semi-flot ou flot défini sur M. On aura donc tantét une application continue,

une isométrie, ou une application différentielle,...

Soit un systéme dynamique discret f: M — M.
Définition 2.1.3. Un ensemble A C M est dit
o f-invariant si f~1(A) = A ou

FHA) ={z e M: f(zx) € A};

e positivement f-invariant si f(A) C A;
e négativement f-invariant si f~1(A) C A.
Pour un point x € M,

e sa semi-orbite positive est [’ensemble
v (z) = {f"(z) :n €N},
o si f est inversible, sa semi-orbite négative est l’ensemble
v (z)={f"(z) :n € N}
et

e son orbite est 'ensemble

V(@) ={f"(x) :n € Z}.
Soit ® = (¢! : M — M) un semi-flot (respectivement un flot).

Définition 2.1.4. e Un ensemble A C X est dit P-invariant si o t(A) = A pour tout t > 0
(respectivement t € R).

e La semi-orbite positive de x est l'ensemble
vH(@) = {¢'(x): t >0} .
o S5i ® est un flot, la semi-orbite négative de x est l'ensemble
¥ (x) = {7 (z) : > 0}
et

o ['orbite de x est l'ensemble
v(z) = {'(z): t eR}.
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Proposition 2.1.5 (6], page 9). Soit f : R" — R"™ une fonction continue telle que, pour chaque

xg € R™, le probléme de Cauchy
x(0) = xo

a une solution unique x(t,xo) définie pour t € R. Alors la famille des applications

A R™
zo —  ¢'(x0) = x(t, o)

est un flot.

Systémes hamiltoniens. 11 s’agit d’une classe de systémes dynamiques donnés par les équations

différentielles :
) oOH
T; = T(xl’ s Ty Y1y -eey yn)
) %ZH 29
Yi = _aiaji(xlv oy Ty YLy ooy Yn)

ott R?” s’appelle Iespace de phase et H : R?® — R le hamiltonien. Le champ de vecteurs hamilto-

nien correspondant est donné par

oi
T .

(2.3]) s’écrit alors
a:: =Xy (7).
Yy Yy

Illustration 1. On se place dans R* et on donne le lamiltonien

1 2 2 1 ? 2 2

Les équations de Hamilton s’écrivent

oH , 1
X:_(%H:_x 2.4
Rz
= == —Z
0z
On a )
X=-i=—=X=-2X <X2 — 2) <= X = +sech(t) et x = tsech(t) tanh(t).

Aussi,

7 =—%=7=—7= 7= Becos(t) + Asin(t) et z = —Bsin(t) + Acos(t).
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Une solution particuliére de (2.4)) est donc donnée par

x(t) = tsech(t) tanh(t)
X (t) = £sech(t)

(2.5)
z(t) = Acos(t) — Bsin(t)
Z(t) = Asin(t) + B cos(t)
avec comme condition initiale
z(0)=0
X(0)=+1
z2(0)=A
Z(0)=DB
Si on pose
2
() + Z(t)* =2h = (\/2h> avec h > 0,
alors, en prenant
=V2h 0
=0 cos(6) pour 6 € [0, 27, (2.6)

Zy = V/2hsin(h)

grace aux propriétés du flot, la solution ([2.5)) s’écrit

x(t) = %sech(t) tanh(t) x(t) = +sech(t) tanh(t)
X (t) = £sech(t) - X (t) = £sech(t)

2(t) = v/2hsin(f) cos(t) — v/2h cos(6) sin(t) 2(t) = v/2hcos(t + 6)
Z(t) = V2hsin(0) sin(t) 4+ v/2h cos(8) cos(t) Z(t) = v/2hsin(t + ).

Une autre solution particuliére de (2.4) est donnée par

avec comme condition initiale

z(0) =
X(0)=0
2(0) = V2h
Z(0) =0.
Cette solution peut également s’écrire
z(t) =0

2(t) = V2h cos(t + 6)
Z(t) = V2hsin(t + 6).

10
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2.1.2 Du discret au continu et inversement

Les deux cas de systémes dynamiques, discret et continu, sont liés puisque 'on peut passer de
I'un & lautre.

e A un flot (')ier, 1 est possible d’associer un systéme dynamique & temps discret (f*)rez en
posant f = ! et fF = k.

e Inversement, soit f : M — M une application. On construit un semi-flot sur (M x [0,1]) /f
(appelé la suspension de M par f) de la maniére suivante :

(M > [0,1]) /f = (M x [0,1]) / ~ avec (z,1) ~ (f(),0)

et pour a €]0,1[, (z,a) est seul dans sa classe d’équivalence. Le semi-flot de suspension
de f est donné par

got(x,oa):<fk(x),a+t—k>,sik§a+t<k+1. (2.7)

Si f est inversible alors la famille des applications (cpt) est un flot, appelé flot de suspen-

teR
sion au-dessus de f.

De facon générale, on a la définition suivante

Définition 2.1.6. Soit f : M — M une application, et 7 : M — R une fonction. Soit le
quotient

M, ={(z,t) e M xR:0<t<7(z)}/~

avec (z,7(x)) ~ (f(x),0). Le semi-flot de suspension de f de hauteur T est le semi-flot ! :
M, — M, défini par

k—1 k—1
o' (r,0) = (fk(a;),a +t— ZT (fz(x))> , 1 0<a+t— ZT (f'(z) <7 (fk(a:)) .
i=0 i=0
Si f est inversible, alors la famille des applications ¢, pour t € R, est un flot, appelé flot de
suspension au-dessus de f avec une hauteur 7.
2.1.3 Conjugaison

La conjugaison est utilisée afin de comparer deux systémes dynamiques quelconques. On se sert
de la notion de conjugaison. L’intérét est, principalement, de déduire les propriétés d’un systéme
(plutot compliqué) & partir de celles d'un autre (plutot simple) qui lui est conjugué.

Définition 2.1.7. SoitE] ft:M — M et gt : M' — M’ deuz systémes dynamiques. Une semi-
conjugaison de (M, g) a (M, f) est une application surjective w: M' — M satisfaisant

flom=mogt Vvt

e Une semi-conjugaison inversible est appelée conjugaison.

1. La notation f* est utilisée ici pour parler & la fois du cas discret et continu. S’il s’agit du cas discret, on pose
f=r"etg=g"

11
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e S’il existe une conjugaison entre deux systémes dynamiques, ces derniers sont alors dits conju-

gués.

e Sl existe une semi-conjugaison m de gt a f!, alors on dit que (M, f!) est un facteur de
(M’, g") ou que (M’, g') est une extension de (M, f!)

Exemple 2.1.1. Un premier exemple simple d’une extension est le produit direct
(f1 % f2)' : My x My — My x M
de deux systemes dynamiques ff : M; — M;,i = 1,2, avec

(f1 x f2)(z1,22) = (fi(z1), f5(22)) .
La projection de My x My sur M; ou Ms est une semi-conjugaison. De ce fait, (M, f1) et (Ma, f2)
sont des facteurs de (M7 x My, f1 X fa2).
2.1.4 Dynamique topologique
Soit un espace topologique M.

Définition 2.1.8. e Un systéme dynamique topologique discret est la donnée d’une appli-
cation continue f: M — M.

o Tout flot (respectivement tout semi-flot) @' : M — M tel que lapplication (t,x) — ¢'(z)
est continue dans R x M (respectivement dans RT x M) est appelé systéme dynamique
topologique continu.

Pour la suite, sauf mention contraire, on supposera que M est (localement) compact et métrique.

Conjugaison topologique

e Rappelons que pour deux espaces topologiques M et M’, un homéomorphisme f : M — M’

est une application continue, bijective et d’inverse continu.

e Soit ft: M — M et g' : M — M’ deux systémes dynamiques topologiques. Une semi-
conjugaison topologique de (M’ g) a (M, f) est une application continue surjective m :
M' — M satisfaisant

ftoﬂ‘:ﬂ‘Ogt,Vt.

e Si m est un homéomorphisme, on parle alors d’'une conjugaison topologique.

Autres définitions

Rappelons qu'une application linéaire de R™ est dite hyperbolique si toutes ses valeurs propres
ont une valeur absolue différente de 1.
Soit ¢! : M — M un systéme dynamique, dist une métrique sur M.

e Un point p est dit T-périodique si o’ (p) = p et ¢'(p) # p pour 0 < t < T. L’ensemble
O(p) = {gpt(p), 0<t< T} est une orbite périodique ou une orbite fermée.

12
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e Dans le cas discret, un point T-périodique p est dit hyperbolique si dp’ (p) : T,M — T,M
est une application hyperbolique.

e Dans le cas continu, un point T-périodique p est dit hyperbolique si une seule de valeurs
propres de doT (p) : TyM — T, M a pour valeur absolue 1.

e Les variétés faiblement stable et instable d’'un point p sont définies respectivement par
W#(p) = {q eM:40 € R: lim dist <¢t+9(q),¢t(p)> = 0}
t——+o00

et
W*(p)

{q eM:IeR: lim dist (got+0(q),g0t(p)) - 0} .

——00

e Les variétés faiblement stable et instable d’une orbite v sont définies respectivement par

We(vy) = {q eEM:30eR: lim dist(¢'(q),y(t+0)) = 0}

t—+o00

et
W4(y) = {q EM:30eR: lim dist (o' (q),y(t+0)) = O} .

t——00

e Soit p un point fixe hyperbolique. Un point g # p tel que
qgeW(p)"W*(p)

est dit point homocline a p. Si T,W*(p)+T,W*"(p) = T, M, alors q est un point homocline
transverse a p.

e Une orbite périodique 7 : [0,7] — M est dite orbite homocline si v(0) admet un point

homocline.

Proposition 2.1.9. Si v :[0,7] — M est une orbite homocline, alors tous ses points admettent

un point homocline.
Voici le résultat qui permet de voir la différence entre I’hyperbolicité dans le cas discret et continu.

Proposition 2.1.10 ([12], page 167). 1. Si ¢'(x) est la solution de i = f(z), x € R, alors
de' (2)(f(2)) = f (¢'(2)) , VL.

2. St v est une orbite T-périodique et p € v, alors d(pT(p) admet 1 comme valeur propre de
vecteur propre f(p).

3. Sip et q sont deuz points sur une orbite T-périodique vy, alors dp™ (p) et dp” (q) sont conjuguées

linéairement et ont donc les mémes valeurs propres.

Démonstration. 1. Pour la premiére assertion on a

FP@) = 20 |
= L5 op' (@) lumo

= dy'(2)(f(2)).

13
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2. Comme o’ (p) =pon a

3. Soit ¢ = ¢"(p). Alors
(eTo¢) () = (¢ 0¢") (@).
Dés lors, au point p on a

do™ (q)de™ (p) = de” (p)dee” (p).

Ainsi dp” (q) et do” (p) sont linéairement conjuguées par I’application linéaire dy7 (p).
O

Si vy est une orbite T-périodique avec p € 7, le résultat précédent montre que les valeurs propres de
doT (p) sont 1, A1, ..., \n_1. Les n— 1 valeurs propres A1, ..., \,_1 sont appelées les multiplicateurs
caractéristiques de v (ils ne dépendent pas du point p d’aprés la troisiéme assertion ci-dessus).
Une orbite périodique vy est dite

e orbite périodique hyperbolique si tous les multiplicateurs caractéristiques sont tels que

e orbite périodique hyperbolique attractive si tous les multiplicateurs caractéristiques
sont tels que [A\;] <1 (1 <j<n—1),

e orbite périodique hyperbolique répulsive si tous les multiplicateurs caractéristiques sont
tels que [\j| >1 (1 <j<n—1),

e orbite périodique hyperbolique selle si elle n’est ni attractive ni répulsive.

Illustration 2. Revenons & notre systéme hamiltonien

1
P=2X [ X2- =
i=x (x5

X =—x (2.8)
i=Z
7 =—z

1\2
de hamiltonien H = <x2 =+ <X2 — > + 22 + Z2> et dont le flot, pour ¢y = (O,jzl,\/Qh,O),

2
est donné par

0t (qo) = (:I:sech(t)tanh(t), +sech(t), v/2hcos(t), \/ﬁsin(t)).

En utilisant les relations (2.6, on a

0 (qp) = (:tsech(t) tanh(t), =sech(t), v2hcos(t+6), 2hsin(t+ 9)) :
Aussi, pour pg = (0,0, \/2h,0) on a

P'(po) = (0. 0. VZheos(t), VZhsin(t))

14
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et les relations (2.6) donnent
o' (pg) = (0, 0, V2hcos(t+60), V2hsin(t+ 9)) .

Le hamiltonien H étant séparable, le systéme (2.8) peut s’écrire sous la forme

p

T x

| =Xu

X X
z
A

Le flot ¢! de Xy préserve 'ensemble {Hy = hy, Hy = hy : hy, hy > 0}.

Remarques.

e Pour h # 0 fixé, 'ensemble
Ch={Hy=h}={(2,X,2,Z) e R*: 22 + Z? = 2h} ~R? x S’
est une sous-variété lisse de dimension 3.
e Le flot ¢! préserve Cp,.
o o(t) = ©'(po) = (0,0,v2h cos(t), V/2hsin(t)) est une orbite 2r-périodique contenue dans Cj,.

o Ii(t) = ¢t (qo0) = o™ (q0) = (:l:sech(t) tanh(t), +sech(t), v2hcos(t), \/2hsin(t)) est
une orbite non périodique dans Cp,.

e L’é¢tude du flot ¢ sera donc restreint a la surface de niveau Cj, dans la suite.
Lemme 2.1.11. Le point pg est un point périodique hyperbolique de ¢t

Démonstration. 1. ©*™(po) = po. Donc pg est 2m-périodique.

2. D’aprés la proposition [2.1.10}, dp®™ (po) (F(po)) = F(po), c’est-a-dire F(pg) est vecteur propre
de valeur propre 1 avec

F(z,X,2,7) = (2X (X2 — ;) ,—x, 7, —z)
et F(po) = F(0,0,v2h,0) = (0,0,0, —v2h).

3. Aussi, on a
dp*™ (po)(1,1,0,0) = e 27(1,1,0,0).

En effet, considérons la courbe
I'(t) = ¢'(qo) = (sech(t) tanh(t), sech(t), vV 2h cos(t), V2h sin(t)).

On trouve

e T(0@) = ¢ (¢'(q0))
= ¢"™(q)
= I'(2r +1t)
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2 Quelques aspects sur les systémes dynamiques

et en dérivant on a la relation

dp>™ (D (1)) (f(t)) = T(2n+1).

Posons une nouvelle courbe

I'(t) = (sech(t) tanh(t), sech(t), v 2h,0)
qui coincide avec I'(t) a chaque tour de 27 : T'(27n) = I'(27n).

De plus, on a ‘
L(t) = (sech(t) (1 — 2tanh?(t)), —sech(t) tanh(t),0,0)

avec les comportements a ’'infini suivants

a(t) = sech(t) (1 — 2 tanh?(t)) ~ et a(t) = sech(t) (1 — 2tanh®(t)) ~ —e
t——+o0 et t——o0
B(t) = —sech(t) tanh(t) e et B(t) = —sech(t) tanh(t) o et

On a, par unicité du flot, pour tout ¢t € R,
o’ (f‘(t)) = (sech(t + 0) tanh(t 4 6), sech(t + 6),V2h cos(#), V2h sin(0)).
Donc
o2 (f(t)) —T(t+2n), VteR
et

dp?™ (D(t)) (f(t)) —[(2r +1)
o (D)) (alt), B(t),0,0) = (alt + 27), B(t + 27),0,0).

Lorsque ¢ — 400, on a

de®™(D(t)) (e (1 +€(t)),e (L +€(1)),0,0) = (e e (1 + €(t)), e *"e (1 + €(t)),0,0) .
Comme dp?™(T(t)) est linéaire, on trouve

et ™™ (T(1)) (L +€(t), 1+ €(£),0,0) = e"e ™ (1 +¢€(t), 1 + €(1),0,0)
& dp®™(T(1) (L+€(t), 1 +€(2),0,0) = e 2™ (1 +€(t), 1+ €(1),0,0).
Ainsi lorsque t — +00, comme de®™ est continue et T'(t) a été choisi tel que T'(t) — py, on

a
d@Qﬂ—(pO)(lv 1,0, O) = 6_27T(1a 1,0, 0)

4. Enfin, montrons que
dp®™ (po)(—1,1,0,0) = €*"(—1,1,0,0).

En effet, en reprenant les courbes définies ci-dessus, on a, lorsque t — —o0,

PPT(L()) (e (L4 e(t)), e (1+€(1)),0,0) = (—e*Te (1 + €(1)), €*7e! (1 + €/(t)), 0,0)
= tdso%( (1) (—(1 +€(t), 1+ €(1),0,0) = ee®™ (—(1+ (1), 1 +€(),0,0)
& dp*™ (L) (= (L +e(®), 1+ €(1),0,0) = ™ (—(1 +€(t)), 1 + €(t),0,0)

& dgp ™(po)(—1,1,0,0) = e**(—1,1,0,0).

Comme Cj, est de dimension 3, dg®™(pg) est diagonalisable de valeurs propres 1,e?™,e~2". On

conclut donc que py est un point périodique hyperbolique de (Ch, cpt) qui est un sous-systéme de
(R, ") - O
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2 Quelques aspects sur les systémes dynamiques

Proposition 2.1.12. L’orbite o(t) = (0,0, V2hcos(t), V2h sin(t)) est une orbite homocline de ¢'.

Démonstration. Nous allons montrer que I'(0) = qp = (O, 1, 2h,0) est un point homocline de
7(0) = po = (o, 0,v/2h, 0). En effet

. . . 2 2 2
tjgloo dist (¢'(q0), ¢'(po)) = tgniloo (sech®(t) tanh?(t) + sech?(t))
= 0.
De plus gg € W"(o) N Ws(0o) car
tgniloo dist (¢*(qo),0(t +0)) = tjgzloo (sech®(t) tanh?(t) + sech?(t))

= 0.
O

Remarque. Le flot (Ch,got), ayant o(t) comme orbite périodique hyperbolique, a une direction
contractante et une dilatante. Alors W"(o) et W*5(o) sont des variétés de dimension 2. Donc

W"(o) = W*(0) = {T(t,0);t € R, 0 € [0,2a]} | J{T-(¢,0);t € R,0 € [0,2n]}.

A priori on a 'y UT_ C W* = W# I’égalité venant de la méme dimension.

2.2 Méthode de Poincaré-Melnikov

La méthode de Poincaré-Melnikov permet de détecter ’existence d’un point homocline transverse
pour un certain type de systéme hamiltonien perturbé. Nous allons décrire le principe de cette
méthode en utilisant Papproche de [12], pages 268-272.

Soient dans R? le systéme perturbé

(?) ~ Xp (q) + Y (1),
b p

ou Y a pour période T en la variable . On peut ajouter une autre variable 7 pour que les équations
soient indépendantes du temps

q
Xn (p) +eY(gp,t)| _ X (2.9)

1

N B Q.
1
NR"RR

ou 7 est pris modulo 7. On suppose que, pour le systéme hamiltonien non perturbé,

e Xy admet un point-selle fixe hyperbolique (qo,po) donc I’équation (2.9) admet une orbite
fermée g pour € = 0. Puisque les multiplicateurs caractéristiques de 7 sont différentes de 1,
on a que, pour € # 0 mais suffisamment petit, il persiste une orbite fermée ~..

e Xy admet une orbite homocline pour le point fixe, ¢’est-a-dire un point

(g,p) € W* ((q0,p0), X)) "W ((q0,10), Xrr) — {(q0,P0)} -

Dans le (g, p, 7)-espace, I'orbite homocline de Xy devient une surface homocline pour 7o pour
I'équation ([2.9),

¥ ={(¢,p,7) : (g, p) est sur U'orbite homocline de Xy} .
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2 Quelques aspects sur les systémes dynamiques

Pour € > 0 lorbite fermée v, est toujours hyperbolique et ses variétés stable et instable varient de
maniére lisse avec € dans des sous-espaces compacts.

Pour tout zg € 3, soit 2%(zp,€) le point ou W'S('yg,)?g) intersecte la normale & X en zy. Par la
dépendance lisse & €, 2°(20,0) = zo et 2°(20,€) est une fonction lisse de e. On définit de la méme
maniére z%(zp, €).

On veut mesurer la séparation des variétés stable et instable dans les directions orthogonales a
Y, c’est-a-dire la séparation entre z"(zp,€) et z°(zp,€). La fonction H est une bonne mesure de
déplacement dans ces directions (comme le gradient de H est non nul aux points de X), donc on

veut mesurer

~

G(z0,€) = H (2"(20,€)) — H (2°(20,€)) .

Comme @(zo, 0) =0, il est possible d’écrire

~

G(z0,€) = €G(2o, €).

Un zero de G(z, €) correspond & un point homocline. Puisque 1’on désire mesurer le taux de sépa-

ration infinitésimal, on définit la fonction

M(z0) = % [H (2"(20,€)) = H (2°(20,€))] |e=0

= G(Z()a O)

appelée fonction de Melnikov. Il s’agit d’une fonction de ¥ dans R. Un zero de M correspond
& la place ou, de facgon infinitésimale, les variétés stable et instable continuent & s’intersecter. Le
théoréme suivant, une conséquence directe du théoréme des fonctions implicites appliqué a G, donne
un critére pour U'intersection des variétés pour e # 0.

Théoréme 2.2.1 ([12], page 271). Soit z9 € ¥ tel que M(z9) = 0 et une dérivée directionnelle
oM

a—(zo) % 0 pour v tangent & X. Alors pour € # 0 suffisamment petit, v, admet une intersection
v
transverse homocline prés de zg.

Pour calculer la fonction de Melnikov, on se sert du résultat suivant

Théoréme 2.2.2 ([12], page 272). La fonction de Melnikov est donnée par l'intégrale impropre

“+o0
M(z0) = / AH, (100 (0(t, 20) dt,

—00

avec g le flot de X pour e =0 et X, = Xy + €Y.
Et encore plus simple, on a le cas particulier suivant

Corollaire 2.2.3 ([8], page 509). Dans le cas d’une perturbation hamiltonienne, c’est-a-dire Y = Hy
est également un hamiltonien, on a

+oo
M(z) = / (H, H1} (ot z0) dt,

—00

OH 9H, 32% le crochet de Poisson.

avec {H,Hl}:a—qa—p— 9 04
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Illustration 3. Soit le hamiltonien perturbé donné par

1\2
2H. =2H; +2Hy + 2eH, o = <x2 + (X2 - 2> ) + (22 + ZQ) + 2ezx

qui est la forme d'un Duffing non forcé + oscillateur harmonique + perturbation.
D’apres lillustration 2} le hamiltonien non perturbé (e = 0) Hy = H; + Hy est séparable et admet
une orbite homocline sur I'ensemble C, = {H = h > 0} qui est donnée par

o(t) = <0, 0, V2hcos(t), V2h sin(t)> .
Le flot hamiltonien correspondant est
xo(t) = Lsech(t)tanh(t)
Xo(t) = £sech(t)
20(t) = V2h cos(t + 6)
Zo(t) = V2hsin(t + 6).

P (t,0;h) =

De plusf]

OH120H, OHi20H; OH12,0Hy OHi20H;
0z 07 0Z 0z

{2 M} = < 9r 0X  0X Oz

1
= 2 (X2) X.
2

Ainsi, la fonction de Melnikov est donnée par

+oo
ML, 0 1) :/ (Hyo, Hy} (o (.0: ) dr

—00

= /+OO {Hy2,H:} (860h(7’) tanh(7), sech(7), V2h cos(T + 6), V2hsin(r + 9)) dr

—00

- /+OO 2\/%005(7 +0) <S€Ch2(7') — ;) sech(T)dr

—00

= 2V2h /_;OO cos(T + 0)sech(r) (sechQ(T) — ;) dr

“+00

= 2V2hcos(f) /

—0o0

cos()sech(r) <sech2(r) - ;) dr.

Soit & calculer I'intégrale

+00 1
I = / cos(T)sech(r) (sechz(T) - 2> dr
1 e "
= —2/ cos(T)sech (7)dr.
Posons
U = cos(T) dU = —sin(7)dr
1 : !
dV = sech (1)dr V = sech (1)

2. On pourrait aussi prendre le crochet {H1,2, Ho} mais comme H> est constant sur Cj ce crochet se réduit a
{H1,27 Hl}
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pour avoir

—% { |:COS(T)8€Ch/ (7')} o + /+°° Sin(T)SWh/(T)dT} )

cos(T) est paire

-0 —0o0

1 [t :
= —2/ sin(7)sech (7)dr.

—00

Posons

U = sin(7)
dV = sech'(1)dr

pour avoir

I =

8

CO
CO

N = N

o0

[sin(7)sech(T)] T2

dU = cos(T)dr
V = sech(r)

sech(t) est paire

o /+Oo COS(T)Sech(T)dT} ,

—00

T)sech(T)dr

T)sech(T)dr

7/7' _|_ e—ZT

(NN

1+z

dr

T

+oo ZT+e—lT

——dr

eT+e 7

T4 e(l=7

dr

N = DN

oo

<z
622

Y
[ eostr
[T
I

[

e2r +1

()
o\272

1 (e.)
= / dx, avec r = 2T.
4/ & et 41
En utilisant l'intégrale d’Euler
+o0o ax
/ Y, , si Re(a) <1
oo €T+ sin(7a)
on a
1 s U
I = -
4 1 4 + 1 4
sin |7 =+ = sin{m| - — =
2 2 2 2
1 T T
T4 cos (ZE) i cos (zz)
2 2
1 us
()
cos 12
1 s
- e (3)
cos 5
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Ainsi,
v 2hm

T
»(3)
cosh ( 3

™ 37
admet — et — comme zéros simples dans [0, 27[. On conclut donc que, pour € suffisamment petit,

M(t,0;h) = cos(0)

il existe un point homocline transverse.

2.3 Entropie topologique

« L’entropie topologique est un invariant topologique qui mesure la complexité de la structure
des orbites d'un systéme dynamique. Elle correspond au taux de croissance exponentiel du nombre
d’orbites différentes de longueur n ». ([3], page 36).

2.3.1 Entropie topologique dans le cas discret

Soit (M,d) un espace métrique compact et f : M — M une application continue. Pour tout
n €N,

dulw,y) = swp d(fH@). /M) (2.10)

0<k<n—1
mesure la distance maximum entre les n premiers itérés de x et y.
Soit € > 0 fixé.

e Un sous-ensemble A C M est dit (n, €)-recouvrant si pour tout x € M il existe a € A tel

que dp(z,a) < e. Soit

span(n, €, f) = min {#A : A C M est (n,€)-recouvrant} .

e Un sous-ensemble A C M est dit (n, €)-séparé si pour deux points z,y € A, d,(x,y) < e . Par
compacité, un tel A est fini. Soit sep(n, e, f) le cardinal maximal d’un ensemble (n, €)-séparé.
Soit

sep(n,e, f) =max {#A : A C M est (n,€) — séparé} .

e Soit cov(n,e, f) le cardinal minimum d’un recouvrement de X par des ensembles de d,-

diamétre plus petit que € :
cov(n,€, f) =min{#U : U = (U;) recouvrement de M : max{d,(z,y): z,y € U;} < €}.
Les quantités span(n,e, f), sep(n,e, f) et cov(n, €, f) sont liées par le résultat suivant
Lemme 2.3.1 (3], page 36).
cov(n,2¢, f) < span(n, e, f) < sep(n,e, f) < cov(n,e, f)

Soit

he(f) = limsup log (cov(n,e,f)).

n—00 n

(2.11)
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La limite
hiop(f) = lim he(f) (2.12)

e—0t

existe et est appelée entropie topologique de f. Les inégalités du lemme [2.3.1] entrainent que

. log (cov(n, e,
— L lim sup (28 (P06 f)

e—0t n—o00 n

|
= lim limsup og (sep(n, €, f))
e—=0T n—oo n

Voici quelques résultats intéressants sur ’entropie topologique, tirés de [3](pages 38-40).

Proposition 2.3.2 ([3], page 38). L’entropie topologique ne dépend pas du choiz de la distance qui
wnduit la topologie sur M.

Démonstration. Soient d et d’ deux métriques définies sur M compact. On définit pour tout € > 0,
6(e) = max {d'(z,y) : d(z,y) <€} .

Ainsi toute 6(e)-boule pour la métrique d’ est contenue dans une e-boule pour la métrique d. Cet
argument est étendu sur les métriques d,, et d},; si un ensemble A a un d,-diameétre plus petit que
€, alors A a un d,-diametre plus petit que §(¢). Cela conduit a I'inégalité

cov'(n,d(€), f) < cov(n, e, f).

Par compacité de M, on a liH(l) d(e) = 0. Ainsi,
€E—>

h/

top

/
(f) = lim limsup log (cov'(n, 9(c), f)) < lim lim sup

0(€)=0 n—oo n e—0 nooo

log (cov(n, €, f)) = hiop(f).

En interchangeant les roles de d et d’ dans le raisonnement ci-dessus on trouve aussi hyop(f) <
Rtop(f)- O

Corollaire 2.3.3 ([3], page 39). L’entropie topologique est un invariant topologique :
Sotent M et M' deuz espaces métriques compacts et g : M — M, f : M' — M’ deuz applications

continues. Si g et f sont topologiquement conjuguées, alors hiop(g) = htop(f)-

Démonstration. Supposons que w: M’ — M conjugue (M, g) et (M’, f). Soit d une métrique sur
M. Alors

d'(y1,y2) = d (7(y1), 7(y2))

est une métrique sur M’. Comme 7 est une isométrie de M et M’, et I'entropie topologique est
indépendante de la métrique, on a hiop(g) = htop(f). O]

Proposition 2.3.4 ([3], page 40). Si f est un facteur de g ( g une extension de f) alors hiop(g) >

htop(f) ;

Soient (M, d) et (M',d") deuz espaces métriques compacts et g : M — M, f : M' — M’ deux
applications conlinues semi-conjuguées par ™ : M — M'. Supposons que k est surjectif. Alors
htop(g) > htop(f)-
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Démonstration. Soit B C M’ un ensemble (n,e¢, f)-séparé tel que #B = sep(n, e, f). Grace a la
surjectivité de k, on construit A C M en prenant € A tel que z € 7 !(y) pour y € B. Ainsi,
#A = #B. L'ensemble B étant (n,e¢, f)-séparé on a Yyi,y2 € B, d/,(y1,y2) < €. Par continuité
uniforme de 7, pour € > 0, il existe d(e) > 0 tel que pour tout x1,z2 € X, d(z1,22) < I(€) entraine
d'(m(z1), m(x2)) < €. Prendre z1, 22 € A, avec 1 € 7 (y1) et 22 € 71 (y2) pour y1,y2 € B permet
alors de montrer que A est (n,d(¢€), g)-séparé. Donc
sep(n,d(e€), g) = #A = #B = sep(n,e, f).
On en déduit que hiop(g) > hiop(f)- O

Proposition 2.3.5 ([3], page 39). Soient (M,d) et (M,d") deuz espaces métriques compacts et
f:M— M, g: M'— M deuzr applications continues. Alors

1. hiop(f™) = mhyop(f) avec m € N,

2. si f est inversible alors hiop(f™1) = hiop(f). Done higy(f™) = |m|hiop(f) pour m € Z,

3. htop(f X g) = htop(f) + htop(g)'

2.3.2 Entropie topologique pour un flot

Soit (M, d) un espace métrique compact et (got M — M) un flot sur M. On introduit les

teR
métriques équivalentes (dp)per sur M

dr(z,y) = maxd (¢"(2), 0" (v)) - (2.13)

Soit e >0 fixé et T € R.

e Un sous-ensemble A C M est (e, T)-recouvrant si pour tout = € M il existe a € A tel que
dr(z,a) < €. Soit span(e, T') le cardinal minimum d’un tel ensemble.

e Un sous-ensemble A C M est (¢,T)-séparé si Vo,y € A, dr(z,y) > € . Soit sep(e,T) le

cardinal maximum d’un ensemble (n, €)-séparé.

e On considére aussi des recouvrements de M par des ouverts de diamétre au plus € pour la

métrique dr. Soit cov(e,T) le nombre minimum d’ouverts nécessaires.
Les quantités span(e, T'), sep(e, T) et cov(e, T') sont liées par les relations

Lemme 2.3.6.
cov(2¢,T) < span(e, T) < sep(e,T) < cov(e, T).

L’entropie topologique du flot ¢ est la quantité définie par :
log (cov(e, T))

hiop() = 1_1%1+ li;njup T (2.14)
€ 00
= lim limsup log (span(<, T)) (2.15)
=0T T00 T
= lim limsupw. (2.16)

e—0t T—o00 T

Le résultat suivant, tiré de [2] (page 112), montre le lien entre l'entropie topologique dans les cas

discret et continu.
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Proposition 2.3.7. Soit ® = (p!);er un flot. Alors on a

hiop(®) = hiop(p")-

En effet, 'exercice 1 ci-dessous permet de conclure.

Exercice 1 :

Si f = ¢!, montrons que hiop(¢?) = hiop(f).
Les distances (2.10f) et (2.13)) donnent

dolw,y) = maz d(f4(@), fH(y) = maz d((")" @), ()" W)

0<k<n-—1 0<k<n-—1
_ 1 1 _ 1 1
dr(z,y) = Jnag d (e'(2),¢'(y) = d (' (2), ' (y)) -
Ainsi

e Si un ensemble A a un d,-diamétre plus petit que €, alors A a un dp-diamétre plus petit que
€.

e Si A est (¢,T)-séparé, on a pour tout z,y € A,dp(z,y) > € et d’apres (2.17), dp(z,y) >
dT(‘Tay) > €.

e Si A est (n, e, p!)-recouvrant, on a pour tout x € X qu'il existe a € A tel que d,,(x,a) < € et

d’apres (2.17), € > dp(z,a) > dr(x,a).

Ceci conduit aux inégalités
cov(n, e, pl) < cov(e, T)
sep(n, e, %) < sep(e, T) (2.18)
span(n, e, ) > span(e, T).

Les inégalités (2.18)) ainsi que les lemmes (2.3.1)) et (2.3.6) conduisent aux inégalités
cov(2¢,T) < span(e, T) < span(n, e, p') < sep(n, e, ') < sep(e, T) < cov(e, T)

qui permettent de conclure.

Exercice 2 :

’Soit f: M — M un diffeomorphisme, soit ¢; : M x [0,1]/f — M x [0,1]/f le flot de suspension de f.‘

Montrons que hiop(¢") = hiop(f).

L’exercice 1 montre que hop(¢t) = higp(¢t). Pour le flot de suspension on a

ol (z,a) = (fk(x),oz—i-l—k:), sik<a+1l<k+1.

= (ff@)a+1-k), sik-1<a<k
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Sachant que 0 < a<1lona

E—1<a<k
a<k<a+l
I<a<k<a+1<2
0<k<2

k=1 k=2.

e Pour k=1ona
o' (z,0) = (f(x),a), si0<a<1.
Ainsi,

htop((pl) = htap(f) + htop (Id[O,l[) = htop(f)'

e Pourk=2ona 1<a<2= a=1,cequi donne

901 (33, 1) = (f2($)7 1) ~ (f(x)70)

Aussi,
htop(SOI) = htop(f) + htop(o) = htop(f)'

2.3.3 Entropie topologique dans le cas non compact

D’apres [1], R. Bowen généralise la définition de l'entropie topologique dans le cas non compact :
Soit (M, d) un espace localement compact et f : M — M une application uniformément continue.
Soit

dn(2,y) = max d (f'(z), f'(y)).

0<i<n
Pour tout n > 0, d,, est une distance. Soit K C M un compact. Pour n > 0 et € > 0, un ensemble
S C K est (n,€)-séparé si pour tous z,y € S, x # y on a dy(x,y) > €. Soit

sep(n, e, K) = max{#S : S est (n,e) — séparé}.

Alors soit 1
s(e, K) := limsup — log sep(n, €, K),

n—>00
et
hd(fv K) = lim 8(6,K)7

e—0

la quantité
ha(f) == sup  ha(f, K)

K compact

est appelée entropie de f par rapport a la métrique d.

Proposition 2.3.8 ([I). Soit (M,d) et (M',d’) deuz espaces métriques ainsi que f : M — M,
g: M — M etnm: M — M des applications uniformément continues avec w surjective et
mo f=gom. Alors pour tout compact K C M, hq(f, K) > hg(g,7(K)).
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2.4 Fer a cheval de Smale

Dans cette section, on décrit un systéme dynamique classique; le fer 4 cheval de Smale. Son
plus grand intérét ici réside dans le résultat suivant :

Théoréme 2.4.1 (Birkhoff-Smale). Soit ¢' : M — M un flot avec une orbite périodique .
Supposons qu’il existe un point homocline transverse. Alors, dans un wvoisinage de 7, le systéme

dynamique (M, ') admet un facteur qui est conjugué au fer a cheval de Smale suspendu.
Proposition 2.4.2. L’entropie topologique du fer ¢ cheval de Smale est positive.
Démonstration. Voir le corollaire ci-dessous. O

Corollaire 2.4.3. Un systéme qui a un facteur conjugué au fer a cheval o une entropie topologique

positive.
Démonstration. Les propositions et ci-dessus permettent de conclure. O
2.4.1 Description
Considérons une application f: R C R? — R? avec
R={(z,y) eR*:0<z<1,0<y <1},

qui contracte R dans la direction z, I’étire dans la direction y et le replie sur lui-méme comme
montré a la figure 2.1]

Nl = = =

FIGURE 2.1 — L’application f (en bleue) et son inverse f~! (en rouge).

On suppose que f est affine sur les rectangles « horizontaux »

1
Hoz{(azjy)eRz:Ongl,OSyg}
1

1
Hl:{(x73/)€R210§x§1,1—§y§1}
7
et les envoie sur les rectangles « verticaux »
f(Ho)=Vo={(z,y) eR*:0<z<)\0<y<1}

et
fH)=Vi={(z,y) eR*:1-A<z<A0<y<1}.

26



2 Quelques aspects sur les systémes dynamiques

La forme de f sur Hy et Hq est respectivement donnée par

()= C)
=) 0)+ ()

Une conséquence immédiate de la définition de f est le résultat suivant

et
1
avecO<)\<§etu>2.

Lemme 2.4.4 ([8],page 422). 1. Supposons que V est un rectangle vertical; alors f(V) N R
consiste en deux rectangles verticauz, 'un dans Vy et Uautre dans V7.

2. Supposons que H est un rectangle horizontal; alors f~1(H) N R consiste en deus rectangles

horizontauz, l'un dans Hy et l'autre dans H;.

Le but est de construire géométriquement ’ensemble des points, noté A, qui restent dans R

pendant toutes les itérations possibles de f :

A= () (R

n=—oo

Les relations f(Hy) = Vo et f(Hy1) = Vi conduisent a
RN f(R)=VUW.
Aussi, les relations f~1(Vy) = Ho et f~1(V}) = Hy conduisent &
fTY(R)NR=HyU Hy.
Notons V) = Ry et Vi = Rq. L’ensemble
RO f(R)N fA(R) = RN f*(R)

est composé de quatre rectangles verticaux, notés R; ;,4,j € {0,1}, de largeur A2 tels que décrit a

la figure 2.2

En itérant I'application f, on a en général, pour toute suite wy, ...,w, de 0 et de 1, que
ngwl...wn — Rwo N f (Rwl) n...N fn (an)

est un rectangle vertical de largeur \", et RN f™(R) est 'union de 2" tels rectangles. Pour une suite
infinie w = (w;) € {0, 1}, soit

Rw - ﬂfl(sz)7
=0

I’ensemble

n=0

w
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2 Quelques aspects sur les systémes dynamiques

flyy R Bn

- i . ——

"Ry Hy

FIGURE 2.2 — Représentation de la région RN f(R) N f2(R).

est constitué d’un nombre infini de lignes verticales dont chacune est codée par une unique suite
infinie de 0 et de 1.
On procéde de facon similaire avec I'inverse f~!. Pour toute suite w_,, w_mi1...,w_1 de 0 et de 1,

m .
(7 (Re)
i=1
est un rectangle horizontal de largeur =™, et I'ensemble
Py .
(R
i=1

est constitué d’un nombre infini de lignes horizontales dont chacune ligne est codée par une unique
suite infinie de 0 et de 1. Le fer a cheval de Smale est ’ensemble donné par

A= () f(R).

1=—00

Remarque. L’application

2 ={01}* — A
¢'{ w=(@) o 0w) = N Fi(R) 219

est une bijection. Aussi,
o0

Few) =[] fR) =90 (cw)),

i=—00

ou o est le décalage a droite dans X5 :
O’(w)i_;,_l = Wj.

Ainsi, ¢ conjugue f |5 et o.
Pour trouver ’entropie topologique du fer & cheval de Smale, nous allons nous intéresser & son
codage, c’est-a-dire a la dynamique symbolique qui lui est conjuguée.
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2.4.2 Dynamique symbolique
Soit k > 1 un entier. On considére Pensemble ¥;7 = {1, ..., k} des suites
w = (i1(w)iz(w), ...),
ol in(w) € {1,....,k} pour tout n € N.
Définition 2.4.5. Le décalage est l'application définie par
. { pORg b
] w e o(w) = (e (w)iz(w),...).

On introduit une distance, donc une topologie sur Ez. Soit B > 1. Pour w,w’ € ¥}, on définit

dww) = P (2.20)
0siw=u,
ot n = n(w,w’) € N est le plus petit entier positif tel que i, (w) # in(W).
Proposition 2.4.6 ([6], page 150). Pour chaque 3 > 1,
1. d est une distance sur Z;,
2. d(w,w”) <maz{,d(w,w),dw w”)},
8. (E:,d) est un espace métrique compact,
4. le décalage o est continu.
Proposition 2.4.7 ([6], page 151). hp(o | T) = logk.
Soit Xj, = {1, ..., k}” ensemble des suites
w= (i1 (w)ip(w)iy(w),...)
Définition 2.4.8. Le décalage est lapplication définie par
Y — Yk
U:{ w = ow)=uw,
0l i (W) = ipy1(w) pour n € Z.

On remarque que le décalage o est inversible dans ;. On introduit également une distance, donc
une topologie sur Y. Soit 8 > 1. Pour w,w’ € ¥, on définit

T siw# W
d(w,w') = b 7
0siw=uw,

ou n = n(w,w’) € N est le plus petit entier tel que

in(W) # in (W) ot i_p(w) # i_n(W').
Corollaire 2.4.9. L’entropie topologique du fer a cheval de Smale est égale a log2.

Démonstration. La conjugaison (2.19)) entre le fer a cheval de Smale et X9 , le corollaire et la
proposition permettent de conclure. O
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Quelques aspects sur les structures riemannienne et symplectique

Ce chapitre abordera principalement deux grandes notions que sont les variétés riemanniennes et
les variétés symplectiques. Des thémes connexes & ces deux notions y seront également définis.

3.1 Variété riemannienne

Définition 3.1.1. o Une métlrique riemannienne sur une variélé M est la donnée d’une

application lisse

M — S2T*M
g: ToM x T, M — R
m = gm:
(u,v) = gm(u,v)

avec gm un produit scalaire (forme bilinéaire symétrique définie positive) sur T, M.

o Le couple (M, g) est dil variété riemannienne.

Soit | — le champ de vecteurs coordonnés dans une carte locale (x1, ..., x,) de m. Soit
02" J (1<i<n)

u,v € T, M avec

u:Zulﬁ |l etv:Zvlaxi |l -
i=1 i=1

Alors
gm(u,v) = 3 gig(m)u'e? = u (g, (m)) v,
4,J

avec
s =o (21 2
gij\m) =g Oz m» i m

et (i (m))(1<ij<n) une matrice symétrique définie positive. Dans les coordonnées (z%)<;<p, la no-
tation standard est

g = Zgijd.fidxj.

0]
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3 Quelques aspects sur les structures riemannienne et symplectique

Exemple 3.1.1. Sur R™, & partir de la métrique euclidienne standard, on définit une métrique

riemannienne sur R” :

( R" — S2T*R"
T,R*" x T,R" — R
g T gy “ .
u=|: |,v= = ge(u,v) = > T u
Un, Un,

Dans ce cas, pour tout x € R",

(gij(m))ugi,jgn) = = Idp,

_ o O O

que l'on note, dans les coordonnées (x;)<i<n,

Jeuel = d:(:% 4+ ..+ d:c%.

Remarque. Soit (U, ¢) et (V, ') deux cartes locales sur M. Si g est donnée par (gi;) (respective-
ment (g;;)) dans le systéme des coordonnées (zy) (respectivement (y;)), alors

(52
6y ayﬂ oyt OyJ I\ ouk 92t )

Exemple 3.1.2. L’espace euclidien R? est équipé d’une structure riemannienne canonique ey =

dx? + dy?. Pour exprimer I'expression locale de cette métrique en coordonnées polaires (r,6) avec

T =1rcosb
y =rsinf 7
on a
oxr Ox
ar ? _ [cos@ —rsind
9 9y |  \sin® rcosh |’
or
Deés lors,
o 0 o 0 2 g 9
9(&’m>_1 (ae ae) tg(a ae) 0
Ainsi,

g = dr® +r2d6>.

3.1.1 Dérivée covariante
Connexion

Définition 3.1.2. Soit M une variété. On appelle connexion sur M une application

b, T@M) xT(TM) — T(TM)
(X,Y) — D(X,Y)=DxY

telle que les propriétés suivantes soient satisfaites :

pour toutes fonctions réelles f,g € C°(M) et tous champs de vecteurs X,Y,Z sur M,
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3 Quelques aspects sur les structures riemannienne et symplectique

1. Dx(Y + Z) = DxY + Dx Z,
2. Dix+gvZ = [DxZ + gDy Z,

3. Dx(fY) = fDxY + (X.f)Y.

Remarque. La notation fX désigne le champ de vecteurs défini pour tout m € M par

(fX)(m) = f(m)X(m)

et la notation X.f désigne la fonction sur M obtenue en appliquant 'opérateur différentiel X & la
fonction f.

Définition 3.1.3. On dit qu’une connexion D sur M est symétrique ou sans torsion si, pour

tous champs de vecteurs X etY sur M, on a
DxY — Dy X = [X,Y].

Le tenseur
T:(X,Y)— (DxY —DyX) — [X,Y]

est appelé torsion de la connexion D.

Définition 3.1.4. Soit (M, g) sur variété riemannienne. Une connexion D sur M est dite com-

patible avec la métrique g si

Théoréme 3.1.5 ([5], page 178). Sur une variété riemannienne (M, g), il existe une unique connezion
qui soit & la fois symétrique et compatible avec la métrique g. On Uappelle connexion de Levi-
Civita ou connexrion riemannienne ou encore CONNELIon Canonique.

Proposition 3.1.6 ([4], page 68). Soit (M, g) une variété riemannienne ainsi que X,Y deux champs

de vecteurs sur M. Dans des coordonnées locales on écrit

n n
i 97 ; 0 ; 0
9= EZ-]- gijdx da!, X = ;_1:X Ox’ et Y = i_gl Y Ozt

Dans ce systéme de coordonnées, on a

Dxy=> [> x/ o > T XIYE o

i=1 \j=1 Jk=1

avec Fé‘k: les symboles de Christoffel, sont des fonctions définies par la relation
0 "0

D o g = 2 gy

oxI =

jOTL(l

0
En posant Og;; = il

A R
* =3 > 9" (Oigm + Oegiy — Dugsn)
=1
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Dérivée covariante le long d’une courbe

Définition 3.1.7. Un champ de vecteur le long d’une courbe v: I C R — M est une courbe
X : I — TM telle que X(t) € TyyM pour tout t € I.

Exemple 3.1.3. Par exemple, +/(¢) est un champ le long de ~.

Théoréme 3.1.8 ([4], page 72). Soit (M,g) une variété riemannienne munie de sa connezion
DY

canonique D, et v : I — M wune courbe sur M. Il existe une unique application notée Y —— a
et appelée dérivée covariante le long de ~v qui, a tout champ de vecteurs Y le long de vy, associe

DY oy ,
un autre champ de vecteurs e le long de v avec les propriétés suivantes

1. pour tous champs Y, Z le long de v et toute fonction f: I — R
DY +Z) DY DZ

dt a T a
“ D(fY) df DY
a —a Tla

2. s’il existe un voisinage de ty dans I tel que Y est la restriction a v d’un champ de vecteurs X

défini dans un voisinage de y(to) dans M, alors

DY
“a 1) = Py X))

Dans un systéme de coordonnées locales ou (t) = (z!(¢),...,2"(t)) on a

DY Yy’ L 0
— = —(t T ()Y (YR | == 3.1
i =2 [T 0 T 00| 5 (31)
Définition 3.1.9. Un champ de vecteurs X le long d’une courbe v est dit paralléle le long de ~
DX
, — = 0.
S
Exemple 3.1.4. Sur R™, pour tout champ de vecteurs X le long de ~,

DX d
= (1) = 5 (X(1).

3.1.2 Géodésiques sur une variété riemannienne

Définition 3.1.10. Soit (M, g) une variété riemannienne et D sa connexion canonique. Une courbe
paramétrée v sur M est une géodésique sur M si le champ de vecteurs-vitesse 7' est parallele le

long de 7, c’est-a-dire
/

D~

=0
dt

Dy =0 ou
et ne s’annule jamais.

La vitesse |7/(t)| est constante, comme
]' d / / / /
—— t t)) = (D~ =0.
2 dt 7()77()> < 7'77’}/>
En coordonnées locales, d’aprés la relation (3.1)), les géodésiques sont solutions du systéme différen-
tiel ) o
d*x’ , dx” dx? )
=z The ) —-—-=0  (1<is<n) (3.2)

avec z(t) = (z'(t), ..., 2" (t)).
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Exemple 3.1.5. Les géodésiques de R™ sont des lignes droites paramétrées avec vitesse constante.

En effet,
D~

o (t)=0&+"(t) =0 y(t) = zo + tv.

Géodésique et équations d’Euler-Lagrange

Définition 3.1.11. La longueur d’un courbe 7 : [a,b] C R — M est définie par

b
£, = [ oo GO W)

Si la courbe v([a, b]) est contenue dans le domaine d’une carte (U, ¢), la longueur est, en notant
x(t) = (p ov)(t), donnée par

b
£, = [ [0 ) a1 00

Proposition 3.1.12. La longueur d’une courbe ne dépend pas du choix de la carte.

Définition 3.1.13. Soit M une variété différentielle. Un lagrangien sur M est une application
lisse

L:TMxR — R
(x,v € TyM,t) —— L(z,veT,M,t).

On associe & un lagrangien L une fonctionnelle F7, sur 'ensemble de courbes C! sur M :

b
Foi(y:fab] —>M)'—>/ L(4(t), (8, ) dt.

Exemple 3.1.6. Si (M, g) est une variété riemannienne, si Ly(z,v,t) = /g.(v,v) alors si v :
[a,b] — M est une courbe sur M, la fonctionnelle

b
Fi, () = / Va3t = L,(7)

est la g-longueur de la courbe +.
La fonctionnelle associée au lagrangien Lg(w, v,t) = gz (v,v) donnée par

b
Fiy () = [ 060300t
a
et appelée énergie de la courbe v pour la métrique g.

Définition 3.1.14. Une courbe v est extrémale pour un lagrangien L si elle est un point critique de
la fonctionnelle F, avec des extrémités fizées, c’est-a-dire pour toute courbe C' ¢ :] — ¢, e[x[a,b] —>
M tel que

o Vt € la,b], c(0,t) =(t) et

® Vs 6]_676[; ’
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alors

b c
% |s=0 (FL (c(s,.))) =0 dis \Szo/a L <c(s,t), gt(s,t),t> dt = 0.

Théoréme 3.1.15 (Equations d’Euler-Lagrange). Soit U C R"™ un ouvert et L : UxR" xR —

R un lagrangien. Une courbe vy : [a,b] — U sur U est extrémale pour L si et seulement si

~

e e ot G (0000 = 5 (5 00.50.0) 0 63)

Proposition 3.1.16. Soit (M,g) une variété riemannienne. Une courbe v : [a,b] — M sur M
est extrémale pour Lg = g.(&, ) si et seulement si elle est extrémale pour Ly = \/g.(Z,T) et est a

vitesse constante, c’est-a-dire

Vo (), 5(8) = est.

Définition 3.1.17. Une géodésique d’une variété riemannienne (M, g) est une courbe critique

pour la g-énergie ]-"Lg,

Si gz = Zij gij(z)dx'dz? est la métrique riemannienne sur U C R", les équations d’Euler-
Lagrange (3.3)) pour le lagrangien L(x,4) = g,(&,4) donnent explicitement les équations diffe-
rentielles satisfaites par les géodésiques.

Remarque. On a bien évidement équivalence entre les définitions [3.1.10] et 3.1.17] En effet, expri-

mons le lagrangien sous la forme

L(at,i") = guat'd”,

avec i, v des indices muets. Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent
oL d (0L
_ = —~ | =o. 3.4
OxP  dt (&’L“P) (34)

oL Gy .
oxr oxP

On a

et

oL Oguv
oxP oxP

Ainsi les équations (3.4) s’écrivent
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;%%: - % (g@”) =0
& i - L (guit) =0
= ;%J;f;t%ﬁ —~ %gj:;tafnﬁ — Gt =0

_l%ﬂ'ﬂ_Fl%ia-ﬂ l%ﬂ.ﬁ

& 289&”:1:33 5 Dra T 28:551:33 + gt =0
. 1 agﬁl/ agau 8904,3 ca
Moy _ asB

& G 2 <6xa 028 0w )T T T 0

2 oz OzP  Oxv
& @i’ =0,

1 095,  O0gar O o
& i’“rg’“’( by 4 Cdav _ gaﬁ)maxﬁzo

Et on retrouve ainsi les équations

3.1.3 Flot géodésique sur une variété riemannienne

Soit (M, g) une variété riemannienne compléte et soit y(, ,)(t) I'unique géodésique avec les condi-
tions initiales

;Y(:c,v) O) =".
Pour t € R, on définit un difféomorphisme du fibré tangent T'M comme suit
ot ™ — T™
(.Z',’U) — ¢t<xvv) = (V(x,v) (t)f:)/(z,v) (t)) .

La famille des difféomorphismes ¢’ est un flot. Soit SM le fibré tangent unitaire de M, c’est-
a-dire, le sous-ensemble de TM dont les éléments (x,v) sont tels que v est de g-norme 1. Comme
les géodésiques ont une vitesse constante, ¢! laisse SM invariant, c’est-a-dire, si (z,v) € SM pour
tout t € R on a ¢!(x,v) € SM. La restriction de ¢! & SM est appelée flot géodésique de g. Voir
[11], page 8.

Considérons le cas particulier d'un systéme lagrangien, c’est-a-dire un systéme décrit par un
lagrangien L : TM — R et donné par les équations d’Euler-Lagrange
doL 0L
dt ov Oz’
Soit (M, g) une variété riemannienne et on définit le lagrangien

L(z,v) = %gx(v, v).
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Le systéme lagrangien sur T'M correspondant & ce lagrangien (aussi bien sa restriction sur le fibré
tangent unitaire SM) est appelé flot géodésique sur la variété M. Voir [2], page 201.

Via la métrique riemannienne g on identifie le fibré cotangent T*M et du fibré tangent T'M.
Ainsi la proposition suivante permet d’écrire I’équivalent de I’équation d’Euler-Lagrange sur le fibré
cotangent.

Proposition 3.1.18. L’équation d’Euler-Lagrange est équivalente a un systéme d’équations (équa-
tions de Hamilton) :

. OH
P=—F"
'_agq (3.6)
q - 8]) 9
. . . , . . oL
ot H(p,q) = pq— L(q,q) est la transformée de Legendre du lagrangien L(q,q) et p = (‘Tq

oL 0L oL
Démonstration. L’équation d’FEuler-Lagrange — —— = — peut s’écrire p = —. Donc, d’une part,
dt 0q dq 0q
OH OH
dH = —dp+ —d
Op P+ dq 4
et d’autre part,
. . oL
dH = d(pg — L) = qdp — ——dg
q
Ceci donne, par identification des termes, les équations (3.6)). O

La proposition précédente assure le fait que le flot géodésique soit un flot hamiltonien.
Pour trouver le hamiltonien correspondant au lagrangien L(z,v) = iggg(v,v), soit H(p,q) = pq —

L(q,q) la transformée de Legendre de L(q,¢). On a

0L(q,q)
dq

1)

10
= 33 > gi(a)d'd

ij
= > gi5(9)d".
ij
Donc

H(p,q) = pq—L(q,q)

, 1
= %@@-5%@@
1 ..
=§%@®-
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3.2 Variété symplectique
3.2.1 Forme symplectique
Une premiére interprétation des formes différentielles sur une variété M est la suivante
Définition 3.2.1. Une p-forme différentielle sur M est une section du fibré
T NPT*M — M

des formes alternées sur M, c’est-a-dire une application lisse o : M — NPT*M telle que pour tout
reM, a, € NNT;M :

M — APT* M
a: T.Mx..xT,M — R
r o oy
(v, ...y Up) — (v, ., p).

Une autre interprétation, équivalente a la premiére, utilisant les champs de vecteurs sur M consiste
a voir a comme une p-forme linéaire alternée sur I’ensemble des champs de vecteurs sur M, Vect(M),

lequel est considéré comme un module sur 'anneau C*°(M).
Définition 3.2.2. Une p-forme différentielle o sur M est donnée par

Vect(M) X ... x Vect(M) — C>(M)
M — R
(Xl,...,Xp) — Oé(Xl,...,Xp) : {

ou
v M — T™
v xr Xl(:L’) = (Xz)ac e, M

est un champ de vecteurs sur M. Avec cette définition, on a les notions suivantes

e La différentielle d : QP(M) — QPFTL(M) est donnée par

p

do(Xo, ., Xp) = Y (-1 Xp.o( KXoy ooy X Xp)+ Y (=) a([X5, X, Koy ooy Xy o, X

i=0 0<i<j<p
La notation X; signifie qu'on omet X;.

e La dérivée de Lie associée a champ de vecteurs X, Ly : QP(M) — QP (M), est donnée par

d
Lya=(§) (wio) b
avec ¢ le groupe local a un paramétre associé a X et pfa le pull—backE] de a par ;.

e Le produit intérieur d’une p-forme différentielle o par un champ de vecteurs X, ix :
QOP(M) — QP~Y(M), est donné par

(ix&)(Xl, ceey prl) = Oé(X, Xl, ceey prl)-
En utilisant la premiére définition on a

(z'on)I(vl, ...,Up_l) = Ozgg(Xx,Ul, ...,Up_l).

1. Défini plus bas.
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e De plus, les formules suivantes sont vérifiées
1. Formule de Cartan : Lx =doix +ix od,
2. Lxf = df(X) = X.,
3. Lyod=do Ly,
4. Lx(aNB)=LxaNp+aANLxp,
5

. LX OLY - Ly OLX - L[X,Y]'

Pullback d’une p-forme différentielle

Soit f: M — N une application différentielle et w une p-forme différentiable sur N. Alors, sur

M, il existe une p-forme différentielle, notée f*w, définie comme suit

df (x) “i(=)
T.MxT,Mx..xT,M — Tf(x)N X Tf(x)N X ... X Tf(m)N — R

(v1,v2,.0,0p) = (df(2).01,df ()02, ..., df (2).0p) = W) (df ()01, df ()02, ..., df (2).vp)) -

Plus simplement,

(ffw)e : TuM x TyM X .. x TyM  — R
(v1, V2, ..., Up) = (ffw)e (v, 02, 0, 0p) = Wiy ((df ()01, df (7).v2, ..., df (2).0p))

Définition 3.2.3. Soit M une variété différentielle de dimension paire. Une structure symplec-

tique sur M est la donnée d’une 2-forme différentielle w qui est
o fermée : dw =0 et
o réguliere : Vo # 0,3y : w(x,y) # 0 avec x,y € T, M.
Le couple (M,w) s’appelle variété symplectique.

Exemple 3.2.1. Considérons la variété R?” muni des coordonnées (p;, ;). La forme

W:dei/\in

(2

est une forme symplectique sur R?".

Définition 3.2.4. Un difféomorphisme f : (M,w) — (N,n) entre deux variétés symplectiques tel
que
fin=w

est appelé un difféomorphisme symplectique ou un symplectomorphisme.

Théoréme 3.2.5 ( Darboux, [2], page 221). Soit (M,w) une variété symplectique. Pour tout point

x € M il existe un voisinage U de = et un systéme des coordonnées o : U — R?™ tel que sur tout

0
point y € U, w est la forme symplectique standard par rapport & la base ¢ —, ..., —— 5.
8%1 8x2n

Ce théoreme renseigne donc que toute variété symplectique est localement symplectomorphe a
R?". Les coordonnées ci-dessus sont appelées coordonnées de Darboux ou coordonnées sym-

plectiques.
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3 Quelques aspects sur les structures riemannienne et symplectique

Exemple 3.2.2. Soit M une variété différentielle et les coordonnées locales {qi,...qn} sur M . Sur
le fibré cotangent T* M cela entraine les coordonnées {q1, ...qn, p1,...pn }- On définit la 1-forme de

0=—> pidy.
i=1

Liouville 6 par

Alors sa dérivée extérieure donnée par

w=df = dg;\dp;
i=1

est une forme symplectique sur T*M.
3.2.2 Champ et flot hamiltoniens
Définition 3.2.6. Soit (M,w) une variété symplectique et H : M — R une fonction lisse.
e Le champ de vecteurs, noté Xg et donné par
ixyw = —dH, (3.7)
est appelé champ de vecteurs hamailtonien associé ¢ H ou gradient symplectique de H.

o Le flot o' du champ Xp, c’est-a-dire la famille d’applications ¢t : M — M satisfaisant
d
£90

est appelé flot hamiltonien de H.

Hz) = Xpu (¢'(z)); x€MteR et p(2) =,

Si Y est un champ de vecteurs sur M la relation (3.7)) s’écrit
(ixy)(Y) = w(Xp,Y) = —dH(Y),

Exemple 3.2.3. Considérons la variété symplectique (Rzn,w) avec

n

w=>(dpi Adg).

=1

Soit H : R?" — R une fonction lisse et
" 0 & 0
Y = YPi Y% _—
Zi: Opi i zl: dq;

un champ de vecteurs sur R?". Pour exprimer le champ hamiltonien associé & H, écrivons-le sous

Xu :ZXpiE)ii +ZX%88%'

la forme

)

Alors on a, d’'une part,

n XPi YPi
vy = Samnan((2)-(2))
i=1
n XPi YPi n YDi XPi
= Z;dpi (X‘h) dg; <Y‘h‘> - Z;dpi (qu) dg; <Xqi>

— ZXPZ‘Y‘]'L’ _ Zypinz‘

i=1 =1
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3 Quelques aspects sur les structures riemannienne et symplectique

dH(Y) = ( pwz ><§Z>
=1

n

RN

i=1

B ;8]91 pl—i_Zaqqui‘

et d’autre part,

Comme Xp vérifie w(Xp,Y) = —dH(Y), c’est-a-dire ici

;XPYQ—;YPqu—;an_ Z

on trouve le champ hamiltonien

3191

Op;

La relation ¢! = X donne les équations habituelles de Hamilton

50
T dg
oH

Gi= 5

Proposition 3.2.7 (2], page 223). Le flot hamiltonien préserve la structure symplectique :
(cpt)* w=w.

Proposition 3.2.8 ([2], page 224). Soit (M,w) une variété symplectique, H : M — R une fonction
lisse, ix,w = —dH, et o' = Xp. Alors H (gpf(x)) ne dépend pas du temps.

Démonstration.

T g = dH (¢'@) ¢ ()

On dit alors que H est une intégrale premiére du flot hamiltonien .

3.2.3 Crochet de Poisson

Soit (M, w) une variété symplectique. A une fonction H : M — R correspond un groupe a un
parameétre ¢4 : M — M, par exemple le flot hamiltonien de H. Soit F' : M — R une autre
fonction sur M.
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3 Quelques aspects sur les structures riemannienne et symplectique

Définition 3.2.9. On appelle crochet de Poisson des fonctions F' et H définies sur M, on note
{F,H}, la dérivée de la fonction F suivant la direction du flot hamiltonien de H :

(F,H) (2) = o (4], ().
De fagon équivalente le crochet de Poisson de deux fonctions F' et H peut étre défini par
{F\H} =w (X, Xp) =dF (Xg).
Exemple 3.2.4. Dans les coordonnées symplectiques {q1, ..., Gn, P1, .., Pn} O0 &
{F,H} = w(Xg,Xr)

= Z dpi N dgi (Xm, XrF)

=1
= > dpi(Xp)dg; (Xp) =Y dpi (Xr)dg; (Xpr)
=1 =1
B Z”: _OH aF_Z”: _OF\ 0H
=\ ) O =\ 0qi) O
B Z’"‘: OF9H OF OH
- = \0q; 9pi Opidai )

Proposition 3.2.10 ([2], page 225). e Le crochet de Poisson est antisymétrique : {F,H} =
_{Hv F}

e Une fonction F est une intégrale premiére du flot hamiltonien de H si et seulement si {F, H} =

0.

3.3 Structure de Lie-Poisson

La structure de Lie-Poisson permet de considérer le crochet de Poisson dans un cadre plus abstrait
et donc général que celui obtenu & partir de la structure symplectique.

3.3.1 Variété de Poisson

Définition 3.3.1. Le crochet de Poisson (ou la structure de Poisson) sur une variété M est
la donnée d’une application bilinéaire sur C>°(M), notée {.,.}, vérifiant les propriétés suivantes

1. (C®(M),{.,.}) est une algébre de Lie et

2. {.,.} est une dérivation :

(FG,HY = {F,HYG + F{G,H},  VF,G,H ¢ C®(M).

On dit dans ce cas que M est une variété de Poisson.

Exemple 3.3.1. e Crochet symplectique. Toute variété symplectique est une variété de
Poisson. Le crochet de Poisson est défini comme ci-dessus par la forme symplectique. La
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3 Quelques aspects sur les structures riemannienne et symplectique

propriété de dérivation est une conséquence des propriétés de dérivation sur les champs de

vecteurs :

{FG,H}

Xu(FG)
— FXp(G)+ GXy(F)
_ {F,H)G+ F{G, H}.

e Crochet de Lie—PoissonE]. Soit g est une algébre de Lie et g* son dual. Pour F': g* — R,
OF
on définit la dérivée o € g, 00 u € g*, par
7

dF(p).v = <1/,((55];> Vv e g*.

Il s’agit ici d'une identification entre g** et g et ainsi dF(u) € g** est vu comme un élément
de g.
Alors le dual g* est une variété de Poisson par rapport aux crochets de Lie—Poissonrﬂ { }+

et {.,.}— définis par
0F 6G
F =+ ==
{ 7G}:E(M) <,ua |:5U75M:|>’

pour p € g* et F,G € C*(g*).

3.3.2 Fonctions de Casimir

On généralise la notion de champ de vecteurs hamiltonien telle que vue dans le cadre symplectique.

Proposition 3.3.2 ([7], page 333). Soit M une variété de Poisson. Si H € C*°(M), alors il existe

un unique champ de vecteurs sur M, noté Xy, tel que
Xu(G)={G,H}, VG € C°(M).
Le champ Xy est appelé champ de vecteurs hamiltonien de H.

Proposition 3.3.3 (7], page 333). Soit F,G € C*(M). On a
(X, Xc| = —X(n,ay-
Démonstration. En utilisant 1'identité de Jacobi on a

[(Xu, Xe](F) = Xp(Xa(F)) - Xa(Xu(F))
= {{FaG}aH}_{{FvH}aG}
= _{F7 {H, G}}
= X))
O

Pour les équations de mouvement, en utilisant la structure de Poisson, on a le résultat suivant

2. [7], page 328.
3. ly en a deux, {.,.}— et {.,.}+ respectivement, selon que 'on considére la translation a gauche ou la translation
a droite respectivement.
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3 Quelques aspects sur les structures riemannienne et symplectique

Proposition 3.3.4 (7], page 334). Soit p' un flot sur une variété de Poisson M et H € C*(M).
Alors

1. pour tout F € C>*(U), U un ouvert de M, on a

d
VieR, — (Foy')={F,H}oy"={Foy' H},

dt
ou simplement
F={FH
si et seulement si o' est le flot de Xp.
2. Si ¢ est le flot de Xp7, alors
Hoy!'=H.

Corollaire 3.3.5 ([7], page 334). Soit G,H € C*(M). Alors G est constant le long de la courbe
intégrale de Xp si et seulement si {G,H} = 0.

Parmi les éléments de C*° (M) il existe des fonctions C' telles que
{C,F}=0  VF e C*(M).

Ce sont des fonctions qui sont constantes le long du flot de tous les champs de vecteurs hamiltoniens
ou, de facon équivalente, X¢o = 0, c’est-a-dire, C' génére des dynamiques triviales. On les appelle
fonctions de Casimir de la structure de Poisson. Elles forment le centre de l'algébre de Poisson

O (M).

Exemple 3.3.2. Sur une variété symplectique M, toute fonction de Casimir est constante sur une

composante connexe de M. FEn effet, dans le cas symplectique,
Xoe=0=dC =0,

et donc C est localement constant.

3.3.3 Application de Poisson.

Proposition 3.3.6 ([7], page 338). Le flot hamiltonien préserve la structure de Poisson : si @' est
le flot de Xy, alors

e {F, G} ={p F,0[G}.
En d’autres termes

{F,G} o ={F oy Gow}.

Définition 3.3.7. Une application lisse f : M — N entre deuz variétés de Poisson (M, {.,.};) et
(N,{.,.}5) est une application canonique ou application de Poisson si

[ AF, G}y, ={f"F, f*G},, VF,G € C*(N).

La proposition [3.3.6] ci-dessus montre que le flot hamiltonien est une application de Poisson.

44



Orbite coadjointe d’'une algébre de Lie

Dans ce chapitre, aprés quelques rappels de notions importantes, nous verrons briévement ce que
c’est qu'une orbite coadjointe d’une algébre de Lie.

4.1 Groupe et algebre de Lie

4.1.1 Groupe topologique

Définition 4.1.1. Un groupe topologique est un groupe muni d’une topologie telle que I’applica-
tion

GxG — G

(z,y) — ay”!
soit continue.

On note M(n,R) l'algébre des matrices n x n a coefficients dans R et GL(n,R) le groupe des
matrices inversibles de M (n,R), qui est appelé groupe linéaire.

Proposition 4.1.2 ([13], page 4). Le groupe GL(n,R), muni de la topologie induite par celle de
M(n,R), est un groupe topologique.

Définition 4.1.3. Un groupe de Lie est un groupe topologique G muni d’une structure de variété
différentielle.

Un groupe de Lie linéaire est un sous-groupe fermé de GL(n,R).

Exemples de sous-groupes de GL(n,R)

e Le groupe spécial linéaire noté et défini par

SL(n,R) ={g € GL(n,R) : det(g) = 1}.

e Le groupe orthogonal noté et défini par

O(n) = {g € GL(n,R) : glg=1Idieg = gT}.
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4 Orbite coadjointe d’une algébre de Lie

— Le groupe spécial orthogonal SO(n) est le groupe des matrices orthogonales de dé-

terminant 1 :

SO(n) = O(n) N SL(n,R).

— Plus généralement, soit B la matrice d’une forme bilinéaire b non dégénérée sur R", on

définit le groupe

O(b) = {g € GL(n,R) : ¢g"Bg=Bieg'= B_lgTB} .
En particulier si b est la forme bilinéaire symétrique définie par
P q
b(x,y) =D i — ¥ Tpyilipris P+q=n,
i=1 i=1

on note O(b) = O(p, q) et on a le groupe pseudo-orthogonal défini par

O(p,q) = {9 € GL(n,R) : QTIp7q9 = Ip,q} )

I 0
Ip,q = i :
0 -1

— Si b est la forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée donnée par

ou

m m
bz, y) = — Z ZiYm+i + Z Tm+iYis
i=1 i=1
alors on a le groupe symplectique noté et défini par

Sp(m,R) = {g € GL(n,R): g"Jg=J},

I, O

e Le groupe triangulaire supérieur et le groupe triangulaire supérieur strict, notés et

ou

définis respectivement par
T(n,R)={g € GL(n,R) : gij =0 si i > j}
et
To(n,R) ={g € GL(n,R) : g;j =0 si i > j et g;; = 1}.
4.1.2 Algebre de Lie d'un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie. A tout élément g € G on associe deux difféomorphismes, & savoir les

translations 4 gauche et a droite notées et définies respectivement par
G — G
R, :
x +— Ry(z)==zg

et

I G — G
Tl = Ly(z) = ga.

On a les propriétés suivantes
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4 Orbite coadjointe d’une algébre de Lie

LgoLp = Lgn,

Rg (¢] Rh - Rhg7

e RyoLy=LyoRy,
° Lgf1 = L;l,
° Rg—l = Rg_l.

Définition 4.1.4. Un champ de vecteurs X € I'(T'G) est invariant & gauche (resp. a droite) sur G
st

Vg € G, Ly X = X (resp. RyX = X).

Proposition 4.1.5 ([10], page 128). Si G est une groupe de Lie (d’élément neutre noté e), l'appli-
cation X — X, est un isomorphisme entre l'espace vectoriel des champs de vecteurs invariants a

gauche sur G et ’espace tangent T.G.
Le crochet sur les champs de vecteurs se transfére donc par isomorphisme sur T.G.
Définition 4.1.6. L’algébre de Lie d’un groupe de Lie G, notée g, est l’espace tangent T.G.
Dans le cas particulier ot G est un groupe de Lie linéaire, on lui associe l’ensembleE]
g = Lie(G) ={X € M(n,R) : Vt € R,exp(tX) € G},
ou l'exponentielle d’une matrice X € M (n,K) est définie par la série
)
exp(X) = )Ii'k
k=0
Exemples :
o Lie(GL(n,R)) = M(n,R),
o Lie(SL(n,R)) ={X € M(n,R) : tr(X)} =0,
e Lie(SO(n)) = {X € M(n,R) : XT = —X} = AntiSym(n,R),

A B

o Lie(Sp(n,R)) = { (C’ —AT) :Ae M(n,R), B,C e Sym(n,R)} .

Dans les exemples ci-dessus, le crochet de Lie est celui des matrices : [A, B = AB — BA.

La définition abstraite d’une algébre de Lie est la suivante :

Définition 4.1.7. Une algébre de Lie réelle (resp. compleze) est un espace vectoriel g sur R (resp.

C) muni d’une application bilinéaire
gxg — 49
(X)Y) — [X,Y]
telle que
o [X,Y]=-[Y,X],

o [X,[Y,Z]|=[X,Y],Z]+[Y,[X,Z]] (identité de Jacobi).
1. (|13], page 41).
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4 Orbite coadjointe d’une algébre de Lie

Algébres de Lie nilpotentes et résolubles

Soit G un groupe d’élément neutre noté e. Le commutateur de deux éléments x et y de G est
défini par
[z, y] = 'y ay.
Si A et B sont deux sous-groupes de G, on note [A, B] le sous-groupe engendré par les commu-
tateurs de la forme [z,y] pour z € A et y € B.
On définit alors par récurrence une suite (la suite centrale descendante de GG) de sous-groupes
de G, par

Cl(G) =G, cM(@) = [c*1(G),ql.
Définition 4.1.8. Le groupe G est dit nilpotent s’il existe un entier n tel que C"(G) = {e}.

Le groupe dérivé de G, noté D(G), est le sous-groupe de G engendré par les commutateurs. On
définit les groupes dérivés successifs comme suit

D()(G) =G et DZ'+1(G) = D(DI(G))
Définition 4.1.9. Le groupe G est dit résoluble s’il existe un entier n > 0 tel que D, (G) = {e}.

Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur R. Si A et B sont deux sous-espaces vectoriels
de g, on note [A, B] le sous-espace de g engendré par les crochets [X,Y], o1 X € Aet Y € B. On
note et définit I'idéal dérivé de g par

D(g) = [g, g]-

e La suite centrale descendante C*(g) est définie par récurrence par
Cl(g) =g C"(g) =[C* (), 9]
e La suite dérivée D”(g) est définie par

D'(g) = D(g), D(D*"'(g)) = D*(g) = [D* ' (9), D" '(g)]-

Les sous-espaces C¥(g) et D¥(g) sont des idéaux.

e La suite C*(g) est décroissante et donc stationnaire & partir d'un certain rang. L’algébre de
Lie g est dite nilpotente §'il existe un entier n > 1 tel que C™(g) = {0}.

e La suite D*(g) est également décroissante et donc stationnaire & partir d’un certain rang.
L’algebre de Lie g est dite résoluble s’il existe un entier n > 1 tel que D"(g) = {0}.

Exemples
[[13], pages 60-61]

e Soit Tp(n,K) le groupe des matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux
sont égaux a 1. Son algébre de Lie g = tp(n,K) est constituée des matrices triangulaires

supérieures dont les éléments diagonaux sont nuls :
to(n,K) ={z € M(n,K) : 2;; =0sii>j}.

Pour 1<k <n-1,
Ck(g):{$€91$ij=081i2j_k+1}.

En particulier, C¥(g) = {0}, et g est nilpotente.
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4 Orbite coadjointe d’une algébre de Lie

e Soit T'(n,K) le groupe des matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux
sont non nuls. Son algebre de Lie g = t(n,K) est constituée des matrices triangulaires supé-

rieures :
t(n,K) ={x € M(n,K) : 255 =0si¢ > j}.

Nous avons

C*(g) =C%(g) = ... = to(n,K)
et
Dk(g):{xeg:xij:Osii>j—2k+l}.

Par suite, D¥(g) = {0} si 2*~1 > n — 1. Ainsi, g est résoluble mais n’est pas nilpotente.

Le lien entre groupe de Lie et algébre de Lie résolubles est énoncé dans le résultat suivant :
Proposition 4.1.10 ([14], page 206). Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g

1. Si G est nilpotent (resp. résoluble) alors g est nilpotente (resp. résoluble).
2. Si G est conneze et g est nilpotente (resp. résoluble) alors G est nilpotent (resp. résoluble).

Définition 4.1.11. Soit G un groupe de Lie conneze nilpotent et D < G un sous-groupe discretﬂ
La variété M = D\ G est appelée une nilvariété.

4.2 Représentations adjointe et coadjointe

4.2.1 Orbite coadjointe

Soit G un groupe de Lie et g son algébre de Lie. Le groupe G opére sur lui-méme par une
translation a gauche Ly : h — gh et une translation a droite Ry : h —— hg. Soit

G — G

I,=R'oL,:
g g®g{hr—>ghg_1

lautomorphisme intérieur du groupe G. 1l laisse e fixe. On définit la dérivée de I, en l'unité e par

I’application induite des espaces tangents comme suit :

g — g
(dig)(e) = Ady :

d
§ — ﬁfg(etg) li=o= g€g .

On définit alors les représentations suivantes

Représentation intérieure de G

Elle est donnée par

G — End(G)

G — G
g Ig: h . 1
— I4(h) = ghg™".

2. C’est-a-dire la topologie induite de G sur D est la topologie discréte.
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4 Orbite coadjointe d’une algébre de Lie

Représentation adjointe de G

Elle est donnée par

G — End(g)

Ad :
g — Adg:{

g — g
£ — Ady(&) =gégt

Définition 4.2.1. Grdce a l'action adjointe

Gxg — g
(9,6) > Ady-1(§)

de G sur g donnée par la représentation adjointe de G, on définit ['orbite adjointe de & par

Og(§) = {Ady1(§) : g€ G} Cg.

Représentation adjointe de g

La représentation adjointe de g est donnée par

g — End(g)
ad : g — g
—  adg :
¢ e {?7 — adg(n) = [§n).

Représentation coadjointe de G

Soit T;G 'espace cotangent de G en g, c’est-a-dire le dual de 'espace tangent T,G. Un élément
a € T;G est une forme linéaire sur TyG et sa valeur sur n € TG est désignée par
) T,G — R
a'{ N aln) = (o).
Soit g* = TG l'espace vectoriel dual de ’algébre de Lie g.
Définition 4.2.2. L’opérateur dual de Ad, est défini par

*

g — g

v A '{5 — (Ady(0).€) = (o, Ady-1(6))

La représentation coadjointe de G est donnée par
G — End(g*)

g — g

a > Ad;(oz):{

Ad; :

Ad* -

g +— Ady: g — R

§ — (Adj(a), &) = (a, Ady(€)) -
Définition 4.2.3. Grdce & l'action coadjointe

Gxg" — ¢

(9.0) — Adj ()

de G sur g* donnée par la représentation coadjointe de G, on définit l'orbite coadjointe de o par

Ok(a) = {Ad;,l(a) g€ G} C g
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Représentation coadjointe de g

La représentation coadjointe de g est donnée par

g — End(g")
g — g

o = a g(a) : { n o — <ad2(0¢),77> = —{a,adg(n» - - <Oé, [5777]>

*

ad” :
£ — adz:

4.2.2 Forme symplectique sur |'orbite coadjointe

Décrivons les vecteurs tangents des orbites coadjointesﬂ Soit £ € g et g(t) une courbe sur G
tangent en £ & t = 0; par exemple, soit g(t) = exp(tf). Soit O une orbite coadjointe et pu € O. Si
n € g, alors

p(t) = Adgy -1
est une courbe sur O avec p(0) = u. En différentiant 1'identité

(u(t),n) = <,u, Adg(t)*1n>

par rapport a £ au point £ =0, on a

(1'(0),m) = — (u, aden) = — (adipu,n),
et donc
(' (0) = —adgp.
Ainsi,
T,0 = {adip : € € g} .
Ce méme calcul montre que le générateur infinitésimal de I’action coadjointe est donné par
§o= (1) = —adzp.
L’algébre coadjointe d’isotropie de p
gu:{§€g:ad2,u20}
est ’algébre de Lie du groupe coadjoint d’isotropie
Gu={9€G: Adjp=p}.
Théoréme 4.2.4 ([7], page 454). Soit G un groupe de Lie et O C g* l'orbite coadjointe. Alors

wE (1) (Gg= (1), mg=(1),) = £ (u, (&) Ve O,&neg (4.1)

définit une forme symplectique sur O.

4.2.3 Crochet de Lie-Poisson sur g*

Proposition 4.2.5 ([7], page 328). Si g est une algébre de Lie, alors son dual g* est une variété
de Poisson par rapport aux crochets de Lie-Poisson {.,.}1 et {.,.}_ définis par

0F 6G
F =+ —_— 4.2
(G100 =+ (|35 | ). (42)
pour p € g* , F,G € C™(g*) et [.,.] est le crochet de Lie sur g.

3. ([7], page 453)
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4 Orbite coadjointe d’une algébre de Lie

Deux autres approches pour définir le crochet de Lie-Poisson sur g*

Voir [7], page 462.
Le méme crochet de Poisson sur g*, défini directement en (4.2]), peut étre obtenu suivant deux autres
procédés :
e Méthode d’extension :
1. Prendre F,H : g* — R;
2. étendre F\H a Fp,Hy, (vesp. Fr,Hr) : T*G — R par translation a gauche (resp. a
droite) ;

3. considérer le crochet {Fy, Hy} (resp. {Fr, Hr}) par rapport a la structure symplectique

canonique sur T*G; et

4. restreindre
{FL,Hp} |g»={F,H}_ (vesp. {Fr, Hg}

o={FH},).

e Méthode de restriction :
1. Prendre F, H : g* — R;
2. restreindre F, H & F, H |o a l'orbite coadjointe; et

3. considérer le crochet de Poisson

{Flo, Flo}* () ={F,H}, (n), peoO

par rapport & la structure symplectique w® de O.

Champ hamiltonien sur g*
(7], page 462).
Pour H € C*°(g*) les équations d’évolution sont déterminées par
F={FH}_,
et sont équivalentes aux équations
o =Xu(p)

sur g*, avec X le champ de vecteur hamiltonien associé & H. Pour déterminer Xy, écrivons

. oF
F =dF(p).0o={ [, —
(1) (1)-fo <u, 5u>

et

oF 60H oF oF

FH = — —_— = — ) = y — ).
O oL

Ainsi, on a

Xinly) = ady ().
Em
Proposition 4.2.6 ([7], page 463). 1. Pour H € C™(g*), la trajectoire de Xy partant de p
reste dans Orb(u).
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4 Orbite coadjointe d’une algébre de Lie

0oC
2. Une fonction C € C*°(g*) est une fonction de Casimir si et seulement si S € gu, pour tout
7

peg
3. 81 C € C®(g*) est Ad*-invariant (constant sur les orbites), alors C' est une fonction de

Casimir. L’inverse est vrai si toutes les orbites coadjointes sont connezes.

Proposition 4.2.7. Si on est sur une sous-variété qui est une ligne de niveau de fonctions de

Casimir et symplectique, alors c’est exactement une orbite coadjointe.
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Cas de I'étude de Leo T. Butler

Ce chapitre est consacré a ’étude menée dans [I].

5.1 Quelques considérations et notations

e Le crochet de Poisson sur g* est défini pour f,h € C*(g*) et p € g* par

{f,h} (p) :== — (p, [df (p), dh(p)]) (5.1)
ou (.,.):g"xg—R.

e Une fonction de Casimir est constante sur chaque orbite coadjointe et chaque orbite coadjointe
est ensemble de niveau de toutes les fonctions de Casimir.

e Le crochet de Poisson sur g* peut étre obtenu a partir du crochet de Poisson sur T*G en
identifiant la sous-algébre de Lie C*(T*G)¢ des fonctions lisses invariantes & gauche avec
C*°(g*) comme suit :

la trivialisation & gauche de T*G = G x g* induit la projection sur le second facteur
r:T"G — g%
r*C*(g*) = C°(T*G)C.
5.1.1 Métrique invariante a gauche sur un groupe de Lie

Une métrique riemannienne sur un groupe de Lie G est, par définition, invariante & gauche si elle

est invariante par toutes les translations & gauche L,. Plus précisément on a la définition suivante

Définition 5.1.1. Une métrigue h sur un groupe de Lie G est dite invariante & gauche si

V9,9 € G EneTyG  hy <(dLg) (&), (dLg) (n)) = hg (&, m)-

g/
On construit une métrique invariante sur un groupe de Lie se fait & partir d’un produit scalaire

sur son algébre de Lie. Soit G un groupe de Lie et g = T, G son algebre de Lie. D’apres la définition
ci-dessus, h est une métrique invariante & gauche sur G si pour tout v € G,

e ), est un produit scalaire sur T,,G' et
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5 Cas de I’étude de Leo T. Butler

o hy =dL(€)s.he ou alors he = dL(e)*.hy, avec dL(e) : T.G — T,G.

Ainsi, la donnée d’un produit scalaire h. sur g correspond & la donnée d’une métrique invariante &

gauche h sur G et inversement.

Tllustration 4. Soit ’algébre de Lie

On définit h sur g par
he = amde + ayydy2 + azzd,z2

Ainsi,
he (N, N’) = agerx’ + ayyyy + a.z7, (5.2)
avec
0 =z vy 0 2 v
N=10 0 z|etN=]0 0 2
0 0O 0 0 O
Soit le groupe de Lie
1 =y
G= 01 z|:z,y,2€R
0 0 1

Alors la métrique invariante & gauche sur GG est donnée, pour tout v € G, par

hy = dL+(€),.he = ((dLW(e))_l)* he.

Donc
hy (N,N') = he ((dLW(e))_l N, (dL(e)) " .N/)
= he (v LN,yLN).
Posons
I m 7
yl=10 1 |, weR,
0 0 1
pour avoir
1 v 7 0 =z vy 0 z y+m=z
yIN=[0 1 |00 z]l=[00 z
00 1/\0 00 0 0 0
et
Loy ) (0 2y 0 2 ¥ +m7
yIN =10 1 w|]0 0 Z|=]0 o0 2
0 0 1 0 0 0 0 0 0
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5 Cas de I’étude de Leo T. Butler
Alinsi,
hy (N,N') = he (v LM,y 1. M)
= Qe + ayy(y +m2) (Y +77) + a2

Le hamiltonien du flot géodésique donné par h, est dans ce cas

2H(v,p) = hy(p,p)
= aa:acp?c + ayyp?/ + (ayy’)/% + 2ay271 + azz) pz-

On peut procéder de la méme maniére pour l'algébre de Lie

:u7v,w,xava€R

o o o o
o o O 8
o ow
o 2 8

5.1.2 Champ d'Euler et champ hamiltonien
Voir [T].

e Pour h € C*°(g*), le champ de vecteurs hamiltonien Ej = {., h} s’écrit sous la forme

En(p) = —adg,p-

e Une métrique invariante a gauche étant constante dans la trivialisation a gauche T*G = G'x g*,

le champ d’Euler Ej est un champ hamiltonien sur g* pour le produit scalaire donné par la

meétrique sur g*. Par exemple, pour lillustration M ci-dessus, le hamiltonien pour le champ

d’Euler, obtenu a partir de la relation est donné par

1
h(p) = 5 (axxpgz + ayyp?/ + azzPZ) .

e Soit ¢ : g* — g une application linéaire définie positive En posant h(p)
le champ de vecteurs hamiltonien

En(p) = —ad},p.

Par exemple, pour l'illustration 4] ci-dessus, si on écrit

ox

= L p,6(), on a

X 0 0 0
P = pedx + pydy + p.dz € g et ¢(p) = agaPDr7— + WPy, + az.p;

on a (p, ¢(p)) = 2h(p).

1. ¢:g" — gest dit
— deéfinisi (p,¢(p)) =0=p =0,

— positif si Vp € g*, (p,(p)) > 0.
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5 Cas de I’étude de Leo T. Butler

e En considérant la trivialisation a gauche T*G = G x g*, le flot hamiltonien d’un hamiltonien
invariant a gauche H sur T%G admet les équations de mouvement

g = TeLgydh(p)
Xu(g,p) = | . !
p= 76deh(p)p,

ou h € C*(g*) satisfait 7*h = H.

1
e Le champ d’Euler est donné par Ej, = dr(Xg) . Si h(p) = 5 (p, #(p)) pour une application
linéaire définie positive ¢ : g* — g, alors H est induit par une métrique invariante & gauche
sur T*G et Xy est le champ de vecteurs géodésique.

e Finalement, si D < G est un sous-groupe discret, alors T*M = M x g*, ou M = D\ G.
La projection r : T*G — g* est naturellement invariante a gauche. Elle se factorise donc
en une application ro : T*M — g*. Si Hy = r{h pour h € C*(g*), alors dro(Xp,) = Ej.
Ainsi, le flot hamiltonien d’un hamiltonien invariant & gauche sur 7% M est projeté sur un flot

hamiltonien sur g*.

Proposition 5.1.2 ([I]). Soit G un groupe de Lie conneze nilpotent, D < G un sous-groupe discret,
une métrique invariante o gauche de G et la nilvariété M = D\G. La métrique (et le flot géodésique)

induite par celle de G sur M est invariante & gauche.

Proposition 5.1.3 ([1]). Soit G un groupe de Lie conneze, D < G un sous-groupe discret el
M = D\ G. Soit h € C® (g*) et Hy = r§h et soit ¢ le flot hamiltonien de Xp, sur T*M et '
le flot hamiltonien de Ej sur g*. Soit S*M = h™~! (;) Si h est propre, alors pour tout compact
K CS*M,

ha(6', K) > ha (9!, 70(K)).

Le fibré contangent T*M = M x g* étant équipé de la métrique produit dE].

5.2 Géométrie de Poisson sur T*T

Soit T;, < SL(n,R) le groupe des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale.
Soit T := T3 ® Ty, D < T un sous-groupe discret de T et M = D\ T. Soit SM le fibré tangent
unitaire de M.

Proposition 5.2.1. I exziste un flot géodésique invariant & gauche ¢' : SM — SM tel que
hiop (¢') > 0.

Pour montrer cette proposition, l'objectif sera 'existence d’un un flot géodésique sur SM qui
posseéde un facteur conjugué au fer a cheval de Smale suspendu. Et la positivité de ’entropie topo-
logique du fer & cheval de Smale permettra alors de conclure.

Soit ¥ l'algébre de Lie de 7. On a le résultat suivant

Proposition 5.2.2. [] existe une application linéaire définie positive ¢ : ¥ — T et un ouvert de
Porbite coadjointe O dans T tels que hyop(Ey |0) > 0.

2. 1l s’agit du produit de la métrique invariante & gauche sur M et de la métrique d’ invariante par translation
sur g*.
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5 Cas de I’étude de Leo T. Butler

Soit t, = Lie(T,,). L’algebre de Lie t4 est donnée par

Tu,v,w, T, Y, 2 €R

o o o
o o O 8
o ow
o e 2 8

0

Pour un a € {u,v,w,x,y,z}, soit A € t4 1’élément obtenu en posant a = 1 et tous les autres

coefficients sont nuls. C’est-a-dire on pose

0000 0 000 00 01
U — 0 001 v 0 000 W= 0000’
0 00O 0 001 0000
0 00O 0 000 0000
0100 0 000 0010
¥ - 00 00 vy = 0010 Z- 00 00
00 00 00 00 00 00
00 00 00 00 00 00

Ainsi {U,V,W, X,Y, Z} est une base de t4 et les relations de commutation sont données par

]

(X,Y]=2

Y, V|=U

[ ] (5.3)
(X, Ul =W

[Z,V] =W

et les autres crochets sont nuls. L’algebre de Lie t3 peut naturellement étre identifiée & la sous-algébre

de t4 engendrée par {X,Y, Z}. Ainsi, t3 admet une base {R, S,T'},

010 0 00 0 01
R=10 00|,S5S=[|0 0 1|,T=1]10 0 0],
0 00 0 00 0 0 0
avec 'unique relation de commutation non triviale
[R,S]=T. (5.4)
Comme T = t3 D t4, T admet une base {R, S, T,U,V,W, XY, Z} avec les relations de commutation
(-3 et (5-4).
Soit p, la fonction linéaire définie par
T — R
Pa :
p > pa(p) =(p,4).
De la définition du crochet de Poisson (5.1)) sur T et en utilisant les relations de commutation
on a
{pzspy} (0) = — (b, [dp=(p), dpy(p)])
= = <p’ [X7 YD
= _pz(p)'
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5 Cas de I’étude de Leo T. Butler

De maniére analogue on calcule les crochets de Poisson suivants

{Pzspy} = —p2
{py7pv} = —Du
{PzsPut = —puw (5.5)
{200} = —puw
{prips} = —pr,

les autres crochets étant nuls. Grace aux relations (5.5)) et aux propriétés du crochet de Poisson, on

a

{pwpy - pzpwpac} = {pwpyapx} - {pzpmpa:}
= {pw,Pz}Py + Pw {pyapx}_{pzapx}pu—pz {puapz}
= DPwPz — PzPw
= O’

{pwpy - pzpuapy} = {pwpy>py} - {pzpu,py}
= {Pw, Py} Py + Pw Py, Py} — {P2: Py} Pu — P2 {Pus Dy}
=0

et de maniére analogue on peut voir que py,p, — p.p, commute avec toutes les autres p,. Ainsi, on
obtient trois fonctions de Casimir indépendantes sur T* données par

Ki(p) =pw, K2(p)=puwpy —p:pu et K3(p) = ps.

Soit

K T R3
| » — K(p) = (K1, Ks K3) (p) = (Ki(p), Ka(p), K5(p)) -

Notons Oy C T, avec k = (k1, k2, k3), les ensembles de niveau associées aux trois Casimirs ci-dessus.
On dira que Oy, est réguliére si k1koks # 0.

Lemme 5.2.3. Soit O}, C T* régulicre. Alors Oy, est symplectomorphe ¢ T*R3 muni de sa structure

symplectique canonique.

Démonstration. Le crochet de Poisson sur T est restreint a Oy, restriction notée par {.,.},. Soit
T*R3 = {(a,A,b,B,¢,C) : a, A, b,B,c,C € R},

dont le crochet de Poisson canonique, noté |.,.], satisfait a

0 ailleurs.
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5 Cas de I’étude de Leo T. Butler

Soit A\, p deux paramétres non nuls. L’application f;, définie par

O, — T*R3
a=—Apg
A= (kl)\)_lpu
b= —pupy
fr: B _1
p > fulp)=qB=(kip)"'p.
1
c = |k3|_2ps
1
C= ‘k3‘ 2pr

\

est un difféomorphisme. En effet,
e fi est lisse car ses composantes le sont,

e lapplication gy : T*R® — Oy gr(a, A,b, B,¢,C) = (pr, s, Pt Pus Pos Pw» Pas Pys P=) donnée

par
1
Dr = |k3| 2C
1
ps = |ks|2¢
pt = k3
Pu = AklA
Pv = _:U'ilb
Dw = K1
Pz = —X"la
ko + k%/\,uAB
T
1
p: = kipuB
satisfait aux relations
Kogr=k
frogr=1d
gk o fr = id.

Comme g, est une application polynomiale, elle est lisse et ainsi Oy, est diffeomorphe a T*R3.

e Définissons pour f : O — T*R3 'application

(C=(TR?), [ ) — (C(Ok, {5 -11)
T Q —  fra: Or — .
p — fralp) =a(fe(p)).
Avec
T*R3 — R
a:
(a,A,b,B,c,C) — a,
on a ffa = —Ap;. De maniere analogue on trouve
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5 Cas de I’étude de Leo T. Butler

f];ka = _)\px

fI:A = (kl/\)_lpu

f]:b: —HPy

fiB = (ki) ps
1

Jre= k3| 2ps
1

| F:C = Iks| 2.

A partir des relations (5.6)) et les commutations pour le crochet de Poisson sur T on a
a)

{ffa, fiA} = {=Apw, (k1)) "pu}
= —{po, k7 'pu}
= {ki'pu.ps}
= {ki"po} pu+ ki {pus Do}
= ki 'pw
- 1

b) Idem pour {f}b, fiB} = 1.

c)
1 1
{fie, fiC}y = {|k‘3| 2ps, k3] QPT}

1 1 1 1

= {|k3| 2, |ks| 2Pr}ps+|k3| 2{ps,|k3| 2pr}
1 1 1 1

= {|k3| 2, |ks| 2}Prps'i‘|/fs| 2{|k3 Q»PT}PS
1 1 1 1

+ ks 2{p57|k/’3| 2}pr+|k’3| 21ks] 2 {ps,pr}

= |k73|_1 {psvpr}

= |ks| " 'pe

= 1.

Ainsi,

{fia, frA} =1= fla, A]
{fib, fiB} = 1= f;[b, B]
{fic, [iCr = 1= file.C]
0 ailleurs.

Ceci entraine que

fZ : (COO(T*RB)ﬂ ['7 D — (COO(Okﬂ {'7 }k)
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5 Cas de I’étude de Leo T. Butler

est un isomorphisme d’algébre de Lie.

e On conclut que fi est un symplectomorphisme.

Remarque. La proposition précédente montre, de plus, que
o (O, {.}) est symplectique,

e les ensembles de niveau Oy de K sont des orbites coadjointes de 'action de T sur T*. On dit
que Oy, est une orbite coadjointe réguliére si kikoks # 0,

o les K;(p) (1 =1,2,3) sont les seules fonctions de Casimir.

5.3 Meétrique invariante a gauche avec entropie positive

Comme a l'illustration [4] soit a1, ag, a3, a4, as, ag, a7 > 0 des constantes telles que azas = ajaq et

soit

AH4(p) = a1p2 + aop? + asp? + asp? + asp? + aep?,
2H3(p) = p; + p3 + arp; (5.7)

H3,4(p) = Ds (\/apx + \/@pv) .

On définit sur T*
H.:=2H,+ H3 +eH3 4.

Pour e suffisamment petit, c’est-a-dire une petite perturbation, H, est un hamiltonien métrique, le
champ X, est donc un champ de vecteurs géodésique. On a le résultat suivant :

Proposition 5.3.1. Soit a1, a0, a3, aq,as,ag,a7 > 0 des constantes telles que azas = araq. 1l existe
une orbite coadjointe réguliere O C T* telle que pour tout € suffisamment petit, le champ d’Euler

Ey. |o admette un facteur conjugué au fer a cheval suspendu.

Démonstration. Comme le champ de vecteurs Ep, ne change pas par addition des Casimir, les
termes agp?, et arp?, peuvent étre ignorés dans (5.7). Soit

H,:T'R* — R

le hamiltonien donné par
H ;= (H.|o,)o fi "
Alors, & une constante prés on a
4Hy ), = aA"2a? + % (k’Q + )\uk‘%AB)2 + asp’kiB? + as N2 k3 A2 + a5 2b?
1
2H3 1 (p) = ks (2 + C?) (5.8)

a+b
H = kgc——.
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5 Cas de I’étude de Leo T. Butler

Pour transformer Hj; en une somme de hamiltoniens séparables plus une petite perturbation, on

introduit le changement de variables sur T*R? suivant :

( 1
B= (X +v)
3{5
@:ﬁ(ﬂﬁ—y)
b= ()
Ay
Z =C.

Comme asas = ajay, il existe A, > 0 uniques tels que

2

0=aspu * — Cl1)\_2 = a3u2 — a4)\2 et al)\_Q + a5,u_2 =1.

En effet, on peut prendre A\? = 2a; et pu? = 2a5. Alors
2Hy ), = (22 = EX% +vXY) + (v° + wY? + oY — 20X°Y?)
2H3 1. (p) = k3 (2* + Z2?) (5.9)

Hj 4 (p) = k32,
avec
E=— (a3a5k:% + agk:g\/M)
w = &+ 2azask? = azask? — aska/aras (5.10)
V= a1a2a5k%.

Observons que la sous-variété symplectique
3={y=Y=0;
est invariante par rapport aux champs de vecteurs hamiltoniens ; ainsi I'analyse de la pertur-
bation peut étre faite sur 3. De plus, sur 3, les hamiltoniens sont donnés par
2H, ), = (22 — (X% + vX?)
2H3 1. (p) = k3 (2* + Z?) (5.11)
Hj 45(p) = k3zw.

Pour simplifier I’analyse de la perturbation, on doit prendre en compte une orbite coadjointe conve-
nable. Comme la fonction de Casimir K : T — R? est surjective, on peut fixer v = 1,£ = 1 en

posant, d’aprées les relations (5.10)),

i 1
1 = ———
\/aiaszas
I ajaz + as
D= .
Vaia3/as
. . 2a3
On fixe k3 = 1 également. Ainsi w =1+ :
aa

Notons Fe = H, j, 3. Les hamiltoniens (5.11]) se simplifient en

1
9F. = 2F + 2F3 + 2¢F3 4 = <:):2 + (X%~ 2)2> + (22 + Z?) 4 2ezx
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5 Cas de I’étude de Leo T. Butler

qui est la forme d'un Duffing non forcé + oscillateur harmonique + perturbation, abordé au premier
chapitre.

La technique de Poincaré-Melnikov nous a permis de montrer 'existence d’un point homocline
transverse et par le théoreme de Birkhoff-Smale, le flot perturbé, de hamiltonien F., admet
un facteur conjugué au fer a cheval suspendu. Comme les points homoclines transverses persistent
par une petite C! perturbation, cela veut dire que Fp. |0 admet un fer a cheval suspendu dans un
ouvert des orbites coadjointes.

Ceci démontre la proposition et, par conséquent, la proposition O

Le résultat suivant nous renseigne que, pour un hamiltonien H, pour trouver le flot correspondant
au niveau d’énergie {H = A}, il suffit de multiplier le flot du niveau d’énergie {H =1} par la
constante A.

Lemme 5.3.2. Soit ©' le flot d’un champ de vecteurs hamiltoniens Xy, avec H homogéne de degré
2. Alors

@' (Ap) = A¢' (p).

Démonstration. Soit Xy (p) = JdH (p)ff| le champ hamiltonien associé & H. H étant homogéne de
degré 2 on a

H(\p) = N’H(p)
< dH(A\p) = MdH(p)
& Xp(Ap) =AXu(p).

On trouve alors

% ') = Az (¢'(p))

Or, ©'(\p) est aussi solution du méme probléme. Donc, par unicité on a

@' (Ap) = A¢' (p).
0

D’aprés le lemme ci-dessus, on conclut que Fy, admet un fer a cheval suspendu sur tout

niveau d’énergie. Donc

e (T*, Ep.) est a entropie topologique positive et

1
e d’apreés la proposition |5.1.3] (S*M =H! <2> 7XHE> est & entropie topologique positive.

Ceci démontre la proposition

(0o I
3. OuJ—<_Id 0).
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Conclusion

Nous voici au terme de ce rapport qui a porté sur l'article [I] de Leo T. Butler. Nous n’avons
nullement la prétention d’avoir exploré la totalité de la thématique et sommes préts aux critiques et
suggestions de nos lecteurs. Nous avons principalement, tel que 'objectif de ce travail le souligne,
présenté I’étude menée pour répondre & la question suivante : « Tout flot géodésique invariant a
gauche sur une nilvariété compacte est-il a entropie nulle ? » Et la réponse a cette question est donc

négative étant donné que cet article en construit un contre-exemple.

Tout au long de ce rapport, nous avons pu faire ressortir les grandes notions, sous-jacentes a cette
étude, telles que

e 'entropie topologique;

e le fer & cheval de Smale;

e la méthode de Poincaré-Melnikov ;

e une variété riemannienne;

e un flot géodésique;

e une variété symplectique;

e le champ de vecteurs et le flot hamiltoniens;
e une variété de Poisson ;

e l'orbite coadjointe d’une algébre de Lie;

Tout cela pour concourir & 'explicitation de I’étude menée par Leo T. Butler. Nous aurions aimé,
au cours de ce stage,

e entrer un peu plus en profondeur dans les notions évoquées pour bien les cerner séparément.
C’est-a-dire, par exemple, bien développer la méthode de Poincaré-Melnikov, le théoréme de
Birkoff-Smale et bien d’autres théorémes cités ici sans détail ;

e aborder également le cas général on M = D\ T,, D < T, avecn > 7,
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6 Conclusion

e faire la méme démarche pour 'article Positive-entropy geodesic flows on nilmanifolds de Leo
T. Butler et Vassili Gerlfreich oi n’est plus considéré 'algébre de Lie T = Ty & T3 mais
seulement T}.

Dans I’avenir, si le moyen, le temps et les opportunités nous le permettent, nous aimerions inves-

tiguer sur les problémes ouverts suivants, posés par Leo T. Botler;
e quelles nilvariétés admettent une métrique a entropie nulle ?

e quelles nilvariétés admettent un flot complétement intégrable ?
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