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Mohamad Rachid Opérateur de Fokker-Planck

1 Introduction

En mécanique statistique, I’ équation de Fokker-Planck est une équation aux
dérivées partielles qui décrit I’ évolution temporelle de la fonction de den-
sité de probabilité de la vitesse d’une particule sous 'influence des forces de
trainée et des forces aléatoires, comme dans le mouvement brownien. L’opé-
rateur de Fokker-Planck dérive de cette équation cinétique par changement
de variable.

On définit Popérateur Fokker-Planck sur R?" par :

1 n
K:—AU+Z\1}]2—§+XO (1.1)
ot z,v dans R™, |.| est la norme euclidienne sur R", 0, le gradient suivant
x, O, le gradient suivant v, et A, le laplacien suivant v,
avec
Xo=-V,V(2).0y +v.0; (1.2)

le champ de vecteur hamiltonien associé a :

02
O(z,v) = 5t V(x) (1.3)

ou V est le potentiel sur R™. On a V' et donc ® sont C'°.
On considére le Laplacien de Witten :

0 _ 1 9 1
A¢/2_—A+1]V<I>| —§A<I> (1.4)

ol A est le laplacien suivant x et v et V est le gradient suivant z et v.

Pour répondre & des problématiques de la théorie cinétique, on s’intéresse
dans ce rapport & analyser et montrer le "retour a 1’équilibre" pour 'opéra-
teur de Fokker-Planck K.

La question du retour a I’équilibre est de déterminer qu’il existe deux constantes
positives C, a1 > 0 tel que

Yt >0, [le t — IIy|| < Ce L. (1.5)

ou Iy est le projecteur sur exp—® lorsque cette fonction est dans L2.
Lorsque l'inégalité (1.5) est vérifiée, nous dirons qu’on a un retour a 'équi-
libre (& vitesse) exponentiel(le).

La difficulté de I'étude pour l'opérateur de Fokker-Planck K vient du fait
qu’il n’est ni auto-adjoint, ni elliptique ni sectoriel. On doit donc utiliser des
estimations hypoelliptique et des critéres plus fins pour montrer le retour a
I’équilibre.
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Mohamad Rachid Opérateur de Fokker-Planck

Rappelons un peu d’analyse abstraite pour développer notre propos. Si H est
un espace de Hilbert complexe, un opérateur non borné A sur H de domaine
D(A) est appelé accrétif si

Re(Au,u) > 0,YVu € D(A). (1.6)

Un opérateur accrétif A est maximal accrétif s’il n’existe pas une extension
accrétive A de A a4 domaine strictement plus grand. On peut montrer dans
le cas considéré que la fermeture de K défini au départ sur C$°(R?") est un
opérateur maximale accrétive qui est une des conditions pour pouvoir définir
un semi-groupe.

Ensuite, si on montre que K est maximal accrétif et a résolvante compacte, il
suffit pour avoir le retour & I’équilibre exponentiel de démontrer 1’existence
d’un opérateur auto-adjoint (A, D(A)),A > 1 et trois constantes C' > 0,
M > m > 0 telles que

IA™ul* < COI(K = iv)ull® + [[ull®), Yv € R,Yu € D(K),  (1.7)

| Kul> < C|AMu|?,Vu € D(AM). (1.8)

On est donc conduit a localiser le spectre (ou plutot le pseudo-spectre), es-
timer la résolvante, et montrer le retour a ’équilibre pour 'opérateur K.
On peut montrer aussi dans ce cas une propriété de régularisation de 1'opé-
rateur et

Notre objectif dans ce rapport est de montrer d’abord les conditions ci-
dessus en se basant sur une Hypothése sur le potentiel V. On note que
I'inégalité (1.7) nécessite particuliérement des estimations plus fines. A partir
des ces conditions, on peut enfin conclure le retour & I’équilibre de 'opérateur
Fokker-Planck K.
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2  Analyse de 'opérateur Fokker-Planck

2.1 Etude de l’accrétivité maximale de I’opérateur Fokker-
Planck

Dans cette partie, on va étudier la premiére condition du retour & I’équilibre
qui est 'accrétivité maximale de 'opérateur Fokker-Planck.

Proposition 2.1. Soit V' un potentiel de classe C* sur R™. Alors la ferme-
ture de K défini sur C§°(R?™) est mazimale accrétive.

Démonstration. On applique le Théoréme 4.6 dans I’Appendice 4.2 avec H =
L3(R?*™) et D(K) = C§°(R?").

Supposons que toutes les fonctions sont réelles et que K est un opérateur
réel. Montrons d’abord que K est accrétif.

Soit u € D(K). On a

(Ku,u)y = Ku.u dzxdv
R2n

1
= /RM(—AUU + 1\1}]2u — gu + Xou).u dzdv

1
= / —Ayuu+ = o) |u]? - E\u|2 + Xou.u dzxdv
R2n 4 2

1
= / (=Ay + —|v]* — E)uu dzxdv + Xou.u dzdv
R2n 4 2 R2n

= 1)+ 2).
On peut écrire (1) d’une autre fagon. On a
02

2

n
2

1 n
= (A, + Z'“‘Q - ).

(= + g)(&, + D= —Ayu— g.@vu -

v
5 u+§avu+

De plus, on a

(2)—/ —V.V(z)0yu.u dxdv—i—/ vOzu.u drdv
R2n R2n

:/ —1V$V(x)dx(/ 6v|u|2dv)+/ 1v(/ Oslul*dz)dv
=0

car u € C§°(R?™).
En effectuant une intégration par partie, on obtient

2
(Ku, u) :/ 1By + 2)u| dadv >0
RQn 2
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D’on, K est accrétif.

Maintenant, on va montrer que K est maximal accrétif. Pour cela, il suffit
de trouver A1 > 0 tel que Im(K + A1) soit dense dans H = L2(R?").
Prenons Ay = (2 +1), T = K + (% + 1)I et montrons que Im(T)* = H.
Soit f € L2(R?") tel que f € Im(7T)*. On a

(f,Tu) =0 Yu e CF(R?™). (2.1)

Montrons que f = 0. On suppose que f est réel ; on a
(f;Tu) =0
= (T"f,u) =0
= (T*f,u)pp =0 Yu € Cg°(R*™)

car T*f € L?*(R?) C L}, (R?"), ce qui implique que T*f € D'(R*"),
donc T* f = (=A, + 1|v|° + 1 — Xo).f = 0 dans D'(R*").
Or T* est un opérateur hypoelliptique ( K est un opérateur hypoelliptique
de type II )(voir [Hor67] ).

De plus, on a f € L?(R?*"), alors f € D'(R®*). Or T*f = 0, alors T*f €
C>®(R?), d’'out f € C°(R?").

Maintenant on introduit la famille des fonctions de troncature définies par
(2, 0) = oy oo (%, 0) = Gy () Gy (v); (1, k2) € N?

ol Ckl(x) = C(%)? Ckz(v) = C(%)ﬂ C € C(())O(Rn)v 0< C <1 avec C =1 =xz¢€
B(0,1) et supp¢ C B(0,2).

Soit u € C§°(R?). On a

2
Vo (Cpu). Vi (Gpu) dedo+ C}g(%+1)uf dxdv—l—/ f(Xo(Ceu)) daxdv
R2n R

e % (2.2)

= 1)+ 2)+ )

Or on a

(1) = / VoGl fu dado + / V() [Vo(u) dedo+ | GuVo(G)-Vo(f) dado
R2n R2n R2n

- G2V (f).Vo(u) dzdo.

R2n

On peut écrire (2.2) de la maniére suivante

(22) =)+ @)+ @)+ [ VulGuw).Vo(f) dedv— [ Vo(GPu).Vy(f) dadv

R27 R2n

=< f,T(ngU) > +/]1{2n ’vkaIqu dxdv + /R (fvv(u) - uvv(f))CvaCk dzdv

2n

=< [, T(G u) > + /R VGl fu dadv+ ) /IR ([0, (w) = w0y, (f))GhDui G dado.
=1
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Pour f vérifiant (2.1) et u = (x*u € C°(R?™), on obtient

Par conséquence

2
Vi (Ce)- Vo (Ceu) dadv + CE(% + Duf dvdv + F(Xo(¢Ge*u)) dadv
R2n

R2n R2n

- / Vo2 fu dedo+ / (0, () — oy (£))Culur G .

On a que (2.2) est vrai pour tout u € C°°(R?"), et en particulier pour
u=f € C®(R?"), alors on a

2
VoGHVolGrS) dedo [ GOS+ IR dedot [ FX0(GE) dado
R2n R2n R2n
= [ VG o

Mais on a

F(Xo(G2f)) dadv

R2n

_ / VLV (2).00(C2f) dady + / Fo0s(Ce2Sf) dadv
R2n R2n

=2 F2C(=ViV (2)0yC + v0:(r) dxdv + F2G(=VV(2)0y f + vy f) drdv
R2n R2n

=2 2 (=Y V(2)0uCh 4 v0,(r) dadv — 2 (=VaV (2)0uCh 4+ v0,Cr) dxdv
R2n RQn

= |, PGXo(G) dadv,

alors on obtient

2
VoUGHVAGh) dodot [ GO VISR dedot [ FG(Xa(G)) dedo
R2n R2n R2n
- /R VGl ddo.

(2.3)
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Regardons chaque terme de (2.3) a part. On a

Terme 1 :
- Vo(Ckf)-Vo(Cef) dadv
= [ VUG dadv >
R2n
Terme 2 :
2 v? 2
L GO+ I dade
RZn 2
1
— 3 LGNt dedos [ (G dado
RQn RQn
1
= J1Skv 12 qgeny + Gk FIIZ2 gon)-
Terme 3 :
- F2G(Xo(C)) dadv

= 2 (=VV (2).0,C) dxdv + / 2C0.05C dadv
R2n

RQn
= (3)1+ (3)2-
De plus, on a
D = EC(E)C ()
0,6 = ¢ (EIC(E)

Remarquons que ¢ est borné car C/ € C§°(R™), alors 3¢ > 0;0 < CI <ec.

Terme (3); :

1(3)1] < éAQnICkaxV(x).f| dzdv.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
c
(31 < —IVaV (@) Ch fl L2@en) L f | L2 (w2
ko

car V.V (2)(.f € C(R™) C L2(R?™).
Terme (3)2 :

C
Gl < [ | 106it.f1 dado

C
< kTHUCkaLQ(RQ")||f||L2(R2n)
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car (pf € L2(R?™).
Terme 4 :

@=[ | IV.GPISP dade

C
< ?HfH%Q(RQ")'
2

Par suite, on a

HCkfoLz rany + G flI72 men) < szme Ren) T \!kaf!!L2(R2n /1| 22 (ren)
+ k*QHVmV(w)Ckap(R%) 1f 1l 22 (Rzn).-

Or, on a supp(x, » C B(0,2k;) et V.V (z) € C* sur B(0,2k;) alors

[VaV(z)| < sup [V V(2)] = c(k),
|x|<2kq

alors en utilisant les estimations des termes et I'inégalité de Young on obtient
1 2 2 202 C
NSk f 2 geny + 1GkF 2 (gen) < ﬁ”f”%?(ﬂ:{?n) + ?HfH%Q(RQ”)
2 1
1 9 2c2c(ky)?
+ gHCkaHm(R%) + T”JCH%Q(RQ")

1
+ 51612 o

1 2 1 (kl)Q 1 2
§||Ckvf||L2(]R2n ||Ck:f||L2 (R2m) < 2C (k22 + k + ki]AQ)HfH[P(RQ”)
clk 1
160 ey < ex (g + ) W
T v 2 clky 1
IKGERGDA, . <o+ )l gaan Yo b

Prenons ks — +00,ce qui donne

Cc
et )f|| (R%)sk—fg||f|@2(m

car ¢(0) = 1.

Et pour k1 — +o00, on obtient

||f|]%2(R2n) =0, alors f = 0 presque partout dans L?(R?"), donc Im(T)* =0
ce qui implique que Im(7') est dense dans H = L?(R?").

Par suite K est maximal accrétif. On notera K cet opérateur. O
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2.2 Conditions suffisantes pour la compacité de la résolvante
de I'opérateur Fokker-Planck

2.2.1 L’hypothése principale

On peut écrire 'opérateur K d’une autre maniére en utilisant le formalisme
des opérateurs de création et d’annihilation :

K=Xy+b% (2.4)
et
Xo =b"a—a"b. (2.5)
Avec
bt ai
v 1
b:8v+§= , a:(?x—i-i(“)zV(): (2.6)
bn, Qn

Les adjoints de a et b sont alors

b = —0, + g = (bf, ., 0%), @t = =0y + %axV(x) = (ai,...a). (2.7)

On introduit 'opérateur A défini par

A% =a*a+b*b+ Id.

On note que A est auto-adjoint et que A > Id (voir page 208 dans [HeNi04]).
On notera aussi que

o A0 _ 1 2 1 o Lp_m
a*a= Ay, =—As + 4|VxV(x)| 2AxV(x), b'b = —A, + 4|v\ 5
(2.8)
et que
G atbh= —Apt LV V@R i@ - A+ Sp— " = A (2.9)
4 2 4 2 2/2

On introduit les notations suivantes pour s € R

hz) = V1+ VoV (@), (2)° = (1+[a*)*?,

et I’hypothése du théoréme principal qui permet de démontrer le retour a
I’équilibre de 'opérateur K.
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Hypothése 1. Le potentiel V' € C*°(R") et vérifie les inégalités :
Va e N |la| > 1,Vz e R" |05V (z)| < Coh(x), (2.10)
IM,C > 1,Yz € R", h(z) < C (z)M, (2.11)
1
ic > 1, §\VwV($)]2 — AV (z) > CYV,V(2))? pour |z|>C, (2.12)

et une condition de coercivité

M, C > 1,z € R*,C~ (z)VM < h(a). (2.13)

2.2.2 Une métrique adaptée aux équations de Fokker-Planck

Comme on travaille avec des opérateurs pseudo-différentiels, on introduit une
métrique adaptée aux analyses des équations de Fokker-Planck
(voir I’Appendice 4.1 ).

On considére sur R . = T*R2" la métrique suivante :

0,87
d&® + dn?
g =da® +dv® + —gz (2.14)
avec
1 1
(0, 8m)" =1+ [E + Inl* + ol + 7 VV (@) (2.15)

2.2.3 Propriétés algébrique de ’opérateur Fokker-Planck

Avant de commencer la preuve de Théoréme 2.5, on rappelle les propriétés
algébriques de l'opérateur Fokker-Planck.
Le commutateur de deux opérateurs A et B est défini par

[A, B] = AB — BA. (2.16)
On dit que les opérateurs A et B commutent si

[A, B] = 0. (2.17)

a) La relation de commutation canonique pour les opérateurs de création et
d’annihilation bj, b} est vérifiée

[bj,bk] = [b;,b]:] =0 et [bj,b;;] = O0jk- (2.18)
b) De plus avec 9;,0;,V = 0,,0,,V, on a :

laj, ar) = [ag,a;] =0 et [aj,af] =02, V. (2.19)

TjTp " "
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c) aj,bj,al, bt vérifient la relation suivante :

J ]7 7
Tt —
[aj,bk} =0.

avec af(resp.b¥) égale a ou a* (resp.b ou b*)

d) aj, a; sont dans l'algebre de Lie généré par b;, b7 et Xo :
[bj, Xol =a; et [b], Xo] = aj

e) On peut obtenir b;, b;‘ a partir de a;, a;" et Xp :

n n

laj, Xol = =Y (07, V)b et [a}, Xo] == bi(02.,,V).

TiTk
k=1 k=1

TjTg

f) Pour tout r, ¥, ona:
(A7 (L aray ] = [an, o+ )] =0
g) Les relations (2.21) et (2.22) sont résumées par
[b, Xo] = a, [b*, Xo] = a”,
[a, Xo] = —HessVb, [a®, Xo] = —b"HessV.
Par combinaison des formules on obtient
[AQ, Xo| = —b*(HessV — Id)a — a*(HessV — Id)b

et
b(b*b) = (b*b + 1)b.

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Remarque 2.2. Comme on travaille avec des opérateurs pseudo-différentiels
qui appartiennent & des classes associées & la métrique g et la fonction
poids V¥, tous les commutateurs seront définis comme opérateurs continus

de S(R?") a S(R?") ou de S'(R?") a S'(R?").

2.2.4 Estimations hypoelliptiques

Dans cette partie, on va démontrer le théoréme principal qui conduit au
retour a I’équilibre. Pour cela, on va utiliser des estimations hypoelliptiques

et un lemme de base.
On a les estimations suivantes

A% ~2a*| <1
et

IA%=2b% <1
pour tout p < 1/2.
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1
Démonstration. On prend u dans S(R?"). Si p < = 5 alors 2 — 2p > 1.

Comme A est supérieur ou égal & Id et est auto- ad301nt alors on a A4~% >
A2
De plus, A2 = a*a + b*b + Id alors

||au||2 (a*au,u)

INIACIA CIA TN

Posons v = A272Py alors u = A%2P~ 2y
On obtient

laA®~2v]| < [|v]
= [laA?72) < 1
= A% 20| < 1.

Pour (2.28) on a

lbul|? = (b*bu,u) < ((a*a + b*b + Id)u, u)
< (Mu,u)
§< 4 4pu u>
< <A2 204, A2 2pu>
< || A2 2Pulf?,
Posons v = A?~2Py. On a donc u = A%~ 2.

On obtient
1bA% 720 < o]
= [[bA* 72| <1
= A%~ < 1.

Lemme 2.3. Pour tout p € [0;1/4] on a l’estimation suivante
|APu||? < Re(Ku, (L + L*)u) — Re (A*bu,u) + Re (LKu, Lu)
— Re (A*bu, Lu) + 3||bu)® + 3||ul?, (2.29)
pour tout u € S(R?"), avec
L= A*"%a*b
et
A* = [A*P%a*, Xo] .
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Démonstration. La preuve sera traité en 3 étapes.
Etape 1.
On va montrer que
IAPul* < Re (Xou, (L + L*)u) — Re (A"bu, u) + [|bul][[ul] + | A”~ ul.
(2.30)

On commence par
|APu)|? = (APu, APu)
= ((A")*APu,u)
= <A2pu,u>
= <A2p—2A2u,u>
= (A*72(a*a + b*b + )u, u)
= <A2p—2a*au, u> + <A2p—2b*bu, u> + <A2p—2u, u>
=1+ ) +6)
Mais on a
a = [b, Xo] = bXy — Xob.
Alors
(1) = <A2p72a*bX0u, uy — <A2p72a*Xobu,u>
= (D1 + (1)2.
Regardons les termes (1)1,(1)2 on a
(1)1 = (LXou,u)
= (Xou, L*u)
(1) =— <X0A2p_2a*bu,u> — (A%bu,u) .
De plus, on a
- <X0A2p 2a*bu u> — (XoLu,u)
= (Lu, Xou)
= (Xou, Lu).
On peut maintenant écrire (1) de la maniére suivante
(1) = (1) + (Xou, Lu) + (Xou, L*u) — (Xou, Lu) — (Xou, L*u)
= 2Re (Xou, (L + L*)u) — (Xou, Lu) — (Xou, L*u) — (A*bu, u)
= 2Re (Xou, (L + L*)u) + (—L* Xou + XoL*u, u) — (A*bu, u)
= 2Re (Xou, (L + L*)u) + (—b*aA*"*Xou + Xob*aA*"u, u) — (A*bu, u)
= 2Re (Xou, (L + L*)u) — (b* Au,u) — (A*?a*au, u) — (A*bu, u)
= 2Re (Xou, (L + L*)u) — (A*bu, u) — (A*bu, u) — <A2p—2a*au, u)
= Re (Xou, (L + L*)u) — Re (A"bu, u) .
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Alors

|A?u|* = Re (Xou, (L + L*)u) — Re (A*bu, u) + (A*72b%bu, u) + (A%~ 2u, u)
< || A2P720 ||| bwl|||w|| + Re (Xou, (L + L*)u) — Re (A*bu, u) + HApfluH2
< ||bul|||u|| + Re (Xou, (L + L*)u) — Re (A*bu, u) + HApfluHQ.

Donc on a montré (2.30).

Etape 2.
On va montrer que

Re (Xou, (L 4+ L*)u) < Re (Ku, (L + L*)u) — 2Re (b*bu, Lu) + ||bu/|||u].
(2.31)
On a

(Xou, (L + L*)u) = (Ku, (L + L*)u) — (b*bu, (L + L*)u)
= (Ku, (L + L*)u) — (b*bu, Lu) — (b*bu, L*u) .

Alors on a
Re (Xou, (L + L*)u) = Re (Ku, (L + L*)u) — Re (b*bu, Lu) — Re (b*bu, L*u) .
Ensuite, on va calculer le dernier terme
Re (b*bu, L*u) = Re (b*bu, b*aA29_2u>
= Re (bb*bu, aA*2u) .

En utilisant

b(b*b) = (b*b + 1)b,

alors
Re (b*bu, L*u) = Re (b*bbu, aAQp_2u> + Re (bu, aA29_2u> .
Or on a
[A%72,bb] =0,
alors
AP72h%h = b A2,
Par suite
Re (b*bu, L*u) = Re <bu, b*baAQp_2u> + Re <bu, aAzp_2u>
= Re <bu, ab*bAQp_2u> + Re <bu, aA2p_2u>
= Re <bu, aA2p*2b*bu> + Re <bu, aA2p72u>
= Re <A2p_2a*bu7 b*bu> + Re <bu, aAQp_2u>
= Re (b*bu, Lu) + Re (bu, aAQp_2u> :
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Mais on a

| (bu, aA*P~2u) | = | (A*"2a*bu, u) |
< (1A% =2 ||| [[ull.

En utilisant 'estimation (2.27) on obtient
| (bu, a*~2u | < [[bul|][u].
Par suite
—Re (bu, aA*~2u) < ||bul|||u].
Alors
—Re (b*bu, L*u) < —Re (b*bu, Lu) + ||bul|||u]].
Ainsi on a montré (2.31).

Etape 3.
On va montrer que

1
Re (b*bu, Lu) < gHbqu + Re (Lku, Lu) — Re (A*bu, Lu) + 5\|u||2. (2.32)
On a

|Re (b*bu, Lu) | < ||bul|||bLu|

Re (b*bu, Lu) > —||bul|||bLul]
e 1 :
en utilisant Young avec 6 = 3 on obtient

—2Re (b*bu, Lu) < ||bu||® + ||bLul?.
Par suite, on a
—2Re (b*bu, Lu) < ||bu||? + Re (K Lu, Lu)
car on a

|bLu||* = (bLu, bLu)
= (b*bLu, Lu)
= (K Lu, Lu) — (XoLu, Luy) .
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Mais on a
(XoLu, Lu) = ((b*a — a*b) Lu, Lu)
= (b*aLu, Lu) — (a*bLu, Lu)
= (b*aLu, Lu) — (Lu,b*aLu)
= (b*aLu, Lu) — (b*aLu, Lu)
= 2¢Im (b*aLu, Lu) .
Donc
Re (XoLu, Lu) =0
et

|bLu||* = Re (K Lu, Lu) .

Maintenant on peut écrire

—2Re (b*bu, Lu) < ||bul|* + Re ([K, L] u, Lu) + (LKwu, Lu),

car
[K,L) = KL — LK.
De plus
[K,L) = KL — LK
= XoL + b*bL — LXo — Lb*D.
Mais on a
XoL — LXy = XoA?2a*b — A>*2a*bX,
= A%P720* Xob — A*b — A2 20*b X,
= —A%*"2¢%q — A%,
et
b*bL — Lb*b = b*bA%P~2a*b — A%P 20 bb*b
= b*bA*P2a*b — A2 bbb — A% %a*b
= A*7?b*ba*b — A*2a*b*bb — L
= A?P720%b*bb — A% 2a*b*bb — L,
alors

[K,L] = —L — A*b — A**"%a*a.
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Par suite

—2Re (b*bu, Lu) < ||bul|* — Re (Lu, Lu) — Re (A*bu, Lu)
— Re <A2p—2a*au, Lu) + Re (LKu, Lu)
< ||bul|* = || Lu|* — Re (A*bu, Lu)

+ Re (LKu, Lu) — Re (aA**a*au, bu) .

Mais en utilisant (2.27) pour p <1/4 on a

—Re <aA4p—4a*au, bu> = —Re <aA4p—2A_1a*aA_1u, bu>
< [ |-

En utilisant Young avec § = 1/2 on obtient
4p—4 x 1 2 1 2
—Re (aA**a*au, bu) < §||bu|| + §||uH .
Donc on a

1 1
—2Re (b*bu, Lu) < ||bul|* — Re (A*bu, Lu) + Re (LK u, Lu) + §HbuHQ + §HuH2

IN

3 1
§||bu|]2 + Re (LKu, Lu) — Re (A*bu, Lu) + §Hu||2
En utilisant ’étape 1,2,3 on a

3 1
|APul|* < Re (Ku, (L + L*)u) + §||bull2 + §||UH2
LKu, Lu) — Re (A*bu, Lu) + ||bul|||ul|
A*bu, u) + [Jbul[|ul] + [ AP u?

+ Re(
— Re/(
* 1 2 1 2
< Re (Ku, (L + L*)u) + 5 [lbul® + 5 [u]
3 1
+ 5”571”2 + 5Hu||2 + Re (LKu, Lu)
1
— Re (A*bu, Lu) — Re (A*bu,u) + 5HbuH?

1
5+ fu?
< Re(Ku, (L + L*)u) — Re (A*bu, u) + Re (LKu, Lu)
5 5
— (A, L)+ 2 ] 4
< Re (Ku, (L + L*)u) — Re (A*bu, u) + Re (LKu, Lu)
— (A*bu, Lu) + 3||bul|* 4 3|jul|.

Ainsi on a montré le lemme. O
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Remarque 2.4. On remarque, en utilisant ’Appendice 4.1, que
a,a*,b,b* € Op(Si),
aa*,bb*, Xo, K € Op(Si),
2 1
QrﬂjV € Op(Sw),
A" € Op(Sy),
Op(S,)) o Op(Sy?) C Op(SyH ),
(0p(S7), 0p(S72)| < Op(sy 771,
Théoréme 2.5. Si le potentiel V € C°(R"™) et vérifie Hypothése 1, alors il
existe une constante C' > 0 tel que :

Vu e S(R*), [|AY*ull* < O(|Kull® + [|ul®). (2.33)

Démonstration. D’aprés le Lemme 2.3, pour tout p € [0;1/4] on a l'estima-
tion suivante :

|APu)® < Re (Ku, (L 4+ L*)u) — Re (A*bu, u) + Re (LKu, Lu)
— Re (A*bu, Lu) + 3||bul|* + 3||u)®

pour tout u € S(R?").
Ensuite on va estimer les six termes.

Terme 1 :
| (Ku, (L+ L*)u) | < |(Ku, Lu) | + | (Ku, L*u) |.
Pour (Ku, Lu), on a
[ (Ku, Lu) | < | Kull| Zul
< || Kull[|A*~2a*bul|
< || Kull[|A*~2a*||||bul|

< || Kull[[bu].-
Oron a
|bul|? = (bu, bu)
= (b*bu, u)
= Re (Ku,u)
< [[Kul[[ul,
alors

| (Ku, Lu) | < | Kul®?|lu] /2
< | Kul| (1K ull[[ull) 2
< (1K ull? + )2 (1K ul* + lu*)2
< (1K ul® + ful®).
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Pour | (Ku, L*u) | on a
| (Ku, Lu) | < [|[Kul[[[L7ul].
Or on a
L = b*aA2=2(1 4+ 6°B) " Y2(1 + b*0)/2 = b*(1 + b°b)~/2aA2P~2(1 + b°b) /2,
car (14 b*b)~/2 commute avec a et A%°~2.
De plus on a b*(1 + b*b)~1/2 € Op(S;_2(1/2):0) C L(L?) (voir Théoréme 4.1
dans I’Appendice 4.1 ) alors
1Ll < 10°(1 4+ 67B) 72 [laA® =2 || (1 + b*b) 2 ul|
< ll(1+ ")l
< c([[bul® + [[ull*)/?
< c(flull| Kull + [|u])*/?
< c(2|| Kul® + 2||u])!/?
< er([|Kul® + uf*)!/2.
Par conséquence
| (Ku, L) | < |[Kul[[| L ull
< e[ Kull (1 Kul® + ul*)"/?
< er(|Kull? + [ful )2 Kul® + ul*)?
< ([ Kull® + [full?).

Donc on obtient

[Re (Ku, (L+L*)u) | < ¢ (|Kul]® + [[u]]?).

Terme 5 et 6 :
On a
3[[bul|® + 3(jul|* = 3([[bul* + |ull?)
< 3(|[ Kul|[[u]] + flul?)
< 3(2|| Kul® + 2/[ul?)
< co(|| Kul® + [[ul?).
Terme 3 :

Re (LKu, Lu) = Re (A*~?a*bKu, A*~%a*bu)
= Re <aA4p—4a*bKu, bu> .
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Mais on a
aA~la*h € Op(S) ) = Op(sYt) € L(L?) powr p < 1/4,
alors

|IRe <aA4p—4a*bKu, bu) | < cs| Kull||bull
< sl | Kul| (|| K ull|fu]) 2
< es(||Kull® + [[ul®) (K ul® + [lull?) 2
< ea([[Kull® + [[ul®).

Donc on obtient

[Re (LEu, Lu) | < cs(| Kul® + [|u]?).

Terme 4 :

Re (A*bu, Lu) = Re < [A29_2a*, XO] bu, Lu>
Re < [AQ'D*za*, Xo] bu, A2p72a*bu>
Re <a,A2"’_2 [A2"’_2a*, Xo] bu,bu) .

O, Xy € 0p(53), A2 € Op(S2™), (A2, Xi] < Op( ) -
Op(SiP), ah?=2 [A?=2* | X] € Op(szp-‘rl—&-Zp—Q) _ Op(Sff‘l) ¢ £(12) pour
p<1/4.
Alors
|Re <aA2pf2 [A2p72a*,X0] bu, bu> | <| <aA2p—2 [A2p72a*7X0:| bu,bu> |
< C4HbuH2
< ca(|ful® + [|Kul?).
Donc on obtient

—Re (A*bu, Lu) < cq(|jul? + || Ku|?).

Terme 2 :
On a
A* = [A*72a%, Xo| = A*%a* X — XoA*2a”.

[CL*,X()] = a*X() — Xoa*.
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Alors
[A2p—2a*7 Xo] = A2p_2X()CL* — )(()AQP_QCf‘< + AQ'D_Q [CL*, X()]
= [A2p_2 X ] * A2 2p*HessV
_ (1 + b b )1/2(1 + b*b)—1/2 [A2p_2,X0] a
— (1 4+ 0*b)Y2A%2(1 + b*b) " Y/2b*HessV
= (1+b*b)/2(A; — Ay),
avec
Ay = (1+b"0) Y2 [A%72, Xo] a”,
et
Ay = A%72(1 + b*b)~Y/2p*HessV.
On a

Ay € Op(S, 2 = Op(SP7Y) € L(LP) powr p<1/4<1/2,

Ay € Op(SP2 ) = 0p(S)P™) C L(L?) pour p<1/4<1/2.
Alors
IRe (A*bu, u) | = |Re <(A1 — Ao)bu, (1 + b*b)1/2u> |
< csllbull| (1 +6*0)' 2|
< es([[ull? + loul*)2([ful® + [[bul|?)'/2
< cs([[ull® + | Kul®).
Donc on obtient
—Re (A%bu,u) < es([lull” + | Kul/®).
En utilisant les estimations des termes on a
Vo < 1/4,%u € SR, [A%ul]? < C(IKull? + Jul).
Pour p=1/4, on a
Vu € S(R*"), [|AY*u]]* < (| Kull? + [|ul®).
O

En ajoutant un terme v & K avec v € R, la preuve ne change pas car la
partie réelle de K ne change pas. Donc le Théoréme 2.5 admet une extension
qui est la suivante.
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Théoréme 2.6. Si le potentiel V appartient & C*°(R™) et vérifie I’Hypothese
1, alors il existe une constante C' > 0 tel que

Vv € R,Yu € D(K), ||[AY4u))? < C(|(K — iv)ul|® + ||ul?). (2.34)
Corollaire 2.7. Si V € C*(R"™) vérifie I’Hypothese 1, alors K est a résol-
vante compacte.

Démonstration. On a Kest maximal accrétif sur C5°(R™). De plus, on a
(1+K)'=AVAY4 1+ K)71.
Or AY4(1 + K)~! est borné, car d’aprés le Théoréme 2.5, on a
1A 4u)|? < (1K ul|? + [|u®)
1A 4ul? < O + 1= Dyul® + fJull*)
< C'(I(K + Dull® + [ul®) - Vu € CF(R*™).
Posons v = (K + 1)u, alors v = (K + 1)~!v, donc
JAYAQL + K)Mol2 < O (ol + (K + 1)~ o)),

Comme (1 + K)~! est borné, alors

IAYA(1L+ K)o < O (v)|?) Yo € LA(R®™).

Ensuite, pour le premier terme on a
A~V e Op(5;1/4) et lim U(z,v,&,m) = +o0.
(3771}7&-77])_}—’_00
En effet

1 1
W(w,0,€m)% = 1+ [+ nf? + Lol + 719V (@)

3 1 1
=5 TP+ + g+ 0+ [VV()P)

3 2 2, 1 o 1 2
=- - —(|h .
SR+ P+ gl + Z(R@))
D’apres 'Hypothése 1, on a

Wie,v, &) 2 5+ [P+l + 1ol + S (h@)P)
1
4C?
Prenons (z,v,£,1n) — 400, le terme a droite tend vers 400, alors ¥ (z, v, &, n)

tend vers +oo.

Par conséquence, A~1/% est un opérateur compact (voir Proposition 4.2 dans
I’Appendice 4.1 ) .

Donc (1 + K)~! est un opérateur compact (la composition d’un opérateur
borné avec compact est compact).

On conclut que K est a résolvante compacte. O

3 1
> L LEP + P+ o+ g (L )V
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2.3 Relation entre 'opérateur Fokker-Planck et le Laplacien
de Witten

Proposition 2.8. On suppose que V- € C>°(R™).

i) Si K est a résolvante compacte, alors le Laplacien de Witten A$}2 est a
résolvante compacte.

it) St 0 est dans le spectre essentiel de A%ﬁ%, alors 0 est dans le spectre
essentiel de K .

Démonstration. i) Supposons par contradiction que A$}2 n’est pas a ré-

solvante compacte, donc UQSS(A$}2) # (), alors il existe A\ dans Uess(A$)2),

par suite il existe une suite orthonormale (ug)rey € L2*(R"), avec uy €

0 00 (TN : 0
D(AY),) = Cg°(R"),ux = 0, tel que im_[|(A), = Ayue]| =0.

Alors, on a
<ukaA§9/)2Uk> = (up, a*auy) = ||aug|*.

Ensuite, comme wu; — 0, alors klim (ug, a*auy) = 0, par suite ||auy|? est
——+00

borné.
Maintenant prenons

Uk(z,v) = ug(r) @ (27?)_”/46_”2/4.

On a Uy, est une suite orthonormale dans L?(R?") car
0l = [ el em) e dnde
R2n

:/ |uk|2d:n/ (2%)_"/26_”2/2(11)

= (2m) "2 (2m)"/?
=1

)

et (Ug,Up) =0 Vk #Kk car (ug,up) = 0.
De plus, Uy vérifie

Vk € N, KUy, = aug ® (277)_”/4126_”2/4 dans D'(R?").

On note p(v) = (2r)~/4e=*/4,
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Dans D'(R?"), on a

KUy = Xo(ug @ p) + (=00 + =)0 + =) (up ® 1)

2 2
= (=0:V (@)D +0.0.) (i © ) + (=00 + 5)(9y + ) (ur @ )
= 0.0, (g © 1) = 0,V (2):0u(ur © ) + (=0, + 5) 00+ 3) (e @ p)
= Opup ® (2m) w1 4 &C‘g(‘”)uk ® (2m) " Ay /4
+ur & (<00 + 5) (0 + )1
9,V (z)

= (0 + Jug @ (277)*”/41;6*”2/4 +ur®0

= auy ® (277)_"/41)6_7’2/4.

K est maximal accrétif,
Uy € L[R2 et KU), € L2(R?") (car auy € L2(R") et (2r) "/ 4pe?"/4 ¢
L?(R™)), alors Uy, € D(K).
Si K est a résolvante compacte, alors il existe A € p(K) tel que (K — \I)~!
est un opérateur compact.
On peut écrire Uy, = (K — M) 71(K — M )Uy. Comme (K — A )Uy, est borné
dans L?(R?*") et (K — AI)~! est un opérateur compact, alors Uy admet une
sous suite convergente qui est alors une suite de Cauchy. On note cette sous
suite par Ug.
Mais on a

Jug — wir || < Uk — Upe]-
Comme Uy est une suite de Cauchy, alors ~ lim |lug —ugs|] = 0, on conclut

k' —+o0

que uy, est une suite de Cauchy dans L?(R"™) donc, c’est une suite conver-
gente : contradiction car uj est une suite orthonormale.

- o o (0) . (0) o 5

ii) En utilisant (i), s10 € UESS(AV/2), alors kggr_lw <uk, AV/Quk> = kEI-Eoo laug||* =

0. Par conséquence, klirn | KUk|| = 0. De plus (Ug)ken est une suite ortho-
—+400

normale dans L?(R") avec Uy € D(K), donc 0 € 0.s5(K). O
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3 Retour a I’équilibre pour 'opérateur de Fokker-
Planck

Dans cette derniére section, on va d’abord montrer le retour a 1’équilibre
pour tout opérateur qui vérifie les conditions de I'introduction, et ensuite on
va démontrer que I'opérateur Fokker-Planck vérifie ces conditions pour enfin
conclure le retour a I’équilibre de 'opérateur de Fokker-Planck.

3.1 Analyse abstrait

Soit H un espace de Hilbert séparable, on considére un opérateur maximal
accrétif (K, D(K)) tel que :

o(K) NiR = 04i50(K) NiR C {0} (3.1)

On suppose qu'il existe un opérateur positif auto-adjoint (A, D(A)),A > 1
et trois constants C' > 0, M > m > 0 tel que

[A™ > < C(|(K — iv)ul|* + ||ul|?), Vv € R,Yu € D(K). (3.2)
On suppose que K vérifie
| Kul|? < C|AMul?, Yu € D(AM). (3.3)
On notera Il la projection spectrale .

Théoréme 3.1. Soit K un opérateur mazimal accrétif sur H qui vérifie

(5.1),(3.2) et (3.3),
alors le spectre de K vérifie

o(K) C Sk N ({Rez > 0} U {0}),

avec
Sk = {z € C,Rez > —1/2,|z+ 1|™M < C'(Rez + 1)}

De plus, si z ¢ Sk avec Rez > —1/2, la résolvante est estimée par :

I(z = K)7H < O |z + 1|7
Enfin, il existe deux constantes positives C,aq > 0 tel que
Yt >0, [le t — || < Ce .
Démonstration. La preuve sera divisée en deux parties, la premiére partie

sera traitée en trois étapes.
Partie 1.
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Etapes 1.

En utilisant l'estimation (3.2), soit z = p+iv € C,u = Rez > —1/2, et
u € D(K).

On a

Mais on a p > —1/2 alors 2+ 2 > 1, par suite on obtient

IA™ul* < COI(K = 2)ull® + (20% + 2+ 2) |ul|?)
< CRINK = 2)ul® +2(u + 1)?||ul?)
< 20(I(K = 2)ull® + (1 + 1)||ul]*).

Donc on a

IA™u]* < 2C([(K — 2)ull* + (Rez + 1)*[|u]]?), (3-4)
Vz € C,Rez > —1/2,Vu € D(K).

Etapes 2.

Le lemme suivant est vrai pour tout opérateur maximal accrétif. La preuve
peut étre trouvée dans la page 213 de [HeNi0O4].

Lemme 3.2. Soit (K, D(K)) un opérateur mazimal accrétif sur un espace
de Hilbert H, alors pour tout n € 10,1[ , on a ’estimation suivante

2+ 127 |ul|* < 4(((K +1)" (K + 1)), u) + 4][(K = 2)u]]”

pour tout uw € D(K) et z € C avec Rez > —1 .
Etapes 3. on a

0<(14+ K" (14 K) < (1+V0)2A*M,
En effet, soit w € D(K), on a

(1+ K1+ K)u,u) = (1 + K)u, (1 4+ K)u)
= [|(1 4+ K)ul? > 0.
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Pour la deuxiéme inégalité on a

(14 E*)(1+ K)u,u) = [|(1+ K)ul?
< [ wl® + [l

Or, on a A% < A?M puis en utilisant (3.3), alors on obtient

(1+K*)(1+ K)u,u) < |[AMul? + C||AMu|?
< (14 O)||AMy?
< (1 + VO AMul?.

Ensuite, si deux opérateurs positifs A et B vérifient A < B, alors A* < B“
pour tout @ € [0, 1] car A — A® est un opérateur monotone pour « € [0, 1].
m

Alors pour « = —, on a :
p M

0< (14 K*)(1+K)™M < (14 /C)2m/Mp2m,
En appliquant le Lemme 3.2 avec n = %,pour Rez > —1/2,u € D(K), on
obtient
2 1Ml < 4 ((( + 1)K + 1)) + 4| (K = 2)ul?
<4 <(1 + \FC)M/MAQ%,@ 4|(K — 2)ul?
<A1+ VO)PPM A2 + 4|(K — 2)ul)?.
D’aprés (3.4), Vz € C,Rez > —1/2,Vu € D(K), on obtient

|2+ 1P Mfu? < (8C(LHVOP ™M) (K —2)ul*+(BC(1+VC)*™ M) (Re 2+1)*|[ul?,

donc on a

Vz € C,Rez > —1/2,Yu € D(K),

|2+ 1P Mfu® < CLI(K = 2)ull* + Ca(Rez + D ul’. (3.5)

Soit z € 0(K) = 0g;s.(K), alors il existe u € D(K) tel que (K — z)u = 0.
En se basant sur (3.5), on obtient

|2+ 1P M[u)* < C(K = 2)ul® + Co(Rez + 1)?[|u]?
|z 4 112M < 9Cy(Re z + 1)?
|z 4+ 1|™M < \/2C5(Rez 4 1).

Donc, en choisissant C" = 1/2C5, on obtient

|24 1™M < C'(Rez +1),Rez > —1/2,
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par suite, z appartient a Sk.
De plus, Num(K) = {z;Rez > 0} car K est maximal accrétif mais on a
o(K) C Num(K), alors on obtient

o(K) C Sk N ({Rez > 0} U {0})

Maintenant, soit z ¢ Sk,Rez > —1/2 alors z € p(K). De plus, z vérifie

1
Cy(Rez 4+ 1)* < 5‘2 + 1]2m/M

D’aprés (3.5), en prenant v = (K — z)u, on obtient

1
|2 + 1P M (K — 2)"||? < Cyv)|* + 5\2 +1PPmM ) (K — 2) 7ol
(K — 2)""|]> < 201 |z + 1|72M|jv||> Vv € H.

Donc en choisissant C” = +/2C] on obtient

I —2) 7 ) < =+ 17/

Par conséquence, on a ’estimation de la résolvante.

Partie 2.

On a K maximal accrétif, d’aprés la Proposition 4.8 dans 1’Appendice 4.2,
on peut écrire

1 —300—0
e K = e *(z— K)™! dz.
20T ico—0

D’aprés la figure 1, on a que 0Sk, 8S/K orienté de Im z= 400 & Im z= —o0.
De plus, e (2 — K)~! est holomorphe entre les deux contours

[+i00 — 0, —ico — 0] et OSk (il n’y a pas de points singuliers), alors on peut
déformer [+ioco — 0, —ico — 0] & OSk et on peut écrire

1
A — eftz(z — K)f1 dz.
2w Jos,
Ensuite, on a
1
et — e*tz(z — K)*1 dz
2im Jr,urg
1 1
= — e_tz(z—K)_1 dz + — e_tz(z—K)_ldz
2271- I'ooUI'y 2277 EUFO
1
= — e P (z—K)b dz+ e,
297 as}(
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_ 1
On a noté I'7 'inverse du chemin I'1, Iy = % fCo (2 — K)~'dz la projection
T

spectrale avec Cy le contour du point isolé A = 0. Dans notre cas prenons
Co =11 UT'y, alors on obtient

1
e Ty = — e %z - K)7! da.
um 05}(

En utilisant la décomposition 8S}< =TIy Ul'w, on va estimer les deux parties
de l'intégrale

1 1 1
— e (z—K) ' de=-— [ e"(z-K)'de+— | e"(z—K) 'dz
2im o5’ 2im Jr, 2im Jp

= A+ B.

On a I'y appartient a la région ot Rez = b, alors on obtient

IA|| < ;le—bt/ dz
™

I'

< (D) ket
2w
< Clefbt.

avec [(I'1) la longueur du chemin I'y.
Pour la deuxiéme intégrale, on a z € ', alors z vérifie :

1
Rez = — |z + 1/™M —1
ez C!z—i— ]

(K —2)7H < C |2+ 1|7/,
Par suite, on a

077 +00 i m .
1Bl < et/ e "N yTH dy.
™ Jie praymim

En effectuant un changement de variable z = —%y%, on obtient

—+o00
1B < aet(tl—fi)/ T2 dy
(t(b+1)
< (1 n 1 n 1
al— —-
N e

—bt
prT Je ",

Alors
|B|| < Coe™®  uniformément pour > 1.
Finalement on a :

vt € [0,1], e —Tp|| < 2
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et
V> 1, e — I < Ce™.
Donc
Vt >0, e —TIg|| < max(C,2e%)e™".
O
Imz
/ i
| %Y "
®

-
-
gl T

4

=/ I\

-
L ]

e
8 LZ-=""
[}

-

FI1GURE 1 — Contours d’intégration: 05x = I'g U ', 8S/K =TI UTw.
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3.2 Application a opérateur Fokker-Planck

Dans cette partie, on doit vérifier les conditions du Théoréme 3.1 pour 'opé-
rateur Fokker-Planck K, qui permet de localiser le spectre comme montre la
figure 1, estimer la résolvante et par suite le retour a 1’équilibre.
Maintenant on suppose exp —V € L!(R"), alors on a

Ker = Ce—3(®@v) — Co—3(5+V(@),
Ensuite, pour s € R, on considére ’espace de Hilbert
H® = {u e §'(R¥), Ay ¢ LQ(RQ”)}

muni d’une norme définie par |[uf gs = [|A7, jul|r2 (voir 'Appendice 4.3 ).
On notera par M(x,v) la fonction maxwellienne

M(z,v) = e*(éﬁ/(x)).

On notera par Ily la projection spectrale qui est orthogonale, et on peut
écrire : Si M € LY(R?"), alors

ML/2 <u7 M1/2>

Yu € L2(R*™), Tlgu = o

Lemme 3.3. Avant de commencer par le Théoréme 3.4 on va montrer que :
KerK = Ce=3(®@0) _ Ce=3(5+V@),

Démonstration. Soit u € KerK, alors Ku = 0, par suite (Ku,u) = 0. Donc
|lbu||? = 0, d’oit bu = 0 dans L?(R?").

Alors,
(@0 + g)u ~0
v 02
= (0y + §)u67 =0
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Mais on a
Ku=0
= (0.0y — 8,V (x).0, + b*b )(w(x)e*“r):o

v

= (0.0; = 0,V (2).0,)(p(x)e” +) =0

v2
= [v.(0: + a:c‘;())go(x)]eél =0 presque partout v e R"
=ap=0 dans L*R")

0.V (x)

N

= (0p +

5 )¢ =0
0.V (x)
2

V(z) /
= 0,(e72 p(z)) =0 dans D (R")

V(z)

= ¢(z) = coe_Tpresque partout dans L*(R") car eV € L'(R")
SV (@ ).

V(z)

)SOQT =0

= (0p +

= U = Cpe 2(
Ce qu’il fallait démontrer. O

Théoréme 3.4. On suppose que V' vérifie I’Hypothese 1, soit K = Xo+b*b.
On a, d’apres la Section 2.1, que K est un opérateur mazximal accrétif. Alors
il existe deux constantes positives C, a1 > 0 tel que

Vug € L?(R*™),Vt > 0, ||(e ™ — TIp)ug|| < Ce™||ug|.

Démonstration. On a 'opérateur Fokker-Planck K est maximal accrétif. De
plus, d’aprés la Corollaire 2.7, K est a résolvante compacte. Soit z = i\ €
o(K)NiR avec A € R. On va étudier Ku = i\u,u € D(K).

Ku = idu = (K—iNu,u) = 0 = [|bul|> — i\|ul]*> = 0 = |jbu]® =

2
0 et Au2=0=A=0 et u=coe 20T+,
Alors on obtient

o(K)NiR = 0g4;s.(K) NiR C {0}.

,U2
On a que 0 est une valeur propre simple de fonction propre u = e_%(7+v($)),
et comme K a résolvante compacte, alors 0 est un point isolé.
On a d’aprés le Théoréme 2.6 qu’il existe une constante C' > 0 tel que :

Vu € S(R*"), [|AY*u]]* < O(|(K — iv)ull* + [|u]]?),

1
alors K vérifie (3.2) avec m = 1 et A un opérateur auto-adjoint, A > Id,
défini par :
A’ =a*a+b*b+ Id.
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Ensuite, en utilisant I'inégalité (4.2) dans I’Appendice 4.3, on a K € Op(Si),
alors il existe C' > 0 tel que :

| Kul|® < C||A%u||?, Vu € D(A?),

alors, K vérifie (3.3) avec M = 2.
Donc, d’apres le Théoréme 3.1, il existe deux constantes positives C, a1 > 0,
tel que

Yug € L?(R*™),Vt > 0, ||(e ™ — TIp)ug|| < Ce ' |ug|.
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4 Appendice

4.1 Opérateurs pseudo-différentiels
4.1.1 Symboles, opérateurs

Sur Rz"@ pour tout m € R, nous définissons la classe de symboles comme

I'ensemble des fonctions a(z, &) de classe C* sur R?" qui posséde la propriété
suivante :

Va, B € N, 3Cos > 0,¥(2,€) € R2",[9207 a(2, )| < Ca g (&)™,

avec ¥ une fonction poids de classe C*° borné inférieurement par 1 satisfai-
sant une propriété de lenteur et tempérance (voir page 29 dans [HelNi05] ).
En introduisant la métrique

2

g=dz*+ C\lpj,
on peut remplacer la condition au dessus par |11..Tya(z,&)| < C;U™(z,¢§)
pour toute suite finie de champs de vecteurs (7});.1....; avec g(T3) < 1.0n
note S(¥™, g) la classe de symboles d’ordre m, qu’on peut noter simplement
par Sy’
La classe de symboles Sy’ munie par une famille de semi-normes

lalksp = sup  sup W(z,&) 920 a(z,€)| ke N
Y atBI<k (2,6)eR

est un espace de Fréchet.
A un symbole a dans SJ, on associe 'opérateur pseudo-différentiel Op(a)
défini comme un opérateur de S(R") a S'(R™), qu’on peut écrire Vu € S(R™) :

Op(a)u(z) = - Kao(z,2")u(') d?,

ou K,(z,2") le noyau de Op(a) défini par

N _ 1 / i(z—2").¢ (7 + 2’
Ka(Z7 z ) - (27_‘_)” R € a’( 9 aC) dC

On note Op(Sy) la classe de 'opérateur associé au symbole d’ordre m.
Pour tout m € R et tout a € S l'opérateur Op(a) agit continiment sur
S(R™) et sur S’ (R™).
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4.1.2 Une algébre d’opérateurs pseudo-différentiels
Soit a € Sy et b € Sg?, alors Op(a) o Op(b) = Op(c) avec ¢ € Sg' 2. le

symbole ¢ est noté par ¢ = affb donné par

ath = [e%UU% D)0 Z1)b(Zo)

|z1=2,

o0 .
1 12 ,
~ ﬁ(ga(DZuDZQ))JG(Zl)b(Zz)lzpzza
avec Dy = %82 et o la forme symplectique sur T*R"™ = R?" est donnée par
n
o(Z,7') = Z Cjz;- — szJ’-.
§=0

Alors 'espace Uy,crOp(SY') est un algébre avec

Op(Sy,") 0 Op(Sy”) € Op(Sy* ™)
et

Op(S), Op(S}i)| € Ol ™),
4.1.3 Continuité dans L?

Ces résultats sont montrés dans [Hor85| section 18.

Théoréme 4.1. (Calderon- Vaillancourt)

Sir <0 alors Op(Sy) = L(L?).

4.1.4 Opérateurs pseudo-différentiels compacts

On note K(L?(R™)) I'espace des opérateurs compacts dans L?(R").

Proposition 4.2. Si la fonction poids vérifie  lim  W(z,() = +oo alors
(2,{)—+o0

pour tout € >0, Op(S,,°) injecte contindment dans K(L?(R™).

4.1.5 Ellipticité, paramétrices et chaine de Sobolov

On notera S;OO = NmerSy- Soit a € 77, on dit que Op(a) est un opérateur
elliptique s’il existe un C' > 0 tel que

la(z,¢)| = CTHE™ (2, €).
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1

On remarque que 'opérateur de symbole b = — qu’on note Op(b) appartient
a

a Op(S,,™).

Soit Op(a) est un opérateur elliptique. Alors, il existe Op(b) € Op(SJm) tel

que

Op(a) o Op(b) =1+ R1 Op(b) o Op(a) = I + Ry
ol Ry, Ry € Op(S,,%).0Op(b) est appelé la paramétrice de Op(a).
Dans ce cas, on dit que Op(a) est inversible modulo Op(Slzoo).

Maintenant, soient s € R et Op(a) € Op(Sfp) un opérateur elliptique,on dé-
finit la chaine de Sobolev

#° = {ue §'(B"), Oplaju € I*(R™)}

muni d’une norme définie par ||u|lgs = ||Op(a)ul|r2. Cette définition est
indépendante de Op(a).
De plus, on a

S(R") c H*c HY c S (R"),pour s> s,
Vs,m € R,Va € S',0p(a) € L(H®, H™™),
HY=L*R") et (H® =H*.

4.2 Opérateurs accrétifs

Soit H un espace de hilbert réel ou complexe et (.,.)y son produit scalaire.

Définition 4.3. Soit A un opérateur non borné sur H de domaine D(A),
on dit que A est accrétif si :

Re(Au,u) > 0,Yu € D(A).

Définition 4.4. Un opérateur A est maximal accrétif s’il n’existe pas une
extension A accrétive tel que D(A) est inclus strictement dans D(A).

Définition 4.5. Soit A un opérateur accrétif tel que D(A) est dense dans
H, alors A est fermable et en plus A (fermeture de A) est accrétif .

Théoréme 4.6. Soit A un opérateur accrétif, alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) A est mazimal accrétif.

2) 1l existe A\g > 0; A* + \oI est injective.

3) 1l existe Ay > 0; Im(A+ A\ I) dense dans H.
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Théoréme 4.7. Hille-Yosida Soit A un opérateur fermé tel que A est ac-
crétif, alors les conditions suivantes sont équivalentes

1) A est maximal accrétif .

2)(A, D(A)) est un générateur de semi-groupe fortement continu de contrac-
tion (e7)er, .

Démonstration. On peut trouver la démonstration de ce théoréme dans [Paz83|.
O

Proposition 4.8. Soit (A, D(A)) un opérateur mazimal accrétif sur H, alors

1 —100—0
Yu € D(A),¥t > 0,e My = —— e (2 — A) "l dz.
207 Jyico—0

Démonstration. La preuve de cette proposition se trouve dans [RiNa|. O

Remarque 4.9. Soit A un opérateur non borné défini sur D(A) = C§°(R"),
avec H = L*(R") on a :

A son extension minimale qu’on note A" avec D(A) la fermeture de D(A)
pour la norme du graphe .

A" son extension maximale avec D(A™"") = {ue L?(R"), Au € L*(R")}.

. , . L —min —mazx
Si A est un opérateur maximal accrétif, alors A = A

4.3 Chaine de Sobolev adaptée a ’analyse de Fokker-Planck
On rappelle que A un opérateur auto-adjoint , A > Id, défini par :
A’ =a*a+b"b+ Id.

De plus, A? € Op(Si) avec U la fonction poids défini par :

1 1
Wle,v, ) = 14 [P + [0+ o + 2TV ()P
Lemme 4.10. 3Cy € R tel que Agef = A2 + Cy est un opérateur elliptique.

Démonstration. Soit Cy € R, on a A?«ef = Op(/\%ef) avec )\%ef symbole de
Afef.
Soit ALy = 1+ [€[* + |nf* + o> + {[VV (@) = 54V (2) — 5 + Co.

1
D’apres 'Hypotheése 1, il existe C' > 1, ilva(:r)P—AxV(x) > O V.V (2)]?

pour |z|>C .
Donc Vz, |z| > C, on a :

1 1 n 1 .
Nep 2 THEP+IP+ 1P+ 55 VoV (@) +Co—5 > 5502 i Co >

n
2~ 2C 2
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Sijz| < C,
Ny = L JER 4 4 Gl 4 [TV @) 4 (5 AV ()~ &4 Cp) > 502
ref . 4 4 2 2 ~2C

. n
si Cp> ﬁ??é@Ang(x) + 5)
On choisit C ax |~ ma (1A V( )+n)

n choisi = max | —, max (= )+ =)|.

0 2 jzl<c 2" 2
1

Finalement, Vz on a )\ze F 2 %\112, et par suite Af ef €St un opérateur ellip-
tique. ]

Puisqu’on a montré que A%ef est un opérateur elliptique, alors on définit
I’espace de Hilbert

H? = {u € 5 (R?"), A2, ju € L2(R2")}

muni d’une norme définie par ||u|| gz = ||A$efu||L2.
Les normes ||A% sull et | A%u|| sont équivalentes :

Vu € H?, Ci||[Alepull < [A%ul| < Cal|AZ, pul
avec (1, Cy deux constantes positives.
En effet, on a Azef = A2+ Cy, alors ||[A%u| < HAzequ—i-HCouH < CzHAzequ.
D’autre part, on a HAzequ — ||Cou|| < ||A%u]|, mais on a |jul| < ||A2u]|

(car A% =a*a+ b*b+ Id), alors on obtient ClHA?«erH < ||A%u]|.
Donc, on peut définir H? ainsi

H? = {u e §'(R™), A% € LQ(RQ")} .
Par généralisation, pour s € R, on considére ’espace de Hilbert

i = {ue S ®), Aue LR

muni d’une norme définie par |[uf ms = [|A7, jul| 2.
D’aprés ce qui précéde, on a montré que A% ¢ est un opérateur elliptique.
Ensuite soit Op(a) € Op(Sé\fI),on peut montrer qu’il existe C > 0 tel que

1Op(a)ull < ClIAY ull Yu € D(AY). (4.1)

En effet, on note A= Op(a). Comme A% 7 est elliptique, alors il est inversible.
Par suite, il existe A;e]}/[ € Op(SJM). En prenant v = A%fu, montrer (4.1)
est équivalent & montrer que

||AA;]}4U|| < C|v| Wve L%
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Or, ceci est vrai car AA;EJ}/[ € Op(SfX‘[_M) = Op(Sg) s L(L?)(voir Théo-
réme 4.1 dans I’Appendice 4.1 ).
Par équivalence des normes ||[AY rull et |AMu|| on obtient

|Au|| < C|[AMu| Vu € D(AM). (4.2)
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