MASTER 2 INGENIERIE STATISTIQUE

Modele de Markov caché pour la
surveillance de la diarrhée virale
bovine

= -

I“ NanteS R.EP::BUQUE r: 21 5 <

FRANCAISE

W/ Université ~ Vetagrobie Nantes

inn@val

LN
=y

Auteur :

TROTREAU MATTHIEU Encadrants :
M. MADOUASSE AURELIEN

Professeure référente : M. GALHARRET JEAN-MICHEL

Mme. PHILIPPE ANNE

Avril - Septembre 2024



Remerciements

Je souhaiterais remercier en premier lieu mes deux encadrants de stage Aurélien
MADOUASSE et Jean-Michel Galharret. Cela a été un réel plaisir de travailler sous votre
supervision. Merci pour cet encadrement qui m’a permit d’évoluer dans une environnement
sain et stimulant durant toute la durée de ce stage.

Merci aussi a I’équipe pédagogique du master Ingénierie Statistique de Nantes Uni-
versité, en particulier madame Lise BELLANGER, madame Anne PHILIPPE et monsieur
Aymeric STAMM. Ces deux années n’auraient pas pu avoir lieu sans le temps que vous
avez consacré d l’enseignement et la gestion du master.

Merci également a madame Valentine BOUR, doctorante a Nantes Université, et [’équipe
du laboratoire de psychologie des Pays de la Loire qui m’a agréablement accueilli lors de
mon premier stage dans le monde de la recherche.

Enfin, merci a toute I’équipe PEPS de ’'lUMR Bioepar pour votre bonne humeur et votre
accueil chaleureux au sein du laboratoire. Avec un petit clin d’ceil a I’équipe des stagiaires
et théses vétérinaires sans qui ces 6 mois ne seraient pas passés a une telle vitesse.

Je tiens maintenant a remercier mes parents, Catherine et Jean-Marc, merci pour votre
dévouement et votre soutien depuis toutes ces années. Pour avoir accepté mes changements
de parcours sans sourciller et surtout pour votre présence a mes cotés a chaque instant.

Je ne peux pas évoquer mes parents sans un mot pour mon frere Samuel avec qui la
relation a grandement évoluée ces quelques derniéres années. Malgré une erreur de parcours
avec l'arrét des mathématiques en fin de lycée je ne peux que te souhaiter du courage dans
les études que tu entreprends aujourd’hui.

Enfin, merci a mes amis, a ceux du lycée encore présents aujourd’hui, a ceux plus
récents qui sont du monde des maths appliquées ou de la mécanique, ainsi que ceux avec
qui des liens forts se sont crées pour parfois se dénouer.



Table des sigles et des abréviations

1. BLCM : Modele Bayésien en Classe Latente
2. BVD : Diarrhée Virale Bovine
3. ELISA : Enzyme-Linked Immunosorbent Assay
4. HMC : Hamiltonian Monte Carlo
5. HMM : Hidden Markov Model
6. IPI: Infecté Persistant Immunotolérant
7. IT : Infecté Transitoire
8. MCMC : Monte Carlo Markov Chain
9. ODR : Optical Density Ratio
10. ROC : Receiver Operating Characteristic
11. Se : Sensibilité
12. Sp : Spécificité

13. STOC free : Surveillance Tool for Outcome-based Comparison of FREEdom from
infection

14. UMR : Unité Mixte de Recherche

ii



Table des figures

1.1

2.1

2.2

2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11

2.12

2.13

2.14
2.15

Conséquences d’une infection par le virus de la BVD chez une vache
gestante . . . . . . ... oo o oo

Histogramme des tests réalisés sur un troupeau issu du département 22,
entre 2010 et 2021. . . . . . .. Lo Lo Lo

Distribution des résultats des deux tests (LGMCAT a gauche et LGMVEA
a droite) en fonction du statut des troupeaux (non infecté en bleu et
infectéenrouge). . . . .. ...

Distribution des mesures de test aprés traitement des données. . . . . .
Distribution de I’échantillon de données réelles sélectionné. . . . . . .
Graphe d’une chaine de Markov a deux états . . . . ... .. ... ...
Graphe d’'un modéle de Markov caché a deux états et deux émissions. .
Représentation de la dynamique du modéle de Markov caché . . . . . .
Représentation de la relation entre états latents et résultats de tests

Graphe de notre HMM avec espace d’observations discret . . . . . . . .
Graphe de notre HMM avec espace d’observations continu . . . . . . .
Distribution a posteriori de la probabilité d’infection estimée a la 24ime

période, pour un troupeau des Cotes-d’Armor (22). . . . . . .. .. ...

Intervalles de crédibilité pour la probabilité d’infection d'un troupeau
des Cotes-d’Armor (22) pour les 28 périodes . . . . . . ... ... ...

Graphique de distribution illustrant la méthode de prédiction a I’aide
de Uoptimal Bayesrule. . . . . . . .. .. ... ... ... ... .

Sensibilités et spécificités des procédures en fonction du seuil s.

Courbe ROC pour les procédures Forward et Backward déterministes

1ii

10
10
11
12
13
17
19
20
22

26

27

29
30
31



TABLE DES FIGURES

2.16

2.17

3.1
3.2
3.3
34
3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12
3.13

3.14

3.15
3.16
3.17

3.18

Boxplot des prévalences pour les procédures forward et backward dé-
terministes. . . . . .. ..o e

Distribution des lois a priori des parametres Seet Sp . . . . .. .. ..

Boxplot du biais des estimations pour les moyennes 1 et ;1 du mélange.

Boxplot du biais des estimations pour le paramétre w. . . . . . ... ..

Biais des estimations pour les parameétres 7 et m;

noEstim*®

Ecarts-types des estimations pour les paramétres g et iy, . . . . . . .

Boxplots des biais des estimations du parametre Sp par les deux modeles
bayésiens. . . . . ...

Boxplots des écarts-types des estimations du parametre Sp par les deux
modeéles bayésiens. . . . . . ...

Boxplots des biais des estimations du parametre 7, a partir des chaines
dermietTo. . o . e

Mélange des chaines de Markov par I'algorithme MCMC du modéle
continu (sans w) pour les parameétres des distributions. . . . . ... ..

Mélange des chaines de Markov par I'algorithme MCMC du modéle
discretpour SeetSp. . . . . .. ...

Intervalles de crédibilité a 95% de I'estimation de 75, par les 3 modeles
sur notre échantillon de donnéesréelles. . . . . . . .. .. . ... ...

Intervalles de crédibilité a 95% de I'estimation de 14, par les 2 modeles
avec observations continues sur notre échantillon de données réelles. .

Distributions réelles et estimées pour I’échantillon de données sélectionné.

Distributions réelles et estimées, groupes sains et infectés, pour I’échan-
tillon de données sélectionné. . . . . ... ...

Intervalles de crédibilité de niveau 95% pour les prédictions des proba-
bilités de séropositivité de 4 troupeaux. . . . . . ... ... ... ...

Distributions a posteriori de jy pour le test LGMCAT sur les 28 périodes.

Intervalles de crédibilité pour I'estimation de 7; sur les 28 périodes. . .

Intervalles de crédibilité pour I'estimation de 7; sur les 24 premieres
périodes. . . . ...

Intervalles de crédibilité a 95% et distribution a posteriori de 'estimation

de la probabilité d’étre infecté pour un troupeau des Cotes-d’Armor (22).

v

31
36

37
38
38
40

41

41

42

43

44

44

45
46

46

47
48
49

49

50

A.1 Distributions des données réelles sur des périodes de 3 ans, de 2000 a 2018 59

M2 IS - Trotreau Matthieu Nantes Université Rapport de Stage



TABLE DES FIGURES

B.1

B.2

C1

C.2

C3

D.1

D.2

Boxplots des biais des estimations pour la premiére phase de plan d’ex-
périence, pour og et 01 PUIS 71, To. « « v v v v v v e e e

Boxplots des écarts-types des estimations pour la premiere phase du
plan d’expérience. . . . . . . ..

Boxplots des biais et écarts-types des estimations pour la seconde phase
du plan d’expérience, pour g, 41, 00, 01 « « o oo oo

Boxplots des biais des estimations pour la comparaison des modeles //
seconde phase du plan d’expérience. . . . . . . ... ... ...

Boxplots des écarts-types des estimations pour la comparaison des
modeles // seconde phase du plan d’expérience. . . . . ... ... ...

Intervalles de crédibilité pour I’estimation de m; sur les 23 premiéres
périodes a partir des chainesde et . . . . ... Lo oL

Intervalles de crédibilité pour 'estimation de 7, sur les 23 premiéres
périodes . . . . ..

60

M2 IS - Trotreau Matthieu Nantes Université Rapport de Stage



Liste des tableaux

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5
2.6

2.7

2.8

2.9

3.1

3.2

B.1

Tableau des (av41(i));_, , lorsque 2 < ¢ + 1 < T, pour l'algorithme
forward du HMM avec observations discrétes . . . . . ... ... ...

Tableau des (1 (4)),_, , pour I'algorithme forward du HMM avec ob-
servationsdiscretes . . . .. ... Lo Lo Lo

Tableau complet (initialisation en premiére colonne) des (ov11(7));_; 5
pour l'algorithme forward du HMM avec observations continues . . . .

Tableau des seuils optimaux pour la prédiction des statuts infectieux
par l'algorithme Forward-Backward déterministe. . . . . .. ... ...

Plan d’expérience pour les parametres my, 01,09, . . . . . . ... ...

Table des lois a priori posées sur les parametres pour la premiére phase
du plan d’expérience. . . . . . .. ...

Résumé des parametres pour la simulation des données utilisées pour
comparer les deux modéles bayésiens. . . . . . . ... ...

Table des lois a priori posées sur les parametres Se et Sp pour la
deuxiéme phase du plan d’expérience. . . . . . . .. ... ... ...

Lois a priori des parametres 7; et 75 pour la seconde phase du plan
dexpérience. . . . . ...

Pourcentages de couverture pour 'ensemble des parameétres du modele
continu//niveau 95% . . . . . . ...

Pourcentages de couverture des intervalles de crédibilité de niveau 95%
pour les parametres communs aux deux modéles, obtenus sur B = 1500
simulations. . . .. ... o L

Pourcentages de couverture pour I’ensemble des parametres du modéle
continu // niveau 90% . . . . . . ...

vi



LISTE DES TABLEAUX vil

B.2 Pourcentages de couverture pour 'ensemble des parametres du modele
continu// niveau 99% . . . . . . ... 62

D.1 Table des 28 périodes utilisées pour la seconde application sur données
réelles. . . . ... 67

D.2 Tableaux des estimations du parametre w pour les 28 périodes selon le
département. . . . . ... 72

D.3 Répartition des mesures de tests en fonction de la discrétisation des
mesures d’odr, de mai 2019 amai 2021. . . . . . . ... ... ... 72

M2 IS - Trotreau Matthieu Nantes Université Rapport de Stage



Table des matieres

2

Remerciements. . . . . . . . ... L L
Table des sigles et des abréviations . . . . . ... ... ... .......
Tabledesfigures . . . . . . . . ... ..
Liste destableaux . . . . . . ... ... ... ... ...

Table des matiéres . . . . . . . . . . ...
Introduction

Contexte et objectifs
1.1 L’unité mixte de recherche BIOEPAR . . . ... ... ... ... .....
1.2 Epidémiologie de I'infection par le virusdelaBVD . .. ... ... ..
1.2.1  Modes de transmissionduvirus . . . . . ... ... ...
1.2.2  Conséquences des infections transitoires et persistantes
1.2.3  Protocole de détection de la BVD en Bretagne. . . . . . ... ..
1.3 Objectifs . . . . . . . .

Matériels et méthodes

2.1 Description et manipulation des données réelles . . . . . . ... .. ..

2.2 Modéele de Markovcaché . . . ... ... ...
221 Conceptgénéral . ... ... ... ... ...
2.2.2  Algorithme Forward - Backward . . . .. ... ... ......
2.2.3  Une dynamique commune aux deux modeles . . ... ... ..
2.2.4  Modele initial - Observations discretes . . . . . ... ... ...

2.2.5 Nouveau modéle - Observations continues . . . . . . .. .. ..

viii

ECTEEN- NS, BENS TS BN N

o]



TABLE DES MATIERES ix

2.2.6 Implémentationdesmodeles. . . . . . . ... ... ... ... 24

2.3 Prédiction de la probabilité d’infection . . . ... ... ... ... ... 26
23.1 Danslecadrebayésien . . . . .. ... ... ... ... ... 26

2.3.2 Dansle cadre déterministe . . . . . ... ... 27

24 Simulationdesdonnées . . . . ... ... .. L. 32
2.4.1 Méthode de simulation . . . . . ... ... ... ......... 32

242 Plandexpérience . . . . . . .. ... L oL 33

3 Résultats 37
3.1 Application des modéles sur données simulées . . . . . ... ... ... 37
3.1.1  Evaluation du modéle avec observations continues . . . . . . . 37

3.1.2 Comparaison des deux modeles . . . . . . ... ... ...... 40

3.2 Application aux donnéesréelles . . . . .. ... ... ... 43
3.2.1 Echantillon de données entre 2018 et 2021 . . . . ... ... .. 43

3.2.2  Découpage des données en 28 périodes . . . . . ... ... ... 47
Discussion et conclusion 52
Annexes 57
A Recherche d’un échantillon propre dans les données réelles 58
B Plan d’expérience - premiére phase 60
B.1 Boxplots . . . . ... . 60
B.2 Tauxdecouverture . . . .. ......... ... .. ... ... ... 62

C Plan d’expérience - seconde phase 63
D Application des modéles sur les 28 périodes 66
D.1 Tabledespériodes . . . . . . . . ... ... 67
D.2 Table des estimationsdew . . ... ... ................. 68
D.3 Table répartition desdonnées . . . . . . ... ... L. 72
D.4 Intervalles de crédibilité pour I'estimation de parameétres supplémentaires. 73

M2 IS - Trotreau Matthieu Nantes Université Rapport de Stage



Introduction

Je présente dans ce rapport les différents travaux de recherche réalisés durant
mon stage de fin d’étude au laboratoire BIOEPAR, unité mixte de recherche Oniris
VetAgroBio Nantes - INRAE. Ce stage était financé par la coopérative de service en
élevages Innoval qui geére notamment le programme de maitrise de I'infection par le
virus de la diarrhée virale bovine (BVD) en Bretagne.

La BVD est une maladie virale trés contagieuse des bovins ayant fait son apparition
au milieu du XX siecle. Elle est rapidement devenue I'une des maladies les plus
problématiques au sein des élevages, tant sur le plan économique (HOUE, 1999) que sur
le plan médical.

Ce stage avait pour objectif la poursuite d'un travail de recherche réalisé au sein du
laboratoire BIOEPAR dans le cadre du projet européen STOC free (https://stocfree.eu/).
Le projet STOC free (Surveillance Tool for Outcome-based Comparison of FREEdom
from infection) est né en 2017 de la volonté de rendre comparable les résultats des
différents programmes de surveillance et controle des maladies infectieuses chez les
bovins. C’est donc naturellement que la BVD a été incluse dans le projet en tant que
cas d’étude principal des maladies considérées.

Aujourd’hui les approches dans la gestion de I'infection par le virus de la BVD
différent grandement selon les pays. Les plans de lutte sont divisés en deux catégories,
les plans de luttes systématiques et les plans de lutte non-systématiques. Les premiers
portent 'objectif d'une diminution généralisée de la prévalence de la maladie sur le
territoire. Les seconds reposent sur une gestion au cas par cas et la vaccination des
individus. On s’intéresse ici aux plans systématiques qui requiérent la mise en place
d’une phase de surveillance. Cette phase permet la détection précoce des nouvelles
infections et I’évaluation des mesures mises en places. On trouve alors deux grandes
approches qui sont les plans d’éradication et les plans de controle (METCALFE, 2019). Ces
approches, principalement empiriques, reposent sur des étapes décrites par Lindberg
et Houe en 2005 (LINDBERG et HOUE, 2005). Les 3 étapes importantes sont la mise en
place de mesures de biosécurité, I’élimination du virus, et la surveillance des troupeaux
afin de détecter et prévenir les nouvelles infections. Les différents modéles construits a


https://stocfree.eu/
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I’aide de ce schéma font intervenir des tests sérologiques si 'objectif est la détection
d’anticorps, ou des tests virologiques si c’est le virus qui est recherché.

L’existence de nombreux tests différents, le choix pouvant varier selon I’approche et
I’échelle considérée, entraine des difficultés dans la comparaison des statuts d’animaux
de différents pays. De plus, il est commun de voir les mesures continues de ces tests étre
discrétisées pour faciliter la prise de décision. La variation des seuils appliqués, avec
parfois une absence de seuil réglementaire, peut rendre non identifiable le processus de
classification des animaux.

En recherche épidémiologique et vétérinaire on parle de test gold standard pour
qualifier le meilleur test existant a un moment donné et faisant office de référence. En
I’absence d’un tel test, les modéles bayésiens en classe latente (BLCM) se sont imposés
comme des méthodes fiables et efficaces pour I'estimation des seuils optimaux (OLSEN
et al.,, 2022), des prévalences de maladies, ainsi que des sensibilités et spécificités des tests
utilisés (Hurt et WALTER, 1980; C. I. MCALOON et al., 2024 ; C. G. MCALOON et al., 2016).
Cependant, la grande majorité des études sont encore réalisées a ’aide de résultats de
tests dichotomisés malgré ’absence fréquente de gold standard. Ces dernieres années
des articles illustrant 'utilisation des données de mesures continues voient le jour avec
des résultats en faveur de leur conservation (WANG et al., 2024 ; YANG et al., 2022). De
nouvelles possibilités complétant les BLCM, comme I'utilisation des modéles de Markov
cachés (HMM), sont régulierement proposées. Les HMM sont des modéles en classes
latentes permettant la prise en compte des évolutions d'un systéme dans le temps.
Ceux-ci ont fait preuve de leur efficacité et pertinence mais restent encore peu utilisés
en recherche épidémiologique malgré une modélisation adaptée a la surveillance des
maladies (LE STRAT et CARRAT, 1999 ; WATKINS et al., 2009).

L’équipe de 'UMR Bioepar participant au projet STOC free a fait le choix de la
mise en place d'un HMM pour la surveillance épidémiologique de la BVD (MADOUASSE
et al., 2022). Le modéele initial ayant été construit a ’aide d’observations discretes
(séropositif/séronégatif) I'objectif premier du stage était de répondre a la question
suivante :

La conservation des données de mesures continues améliore-t-elle les performances du
modele ?

Parmi les raisons justifiant I’abandon de la dichotomisation nous pouvons citer
la perte importante d’information lors de la discrétisation des données, notamment
lorsque le résultat du test se trouve proche du seuil utilisé. De plus, I'utilisation de
données continues est supposée plus appropriée du fait du caractére dynamique du
HMM, le passage entre un état infecté et non infecté étant alors moins abrupte que dans
le cas discret. Enfin, la conservation des données continues permettrait la détermination
des distributions des mesures de test selon I’état infectieux de I’élevage.

M2 IS - Trotreau Matthieu Nantes Université Rapport de Stage
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Ce mémoire est structuré en 3 grandes parties. Dans un premier temps nous dé-
taillons le contexte du sujet de stage en étayant la description de la BVD et les objectifs
poursuivis. Dans une seconde partie nous présentons les données dont nous disposons
ainsi que les détails des modeles et algorithmes mis en ceuvre. Enfin, une derniere partie
mettra en exergue les performances des modéles sur données simulées et les résultats

obtenus sur données réelles.
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Chapitre 1

Contexte et objectifs

L’impact de la BVD sur la santé des bovins et I’économie des exploitations étant
considérable un arrété ministérielle, du 31 juillet 2019, impose la détection et I’assainis-
sement des troupeaux infectés dans toute la France. De nombreux pays ont eux aussi
mis en place des programmes de détection de la maladie avec des objectifs allant jusqu’a
I’éradication du virus.

1.1 L’unité mixte de recherche BIOEPAR

Le stage s’est déroulé au sein de 'unité mixte de recherche (UMR) BIOEPAR
(https://bioepar.angers-nantes.hub.inrae.fr/). Celle-ci est placée sous la tutelle de I'IN-
RAE et I’école Oniris VetAgroBio. L’école forme des ingénieurs dans les domaines de
I’agroalimentaire et des biotechnologies ainsi que des vétérinaires. L'unité BIOEPAR se
situe sur le site de la Chantrerie s’occupant de la formation vétérinaire.

Les missions de 'UMR, dirigée par Nathalie BAREILLE, s’organisent en 3 axes :

+ Réduction de la consommation de médicaments anti-infectieux par les animaux
« Prévention sanitaire dans les élevages, territoires et filiéres

« Adaptation aux évolutions des systemes d’élevage pour la gestion de la santé
animale

Les objectifs du stage s’inserent en particulier dans la seconde mission de prévention
sanitaire au sein des troupeaux.


https://bioepar.angers-nantes.hub.inrae.fr/
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1.2 Epidémiologie de I'infection par le virus de laBVD

1.2.1 Modes de transmission du virus

La BVD est une maladie virale des bovins observée pour la premiére fois en 1946 par
le canadien Childs. Elle sera décrite la méme année aux Etats-Unis par Peter Olafson
(OLAFsON et al., 1946). Dans un premier temps le virus se multiplie dans les voies
respiratoires, puis il s’introduit dans les voies sanguines et se propage a tous les organes.
Cette propagation entraine une grande variété des voies d’excrétion.

La transmission de la maladie est dite horizontale lorsqu’elle intervient lors d’'un
contact direct entre un individu infecté et un individu sensible. Elle est dite verticale
lorsqu’elle est transmise par la mere a sa progéniture. Dans le cas de la BVD ces
différents modes de transmissions entrainent la présence de deux catégories d’individus
infectés, les infectés persistants immunotolérants (IPI) et les infectés transitoires (IT).
Les premiers sont des veaux ayant survécu a I'infection de leur mére lors de la gestation,
en particulier lors d’'une période ou le virus est reconnu comme part intégrante de
I'individu ne déclenchant pas de réponse immunitaire. Les seconds sont les individus
infectés par transmission horizontale.

La transmission verticale joue un réle majeur dans la dynamique d’infection de
cette maladie. En effet, les IPI sont les principaux vecteurs de la maladie au sein des
troupeaux. Ils excrétent en permanence le virus, que ce soit dans 'urine, les matiere
fécales ou encore le lait. La majorité des infections a lieu lors du contact d’un IPI avec
un animal sensible.

1.2.2 Conséquences des infections transitoires et persistantes

La plupart des infections transitoires donnent des cas de faible gravité, mais des
symptomes plus importants voire létaux peuvent apparaitre. Parmi eux on trouve des
diarrhées sanguinolentes, de la fievre ou encore des ulceres sur les muqueuses. Il peut
aussi apparaitre des troubles digestifs généralement bénins chez ’adulte mais pouvant
étre mortels chez le nouveau-né. Cette maladie provoquant une immunodépression on
la retrouve fréquemment chez des animaux atteints de troubles respiratoires causés par
d’autres pathologies. Des troubles reproductifs peuvent apparaitre chez le male comme
la femelle avec, respectivement, une baisse de la qualité du sperme dans les premiers
jours de I'infection et des perturbations du fonctionnement ovarien.

Les conséquences d’une infection par le virus de la BVD sont plus problématiques
lorsqu’une vache gestante est contaminée. En effet, il est tres fréquent qu’une vache
malade avorte précocement si I'infection survient lors des 3 premiers mois de gesta-
tion. Les avortements peuvent cependant continuer a se produire jusqu’au terme de la

M2 IS - Trotreau Matthieu Nantes Université Rapport de Stage



CHAPITRE 1. CONTEXTE ET OBJECTIFS 6

période des 9 mois. Ces avortements ont un impact considérable sur I’économie d’un
élevage ainsi que le bien-étre des animaux. De plus, si la vache tombe malade entre le
premier et le cinquiéme mois de gestation, en particulier lors du premier mois, cela peut
entrainer la naissance d’un animal IP], caractérisation que nous avons évoquée dans la
partie 1.2.1. Le reste des différents effets d’'une infection chez une vache enceinte peut
étre résumé dans la figure 1.1 suivante (GrRooms, 2004) :

I R drama bemposad

I Ly O

el il

Ferrurydowrden e (] 1B L e

I beommerri

BT b

F1GURrE 1.1 — Conséquences d’une infection par le virus de la BVD chez une vache gestante

1.2.3 Protocole de détection de la BVD en Bretagne.

Les approches pour la détection de 'infection peuvent varier selon les pays ou les
régions (van RooN et al., 2020). En Bretagne il a été choisi de réaliser ce que 'on appelle
des tests ELISA (enzyme-linked immunosorbent assay). Rechercher le virus au sein des
troupeaux en testant le statut virologique de chaque animal est coliteux et ne présente
que peu d’intérét. En effet, peu de vaches excréetent le virus a un moment donné ce
qui augmente le risque de détecter des faux négatifs. Il a été décidé d’appliquer ces
tests ELISA, qui sont des tests sérologiques, sur des mélanges de lait de tank. Cette
méthode permet de disposer d'un mélange recensant ’ensemble des laits du troupeau
dans lequel on recherche la présence d’anticorps indiquant si au moins I'une des vaches
a déja rencontré le virus. Le principal défaut de cette méthode étant que la présence
d’anticorps peut signifier qu'une vache est actuellement infectée ou déja immunisée
du fait d’une infection antérieure. Pour des raisons de moyens disponibles les données
dont nous disposons proviennent de deux tests différents seulement réalisés tous les 3 a
6 mois (a l'origine tous les 6 mois puis tous les 3 mois apreés apparition du second test).
De plus, nos résultats (x) sont standardisés a partir des mesures de témoins positifs (z™)
et négatifs (™) a partir de la formule :
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r—x”

x 100
xt —x~
Cette standardisation permet généralement ’obtention de mesures entre 0 et 100, mais
celles-ci peuvent étre négatives ou supérieures a 100 selon les mesures des témoins
présents sur la plaque de test. Ces résultats sont appelés odr, pour Optical Density Ratio,
et sont utilisés pour ’apprentissage de nos modéles.

1.3 Objectifs

Le modeéle de Markov caché initial a été élaboré afin d’estimer la dynamique de
la BVD a partir de résultats binarisés. L’objectif premier du stage était de modifier le
modele pour qu’il intégre les mesures de tests continues, les estimations obtenues par
ces deux modéles seront comparées sur données simulées puis données réelles.

Une des éventualités apres application du modele était de retrouver les sensibilités
et spécificités des tests a partir des distributions estimées, avec notamment la possibilité
de proposer un seuil de discrétisation optimal. Cela peut paraitre contradictoire avec
I'objectif initial d’utilisation de données continues. Cependant, la présence d’un seuil
de référence optimal pourrait uniformiser et faciliter I'utilisation des tests sur le terrain.

Enfin, Iobjectif final du stage est de mettre a disposition un outil opérationnel pour
la surveillance de I'infection notamment sous la forme d’'un package R.
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Chapitre 2

Matériels et méthodes

Nous débutons cette partie avec la présentation des données réelles dont nous dis-
posons. Cela nous permettra notamment de justifier certaines modélisations présentées
dans la seconde moitié de cette partie, avec au préalable une description détaillée des
concepts généraux des modeles de Markov cachés.

2.1 Description et manipulation des données réelles

Il convient donc de commencer cette partie avec la présentation et I’analyse descrip-
tive du matériel sans lequel la création de méthodes d’apprentissage perdrait un grand
intérét. Nous avons donc un jeu de données original de dimensions 798593 x 5, la sup-
pression d’un certains nombre de données manquantes nous donne un jeu exploitable
de 793296 observations. Nous pouvons expliciter nos 5 variables :

« ede [Chaine de caracteres] : L’identifiant unique du troupeau. Les 2 premiers
chiffres indiquent le département et les 3 suivants la commune associée. Ces 5
premiers chiffres forment ainsi le numéro INSEE de la commune.

« test_date [Date] : La date de la mesure du test sur les laits de tank. La plage de
dates s’étend de 2000 a 2021.

« test_id [Chaine de caractéres] : L’identifiant du test utilisé. C’est un facteur a deux
modalités, LGMCAT et LGMVEA.

« odr [Réel] : La variable répertorie les résultats continus des mesures de test.

o t_res [Entier] : Résultats binaires des tests, obtenus par seuillage de la variable
odr. Facteur a deux modalités 0 et 1.
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« herd_dep [Entier] : Département du troupeau, obtenu a partir de I'identifiant ede.
Facteur a 4 modalités 22 (Cotes-d’Armor), 29 (Finistére), 35 (Ille-et-Vilaine) et 56
(Morbihan).

Il est important d’indiquer qu’il n’y a pas une unique mesure odr par troupeaux mais
plusieurs mesures réalisées a intervalles réguliers, on parle alors de données longitudi-
nales. Le graphique en figure 2.1 permet d’illustrer le fait que les tests sont réalisés tous
les 6 mois puis tous les 3 mois apres apparition du test LGMVEA.

Test ubiliss

B cucer

B ounes

[== 11

] L
B IOTIGEE D7 e, (SBieifd OSTA-GT-DA 0 L5 HA-01-

Dot chin trsl

F1GURE 2.1 — Histogramme des tests réalisés sur un troupeau issu du département 22, entre
2010 et 2021.

C’est notamment cette caractéristique longitudinale qui justifie I'utilisation d’'un HMM,
et plus généralement d’un processus de Markov, comme nous pouvons le voir en partie
2.2.1.

Pour continuer la description des données nous réalisons un graphique des données
continues, pour chaque test, mettant en avant les résultats binaires.
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L ik

FIGURE 2.2 - Distribution des résultats des deux tests (LGMCAT a gauche et LGMVEA a droite)
en fonction du statut des troupeaux (non infecté en bleu et infecté en rouge).

La figure 2.2 fournit la distribution des résultats de tests en fonction du statut retenu
apres discrétisation. Elle est obtenue apres suppression de quelques données manquantes
et aberrantes. On remarque une saturation des données en 0 et 100 ainsi qu’autour de
40 et 60. Un mélange gaussien a deux composantes parait envisageable pour les deux
tests, avec 'idée d’une troisiéme composante pour la censure en 0.

Apres une analyse plus détaillée des données on trouve que les 4 valeurs de saturation
sont exactement 0, 35, 60 et 100. On reléve notamment que le seuil de discrétisation des
données continues est justement fixé a une valeur d’odr de 35. Une possible explication
serait la recatégorisation de certains résultats autour de ces 4 seuils, possiblement a
certaines dates ou par certains départements. Il apparait en réalité que les données
provenant du département 35 sont grandement responsables des différents exces de
valeurs. Si on décide de supprimer ce département de notre jeu on obtient finalement
les distributions du graphique 2.3.

FIGURE 2.3 - Distribution des mesures de test apres traitement des données.
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Nous allons maintenant extraire des données plus propres de notre jeu afin d’appli-
quer les modeéles explicités en parties 2.2.4 et 2.2.5 et dont nous présentons les résultats
sur données réelles en 3.2.

L’échantillon retenu permettra la mise en ceuvre de plusieurs cas d’application assez
simples pour l'illustration des modéles sur données réelles. Le jeu de données complet
a été séquencé en des périodes de 3 ans, les graphiques correspondants sont disponibles
en annexe A.1. 1l a été décidé de conserver la derniére période s’étendant de 2018 a 2021,
dont nous avons ensuite extrait uniquement les 300 premiers troupeaux du département
29 avec le plus de mesures disponibles et ce pour le test LGMVEA. L’idée était de de
choisir des données avec une distribution relativement propre en évitant une saturation
de 0. Le jeu final est donc composé de 6 variables pour 2100 observations et est illustré
par le graphique en figure 2.4.

CETTRITy

i

F1GURE 2.4 — Distribution de I’échantillon de données réelles sélectionné.

Enfin, nous présentons en partie 3.2 les résultats d’'une derniére expérience. Celle-ci
consiste a entrainer le modele mis au point lors de ce stage sur une plage de temps
scindée en 28 périodes, avec une prédiction de la probabilité d’infection a la fin de
chacune de ces périodes. La table de ces 28 intervalles de temps est donnée en annexe
D.1. Nous disposons d’une période compléete de 10 ans s’étendant de début 2011 a fin
2020. On prédit la probabilité d’infection 4 fois par ans a partir de janvier 2014, la
prédiction étant réalisée a partir de 3 ans d’historique des données.

Nous avons détaillé notre jeu de données réelles ainsi que les différentes parties de
celui-ci qui serviront a 'entrainement de nos modéles. Ces modéles sont exposés a la
suite de cette partie avec les considérations générales et théoriques en préliminaires.
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2.2 Modéle de Markov caché

L’un des éléments clés de ce stage était I'utilisation d’'un modéle de Markov caché
afin de représenter la dynamique d’infection des troupeaux par le virus de la BVD. Il est
donc nécessaire d’en présenter les fondements afin de correctement saisir, les raisons
qui rendent cette modélisation pertinente dans le cas d’'une maladie infectieuse, ainsi
que la construction des modeles appliqués a notre problématique.

2.2.1 Concept général

Un modéle de Markov caché, ou hiden Markov model (HMM) est un processus
stochastique qui repose sur le principe de Markov qui suppose que I’état futur de la
chaine dépend uniquement de son état présent et est indépendant des états précédents.
Dans le cas classique nous disposons d’'un espace d’états discret £/ auquel sont associées
des probabilités de transition entre états. Une chaine de Markov peut étre a temps
discret comme continu mais nous nous intéressons ici seulement au temps discret avec
T C N lespace de temps. La chaine de Markov est alors une séquence de n variables
aléatoires a valeur dans I'espace d’état X7, X, ..., X,, avec la propriété suivante :

Vit S n,V(il, ...,’it,j) € EtJrl,
P(Xt+1 :j | Xt = it7Xt—1 - it—lu '-'7X1 - il) = P(Xt+1 :j | Xt - it)-

On parle de chaine homogéne lorsque la probabilité de transition est indépendante
du temps ¢ :

P(Xt+1 :] | Xt — Zt) — P(Xt :] | Xt—l — Zt)

On représente sur la figure 2.5 un exemple de dynamique pour une chaine de Markov
homogeéne a deux états.

Pisp=P(Xy11=B| X =A)

1 — Pap 1—Ppa

Ppa=P(Xi11=A| X, = B)

F1GURE 2.5 — Graphe d’une chaine de Markov a deux états

M2 IS - Trotreau Matthieu Nantes Université Rapport de Stage



CHAPITRE 2. MATERIELS ET METHODES 13

Dans le cas d’une chaine de Markov classique nous connaissons I’état au temps ¢ et
pouvons déterminer sa probabilité d’atteindre chacun des autres états au temps ¢ + 1 a
I'aide des probabilités de transitions. Le modeéle de Markov caché intervient lorsque la
position de la chaine a I'instant ¢ n’est pas connue explicitement. Le seul élément dont
nous disposons est une observation, ou émission, qui peut étre observée dans n’importe
quel état avec une certaine probabilité. Nous disposons ainsi de I'espace d’états £’ mais
aussi d'un espace d’observations O. Nous pouvons reprendre la chaine de la figure 2.5
en la représentant dans le cas d'un HMM simple.

Pyp

1 — Pup 1— Pga

Pay=P(O:=0] X = A) -7 1= Pa, 1—Pp, " \PBI_POt_1|Xt:B)

- ‘,/ PBA
[0] o [

FIGURE 2.6 — Graphe d’un modeéle de Markov caché a deux états et deux émissions.

L’exemple de la chaine de Markov classique en figure 2.5 peut produire la chaine
(X1 = A, Xy = B, X3 = B) de maniére unique. Tandis que dans '’exemple de HMM
en figure 2.6 cette méme suite d’états peut produire les suites d’observations (O =
1,0, =0,03 =1) et (O; = 0,05 = 1,03 = 1) avec des probabilités différentes. De la
méme maniére, ces séquences d’observations auraient pu provenir de séquences d’états
différentes. En réalité une séquence d’états cachés de longueur 7" peut générer |O|T
séquences d’observations différentes. Si on ajoute a ¢a le nombre d’états possibles on
obtient un maximum de |E|T x |O|* associations possibles entre séquences d’états
et séquences d’observations. On comprend ainsi aisément que les statuts réels de nos
variables aléatoires X;—; 7 deviennent rapidement non identifiables. De ce fait, il
existe différents algorithmes permettant ’estimation des parametres d’'un HMM. Nous
allons maintenant présenter 1’algorithme forward qui est 'un des plus utilisé.

2.2.2 Algorithme Forward - Backward

Lorsque nous travaillons avec un modele de Markov caché nous pouvons souhaiter
répondre a différentes questions. En réalité 3 problemes majeurs s’offrent a nous :

« Ewvaluation problem : Quelle est la probabilité quune séquence d’observations
(Oi)i=1,. T ait été produite par notre modele.
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« Uncovering problem : Quelle est la séquence d’états (X;);,—1 7 la plus probable
de produire la séquence d’observations (O;);—;

T

77777

« Learning problem : Comment ajuster les parametres du modele pour obtenir une
probabilité maximale d’obtenir la séquence (O;);—1__ 7.

Nous ne cherchons pas tout a fait a répondre a I'une de ces 3 questions. Cependant la
méthode de résolution du premier probleme va nous permettre d’atteindre nos objectifs.
Une maniere naive d’envisager ce probleme serait de lister toutes les séquences d’états
de longueur 7" possibles. Cependant, cette solution n’est pas envisageable du fait de
couts informatiques bien trop importants la rendant impossible a mettre en ceuvre.
Le probléme d’évaluation peut étre résolu a I’aide d’'une procédure que 'on nomme
Procédure Forward - Backward (RABINER, 1989) et que nous présentons dans cette sous-
partie.

On considére un espace d’états X discret avec X = {s1, ..., s,} et on écrira x;(7)
pour x; = ;. Dans un premier temps on pose la variable forward o, (i) correspondant
a la probabilité jointe p(z;11(4), 01.44+1) d’étre dans 'état s; autemps 1 <t + 1 < T et
d’avoir observé une chaine o0y, ..., 0;1. Nous avons donc,

Qi1 (Z) =D $t+1(i)7 01:t+1)

S~

p ($t+1(’i), It(j>, 01:t+1) .

J
On rappelle la chain rule en probabilité qui nous dit :

Theoréme (Chain rule). Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, A, ..., A, € A alors :
k
P(Ay, ..., A) = P(A) [ P(A; | Ajo1, oo A).

On peut donc écrire :
P(@e1(8), 24(7), 01:641) = P(2(F), 01:0)P(Te41(2) | 24(5), 01:6)P(0r41 | Te31 (), 24(F), 01:1).-

or, 0;11 est conditionnellement indépendant de tout sauf z,,, et ;1 dépend uni-
quement de z; donc :
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11 (1) = p (0411 | T4 (4 ZP re11(4) | 2(5))p(2e(4), 01:0)
= p(oer1 | T (0 ZP o1 (2) [ 24(5)) e (7)) -

Dans le cas d’'un HMM dont les observations sont discrétes p (011 | Z¢41(7)) corres-
pond a la probabilité P (Oyy1 = 0441 | ©,41(4)), tandis que dans le cas d’observations
continues c’est I’évaluation de la densité de probabilité au point 0, connaissant I’état
x141 (DAMIANO et al., 2017). La grandeur p (z411(7) | 24(j)) est donnée par les para-
métres de la dynamique du modéle. On peut donc entiérement calculer ;4 (7) a partir
des ay (7).

L’initialisation de I'algorithme oy (i) = p(o01|x1(i)) p(x1(7)) est donnée par les
distributions a priori sur les parametres du modéle. Ensuite, a ’aide de la distribution
jointe ;1 (i) on obtient facilement oy 1 = p(01.441) :

n
iyl = 01 t+1 E p It+1 01:t+1) = g Qi1 (’L)
i=1

A terme on obtient p (w;41(i) | 01.041) = O‘;L et I'estimation de I’état au temps

t +1avec /41 = argmax (p (2451(7) | 01:041))-

Nous venons de détailler ’algorithme forward qui nous permet d’obtenir les gran-
deurs p (z411(7) | 01.441), Ti11 et a1, cette derniére répondant au probléme d’évaluation
lorsque t + 1 = T'. La seconde possibilité est d’implémenter la procédure backward qui
repose sur la variable backward [3,(i) qui correspond aux probabilités conditionnelles
des chaines d’observations partielles {0, 1, ..., or} connaissant ’état x; :

Be(i) = p (0417 | 24(7))
Zp(:cm(j) | 2¢()) p (041 | Z41(5)) Bera (4)-

L’initialisation est généralement arbitraire avec (i) = 1 pour tout . On peut alors
déterminer la quantité d’intérét p(o;.r) en fonction de la variable backward :
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plorr) = izn;p(OI:Tafﬁ(i))
- Zm |00 p (0 ()
. Zp( | 0@ p (o3t | 22(0)) b (21(9)
_ Zp( | @) ().

L’association des deux procédures nous permet de déterminer la probabilité de
chacun des états au temps ¢ connaissant la séquence complete des observations :

p (011, 74(i)) .

p(:(;t(z) ‘ OliT) = p(OI:T)

A T’aide de la chain rule et de I'indépendance conditionnelle des 0,1, ..., or avec les
01, ..., 0; on peut écrire :

p (01, 4(1)) p (0r1:r | 74(7))
p(ow.r)
_ au(i)Bi(i)
p(ow.r)
_ ()P0
D iy u(8) (i)

Nous venons de détailler les deux procédures permettant de répondre au premier
probléme. Il est important de relever que la procédure forward répond a elle-seule
au probleme d’évaluation. De plus, nous nous intéressons plus particuliérement aux
probabilités (p (x1 (i) | 01.7))i=1,.» pour lesquelles 'algorithme forward est nécessaire
et suffisant. De ce fait, seul celui-ci a été implémenté dans les modéles bayésiens que
nous allons maintenant présenter.

p(z(2) | orr) =

2.2.3 Une dynamique commune aux deux modéles

Avant toute chose nous présentons la dynamique du modéle de Markov caché,
celle-ci ne dépendant pas de I'utilisation d’observations discrétes ou continues. La
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représentation de I'infection des troupeaux par le virus de la BVD provient de 'idée
de considérer I’état réel des troupeaux, séronégatif (0) ou séropositif (1), comme étant
inconnu et donc latent. Cela implique un espace d’états latents discret de cardinal 2 qui
ne varie pas selon le type d’observation considéré. On peut représenter la dynamique
du modele a I’aide de la figure suivante (MADOUASSE et al., 2022).

1-m 1—7 Ty 5!
| N N N
Etats latents | 0 0 0 1 1 0 1
Temps (mois) 1 2 3 4 5 6 7

F1GURE 2.7 — Représentation de la dynamique du modele de Markov caché

Notre espace d’états latents étant discret on peut représenter les probabilités de
transition dans la matrice P, avec P;; la probabilité de passer de I'état 7 a I'état j :

1—-7 7
P= [ ' 1} :
1-— To T2
A noter que nous sommes bien dans une chaine de Markov homogene, les probabilités
de transition étant indépendantes du temps.

Le vecteur des probabilités initiales est donné par Il = (1 — 7y, 71). Dans notre cas
71 correspond a la probabilité qu’un troupeau soit considéré infecté et représente donc
la prévalence de troupeaux infectés par la BVD. Pour une prévalence a I’équilibre on
dispose de I’équation suivante :

m(l = 72) = (1 —m)7. (2.1)
L’équation ( 2.1) peut étre réécrite de la maniére suivante :

7Tl(1 — TQ) =T, — 1T
< 7T1(]_ + 71— 7'2) =T (22)
T1
— ™= T.
(147 —7)
On peut montrer que ’on retrouve bien ce résultat en déterminant le vecteur de
mesure invariante pour notre chaine de Markov. Il existe le théoréme suivant :
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Theoréme. Soit P une matrice stochastique irréductible. Alors, P admet une unique
probabilité invariante m et on am > 0.

Pour déterminer cette probabilité invariante il nous suffit de déterminer un vecteur
U . t .

propre associé a la valeur propre 1 de la matrice P et de le normaliser par la somme de

ses composantes.

Soit A € R et I, la matrice identité d’ordre 2,

|tP—)\12|:(1—7'1—)\)(7'2—)\)—(]_—7'2)7'1
=XN4t AN —n—-1D+n—7n
=A-DA—=(r2—7)).

. . t .z
On a bien 1 comme valeur propre de la matrice P. On trouve I’espace propre associé
de la maniére suivante :

(=) () = (o) = { RS
= {nr+(n-1)y=0

1
Y= x .
{ 1—7’2

71

1—79
pour obtenir le vecteur de probabilité invariante :

I — 1—7'2 1
\l-n+n'l-n+n/)

On retrouve bien I'expression précédente de la prévalence a 1’équilibre obtenue en (2.2).
Nous passons maintenant a la présentation des spécificités du premier modéle avec
observations discretes.

On obtient donc le vecteur propre (1, > associé a la valeur propre 1. On le normalise

2.2.4 Modéle initial - Observations discrétes

Nous avons présenté en partie 1.2.3 la détection du virus a I’aide d’analyse de lait
de tank. Les mesures de test obtenues sont ensuite discrétisées a ’aide d’un seuil A
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pour établir un statut séronégatif (0) ou séropositif (1). Ce dernier est alors considéré
"observé" et non "réel" car ces tests ne sont pas des gold standards et ne permettent donc
pas d’assurer I'exactitude du statut déterminé. On note Y la variable aléatoire pour les
mesures de test, S et O les variables aléatoires respectives des états réel et observé.

0stY <h
0:{ X<, (2.3)
1 sinon.

Cette discrétisation s’accompagne des notions de sensibilité (Se) et spécificité (Sp). La
premiére correspond a la probabilité de détecter des vrais positifs, la seconde correspond
a la probabilité de détecter des vrais négatifs.

Ces quantités feront office de probabilités d’émission dans le cadre de ce premier HMM
a observations discrétes.

Nous pouvons illustrer le lien entre état latent et état observé avec la figure 2.8.

Etatlatent(S)| 0 0 0 1 1 0 1

Observation (O) 0 0 1 1 0 0 1

F1GURE 2.8 — Représentation de la relation entre états latents et résultats de tests

Le mélange posé pour ce premier HMM est alors caractérisé par les probabilités sui-
vantes :

P(O=1)=(1—-m)x(1-S8p)+m x Se. (2:4)

Nous pouvons résumer le HMM avec observations discretes a I’aide du graphe de la
figure 2.9.

{P(Ozo):(l—m) x Sp+m x (1— Se)
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1

1—7 T2

B’ Sp
Etats cachés

Résultats de tests

F1GURE 2.9 — Graphe de notre HMM avec espace d’observations discret

Le modeéle étant implémenté dans un cadre bayésien nous présentons maintenant
les différentes possibilités de lois a priori pour les parametres a estimer.

Les parametres Se et Sp étant des probabilités une bonne maniére de poser leurs lois a
priori est d’utiliser des lois Beta.

Se ~ Beta(oc56, BS@)
Sp ~ Beta(asgy, fsp)-

Ensuite une premiére possibilité implémentée dans le package STOC free est de pour-
suivre avec des lois Beta sur le reste des paramétres.

m ~ Beta(ay,, Br,)
71 ~ Beta(a,,, Br,)
Ty ~ Beta(an,, fr,)-

Une seconde possibilité est d'utiliser des gaussiennes échelonnées entre 0 et 1 a 'aide
d’une transformation logit.

O, ~ N (fimy, 02,) w1 = logit(6,,)
97’1 ~ N(:unv 0-31) = logit(eﬁ)
Or, ~ N (pry,02,), 75 = logit(6., ).
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Pour terminer cette présentation du premier modele nous explicitons en table 2.1
les expressions des (oy—1,..7(%)),_, , qui interviendront dans I’algorithme forward.

Ot+1

0 1
0 Sp((1—m)a(l) +(1—m)(2)) (1—=25p)((1—m)a(l)+ (1 -7 (2))

St+1

1 (1 —Se) (mau(1) + mau(2)) Se (riou(1) + 10u(2))

TaBLE 2.1 - Tableau des (c41(#));— o lorsque 2 <t 4+ 1 < T', pour l'algorithme forward du
HMM avec observations discrétes

On dresse le tableau 2.2, similaire au précédent, pour I'initialisation des (v (2)),_; o-

01
0 1
0 Spx(l—m) (1—=5Sp)x(1—m)

—
A

1 (1—Se)xm Se x m

TABLE 2.2 — Tableau des (a1 (7)),—; , pour I'algorithme forward du HMM avec observations
discrétes

Les différentes variables aléatoires sont initialisées manuellement en fixant une
constante ou en échantillonnant une réalisation de leur loi a priori. Maintenant que le
modele original a été correctement explicité nous pouvons passer a la présentation du
nouveau modele qui intégre des densités d’émissions continues.

2.2.5 Nouveau modéle - Observations continues

L’objectif initial de ce stage était d’'implémenter la possibilité de conserver les
mesures continues dans le modele de Markov caché. Pour ce faire il a été envisagé de
modéliser les distributions des mesures de tests a I’aide d’'un mélange gaussien. Ce type
de mélange associé a une dynamique de type markovienne est aussi appelé Markov
Switching Models (HAMILTON, 1989). Le mélange présenté en (2.4) est alors entiérement
défini par la fonction de densité suivante :
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fly) =1 —m)foly) +mfi(y) (2.5)

Nous avons fj la densité gaussienne de paramétres (1o, o) représentant les troupeaux
sains et f; la densité gaussienne de parametres (i1, 01) représentant les troupeaux
infectés. Dans le cas d'un HMM avec observations continues les probabilités d’émissions
sont remplacées par I’évaluation ponctuelle des densités en 'observation, le graphe de
la figure 2.9 devient alors :

T1

1—n T2

fo(y) = p(y|S =0) fily) =p(ylS=1)

Etats cachés

Résultats de tests

y€R

FIGURE 2.10 — Graphe de notre HMM avec espace d’observations continu

Sur la figure 2.10 les émissions discretes ont été remplacé par une infinité d’émissions
continues. Les probabilités d’émissions sont quant a elles remplacées par 1’évaluation
en 'observation des densités des deux composantes du mélange.

Pour ce nouveau modele la possibilité de poser des lois a priori a I'aide de la
transformation logit n’a pour le moment pas été implémentée. De ce fait, seules des
lois Beta sont actuellement possibles pour les parametres de la dynamique, on retrouve
donc :

m ~ Beta(ay,, fr,)
71 ~ Beta(a,,, )
Ty ~ Beta(an,, fr, ).

Cependant, les grandeurs Se et Sp ayant disparues au profit des parameétres des gaus-
siennes il nous faut maintenant poser 2 lois a priori supplémentaires. Nous avons choisi
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d’utiliser des lois normales pour 1 et 111 Concernant oy et o1 nous souhaitions utiliser
des inverses gamma afin de disposer d’un support sur [0, +00| en imitant une uniforme
sur celui-ci. Cependant, du fait de soucis rencontrés dans 'implémentation, nous avons
décidé de ne pas préciser de lois a priori pour ces deux parametres. Dans cette situation
Stan pose de lui méme une loi de Laplace sur le support de la variable.

. i=0,1.
O'lNZ/{<O,+OO)

{/“Li ~ N(/’LHN U#i)

L’une des possibilités envisagées pour les lois a priori des (14;);—0.1 est d’utiliser les
données réelles pour diriger la position des gaussiennes. En effet, nos données étant
des mesures de test a 'origine dichotomisées a 1’aide du seuil & nous avons jugé bon de
proposer, pour un jeu de données avec N mesures de Y, la paramétrisation suivante :

. 2
min, (y,) + h o = h — miny, (y»)
Hpy = =5 ho = 3
, ) (2.6)
~ max,(yn) +h max, (y,) — h
Py = —— o = ()

Il est important d’étre vigilant lorsque 1'on utilise de I'information provenant des
données d’apprentissage. Cependant de telles lois a priori sur les moyennes des distri-
butions permettent seulement d’indiquer que les troupeaux non-infectés se situent a
gauche du seuil et les infectés a droite. Il est toutefois obligatoire ici de connaitre ou
d’indiquer une valeur pour A qui ne peut pas étre fixée par défaut.

Enfin, h nous permet d’évoquer la maniere avec laquelle nous mettons en parallele
les modéles avec émissions continues et discrétes. En effet, ce nouveau modéle nous
permet lui aussi de déterminer des valeurs de Se et Sp. On pose F{ et F} les fonctions
de répartition associées a fj et f.

(y <h|S=0)=Fh)

P
Ply>h|S=1)=1—F/(h). (2.7)

Se=P(O=1|5=1)

{Sp:P(O:0|S:0) =

Lorsque nous aurons a évaluer les performances des deux modeles nous pourrons alors
comparer les estimations de tous les parameétres présents dans le modéle original.

Nous avons présenté dans cette sous-partie les généralités du modele avec ob-
servations continues. Cependant, nous avons vu en partie 2.1 que nos données sont
considérablement saturées en 0. La suppression de ces données en 0 représentant une
perte d’information conséquente nous avons décidé d’inclure une nouvelle composante
dans le mélange.

M2 IS - Trotreau Matthieu Nantes Université Rapport de Stage



CHAPITRE 2. MATERIELS ET METHODES 24

fly) =1 —m) (wfuly) + (1 —w)foly)) + mfi(y). (2.8)

Cette nouvelle composante, définit par la fonction de densité f,, nous permet de
considérer ces observations comme des mesures provenant de troupeaux sains tout en
débruitant la réelle distribution de ces troupeaux qui pourrait se retrouver biaisée du
fait d’'un trop grand nombre de mesures égales a 0. Cependant, seul le parametre w
vient s’ajouter au modeéle bayésien, la fonction f,, étant la densité d’une loi normale
N (0, (0.01)%). De la méme maniére que pour 7 nous utilisons une loi beta comme loi

a priori sur w.
{w ~ Beta(ay, Bw) -

Comme pour le modele discret nous concluons la présentation du modele avec le
résumé des (a41(7)),_, , dans le tableau 2.3.

Y1 Yt+1

0 (T—m)x fo(yr) fo(yerr) (1 —m)au(1) + (1 — 72)au(2))

S1,5¢+1

1 w1 X fi(y1) FiWesr) (o (1) + m04(2))

TABLE 2.3 — Tableau complet (initialisation en premiére colonne) des (a41(%));_; o pour
lalgorithme forward du HMM avec observations continues

2.2.6 Implémentation des modéeles

Dans cette partie nous présentons tres brievement 'implémentation des deux mo-
deles a 'aide du langage Stan (CARPENTER et al., 2017). Les deux programmations étant
trés similaires nous en évoquons uniquement les grandes lignes, elles sont inspirées du
papier de DaMIANO et al., 2017.

Stan fait office d’interface en permettant le lien entre R et un algorithme d’échan-
tillonage de Monte Carlo Markov Chain (MCMC). En 'occurence la méthode proposée
par Stan est une variation de I’algorithme de Monte Carlo Hamiltonien (HMC).

Les probabilités calculées dans I’algorithme forward décroissants de maniére expo-
nentielle, afin d’éviter des soucis d'underflow ce sont les (log (v11(7)));_; , qui sont
codés. Ceux-ci sont calculés en deux parties a 'aide d’'une matrice 1 x 2 qui stocke les
valeurs et qui passe ensuite dans la fonction log_sum_exp définie par 1’égalité suivante :
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k
LogSumExp(z1, ..., zx) = log (Z exi> .
i=1

Cette fonction permet de correctement effectuer la somme des deux éléments afin
d’obtenir les (cy41(7)),_, , tout en restant a I’échelle logarithmique.

C’est le bon moment pour préciser une spécificité des (a41(4));_, , de nos deux
HMM. En effet, nous ne disposons pas de données a chaque pas de temps mais unique-
ment de mesures de tests tous les 3 & 6 mois. De ce fait une majorité des p(s;11, 01.411)
sont en réalité égales a p(syy1,01). Il nous faut donc trouver une maniére correcte
d’écrire ces probabilités tout en conservant la cohérence de ’algorithme forward. Nous
pouvons montrer qu’il suffit simplement de reprendre les expressions des tableaux 2.1 et
2.3 en supprimant les probabilités d’émissions conditionnelles, c’est a dire I’évaluation
des densités conditionnelles en ’observation. Dans le cas d'une absence d’observation
au temps ¢ 4 1 on peut écrire :

st41(7), 01:041)

s¢41(4), 01:t)

(1) =

I
S
/N~

P(St+1(i), 5¢(7), Ol:t)

<
I
N

= 1+

P(se1(2) | 5¢(4), 012)p (50(4), 01:0)

<
Il
-

p(si41(8) | 5:(5)) ()

<
Il
—

M-

Ces quelques lignes terminent de justifier I'écriture des (cy11(?)),_, , dans nos deux
modeles de Markov cachés avec la présence d’une différenciation entre présence et
absence d’émissions.

Pour finir, '’ensemble des grandeurs de 'algorithme forward étant déterminées
a ’échelle logarithmique c’est la transformation softmax qui permet d’obtenir les
(p(st41(3) | 011t+1))z‘:1 , dont 'expression est donnée en partie 2.2.2.

' eo‘”l(i)
P(5e41(%) | 01:441) = W
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Les différents modéles et leurs implémentations ayant été présentés nous passons
maintenant a la description des possibilités pour la prédiction des probabilités d’infec-
tion.

2.3 Prédiction de la probabilité d’infection

2.3.1 Dans le cadre bayésien

Les deux modéles permettent de donner une estimation de la probabilité d’infection
du troupeau au dernier pas de temps. En effet, nous avons vu en partie 2.2.2 que
I'algorithme forward nous permet de déterminer la probabilité d’étre dans chacune
des classes a chacun des pas de temps ¢ et ce connaissant la chaine des observations
jusqu’au temps . Ainsi, nous conservons la probabilité d’étre dans la classe séropositif
lors de chacune des itérations de I’algorithme MCMC mais uniquement pour la derniere
observation. Nous obtenons ainsi une distribution a posteriori pour P(Sy =1 | y1.7) et
pouvons approcher cette probabilité par I'estimateur de Bayes E [P(S7 = 1 | y1.7)]

Nous pouvons illustrer ces distributions a posteriori a I’aide d’'un graphique obtenu
dans le cas d’'une application aux données réelles que nous présentons en partie 3.2.
Nous segmentons une plage de temps en 28 périodes et appliquons le modele bayésien
afin qu’il prédise la probabilité d’infection pour la derniere date de chaque période.
Pour un premier troupeau sur la 24™ période nous obtenons par exemple :

L.\

> .
=50

7]

c

o]

o°

25

|
|
|
/
|
|
|

[ [ [
0.15 0.15 0.16 0.16 017 017
A

P(st=1lys,..7)

FIGURE 2.11 - Distribution a posteriori de la probabilité d’infection estimée a la 241¢™ période,

pour un troupeau des Cotes-d’Armor (22).

Nous pouvons compléter ce graphique de densité avec un intervalle de crédibilité
de niveau 95% pour la probabilité estimée et ce sur chacune des 28 périodes.
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F1GURE 2.12 - Intervalles de crédibilité pour la probabilité d’infection d’un troupeau des Cotes-
d’Armor (22) pour les 28 périodes

Nous détaillons et commentons les résultats de cette application dans la partie 3.2
dédiée.

Le cotit de calcul du modéle bayésien étant relativement conséquent nous présentons
maintenant une manieére complémentaire de prédire les probabilités d’infection des
troupeaux.

2.3.2 Dans le cadre déterministe

Il apparait peu pertinent de relancer le modele sur 'ensemble des données deés I’ap-
parition de nouvelles observations notamment a cause d’un temps de calcul important
dans le cas de jeux de données conséquents.

Une premiere possibilité apres estimation des parametres par le modele bayésien
est de conserver les estimateurs de Bayes des probabilités prédites et les utiliser pour
'initialisation d’une simple chaine de Markov. En effet, nous pouvons récupérer 7; et
Ty qui permettent de déterminer la matrice de transition de la chaine et appliquer cette
dynamique aux vecteurs de probabilités de maniére a obtenir une prévision rapide ne
nécessitant aucune observation sur les quelques mois a venir.

Ensuite, lorsque nous disposons d'une unique nouvelle mesure de test et souhaitons
déterminer le statut probable du troupeau nous pouvons déterminer la classe et les
probabilités a la maniére d’'un algorithme EM. Pour ce faire nous utilisons la propriété
répondant au nom de optimal Bayes rule. La probabilité conditionnelle d’appartenance
a une classe est notamment définie par :

1—m815=0,

P(S=s|y) xpfsly) , p= msts=1
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L’optimal Bayes rule intervient alors pour nous donner la classe la plus probable que
I’'on nomme alors le maximum a posteriori :

Sx = argmax (P(S =sv)).
s€{0,1}

De cette facon nous obtenons une estimation de la classe la plus probable. Cependant,
pour une observation y, si nous souhaitons déterminer la probabilité "ponctuelle" une
maniere correcte de le faire est la suivante (NGUYEN, 2016) :

P(S=s,y0—€<y<yo+e)
Plyo—e <y <wyo+e)
P(S=s) [ fu(y)
P fy)

e

O )

T )

5 (Bulyo +©) = Fulwo = 9))
Flyo+€¢)—Flyo—¢€)

P(S=sly—e<y<yote) =

Avec f la densité du mélange complet déterminée a partir des différents parameétres
estimés par le modele et [ la fonction de répartition associée. La constante € est
généralement fixée a 0.1. Enfin, cette méthode nous permet de déterminer U que 'on
peut nommer incertitude.

1
Ulo)=1— max P(S=s|y—€e<y<yo+e)E {0,—] :
se{l,...,n} n
On considére alors la classification incertaine si U(yy) > H, ou H, est un seuil
légerement inférieur a % Cette seconde méthode peut étre illustrée avec le graphique
en figure 2.13.
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denskty

ohsanvation ¥

FIGURE 2.13 — Graphique de distribution illustrant la méthode de prédiction a I'aide de I’optimal
Bayes rule.

Les parametres des distributions de la figure 2.13 sont pg = 10, g1 = 40, o9 = 15,
o1 = 20, w = 0,m; = 0.4. La classe 3 correspond aux points dont I'incertitude est
supérieure a H,, = 0.4.

Enfin, une derniére possibilité, plus complete, permet la prédiction des probabili-
tés pour un lot de nouvelles observations. Elle consiste simplement en I'application
des procédures Forward et Backward dans un cadre déterministe. Il suffit de disposer
d’un vecteur de nouvelles observations pour un ou plusieurs troupeaux, ainsi que de
I’ensemble des estimations obtenues a I’aide du modele bayésien, afin d’obtenir les
estimations des probabilités et donc des statuts infectieux pour chaque mois. Si plu-
sieurs troupeaux sont utilisés il est alors possible d’avoir un apercu de la prévalence

pour chaque mois en appliquant un seuil sur les probabilités et en déterminant le ratio
Nombre de troupeaux infectés
Nombre total de troupeaux *
Afin de tester cette méthode de prédiction nous avons simulé 100 jeux de données

de 20 troupeaux avec 100 observations chacun. Les parametres du mélange gaussien
utilisés sont les mémes que ceux de la figure 2.13, nous ajoutons a ceux-la les parametres
de la dynamique 7, = 0.4, 7; = 0.1 et 75 = 0.85. A la différence du modéle bayésien
les probabilités déterminées a partir de la variable backward ont été implémentées car
le couit de calcul est ici largement inférieur et elles étaient supposées améliorer les
performances de la prédiction.

Nous représentons en figure 2.14 I’évolution des sensibilités et spécificités selon le seuil
considéré. Il est important de comprendre que ces sensibilités et spécificités different
des précédentes car elles proviennent d’un seuillage sur les probabilités prédites et non
d’un seuillage sur les mesures d’un test sérologique. Ici elles permettent d’évaluer la
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prédiction tandis que précédemment elles définissaient les caractéristiques des tests
utilisés.

Probaldita 71] L] Fiakhabilig = Sa =]

Seuil Sawil
Forwaid Harkward

F1GURE 2.14 — Sensibilités et spécificités des procédures en fonction du seuil s.

Le tracé gauche de la figure 2.14 correspond a celui de la procédure Forward, le second
celui de la procédure Backward.

Il existe différents critéres d’optimisation de ces grandeurs, nous pouvons par

exemple chercher le seuil H_ qui donne Se = Sp, une autre alternative est 1'opti-
misation du Jy de Youden qui se définit par Jy = Se + Sp — 1.

Procédure

Forward Backward

v H_ 041 0.39
-
‘g
O Jy 0.41 0.41

TABLE 2.4 — Tableau des seuils optimaux pour la prédiction des statuts infectieux par I’algo-
rithme Forward-Backward déterministe.

Les seuils optimaux répertoriés dans la table 2.4 sont représentés sur la figure 2.14 a
I’aide des lignes pointillées. Ces lignes sont confondues pour la procédure forward.

Nous pouvons accompagner cette analyse d'une courbe ROC résumant les perfor-
mances des deux procédures.
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F1GURE 2.15 — Courbe ROC pour les procédures Forward et Backward déterministes

La figure 2.15 illustre bien la meilleure prédiction de I’état du troupeau a partir des pro-
babilités définies par la variable backward. Quel que soit le critére d’optimisation choisit
nous obtenons la combinaison (Se = 0.9, Sp = 0.9) dans le cas de la procédure forward
et (Se = 0.93, Sp = 0.93) pour la seconde. Enfin, la distribution des prévalences des
deux algorithmes est donnée figure 2.16.

Pravabenica

Ll =T

F1GURE 2.16 — Boxplot des prévalences pour les procédures forward et backward déterministes.

Concernant les prévalences nous obtenons des résultats identiques pour les deux procé-
dures. Chacune d’elles fait preuve de trés bonnes performances, du moins dans le cas
de parameétres de distribution et dynamique relativement favorables. Nous observons
un léger avantage pour la méthode backward, un résultat espéré du fait de probabilités
déterminées a chacun des pas de temps en connaissant I’ensemble des observations.

Pour conclure cette partie sur la prédiction des probabilités d’infection nous pou-
vons évoquer le fait que malgré une utilisation en pratique pertinente des prédictions
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dans le cadre déterministe il convient de rester prudent sur leur utilisation. En effet, les
distributions considérées connues proviennent en réalité d’estimateur de bayes déter-
miné a partir des lois a posteriori du modeéle. Il est difficile de confirmer la validité de
I'utilisation des lois a posteriori de cette maniere. Enfin, le cadre déterministe nous fait
perdre la capacité des statistiques bayésiennes a évaluer 'erreur commise notamment a
I’aide des intervalles de crédibilité.

Nous avons, dans ’ensemble de cette partie, évoqué des données simulées nous
permettant de juger nos capacités prédictives. Il convient maintenant de présenter notre
méthode de simulation ainsi que le plan d’expérience mis en ceuvre afin de justifier de
I’avantage des observations continues sur les observations discretes.

2.4 Simulation des données

Afin de juger des qualités et limites d'un modele il est important de I’appliquer sur
données simulées dans un premier temps. De cette maniére nous contrdlons 'ensemble
des parameétres que nous souhaitons estimer. Dans un premier temps nous détaillons
certains éléments de la fonction de simulation. Une seconde partie permettra de poser
le plan d’expérience dont nous présentons les résultats en partie 3.

2.4.1 Méthode de simulation

Afin de simuler nos données il a été créé puis perfectionné une fonction sim_mast_BVD.
Nous commencons en exhibant les arguments importants en entrée de cette fonction.

La possibilité est donnée de choisir le nombre de troupeaux qui correspond alors
au nombre d’individus de 'expérience. Ensuite il est nécessaire d’indiquer le nombre
de mesures souhaité, qui va correspondre au nombre de pas de temps pour chacun
des troupeaux. L’écart entre chaque résultat de test est d'un mois par défaut mais
il est donné la possibilité de le modifier pour coller aux données réelles. De plus, la
fonction prend en entrée la matrice de transition permettant notamment de préciser les
valeurs de 7y et 7. Elle est accompagnée des matrices des moyennes et écarts-types
des composantes du mélange ainsi que de la valeur du w introduit en fin de partie
2.2.5. Si l'on désire simuler des observations discrétes il faut remplacer les matrices
des parameétres (u;)i—o1 et (0;);—01 par une matrice spécifiant les sensibilités (Se) et
spécificité (Sp) des tests.

La fonction de simulation démarre avec la récupération des valeurs de 7; et 7 afin de
déterminer 7, al’aide de la formule (2.2) donnée en partie 2.2.3. Nous simulons ainsi des
chaines dans un état déja stationnaire. La séquence des dates permettant simplement de
mimer les données réelles elle débute a la date du jour. Ensuite, il nous faut I’état initial
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qui est généré a I'aide d’'une multinomiale a deux classes M (1; 1 — 7y, 7;) afin d’obtenir
’état sous forme de one hot encoding. Afin de générer les états suivants on utilise
le vecteur des états précédents pour déterminer la ligne de la matrice de transition a
conserver et on génere une nouvelle fois a ’aide d’'une multinomiale employant cette
fois-ci les probabilités de transitions sélectionnées.

Apres obtention de 'ensemble des états il nous faut créer la variable des observations
qui servira pour 'apprentissage du modéle de Markov caché. Dans le cas discret nous
utilisons simplement une B(1, Sp), soit une Bernoulli de probabilité Sp, si nous sommes
dans I’état 0 et une B(1, Se) pour I'état 1. Cette méthode de simulation nous permet de
générer des données discretes sans discrétiser a partir de résultats initialement continus.
Concernant ces derniers, dans le cas des individus sains (0) nous réalisons une B(1, w)
qui induit une mesure égale a 0 (saturation en 0) si c’est un succes et une réalisation
d’une N (110, 0¢) dans le cas contraire. Pour le second état nous tirons simplement une
réalisation d’une N (p1, 01). En pratique nous nous contentons simplement de générer
des données continues qui sont ensuite discrétisées si’'on souhaite générer des données
discreétes. La fonction se termine sur le remplacement des observations par des données
mangquantes s’il a été demandé un intervalle de temps supérieur a 1 mois entre plusieurs
émissions.

L’ensemble de cette fonction nous permet d’obtenir des jeux de données artificiels
mimant les données réelles en maitrisant ’ensemble des paramétres estimés par le
modele bayésien. Elles joueront un réle important pour la mise en exécution du plan
d’expérience proposé dans la partie qui suit.

2.4.2 Plan d’expérience

Nous avons débuté les tests en vérifiant si les parametres des distributions étaient
correctement estimés dans le cas d’'un modéle simple sans dynamique et donc sans
algorithme forward. Les résultats avaient I’avantage d’étre obtenus rapidement et ont
été concluants. Nous nous contentons de cela pour I’évocation de cette phase, celle-ci
étant seulement présente pour justifier la poursuite de notre approche.

Ensuite, nous avons soumis le HMM avec observations continues a différents
controdles. L’objectif était de vérifier que I'ajout de la dynamique, et notamment de
parametres supplémentaires a estimer, ne dégradait pas les résultats. De plus, nous
souhaitions détecter les limites du modéle, en particulier lorsque les composantes du
mélange commencent a se confondre. Nous I’avons donc testé sur des jeux de données
simulées dont la variation des parameétres est résumée dans le tableau 2.5.
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Combinaisons m o3 09

1 0.2 0.05 0.05
2 0.2 005 0.2
3 0.2 0.2 0.05
4 0.2 02 0.2
5 04 0.05 0.05
6 04 005 0.2
7 04 0.2 0.05
8 04 02 02

Tl(l—ﬂ'l)

[1] Pour chacunes des combinaisons w = 0.6, ug =1, u1 =2, 71 =01, 7 =1 — e

TABLE 2.5 — Plan d’expérience pour les paramétres 1, o1, 09.
L’écart entre les différentes valeurs d’'un méme parameétre étant relativement faible

nous nous permettons d’utiliser les mémes paramétrages pour les lois a priori des 8
combinaisons. Celles-ci sont données dans le tableau 2.6.

Parametre Prior
w Beta(4, 8)
m Beta(4, 8)
5 Beta(2, 10)
Ty Beta(9, 3)

[1] Pour pg et 1 nous utilisons le paramétrage présenté en (2.6) en partie 2.2.5.

TABLE 2.6 — Table des lois a priori posées sur les parameétres pour la premiere phase du plan
d’expérience.

Pour chacune des combinaisons nous générons 1000 tableaux de 400 observations pour
un seul troupeau.

Suite a cela nous avons souhaité observer le comportement du modéle sur des jeux
de données plus proches du réel, tout en évaluant les performances du nouveau modéle
par rapport a celles de son prédécesseur. Pour ce faire nous avons essayé 6 combinaisons
de parametres avec 1500 jeux de 500 observations pour un seul troupeau. Cependant, ici
nous supprimons le parametre w qui permet essentiellement de débruiter les données
et qui n’est pas tout a fait conventionnel. De cette maniere nous testons le premier
mélange présenté en partie 2.2.5 sur des données propres sans pic de densité en 0. Les
résultats binaires nécessaires au modeéle original sont créés en discrétisant la variable
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continue a 'aide d’un seuil h. Cette discrétisation nous donne des valeurs de Se et Sp
déterminées a partir des égalités (2.7). Nous fixons m; = 0.4, oy = 15, 05 = 20 tandis
que le reste des parametres est résumé dans le tableau 2.7.

Combinaisons 71 7o 1 o Seuil(h) Se Sp

1 0.1 0.8 25 75 50 0.95 0.95
0.1 0.8 25 50 37.5 0.79 0.79
0.1 085 30 50 37.5 0.79 0.69
0.1 085 25 45 37.5 0.69 0.79
0.2 07 25 75 50 0.95 0.95
04 04 25 75 50 0.95 0.95

AN U AW

[1] Les combinaisons 5 et 6 sont identiques a la premiére excepté sur les valeurs de 71 et 7 afin de faire
varier la dynamique du HMM.

TABLE 2.7 — Résumé des parametres pour la simulation des données utilisées pour comparer
les deux modéles bayésiens.

Ce tableau a été déterminé avec I'objectif de comparer les deux modéles sur des compo-
santes du mélange gaussien bien différenciées dans un premier temps. Ensuite nous
avons diminué les sensibilités et spécificités en augmentant la superposition de ces
composantes. La spécificité a alors été de nouveau diminuée puis nous avons interverti
les valeurs de Se et Sp. Enfin, les deux dernieres combinaisons permettaient d’étudier
I'influence possible des parameétres de la dynamique sur les estimations.

Nous précisons qu'une premiere étape a consisté en la réalisation de 3 inférences
pour la premiére combinaison en faisant décroitre la quantité d’information fournie
par les lois a priori. Les résultats obtenus étant positifs nous nous sommes fixés sur le
tableau 2.7 avec les lois a priori qui suivent.

Pour p; et s nous réutilisons le paramétrage précédent introduit en partie 2.2.5.
Ensuite, nous avons 3 variations pour Se et Sp, on rappelle que ces valeurs étant des
probabilités nous utilisons des lois Beta.

Se,Sp Prior
0.69  Beta(22.8,19.3)
0.79  Beta(19.7, 10.7)
0.95 Beta(13.26, 3.27)

TABLE 2.8 — Table des lois a priori posées sur les parametres Se et Sp pour la deuxiéme phase
du plan d’expérience.
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Le tableau 2.8 répertorie les lois a priori utilisées pour cette seconde phase du plan
d’expérience pour Se et Sp. Les valeurs des « et  sont fixées de telles sortes que
I’espérance des trois lois Beta est égale a Se — 0.15 (respectivement Sp — 0.15). De
cette maniere nous évitons de biaiser nos comparaisons en apportant des informations
plus importantes pour certaines combinaisons.

Lisi @ pirkcd|i — WelsiTT 8,187 Peind BB T 10,7 [

TRty

F1GURE 2.17 — Distribution des lois a priori des parametres Se et Sp

La loi a priori sur 7; est une Beta(4,8). Comme pour Se et Sp nous répertorions les lois
a priori sur 71 et 7y en table 2.9.

s Prior Ty Prior

0.1 Beta(2, 10) 0.4 Beta(4,8)
0.2 Beta(3,9) 0.7 Beta(8, 4)
0.4 Beta(4,8) 0.85 Beta(9, 3)

TABLE 2.9 — Lois a priori des parametres 71 et 7o pour la seconde phase du plan d’expérience.

L’ensemble du plan que nous appliquons sur données simulées étant maintenant établi
il est temps de passer a la présentation des résultats.
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Chapitre 3

Résultats

3.1 Application des modéles sur données simulées

3.1.1 Evaluation du modéle avec observations continues

La premiere phase du plan d’expérience consiste a vérifier que le nouveau modele
fonctionne correctement et d’en déterminer les limites. Nous allons uniquement nous
intéresser aux estimations des moyennes et de la prévalence ainsi que du parameétre w,
ce dernier étant une spécificité de notre modeéle avec observations continues. Le reste
des boxplots est a retrouver en annexe (B.1).

PFammaire B8 & B £
L -
fre ] I "
# |

Comisnakion

F1GURE 3.1 — Boxplot du biais des estimations pour les moyennes g et ;11 du mélange.

On rappelle que la figure 3.1 a été obtenue en réalisant 1000 simulations différentes. On
remarque un biais en moyenne proche de 0, avec cependant la présence de quelques
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estimations aberrantes sur les combinaisons 3,4,7 et 8. C’est sur ces mémes combinaisons
que I'on devine un biais un peu plus important.

Farnenidtra B W
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F1GURE 3.2 — Boxplot du biais des estimations pour le parameétre w.

Ensuite, on pouvait craindre une estimation difficile pour w mais finalement on découvre
un biais tres proche de 0 et tout a fait acceptable pour une valeur réelle du parametre
de 0.6. Cela semble justifier que cette composante a toute sa place dans le mélange et
peut correctement aider a débruiter les données.

On termine cette partie en effectuant un zoom sur I’estimation de 7;.

Paramite B 4 B 4.

SHE

F1GURE 3.3 — Biais des estimations pour les parameétres 7 et m;

noEstim*

Sur cette figure 3.3 apparait en vert le biais de 7, il se trouve que dans les 4 premiéres
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combinaisons le parametre est sans arrét sur-estimé et est ensuite sous-estimé dans
les 4 suivantes. Il est possible que 7, intervenant uniquement dans I'initialisation de
I'algorithme forward la loi a priori utilisée jouent un réle prédominant dans I’estimation
finale. En effet, on rappelle que la loi a priori utilisée ici est une Beta(4, 8) et est donc de
moyenne (.33 avec 7m; qui vaut 0.2 dans les 4 premieres combinaisons et 0.4 dans les 4
derniéres. Nous avons alors envisagé la possibilité de déterminer la prévalence a Iaide
des chaines de 7y et 75. On rappelle que les données sont simulées a I’aide d’une chaine
de Markov qui se trouve déja dans un état stationnaire, de ce fait nous disposons de
I'égalité (2.2). Le graphique illustre que ’on obtient une meilleure estimation de m; avec
1,0 mam - CeCI €tait attendu du fait des bonnes estimations de 7, et 7 (Annexe B.1).
On peut résumer ’ensemble de ces observations en utilisant les pourcentages de
couverture des intervalles de crédibilité, on donne ces pourcentages pour les intervalles

de niveau 95% mais on trouve aussi les niveaux 90% et 99% en annexe B.2.

Scénarios

Variable 1 2 3 4 5 6 7 8

o 092 094 034 078 0.89 096 0.27 0.75
U1 094 088 095 090 095 091 095 0.92
096 096 097 096 093 094 094 0.94

A

7TlnoEstirn
o) 0.96 095 092 094 095 095 093 0.94
01 0.95 094 096 096 094 096 095 0.95

1 095 096 095 096 096 095 094 0.95

T2 094 094 095 095 094 095 095 0.95

w 095 093 094 094 093 093 092 0.92

TABLE 3.1 — Pourcentages de couverture pour 'ensemble des parametres du modele continu //
niveau 95%

Ce tableau confirme une faiblesse du modéle sur le parametre 1y pour les combinai-
sons 3,4,7 et 8. Ce résultat était envisageable puisque ce sont les combinaisons pour
lesquelles les distributions sont moins différenciées. Afin de justifier ces mauvais taux
de couverture on peut ajouter les écarts-types des estimations iy et (i;.

M2 IS - Trotreau Matthieu Nantes Université Rapport de Stage



CHAPITRE 3. RESULTATS 40

Tspa

Cosntanakon

FIGURE 3.4 — Ecarts-types des estimations pour les paramétres i et (1.

La figure 3.4 indique que les écarts-types, malgré des valeurs extrémes sur certaines
combinaisons, sont extrémement faibles et entraine donc une valeur réelle exclue des
intervalles de crédibilité dés qu’un léger biais est présent (figure 3.1).

Cependant, il est notable que les pourcentages sont particulierement moins bons pour
les combinaisons 3 et 7 alors que les distributions sont plus différenciées que pour les
scénarios 4 et 8. On peut faire une derniére remarque, le méme comportement se répete
dans les deux groupes de 4 combinaisons, le seul élément différenciant ces deux groupes
étant la valeur de 7. Il semble donc que la valeur du parametre n’ait pas une grande
influence sur les estimations données par le modele. En réalité, son influence se restreint
essentiellement a la quantité de données dans chacun des groupes (sains/malades) et
donc influence directement le nombre de données disponibles pour I’apprentissage du
modele.

Le reste des graphiques disponibles en annexe B.1 permet de valider les bonnes
performances du HMM dans le cas d’observations continues. Nous pouvons donc
poursuivre avec la comparaison de ce nouveau modeéle a son prédécesseur.

3.1.2 Comparaison des deux modeles

Dans cette sous-partie nous nous intéressons aux résultats de la seconde phase du
plan d’expérience. Tous les graphiques ne seront pas donnés ici non plus, ils serviront
simplement a illustrer et commenter les performances des deux modéles.

Puisque nous souhaitons mettre en paralléle les deux modeles il convient de trouver
un point de comparaison. Celui-ci se situe dans les parametres Se et Sp. En effet, ils
constituent la spécificité du modéle avec observation discrétes mais peuvent aussi étre
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déterminés de maniére déterministe dans le cas du modéle avec observations continues.
On donne uniquement les boxplots biais de Sp mais les observations pour Se sont
identiques.

Ty de models [BE Cost - Dracrel

Bimn ".".‘-;l

Lo b e

F1GURE 3.5 — Boxplots des biais des estimations du parameétre Sp par les deux modeles bayésiens.

Pour le modeéle continu les sensibilités et spécificités ont encore été établies a partir des
expressions (2.7), en utilisant les chaines de Markov de i et j1; estimées par le HMC.
On remarque rapidement en figure 3.5 un biais non négligeable pour le modele discret
dans le cas de la sixieme combinaison. Pour le reste des scénarios les deux modéles
présentent un biais proche de 0, avec un léger avantage pour le modéle a émissions
continues. Un autre avantage est que les estimations sont plus précises comme le montre
la figure 3.6.

T yJea e Mg b m Contre - g

Ecartdyps Bp

FIGURE 3.6 — Boxplots des écarts-types des estimations du parametre Sp par les deux modeles
bayésiens.
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L’ensemble des graphiques en annexe C viennent confirmer nos observations avec une
estimation biaisée du modele discret sur la derniére combinaison et le modele continu
qui semble globalement plus pertinent. De plus, cette fois-ci aussi 71,,,zsim permet
d’améliorer les estimations, et ce pour les deux modeles (Annexe C pour le biais de 7).
L’avantage pour le nouveau modele persiste sur I'estimation de 7m; comme illustré sur
la figure 3.7.

Type e sl Bl Coims B O
P N i
| 2 OO 1
= = & § & R I
; 1L
P te oy 11 T '

v d i

F1Gure 3.7 — Boxplots des biais des estimations du parameétre 71 a partir des chaines de 7; et
To.

Enfin, les taux de couverture des intervalles de crédibilité permettent de résumer
efficacement les résultats des modeles pour 'ensemble des parametres.

Combinaisons

Variable Type de modele ‘ 1 2 3 4 5 6
Continu ‘ 094 091 087 094 093 093

Se Discret | 0.96 096 098 095 089 0.70
Continu ‘ 094 094 09 092 096 0.93

SP Discret | 097 098 097 099 091 0.00
Continu ‘ 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00  1.00

MnoBstim Discret | 095 099 1.00 099 099 1.00
Continu | 0.94 097 098 098 094 095

n Discret | 095 097 099 099 087 0.99
Continu ‘ 095 096 096 098 094 0.96

2 Discret | 096 097 099 098 082 1.00

TABLE 3.2 — Pourcentages de couverture des intervalles de crédibilité de niveau 95% pour les
parameétres communs aux deux modeles, obtenus sur B = 1500 simulations.
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Dans I'ensemble les taux de couverture de la table 3.2 sont trés bons et approchent,
voire dépassent, les 95%. Excepté pour le modele original dans quelques situations
visiblement défavorables.

Cette partie était consacrée a la démonstration des bonnes performances des modéles
sur données simulées, et en particulier aux bénéfices du nouveau modele sur I'original.
Ceci étant fait nous terminons avec 'examen des résultats du modéle continu sur notre
jeu de données présenté en 2.1.

3.2 Application aux données réelles

3.2.1 Echantillon de données entre 2018 et 2021

La premiére étape sur données réelles avait pour objectif de débuter tranquillement
avec une application sur un fragment de nos données favorable a I'utilisation du modele.
On peut commencer par montrer que I’échantillonnage par I’algorithme MCMC se fait
convenablement. Pour le modele continu sans w nous avons par exemple les graphiques
en figure 3.8 pour les moyennes et écarts-types des distributions.

Chin 1 : * 1 ohiin F z 1 i
i k5 L i Radsi [ bk Ldniod
! i3
ol ARy e I? iy L o i ks ey i by
= T Harnbam
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F1GURE 3.8 — Mélange des chaines de Markov par I’algorithme MCMC du modéle continu (sans
w) pour les parametres des distributions.

Les résultats sont similaires pour le modele avec le poids w, cependant le modéle discret
peut présenter des soucis dans le mélange. En effet, il arrive que certaines chaines
mélangent en des valeurs différentes des autres chaines.
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F1GURE 3.9 — Mélange des chaines de Markov par I’algorithme MCMC du modéle discret pour
Se et Sp.

On voit sur la figure 3.9 que la quatrieme chaine mélange systématiquement en des
valeurs qui semblent erronées. Il est possible que ce modéle soit plus sensible au
faible nombre de données disponibles dans le groupe des troupeaux infectés puisque la
discrétisation entraine une perte d’information certaine.

Les 3 modéles ayant été appliqué a notre échantillon de données nous pouvons
comparer les résultats a I'aide des intervalles de crédibilité sur les estimations. Par
exemple pour 73 nous avons le graphique suivant.

FIGURE 3.10 - Intervalles de crédibilité a 95% de I'estimation de 79, par les 3 modéles sur notre
échantillon de données réelles.
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D’apres la figure 3.10 les deux modéles continus donnent des estimations identiques
tandis que le modéle discret indique une probabilité de rester malade plus élevée. Peu
observable ici le phénomeéne de mauvais mélange chez le modele discret peut cependant
venir fausser les intervalles de crédibilité quand les deux modéles continus seront eux
certains de leurs estimations respectives. Il est intéressant de regarder les estimations
de 1 par ces deux modeéles continus.

F1GURE 3.11 — Intervalles de crédibilité a 95% de I’estimation de g, par les 2 modéles avec
observations continues sur notre échantillon de données réelles.

Nous supposions qu’'une saturation des données en 0 pouvait entrainer une sous-
estimation de j,o. Comme espéré la figure 3.11 indique que I'estimation de la moyenne
du groupe sain est un peu plus élevée dans le cas du second modeéle. La différence
est légere car nous avons fait en sorte de sélectionner un échantillon peu saturé en
0. L’ajout de la composante en 0 parait donc judicieuse pour aider a détecter la réelle
distribution des mesures de tests pour les troupeaux sains.

Nous pouvons maintenant superposer les graphiques de densité des lois normales
estimées aux distributions réelles, dans un premier temps sur la distribution compléte.
Nous choisissons d’utiliser les estimations du modele incluant la composante w mais
en représentant un mélange a seulement deux composantes. En effet nous considérons
le parameétre w comme un élément nous permettant de détecter les distributions non-
bruitées et non comme un poids réellement présent dans le mélange.
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F1GURE 3.12 - Distributions réelles et estimées pour I’échantillon de données sélectionné.

Pour accompagner la figure 3.12 nous pouvons ajouter le graphique des distributions
des groupes sains et infectés.

g o D 1 Frataieesy — e Led uleris il iy = T de Py

F1cuUre 3.13 - Distributions réelles et estimées, groupes sains et infectés, pour I’échantillon de
données sélectionné.

Que ce soit sur la figure 3.12 ou la 3.13 les estimations paraissent assez fidéles aux
données réelles. On rappelle que la variable ¢,.s indiquant les 0 et 1 des données réelles
ne correspond pas aux statuts exacts. Elle est déterminée a partir du seuil odr = 35.
Les distributions estimées étant superposées entre, environ, 0 et 25 cela indique une
probabilité non négligeable de détecter des faux négatifs et ce quel que soit le seuil
utilisé.

Pour terminer cette sous-partie il peut étre intéressant de regarder les prédictions
de la probabilité d’infection que rendent les 3 modeéles pour quelques troupeaux au
dernier pas de temps.
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F1GURE 3.14 — Intervalles de crédibilité de niveau 95% pour les prédictions des probabilités de
séropositivité de 4 troupeaux.

Les deux modeéles utilisant les mesures continues produisent bien des résultats similaires
en terme de prédiction de la probabilité de séropositivité. Cependant, on remarque bien
sur la figure 3.14 que le souci de convergence du modele discret impacte grandement
cette prédiction. Il est fort probable que ce probléme apparaisse du fait d’un faible
nombre de mesures pouvant étre attribuées a des troupeaux infectés et d’'un déséquilibre
entre les deux groupes. Nous I'observons notamment dans la suite de cette partie sur le
modeéle continu. Le modéle discret parait toutefois bien plus sensible a ce phénomeéne.

3.2.2 Découpage des données en 28 périodes

Nous avons déja évoqué a deux reprises le séquencage de nos données en 28 périodes.
Le modeéle continu incluant la composante en 0 a permis de déterminer I’ensemble
des estimations souhaitées. Pour le parametre w il est suffisant de dresser un tableau
répertoriant les différentes espérances des lois a posteriori (Annexe D.2). On reléve
essentiellement une bien plus forte présence de saturation en 0 dans le cas du test
LGMCAT. Les distributions des différentes lois a posteriori ont été obtenues pour
chacune des variables du modéle et sont présentées sur la figure 3.15.
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FiGure 3.15 - Distributions a posteriori de jg pour le test LGMCAT sur les 28 périodes.

On pourrait espérer des distributions centrées en des valeurs similaires pour les 3 dé-
partements avec une constance dans le temps. Cependant, on observe une décroissance
de la moyenne tout au long des 28 périodes avec une différence entre les départements
en particulier avec le Morbihan (56). Toutefois, on reléve que ces distributions restent
concentrées entre environ 2.5 et 7.5. On peut toutefois évoquer la présence de plusieurs
modes sur les distributions des dernieres périodes.

Si on s’intéresse aux parameétres de la dynamique on peut faire quelques remarques
intéressantes. On donne cette fois-ci les graphiques des intervalles de crédibilité.
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F1GURE 3.16 — Intervalles de crédibilité pour 'estimation de 71 sur les 28 périodes.

Les intervalles de la figure 3.16 illustrent une décroissance de 7; au fil du temps, soit
une prévalence de la maladie qui semble diminuer quel que soit le département. On
peut aussi comparer 7 a 71 ,,54im POUr se rendre compte que les graphiques sont
tout a fait similaires (Annexe D.4). Cette seconde prévalence étant déterminée a I’aide
de l'expression a ’équilibre cela semble signifier que la BVD se trouve dans un état
stationnaire a chaque pas de temps. On accompagne 7, de la probabilité 7; de passer
d’un état sain a infecté.

F1GURE 3.17 — Intervalles de crédibilité pour 'estimation de 7; sur les 24 premiéres périodes.

Pour la figure 3.17 nous avons supprimé les derniéres périodes qui dégradaient la
visualisation de I’évolution des estimations. Ainsi, on peut voir que la probabilité
d’infection semble constante voire décroissante au fil du temps. L'important étant
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surtout qu’elle ne soit pas croissante. Cette diminution vient supporter I’'observation
précédente concernant une baisse de la prévalence dans le temps. Les graphiques pour
To (Annexe D.4) semblent aussi abonder dans la direction d’une baisse de la prévalence
avec une probabilité de rester infecté qui parait diminuer. Tout cela soutient le fait que
les mesures mises en place pour la surveillance et ’éradication du virus sont efficaces.
Il nous faut cependant mentionner les soucis sur les derniéres périodes. En effet, la
présence de plusieurs modes sur les distributions a posteriori pose probléme dans
l'utilisation de la moyenne a posteriori en tant qu’estimateur de Bayes. De plus, les
intervalles de crédibilités sont complétement faussés. Il est, encore une fois, probable que
ce défaut provienne d’un nombre d’observations trop faibles de troupeaux possiblement
infectés (Annexe D.3).

Enfin, nous avons donné des exemples de graphiques pour la prédiction des proba-
bilités en partie 2.3.1 et pouvons maintenant ajouter quelques remarques importantes.
Nous illustrons ici les probabilités prédites dans le cas d’un troupeau du département
22.
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[1] Les intervalles de crédibilité ne sont pas optimaux mais déterminés a partir des quantiles a 2.5% et

97.5%.
[2] La distribution a posteriori est donnée uniquement pour la période 24.

F1GURE 3.18 — Intervalles de crédibilité a 95% et distribution a posteriori de I’estimation de la
probabilité d’étre infecté pour un troupeau des Cotes-d’Armor (22).

Le premier graphique de la figure 3.18 nous permet de relever quelques éléments.
Premierement le troupeau semble étre infecté sur les premiéres périodes puis devient
sain tout a coup. Il semble ensuite y avoir une probabilité que le troupeau soit de
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nouveau infecté qui augmente graduellement dans le temps. La volonté d’utiliser les
données continues provient notamment de I'idée que la transition entre 1’état sain et
I’état infecté serait plus facilement observable, avec une augmentation progressive de
I'odr et donc de méme pour la probabilité P(Sy = 1 | ;. r). L’augmentation entre
les périodes 7 et 28 que I'on observe en figure 3.18 semble aller dans le sens de notre
hypothése. Cependant, la transition entre les périodes 5 et 7 est relativement abrupte a
la maniere d’une discrétisation binaire. Une possible explication serait le fait que nous
ne disposons pas de mesures de tests a chaque pas de temps mais uniquement tous les 3
a 6 mois. De ce fait, le troupeau a tout a fait le temps de passer d’un état infecté a sain,
et inversement, sans que l’on ait pu détecter ce basculement.

Nous venons de détailler les résultats sur données simulées puis sur données réelles.
Nous passons maintenant a leur discussion afin de conclure ce rapport.
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Discussion et conclusion

Premierement la partie 3.1.1 a permis de confirmer que I’estimation bayésienne
fonctionne pour I'estimation des parametres d'un HMM. S’ajoutent a cela des résultats
qui semblent répondre par la positive a notre problématique de départ qui consistait a
déterminer si la conservation des données continues améliorait les estimations. L’amé-
lioration n’est pas drastique car le modéle original fonctionnait déja correctement
malgré quelques imperfections, cependant la marge d’amélioration reste importante
avec par exemple des lois a priori sur les écarts-types du mélange qui sont actuellement
tres peu informatives.

Les résultats sur données réelles, en plus d’illustrer I’avantage du modéle continu
sur le modele discret, permettent d’émettre quelques observations. La composante du
meélange caractérisant le groupe des troupeaux séropositifs semble un peu plus difficile
a estimer. C’est probablement une conséquence directe de la valeur de prévalence qui
réduit le nombre des mesures constitutives de ce groupe. De plus, le résultat obtenu pour
la premiére application sur données réelles indique des distributions qui ne sont pas
parfaitement différenciées. Cela signifierait un taux de faux négatifs significativement
supérieur a 0 au moins pour le test LGMVEA. L’expérience sur les 28 périodes semble
quant a elle témoigner de l'efficacité des mesures de surveillances mises en place avec
une baisse de la prévalence dans le temps et de la probabilité d’infection, en particulier
dans le département du Morbihan (56).

Un élément intéressant a ajouter serait la mise en perspective des probabilités
prédites avec la détection d’individus IPI dans les troupeaux. En effet, les sauts dans
la prédiction des probabilités entre différentes périodes peuvent provenir d’états qui
ne sont pas observés entre les 3 mois séparant deux tests, mais ils peuvent aussi étre
la conséquence de I'apparition d’individus IPI dans le troupeau et la mise en place de
mesures afin d’éliminer toute présence de la maladie.

Nous pouvons discuter des pistes d’amélioration du modéle bayésien. A I'origine il
était souhaité ’ajout de facteurs de risque au modéle. Ceux-ci sont inclus dans le modéle
d’origine par le biais d’une régression logistique sur le parametre 7; (probabilité pour
le troupeau de passer d’un état séronégatif a séropositif). Par manque de temps cela n’a
pas pu étre accompli pour le nouveau modele. Les principaux facteurs envisagés sont
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I'introduction de nouveaux individus dans le troupeau ainsi que la taille de ce dernier.
On pourrait aussi y ajouter une dimension géographique avec la proximité d’autres
troupeaux. Par ailleurs, un travail de recherche sur les lois a priori utilisées pourrait étre
réalisé. On peut notamment penser a I’ajout de lois normales avec une transformation
logit et des lois plus informatives pour o et 07. Enfin, une idée évoquée au cours du
stage était 1'utilisation dans le mélange d’une loi de Pareto pour la composante de
gauche afin de représenter la censure des données en 0.

Pour terminer, on peut rapidement parler des données disponibles pour une telle
modélisation. La présence de saturation en différents endroits dans les données oblige
la mise en place d’'un modeéle plus complexe et rend plus fastidieuse 1’estimation des
parametres étudiés. Les performances du modéle sont aussi directement impactées par
des mesures de test réalisées au minimum tous les 3 mois. L’implémentation du modele
continu semblant faire ses preuves il pourrait étre intéressant de disposer de mesures
plus fréquentes afin de faciliter les estimations et améliorer leur précision.
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ANNEXE A. RECHERCHE D’UN ECHANTILLON PROPRE DANS LES DONNEES
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Annexe B

Plan d’expérience - premieéere phase

B.1 Boxplots
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F1GURrE B.1 - Boxplots des biais des estimations pour la premiere phase de plan d’expérience,
pour og et o1 puis 71, To.

60



ANNEXE B. PLAN D’EXPERIENCE - PREMIERE PHASE 61

[ Fueeske il 0 W
L]
L ? L .
A I I S | i )
;= == g T e —_
|'- ----- T T
e k1 | waairn ({4
: L 1L 4 L & & & &=

[ -

e " e
Paeero Bl Poarees [
"
[
§ E .
| i
) i I ] ] L + ;;
— - —— LT ol I Fpes. St 1
L porcr ey

[ T

F1cUre B.2 - Boxplots des écarts-types des estimations pour la premiére phase du plan d’expé-

rience.

M2 IS - Trotreau Matthieu Nantes Université Rapport de Stage



ANNEXE B. PLAN D’EXPERIENCE - PREMIERE PHASE 62

B.2 Taux de couverture

Scénarios

Variable 1 2 3 4 5 6 7 8

10 0.84 089 023 070 083 091 017 0.63
111 0.89 079 0.89 082 089 084 089 0.85
Tloopame 092 091 092 094 087 089 083 0.87
o0 0.90 0.89 087 089 090 090 087 0.89
o1 0.90 0.89 091 091 090 092 090 0.90
1 091 091 090 092 090 091 088 091
7 0.88 0.88 091 090 089 092 090 0.90
w 0.88 0.90 090 083 088 085 087 0.87

TaBLE B.1 - Pourcentages de couverture pour I’ensemble des paramétres du modéle continu //
niveau 90%

Scénarios

Variable 1 2 3 4 5 6 7 8

1o 0.98 099 057 092 096 099 050 0.90
111 0.99 096 099 097 099 098 099 0.98
Tloopee 099 099 099 1.00 098 099 099 0.98
o0 0.99 099 098 099 099 099 097 0.99
o1 0.99 099 099 1.00 098 099 099 0.99
1 0.99 099 099 099 099 099 099 0.99
7 0.99 098 099 099 099 099 099 0.99
w 0.99 098 099 098 099 099 098 0.98

TaABLE B.2 — Pourcentages de couverture pour ’ensemble des parameétres du modele continu //
niveau 99%
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Plan d’expérience - seconde phase
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Ficure C.2 - Boxplots des biais des estimations pour la comparaison des modéles // seconde

phase du plan d’expérience.
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ANNEXE D. APPLICATION DES MODELES SUR LES 28 PERIODES

D.1 Table des périodes

Période Date de début Date de fin
1 2011-01-01 2014-04-01
2 2011-01-01 2014-07-01
3 2011-01-01 2014-10-01
4 2011-01-01 2014-12-31
5 2012-01-01 2015-04-01
6 2012-01-01 2015-07-01
7 2012-01-01 2015-10-01
8 2012-01-01 2015-12-31
9 2013-01-01 2016-04-01
10 2013-01-01 2016-07-01
11 2013-01-01 2016-10-01
12 2013-01-01 2016-12-31
13 2014-01-01 2017-04-01
14 2014-01-01 2017-07-01
15 2014-01-01 2017-10-01
16 2014-01-01 2017-12-31
17 2015-01-01 2018-04-01
18 2015-01-01 2018-07-01
19 2015-01-01 2018-10-01
20 2015-01-01 2018-12-31
21 2016-01-01 2019-04-01
22 2016-01-01 2019-07-01
23 2016-01-01 2019-10-01
24 2016-01-01 2019-12-31
25 2017-01-01 2020-04-01
26 2017-01-01 2020-07-01
27 2017-01-01 2020-10-01
28 2017-01-01 2020-12-31
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TaBLE D.1 - Table des 28 périodes utilisées pour la seconde application sur données réelles.
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ANNEXE D. APPLICATION DES MODELES SUR LES 28 PERIODES

D.2 Table des estimations de w

68

Numéro du département Période W moyen
LGMCAT
1 22 1 0.50
2 2 0.49
3 3 0.49
4 4 0.48
5 5 0.46
6 6 0.46
7 7 0.46
8 8 0.46
9 9 0.47
10 10 0.47
11 11 0.45
12 12 0.45
13 13 0.36
14 14 0.36
15 15 0.36
16 16 0.37
17 17 0.37
18 18 0.38
19 19 0.36
20 20 0.37
21 21 0.34
22 22 0.34
23 23 0.34
24 24 0.34
25 25 0.38
26 26 0.37
27 27 0.32
28 28 0.35
29 29 1 0.53
30 2 0.53
31 3 0.52
32 4 0.52
33 5 0.49
34 6 0.49
35 7 0.49
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36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75

56
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0.49
0.51
0.52
0.49
0.49
0.39
0.40
0.42
0.42
0.41
0.41
0.41
0.41
0.38
0.39
0.37
0.37
0.40
0.40
0.58
0.58
0.48
0.47
0.45
0.44
0.40
0.40
0.39
0.38
0.37
0.36
0.35
0.34
0.22
0.22
0.23
0.23
0.22
0.22
0.22
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76
77
78
79
80
81
82
83
84

LGMVEA
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114

22
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0.22
0.20
0.20
0.19
0.19
0.26
0.21
0.20
0.25

0.19
0.20
0.20
0.21
0.20
0.20
0.20
0.16
0.16
0.15
0.15
0.14
0.13
0.11
0.11
0.10
0.06
0.05
0.05
0.05
0.04
0.03
0.03
0.03
0.02
0.01
0.01
0.01
0.16
0.22
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115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
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0.21
0.23
0.22
0.22
0.22
0.18
0.19
0.18
0.18
0.16
0.16
0.14
0.14
0.13
0.07
0.06
0.06
0.06
0.04
0.04
0.04
0.04
0.02
0.02
0.02
0.02
0.20
0.17
0.17
0.15
0.15
0.15
0.15
0.13
0.12
0.11
0.12
0.11
0.08
0.07
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ANNEXE D. APPLICATION DES MODELES SUR LES 28 PERIODES 72

155 15 0.07
156 16 0.06
157 17 0.04
158 18 0.04
159 19 0.04
160 20 0.03
161 21 0.02
162 22 0.02
163 23 0.02
164 24 0.02
165 25 0.01
166 26 0.01
167 27 0.01
168 28 0.01

TaBLE D.2 — Tableaux des estimations du parametre w pour les 28 périodes selon le département.

D.3 Table répartition des données

LGMCAT \ LGMVEA
Résultats de test 22 29 56 | 22 29 56
0 9,075 7,860 7,296 | 8,494 7,270 6,722
1 950 296 407 |2530 894 1,113

TABLE D.3 — Répartition des mesures de tests en fonction de la discrétisation des mesures d’odr,
de mai 2019 a mai 2021.
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D.4 Intervalles de crédibilité pour ’estimation de pa-
rametres supplémentaires.

F1GURrE D.1 - Intervalles de crédibilité pour l'estimation de 7 sur les 23 premiéres périodes a
partir des chaines de 7| et 7

F1GURE D.2 — Intervalles de crédibilité pour I'estimation de 7 sur les 23 premieres périodes
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