De l’indice de Maslov a I'indice de Leray

Dans la préface a son traité “Analyse lagrangienne et mécanique quantique” publié par
PIRMA (Stasbourg) en 1978 et qui fut publié en anglais par MIT Press en 1981 Jean
Leray note
Historique.- I.V. Arnold m’a demandé & Moscou, en 1967, comment je
comprendrais le traité de V.P. Maslov cité [10], [11]. L’exposé qui
suit est donc une réponse, peut-&tre inachevée, & cette question. Il
a largement bénéficié de la trés précieuse érudition de J. Lascoux.

En effet, Jean Leray a préfacé la traduction francaise du livre de Maslov “Théorie des
perturbations et méthodes asymptotiques” [Dunod 1972] et les traducteurs, Lascoux et
Seneor, nous précisent dans leurs remerciements :

Les traducteurs remercient Jean Leray qui a excité leur curiosité
en ramenant de Moscou une copie de 'ouvrage de Maslov et Pierre
Lelong qui leur a fait confiance.

L’indice de Maslov intervient dans la théorie de I'optique géométrique. L’optique de-
vient I’étude d’ondes électromagnétiques a haute fréquence. On cherche donc des solutions
de I’équation Pu = 0, asymptotiques pour 7 — 0o, de la forme

u(z,7) = exp(itd(z)) > 77a;(z)
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pour z € R". La premiere équation que ’on obtient en annulant les coefficients des
puissances de 7 dans le développement de Pu est I’équation eikonale f(z,d¢(z)) =0 ou
f est le symbole principal de P.
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Par exemple si P est I'opérateur d’ondes réduit A + c(T;W alors
Fa,&) = —le + —
ol c(z)*

C’est une fonction sur le cotangent T*R"™ que ’on peut munir d’une structure symplectique
w =) d& Ndz;. Avant de chercher la fonction ¢ on cherche le graphe de sa différentielle
qui est d’abord une sous-variété lagrangienne A de T*R" (i.e., de dimension n et isotrope :
w est nulle sur son tangent).

A est incluse dans I’hypersurface C ou f est nulle et donc le champs hamiltoninien H; de f
est tangent a A (Hj est défini par la formule Vv € T, o T*R", df(5.¢)(v) = w(Hf(x,§),v).)
On obtient donc des solutions en poussant une sous-variété isotrope Ag C C par le flot &,
de H; solution de ®,(z,&) = Hy(®y(x,£)).

Mais en général la variété A obtenue n’est pas un graphe sur R”, si elle n’est pas transverse
a la verticale (le tangent & T;R" en (z,§)).

Les points de A ou la condition de transversalité n’est pas satisfaite sont dits caustiques.
On est alors amené a chercher des solutions de la forme

.
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u(z, ) = ( )k/Q /aeRk exp(iTo(z, @) a(T, z, ) d

pour une lagrangienne A = {(z, ¢, (z,a); ¢, (z,a) = 0}, qui permettent “d’appliquer
Ioptique géométrique au dela des caustiques”, dixit Leray.

En un point caustique le théoreme de la phase stationnaire prédit que la solution asympto-
tique ci-dessus aura un déphasage. C’est pour mesurer ce déphasage que Maslov introduit
son indice de fagon topologique comme quelque chose qui compte (avec un signe) les points
d’un chemin lagrangien qui coupent la verticale, voir p.129 de Théorie des Perturbations :



Définissons la grassmannienne des lagrangiens
L = {l, sous-espace vectoriel de T*R";dim! =n, w; =0} .

Arnol’d a montré (dans un texte mis en appendice au livre de Maslov) que 'indice de
Maslov sur les chemins fermés de £ est le générateur du groupe de cohomolgie H'(L,Z)
et qu’il est aussi le nombre d’intersection avec la sous-variété A;,, définie pour ly € L
fixée, par

Alo = {l € E,lﬂlo = {0}}

Jean Leray préfere voir cet indice sur le revétement universel L5 (rappelons que
II,(£) = Z). 1l construit une fonction

m:LxL—7

qui en deux points uy, uy tels que 7(u;) = 7(ug) donne le nombre d’Arnol’d et qui vérifie
deux propriétés importantes.

e m vérifie une relation de cocycle :
m(ui, ug) + m(ug, uz) +m(uz, ur) = 7(m(u1), 7(uz), 7(us))

et le cocycle 7 est celui introduit par Kashiwara sur £, il intervient pour définir le
cocycle de la représentation de Shale-Weil de 1’algebre d’Heisenberg.

e m est invariant sous I’action du revétement universel é\ﬁ(n) du groupe symplectique
Sp(n), rappelons que II;(Sp(n)) = Z.

Cela permet de définir & partir de m un indice p : é\ﬁ(n) — £ qui a été retrouvé en
topologie symplectique par Conley, Zehnder, Mc Duff, Salamon, Hofer.... dans les années
’90.

La construction de Leray permet aussi de définir des actions transitives de Sp,(n), le
revétement & ¢ feuillets non trivial de Sp(n) sur £%¢, le revétement & 2q feuillets non
trivial de L.

En particulier le groupe métaplectique Sp,(n) opere transitivement sur le revétement & 4
feuillets £*, “résultat essentiel pour la théorie des développements asymptotiques” [Leray].

Dans son programme de travail élaboré en 1998 (publié par les CRAS en Janvier 1999)
Jean Leray revenait sur I'indice de Maslov.

(Colette Anné)



