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La Prox-régularité

Les ensembles prox-réguliers

Soit C un ensemble fermé de RY.
Pour x € C, soitN(C, x) le céne proximal normal de C en x
défini par :

N(C, x) = {v €R? 3Is>0, x e PC(X+SV)}.

Définition
Pourn > 0, 'ensemble C est dit n-prox-régulier si pour tout
xe CetveN(C x)\{0}
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La Prox-régularité

La notion de prox-régularité a été initialement définie par
Federer (1959) dans R" sous I'appellation “positively reached
sets”. Elle fut ensuite étendue aux espaces de Hilbert par
Clarke, Stern et Wolenski (~90) puis par Poliquin, Rockafellar
and Thibault (~00) et tres réecemment dans des espaces de
Banach par Bernard, Thibault et Zlateva .

Elle traduit la notion géométrique suivante : on peut faire rouler
une boule de rayon n continlment sur toute la frontiere dC. Elle
est équivalente a la propriété suivante : la projection P est
monovaluée et continue en tout point a distance d¢ < 7.

Généralisation de la convexité.
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La Prox-régularité

Proposition

Le céne proximal normal est hypomonotone. Si C est
n-prox-régulier alors pour tout x,y € C, u € N(C, x) et
v eN(C,y)

2

X=y,u—-v)> X =y~

_lul+1v|
2

Propriété spécifique due a la structure Hilbertienne.
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Les processus de rafle

Interprétation

Processus de rafle par un ensemble mobile C(t), t € [0, T]

dt
y(0) € Q(0).

Le point y(t), soumis a la perturbation f “doit vivre dans C(t)”
et suivre son évolution.

[Brezis, ~60] Avec un ensemble convexe constant.

[Moreau, ~80] Avec un ensemble convexe non constant.
Algorithme de rattrapage (“Catching-up Algorithm”) :

{ D)+ N(C(1),y(1)) 3 F(t.y() (1)

YR = () vk 4 hi(%, )]

Frédéric BERNICOT Juliette VENEL Séminaire X-EDP



Les processus de rafle

Théoreme (Edmond-Thibault,~00)

Supposons qu’il existe n > 0 tel que pour tout t € [0, T,
I'ensemble C(t) soit n-prox-régulier. Si C(-) varie de maniere
absolument continue (pour la distance de Hausdorff), alors le
probléme (1) est bien posé dans W'1([0, T]).

Extensions : Dans un cadre Hilbertien avec une perturbation
multivaluée ([Edmond-Thibault,05-06])
Dans un cadre Banachique ([B-Venel,08]).

Remarque

L'équation (1) se réécrit en terme de mesure temporelle :

dy + N(C(t), y(1))dt > £(t, y(1))dt.
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Les processus de rafle

Le cas d’'un ensemble constant

Théoréme

Si C(-) = C est constante a un ensemble uniformément
prox-régulier alors l'inclusion différentielle (1) est équivalente a
I'équation différentielle :

{ FO Pty OI=1ty0)

y(0) € C.

Conséquence de I'hypomonotonicité du cone proximal normal.

[B-Venel,08] Une prox-régularité directionelle est suffisante.
[Venel,09] Schéma numérique - convergence - “convexification
de I'ensemble C”.
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Réflexion d’un mouvement brownien

La réflexion d’'un mouvement Brownien (B;):>o (associé a un
espace de probabilité (2, F,P)) a l'intérieur d’'un ensemble C
est décrite par un processus X solution de :

aX; + N(C, Xt)dt > f(t, Xt)dt = O’(t, Xt)dBt
Xo = U,
avec U € C une condition initiale fixée.

f: Rt x RY — RY correspond au “champ” subi par X.

o : Rt x RY — RY correspond & la perturbation stochastique
(avec un mouvement Brownien réel).
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Réflexion d’un mouvement brownien

Plus précisément : un processus continu (X;):>o est une
solution de (3) s'il existe un autre processus (K:):o tel que :

a) (Xi)i>o0 est adapté avec des chemins continus a valeurs
dans C;

b) (Kt)i>0 est adapté avec des chemins continus et a
variation bornée;

c) Les deux processus X et K vérifient
dX: + dK; = f(t, X;)dt + o(t, X;)dB:; (4)
d) La condition initiale en temps Xo = up p.p-;
e) Le processus dK; est uniqguement supporté lorque X € 9C
t t
Kie= [ xcocdiils K= [ eo)diKls. (9

avec £(s) € N(C, X;).



Réflexion d’un mouvement brownien

@ LEDS (4) se réécrit sous la version intégrale suivante :
t t
X+ K = Xp +/ f(s, Xs)ds +/ a(s, Xs)dBs.  (6)
0 0

— Méthode de point fixe.

@ (5) décrit de maniere rigoureuse : “dK; € N(C, X;)dt”.
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Réflexion d’un mouvement brownien

Le probleme déterministe de Skorokhod

Pour C un ensemble fermé et h € C°([0, T],RY), une solution x
du probléme de Skorokhod est une fonction x € C°([0, T], C)
telle qu’il existe k € BV([0, T]) avec :

@ x et k solutions de “I'équation intégrale” :
x(t) + k(t) = x(0) + h(t).

@ La condition initiale en temps k(0) = 0;

@ La distribution dk est uniquement supportée sur
{t, x(t) € 9C} et

t t
K¢ = /0 1 eocdlkls,  k(t) = /O £(s)dlkls.

avec £(s) € N(C, x(9)).
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Réflexion d’un mouvement brownien

Probléme : Pour h € W''([0, T]) le probléme est équivalent a

l'inclusion différentielle décrivant un processus de rafle avec
f— dh

ot -

@ Comment passer des fonctions h € W'1([0, T]) aux
fonctions h € C°([0, T]).

@ Comment montrer I'existence et 'unicité de telles solutions
?

@ Comment borner la variation de k en fonction de
h e C9([0, T],RY) pour utiliser un raisonnement par
densité ?
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Réflexion d’un mouvement brownien

Admissibilité d’'un ensemble

Définition (Lions-Sznitman (84))

Un ensemble fermé C de RY est dit admissible s’il existe § > 0,
B > 0 et une famille de vecteurs normalisés (Ix)xcoc tels que :

Vx € 0C, Yy € 0C N B(x,6), Yv € N(C,y), (I, V) > (|v|.

Condition de régularité sur le bord 9C, décrivant une certaine
condition de “densité géomeétrique” de l'intérieur Int(C) en tout
point x € 0C.
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Réflexion d’un mouvement brownien

Théoreme (Lions-Sznitman (84) ; Saisho (87))

Soit C un ensemble uniformément prox-régulier et admissible.
Si on sait résoudre le probleme de Skorokhod pour toutes
fonctions h € C>°([0, T]), alors on sait le résoudre pour toutes
fonctions h € C°([0, T]).

De plus la variation totale de la fonction k est bornée par || h|| o
et son module de continuité.

Conséquence : Le probleme de Skorokhod est bien posé pour
toute fonction h € C°([0, T]).
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Réflexion d’un mouvement brownien

Conséquences pour le probleme stochastique

Théoréme (Lions-Sznitman (84) ; Saisho (87))

Soit C un ensemble uniformément prox-régulier et admissible,
alors le probléeme (3) est bien posé dans

H = L*(Q,L>=([0, T]))

pour tout T < oo.

Preuve :
Résolution du probléme de Skorokhod
déterministe.
Continuité de l'intégrale stochastique.
Méthode de point fixe dans H.
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Perturbation stochastique de certains processus de rafle

But : combiner les deux théories pour étudier une perturbation

stochastique d’un processus de rafle associé a une fonction

multivaluée C(+)

dX; + N(C(t), Xy)dt > f(t, X;)dt + o(t, X;)dB; @)
XO = Up.

Probléme : dépendance en temps de I'ensemble C(t) et son
admissibilité.
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Perturbation stochastique de certains processus de rafle

Le cadre et les hypotheses

Soit 7 := [0, T] et g; : T x RY — R des fonctions convexes (en
la variable d’espace) pour i = 1...p. On pose alors

Q(t) == {x R, vi, gi(t,x) >0},

qui représente “'ensemble des points admissibles sous les
contraintes g;(t,-)”. On suppose qu'’il existe des constantes
a, B, M, > 0 telles que g; € C? (T x RY) et

V(t,x) €I xR, a < |Vigi(t,x)| < B, (A1)
V(t,X) EIXRd) |8tgi(t,X)| Sﬁa (A2)
V(t,x) eI xR, |[Digi(t,x)| <M. (A3)
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Perturbation stochastique de certains processus de rafle

Pour vérifier la prox-régularité des ensembles Q(t) et leur
admissibilité, on fait I'hypothése suivante : il existe p,v > 0 tel

que
VA >0, D AVGit ) <y D AiVkgi(t X))
i€ly(t,x) iel,(t,x)
(R,)
avec

L(8.x) = {i, gi(t,) < p}.

Inégalité triangulaire inverse sur les gradients qui sont “presque
activés”, qui traduit une “indépendance uniforme” de ces
vecteurs sous combinaisons linéaires positives.
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Perturbation stochastique de certains processus de rafle

Le probleme (7) est bien posé

Théoréme

Sous (Ry), 'ensemble Q(t) est uniformément prox-régulier
(avec une constante indépendante de t € I).

Théoreme

Sous les hypotheses de régularité et (R,), la multifonction Q(-)
est Lipschitzienne. De plus, 'ensemble Q(t) est admissible (de
maniére uniforme en temps).
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Perturbation stochastique de certains processus de rafle

Application : on peut résoudre le probleme de Skorokhod

X; + K¢ = hy déterministe en utilisant la théorie des processus
de rafle pour h € W'-(Z). Ladmissibilité des ensembles Q(t)
permet alors par les arguments de Lions-Sznitman de le
résoudre pour toutes les fonctions h € C°(Z).

On peut alors appliquer la méthode de point fixe pour obtenir :

Théoréme

Sous les hypotheses précédentes, le probleme (7) est bien
posé dans

H = L*(Q, L>(T)).
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Perturbation stochastique de certains processus de rafle

Des résultats de stabilité

Théoreme

On note X I'unique processus, solution de (7), associé a la
perturbation stochastique cdB;. Soit X° le processus
déterministe solution de (7) pour o = 0. Alors X? converge vers
X0 lorsque o tend vers 0 dans L>(Z x RY) :

HXU - XOHH = CUOHU”LOO(Ide).

Preuve :

Théoreme du point fixe a parametre.

Utilisation d’inégalités maximales de Doob pour
obtenir la continuité des intégrales stochastiques en fonction de
la perturbation o.
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Perturbation stochastique de certains processus de rafle

Perspectives

@ Sous (R,), adapation du schéma numeérique a Q(t) pour
des contraintes dépendantes du temps.

@ Application au modéle de mouvement de foule.

Frédéric BERNICOT Juliette VENEL Séminaire X-EDP



	La Prox-régularité
	Les processus de rafle
	Réflexion d'un mouvement brownien
	Perturbation stochastique de certains processus de rafle

