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UN EXEMPLE DE CARACTERISATION MAXIMALE

Soit (X, d, ;1) un espace de type homogéne. Lopérateur
maximal de Hardy-Littlewood est défini pour s € (0, o) par :

’
M, f = ———Ifll;s¢on -
hL,s(F)(X) SUp - Q)s 1fllLsq)

THEOREME ((E.M. STEIN, 1983))

Pour tout exposant p € (s, o), l'opérateur My, s est borné sur
LP(X).

v

THEOREME (THEOREME DE DIFFERENCIATION)

Soit f € L} ., pour presque tout x

[FO)] < Mrs(F)(X).




Réécriture

sup

Il < Ifllie-

'
1l <
o waQ)e Lp

Question “générale” : Soit (EP), une échelle d’espaces,
admettant des “restrictions locales”, quand peut-on avoir :

Sup - Q)i7e Sflles ?

1

On souhaite donc caractériser la norme EP par la norme LP
d’un opérateur maximal.



CAS DES ESPACES DE SOBOLEV WP

Soit M une variété riemannienne doublante. Lespace W' est
I'adhérence de C3°(M) pour la norme

Fllwre = [+ [Vl -

Pour tout exposant s € (0,00) etp € (s,o0], on a

Ifllwre S

(1

1
SUP ———— ||l s Hgf N
sup @y Mlwes@y| S 1fllwes

REMARQUE
Point important : I'inégalité (1) est vraie pour tout exposant s.

Question : Que se passe-t-il pour les espaces duaux W1 ?
méme dans R" ?



DE NOUVEAUX OPERATEURS MAXIMAUX

Soit (M, d, 1) une variété riemannienne de type homogéne.
Pour s € [1,00] et O un ouvert de M, on définit :

Ifllw-1p(0) == sup [{f,g)-

9€C§°(0)
ol 1,0 <1

Pour s € [1, 0], on pose

1
M f = — f —1,s .
s,s(F)(x) zlilg Q) 1l w-1.5q)

PROPOSITION

On a la caractérisation suivante :

Ifllw-ro0) = 0t 6]+ 10l




On définit donc un deuxiéme opérateur maximal :

. 1
Ms . s(f)(x) := f:qsl_ry;v(w) %ge Q)7 ol + [l 5@

=, inf ) Mas(16]+ [) ().



PREMIERES PROPRIETES

e Pour s € [1,00], Ms 5(f)(x) < Ms . s(f)(x).

e Pour1 <s<t<oo0,0naMsg(f)(x) < Ms(f)(x) et
Ms . s(f)(X) < Ms .. +(f)(x).

e Pour p € [1,00), les opérateurs Ms , et Ms ., , sont de type
faible (p, p) :

[Ms.p(1)]] oo S [|[Mse0(F)| o.oe S IFllw-1.0-
e Pour1 < s < p < oo, les operateurs Ms s et Ms , s sont de
type fort (p, p) :

HMS,s(f)HLp 5 HMS,*,s(f)HLp 5 HfHW—MP- (1)
e Inégalité inverse :
||fHW*17P 5 HMS,p(f)HLp 5 HMS,*,p(f)HLp'

Probleme : On cherche a inverser (1) : a démontrer l'inégalité
précedente avec des opérateurs Ms s et Ms . s pour s < p.



A l'aide d’'une inégalité “aux bons lambdas” :

PROPOSITION

Soit M une variété de type homogene et de mesure infinie.
Alors pour tout s € [1,00) etp € [1,00), 0na:

||MS,S(f)HLP = HMsv*’s(f)HLP .

Reformulation du probléme : Pour quels exposants s < p,
a-t-on

Illw-1e < |Mss(F)l 1o = || Msws(F)]| 5 ?



THEOREME

Soit M une variété vrifiant Poincaré (P»). Soient r, s des
exposants tels que 1 < s < r' < co. Supposons que

Ilwrer S |[(1 = B)2(7)

hR
LS/ 9 (n S)

|a=ay2m)| < il (nhRR,)

L
Supposons que p; le noyau du semi-groupe e~ 2 vérifie

<712,

g

Px,y)| S n(B(x, £/2) 7" et ||veta

LS —L

Alors il existe une constante ¢ = c(s, r) telle que

vfe wr Ifll 1. < €||Mss(F)|

Lr/ .

On peut allger les hypothéses ...



DEMONSTRATION :

D’apres les hypothéses et les propriétés précédentes, il nous
suffit de démontrer :

100 = 2) 2l S [[Ms . s(f)

Lrl .
Inégalité de “Fefferman-Stein” :
1Al = ||MEch)|
avec
1 2
ME(h)(X) :=sup—————— ||f — e " Af .
(M) 726 n(B(x,1)/° Ls(B(x.r))

Il suffit alors de montrer
ME((1 — A)7V2f) < M. (F),

ce qui utilise les décroissances hors-diagonales du
semi-groupe.



INTERPOLATION

THEOREME

Supposons que le noyau p; du semi-groupe e~ 2 vérifie

pi(x,y) < et que pour pg € (1,2)

u(B(x, 11/2))

(1= a)y72()

Alors pour tout 6 € (0,1) tel que

0o S Il ptpo - (nhRRp,)

ona

On remplace I'hypothse de Poincaré (Pp,) (cf Travaux de N.
Badr) par I'hypothse plus “faible” (nhRRy,).
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DEFINITION DES ESPACES DE HARDY-SOBOLEV

On définit les espaces par décomposition atomique a I'aide
d’une collection d'opérateurs B := (Bg)q : collection
d’oprateurs borns sur W'2, indexée par I'ensemble des boules
de M.

DEFINITION

Une fonction m € L}, . est un 2-atome associ la boule Q s'il

existe une fonction fq supporte dans Q telle que m = Bg(fq),
avec |fol| w1z < #(Q) /2.

DEFINITION

| A

On définit 'espace de Hardy-Sobolev HS' associé a B par
décomposition atomique.




INTERPOLATION

De maniére identique l'interpolation des espaces “abstraits” de
Hardy, on utilise les nouveaux opérateurs maximaux pour
pouvoir interpoler les espaces de Hardy-Sobolev.

THEOREME

Supposons que le noyau p; du semi-groupe e~ 2 vérifie

1
<
fout x et Q> x

1
W I - Ba(f)qu,p;)(Q) S Ms . o(F)(X), 2)

et (nhRRy,) pour py € (1,2). Si pour

1 0 1
alors pour tout € (0,1) telque — :=(1—-0)+ - < —, ona
Po 2 po

(Hs‘, W172>9p — WP,
1Mo
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