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1 Introduction

L’ensemble des travaux de recherche présentés dans ce document est essentiellement
dédié a I'approximation numérique de systemes hyperboliques. Deux themes principaux
peuvent étre distingués. Dans la premiere thématique, des systemes hyperboliques non
conservatifs ont été considérés. Ces systemes sont issus d’un modele multi-entropie a partir
duquel des modeles d’écoulement turbulent de gaz compressibles ou des modeles multi-
fluides peuvent étre dérivés. La seconde thématique abordée concerne 1’approximation
numérique de systemes hyperboliques de lois de conservation. Des schémas de relaxation
sont proposés pour plusieurs modeles et une analyse des schémas du second ordre de
type MUSCL est proposée. La plupart de ces études ont été réalisées dans le cadre d’une
collaboration entre 1'Université Bordeaux 1 et le CEA-CESTA. Ces travaux sont répartis
en quatre parties.

La premiere partie est dédiée au modele multi-entropie ainsi qu’a plusieurs dérivations
possibles. Ces modeles, présentés dans la these de doctorat de l'auteur, peuvent étre com-
pris comme des extensions des équations de Navier-Stokes ou le gaz compressible est
modélisé par N > 2 entropies indépendantes. Ce modele joue un role prépondérant dans
les simulations numériques d’écoulements compressibles turbulents. Il permet également
la dérivation de modeles pour des écoulements multi-fluides turbulents. L’approxima-
tion numérique des solutions des systemes d’EDP gouvernant ces modeles souleve des
difficultés majeures relatives a la présence de produits non conservatifs. En effet, par op-
position avec les systemes sous forme conservative, les solutions de type choc visqueux
(solutions onde progressive) sont étroitement liées a 'opérateur de diffusion. D'un point
de vue numérique, cela sous-entend la nécessité de résoudre finement la couche de choc.
Ceci est, bien entendu, hors de portée pour les tailles de maillage habituellement con-
sidérées. Une méthode numérique permettant de pallier ce probleme est introduite: le
schéma par projection nonlinéaire. Cette méthode repose sur 'existence d’une relation
supplémentaire satisfaite par les solutions régulieres du systeme. Cette relation exprime
une dépendance entre les différents taux de dissipation d’entropie. La forme discrete de
cette nouvelle relation peut étre comprise comme une étape de projection nonlinéaire qui
doit compléter les schémas standards par projection L2. Les résultats numériques obte-
nus illustrent I'intérét de la méthode. Celle-ci est ensuite étendue a plusieurs applications
physiques. Des écoulements multifluides turbulents ont ainsi été simulés. Au cours du
post-doctorat de D. Reignier, des extensions ont été proposées pour prendre en compte
des phénomenes de combustion. Enfin, dans le cadre d'une application a des modeles de
turbulence, il est établi 'existence de solutions multiples pour le modele multi-entropie
en présence de terme de relaxation, sous des hypotheses préconisées par la physique.

La seconde partie traite des schémas de relaxation a travers plusieurs applications.
Ces schémas permettent d’approcher les solutions faibles de systemes de lois de conserva-
tion. Ces solutions sont approchées par les solutions faibles d'un systeme, judicieusement



choisi, du premier ordre avec perturbation singuliere : le systeme de relaxation. Suivant les
modeles considérés, une des principales difficultés réside dans le choix du modele de rela-
xation. En effet, de celui-ci dépendent non seulement la précision de la méthode (bien que
du premier ordre) mais aussi la stabilité et la robustesse. La connaissance et 1'utilisation
d’un systeme d’EDP sous-jacent au schéma permet également d’obtenir des inégalités
discretes d’entropie ainsi que des principes du maximum. De tels développements sont
proposés dans le cadre de la dynamique des gaz sans pression (étude réalisée au cours
du post-doctorat de M. Breuss) et pour le modele aux 10 moments de Levermore. Un
autre avantage des schémas de relaxation est la relative simplicité de I’évaluation des flux
numériques aux interfaces. Dans la these de doctorat de M. Baudin, cet avantage est utilisé
pour approcher les solutions d’'un modele d’écoulement pétrolier. Enfin, pour réaliser des
simulations d’écoulements multifluides, dans sa these de doctorat, B. Braconnier propose
des extensions des schémas de relaxation afin d’approcher les solutions faibles de systemes
hyperboliques non conservatifs.

La troisieme partie concerne des développements des schémas HLLC et VF-Roe. Dans
un premier temps, un schéma HLLC est proposé pour approcher les solutions faibles du
modele M; pour le transfert radiatif en deux dimensions d’espace. Dans la dérivation
du schéma, une attention particuliere est portée sur les propriétés de stabilité tout en
assurant une précision de la méthode qui soit suffisante. De plus, dans la limite d’un
petit parametre qui tend vers zéro, il est établi que le comportement asymptotique de la
méthode numérique coincide avec un régime de diffusion satisfait par le modele. Dans un
second temps, un schéma de type VF-Roe est étendu pour I'approximation d’un systeme
hyperbolique non conservatif issu d’'un modele de turbulence.

Dans la derniere partie, les schémas du second ordre de type MUSCL sont étudiés. Afin
d’augmenter 'ordre de précision des schémas conservatifs pour des systemes hyperboli-
ques, une approximation affine par morceaux est considérée. La procédure proposée par
van Leer consiste a introduire une reconstruction de pente pour évaluer les inconnues aux
interfaces avec un ordre de précision plus élevé. Ces nouvelles approximations sont ensuite
utilisées pour calculer les flux numériques aux interfaces. Cette procédure est largement
utilisée dans la littérature meéme si tres peu de résultats de stabilité ont été proposés.
Dans cette étude, une technique de limitation de pente est introduite et une restriction
CFL adéquate est proposée, de sorte a assurer tout un ensemble de propriétés de stabilité
pour le schéma MUSCL. Ces résultats sont ensuite étendus a un schéma du second ordre
en temps et en espace: le schéma MUSCL-Hancock. Enfin, les schémas MUSCL sont ana-
lysés pour des applications bidimensionnelles sur des maillages non structurés. Une fois
encore, par le biais d'une restriction CFL et d’une limitation de pente correctes, toute la
robustesse nécessaire peut étre établie.



2 Modele multi-entropie et applications [2, 3, 4, 8,
12, 13, 15]

Les systéemes non conservatifs de la forme:
ow + A(w)o,w = 0, (1)

soulevent de nombreuses difficultés tant théoriques que numériques des lors que la ma-
trice A(w) ne coincide pas avec la jacobienne Vf d’'une certaine fonction flux f(w). En
effet, le produit non conservatif A(w)d,w interdit alors toute formulation affaiblie usu-
elle. En conséquence, le cadre mathématique habituellement considéré pour les systemes
hyperboliques sous forme conservative devient inopérant. Pour les mémes raisons, le pro-
duit non conservatif rend a priori inadéquates les méthodes classiques d’approximations
numériques.

Des lors que la solution présente une discontinuité, ce produit devient ambigu au sens
des distributions. Dans la présente étude, les systemes hyperboliques considérés pourront
admettre deux types de discontinuités distinctes : des ondes de choc associées a des champs
vraiment non linéaires et des discontinuités de contact associées a des champs linéairement
dégénérés. Avec un certain abus de langage, les produits non conservatifs seront supposés
ne pas étre ambigus pour les discontinuités de contact. Cette hypothese sera, en fait,
systématiquement vérifiée par I’ensemble des applications physiques qui suivent.

Dans le cas de discontinuités de type choc, les produits non conservatifs n’admettent
pas de définition unique et ce quelque soit le cadre mathématique adopté (voir LeF-
Loch [86, 87], Dal Maso-LeFloch-Murat [58], Colombeau-LeRoux [54]). Conformément a
la théorie des systemes hyperboliques sous forme non conservative développée par LeF-
loch [88] (voir également Raviart-Sainsaulieu [103]), il est nécessaire de considérer une
autre modélisation incluant des phénomenes dissipatifs et conduisant a une régularisation
parabolique effective :

0w + A(W)0,w* = eR(W, 0, WF). (2)

Plus précisément, des relations cinétiques (voir [72, 73|) caractérisent la dynamique des
chocs présents dans les solutions faibles du systeme (1). D’'un point de vue numérique,
il est immédiat que I'une des principales difficultés réside dans ’approximation de la
régularisation parabolique. En effet, comme nous allons le voir dans ’exemple qui suit, la
caractérisation des chocs visqueux dépend intrinsequement du choix de cet opérateur de
régularisation.

Considérons le systeme hyperbolique non conservatif suivant :

Oyu + ud,(u +v) =0,
O + v0,(u+v) =0,



défini sur Q = {w = (u,v) € R* u+v > 0}. Ce modele simplifié est issu de modeles biflui-
des en eau peu profonde (cf. Castro et al. [48]). Suivant [15], la régularisation parabolique
suivante est introduite :

O + u 0, (u + v°) = €010, (u +v), >0,
Opv€ + 00, (u + 1) = €090, (U +v), 3 > 0,

pour considérer les solutions onde progressive. Ce sont des solutions régulieres bornées
de la forme w(z,t) = w(x — ot) ou ¢ € R désigne une vitesse de propagation. De
plus, w vérifie: lime_, 1 W(§) = wi ot wy € (). En introduisant une mise a ’échelle
w (&) = w({/e), lorsque € tend vers zéro, la suite w, tend Li (R) fortement vers la
fonction discontinue

w_ six <ot,

w, six > ot.

wo(z,t) = {

D’apres [109], la fonction wy est une solution faible de (1) compatible avec la régularisation
parabolique considérée.

Sur cet exemple, il est important de remarquer que pour w_ et o donnés, il est possible
de déterminer analytiquement 1’état w, :

511}_ — 521,6_ 2-9(
01 + 0o

u—_+v_)/o

Y

Uy =20 —u_ — (v_ +vy).

Il est alors clair que le simple choix du parametre d;/ds peut modifier considérablement
la valeur de w,. La capture numérique de la solution discontinue w, peut devenir par-
ticulierement délicate sauf a demander une résolution fine des profils de choc. Dans ce
sens, le lecteur est renvoyé a Hou-LeFloch [75] ou a Colombeau-Noussair-Perrot [55] ou
plusieurs situations numériques sont proposées ou encore a Karni [79] ou des schémas non
conservatifs sont proposés.

Le modele qui nous motive ici est une extension des équations de Navier-Stokes ot le
gaz est modélisé par N > 2 pressions indépendantes p;. A chaque pression est associée
une entropie spécifique s; et une énergie interne e;. Dans un souci de simplicité, N est fixé
a 2. Le modele est gouverné par le systeme d’EDP suivant :

Oip + Ozpu = 0,
Orpu + Oy (pu® + pi(7,e1) + p2(7,€2)) = 0 (11 + p2)Opur) (3)
Orpe; + Oppeju+ p;(7,e;)0pu = pj (&Eu)2 , j=1,2,

avec T = 1/p et ou l'espace des états est donné par

Q = {w := (p, pu, pe1, pea)T € R* p >0, puc R, pe; >0, pey > 0}.
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Chaque pression p; est supposée vérifier la seconde loi de la thermodynamique. En consé-
quence, il existe une entropie spécifique s; et une température 7 telles que

—T'J de:d€j+pj dT, j:1,2

L’application (7, e;) — s;(7,€;), 1 < j < 2, est supposée convexe. De plus et comme il est
d’usage pour les gaz mono-pressions, nous imposons pour j = 1,2:

0s; pi(T,€;) 0s; 1
—L(1,ej) = "2 <0, —L(r,¢)=——— <0,
or ’ Tj(ﬂ €j> aej ’ Tj(7—7 ej)
ejliHn[L s;(7,e;) = +o0, ejlirEOO s;(7,e;) = —o0.

Le systeme (3) n’admet pas de forme conservative associée, sauf sous des hypotheses
restrictives qui ne seront pas considérées ici. Cependant, une loi de conservation supplé-
mentaire, satisfaite par les solutions régulieres, peut étre écrite :

OpE(W) + 0. (pE(W) + pi(7, €1) + pa(T, €2))u = O ((p1 + p2)udyu).

Cette loi de conservation supplémentaire gouverne ’évolution de I’énergie totale pF :

2
u
pE(w) = % + per + pe.

Il est également possible d’établir des inégalités d’entropie :

Orpsj(W) + Opps;(W)u = —ﬂ(axu)2 <0, j=1,2. (4)

T;

I1 en résulte que les solutions régulieres de (3) vérifient la relation suivante :
p2Ty (Orps1(W) + Opps1(W)u) — 1 To (Oypse(W) + Oppsa(w)u) = 0. (5)

Cette derniere relation exprime clairement que les taux de dissipation d’entropie ne sont
pas indépendants les uns des autres. Cette relation joue un role prépondérant lors de
I’approximation numérique des solutions de (3).

Pour conclure cette breve présentation du modele multi-entropie, notons que 1’exi-
stence et 'unicité des solutions onde progressive peuvent étre prouvées.

2.1 Schéma par projection nonlinéaire [2, 12]

Ce travail a été réalisé pendant la these de doctorat de 'auteur. L’article [12] reprend
Oleme

et détaille 'article [2] publié en I'honneur du 6 anniversaire de Phil Roe.

Une méthode est ici proposée pour approcher les solutions de (3). Le principal objectif
est de pouvoir approcher les couches de choc sur un maillage grossier, i.e. sans résoudre
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finement la régularisation parabolique. Le schéma qui va étre proposé repose sur le systeme
équivalent suivant :

Oip + Ozpu = 0,
Apu + O (pu® + p1 + p2) = Oz (11 + p2)0zu)
OpE + 0y (pE + p1 + p2)u = Op ((p1 + p2)udyu)

,ulTZ{atPSQ + axpsw} - M2T1{8tps1 + axpslu} = 0.

Dans le souci de simplifier les notations, nous posons v = (p, pu, pE, ps3). Il est important
de souligner qu’ici I’entropie s; doit étre comprise comme une fonction de v.

En considérant un maillage uniforme de pas Ax, la solution a la date t" est approchée
par une fonction constante par morceaux: v(z,t") = v pour x € (%—%7%‘%) Pour
faire évoluer en temps cette approximation, une méthode a trois pas est adoptée.

Lors du premier pas (t" — t"717) le systéme hyperbolique suivant est considéré :

Oip + Oypu = 0,

Oypu + 0y (pu? + p1 + pa) = 0, (6)
OpE + 0:(pE + p1 + pa)u =0,

Oypse + Oppssu = 0,

complété par 'inégalité d’entropie
O{ps1}(v) + Ou{psiu}(v) < 0.

Un schéma volume fini est alors considéré. Ce schéma doit étre entropique et vérifier
un principe du maximum sur 'entropie spécifique (cf. Tadmor [115]). Différents schémas
vérifient de telles propriétés, certains schémas de relaxation par exemple (voir Bouchut
[37]). Nous considérons ici le schéma de Godunov (voir Godlewski-Raviart [67], Leveque
[85], Toro [116]):
n+1,= n At +.,n N +. N n
Vi =V E{f(w(o ;v Vi) — Ew(0T5 vy, v ))}7

ou f désigne la fonction flux de (6) et w(.;vy,vg) la solution exacte du probleme de
Riemann pour le systeme (6). Le pas de temps At est restreint a la condition CFL suivante :

2 max [y < 5. )
pour tous les états v en considération, et ot A\; désignent les valeurs propres de la jaco-
bienne du flux f.

Lors du second pas (t"t1= — ¢"*1:7) Popérateur du second ordre est pris en compte.

Le systeme suivant est alors approché:
at/) =0,
Orpu = Oy ((p1 + p2)0zu),
0
2

OpE = 0y((11 + p2)udyu),
a1tp52 = _%(axu)27

12



n+1,=

avec pour donnée initiale I’approximation v; issue du premier pas. Les formules d’ap-

proximation suivantes sont proposées:

fH—l,— — n—i—l,:
n+1,— n+1l,= n+1,—
(pu)i ™ = (pu)i ™ + At (( + p2)0pwt);
n+1,— n+l,= n+1,—
(pE)I™T = (pE)ITT + At (1 + po)udsu);
—_—nt1,—
(s = (s = A O
2 7

ol les opérateurs de discrétisation de la diffusion trouvent les formules suivantes:

n+1,— _ U1+ e

O ((p1 + p2)Ozut) (M"uiyy — 2M"u; + M™u;),

Ax?
n+1,— + n n n
Ol + p)ude; = BB (M) = 20MM0,)? 4 (M)’ s)
_— 1, —
H2 ’ H2 n n, \2 n n 2
—(0pu)? = ————— (M"ujpy — M"™u;)" + (M"uy — M"u;—1)7),
T Z, Ty A2 ( )
avec M"u; = (u?“’* + u?“’:) /2. La discrétisation suivante est adoptée pour la tempé-

rature:

1 N ) )
15 (Tl,’ (82)?“’ ) , si (52)?“’ = (52)?“’ :

Les fonctions viscosités pq et us ont, ici, été supposées constantes. L’extension a des
viscosités variables ne souleve pas de difficulté majeure.

Notons qu’a la fin du second pas, les propriétés de stabilité imposées a la fin du
premier pas (inégalités d’entropie et principe du maximum sur entropie spécifique) sont
préservées.

Cette formulation & deux pas constitue le schéma par projection L2 Les résultats
numériques obtenus avec ce schéma se sont révélés tres décevants et un troisieme pas
correctif a donc été ajouté.

L’étape de projection nonlinéaire (t"*%~ — ") a pour objectif de forcer le bilan
d’entropie (5) au niveau discret. Au cours de ce pas, les variables conservatives sont
préservées :

P = T ()i = (T, (0B = (B

13



Classical Scheme L2 Projection Scheme Nonlinear Projection
Scheme

exact solution
——=—— 100 points
——=—— 500 points
———— 1000 points
——e—— 2000 points

Pressure 1

Pressure 2

Fic. 1 — Comparaison entre un schéma classique, un schéma par projection L? et un
schéma par projection nonlinéaire lors de l’approximation de couche de choc.

Concernant la variable (ps;)? ", elle est solution de 1'équation suivante:

ol n n At n n
pTh <{P51}(V¢ ) = (ps1)i + A—x{{pslu}i—i—lﬂ - {pslu}i—1/2}> — (10)

1 " . At n n
Ty, ((pSQ)iH — (psa)! + A—x{{Pé’zU}iH/z - {032U}¢—1/2}> =0,

ol {psgu};ﬂrl est la fonction flux numérique pour la variable ps, issue du premier pas et
2
{pslu};ﬁrl est le flux d’entropie numérique issu, également, de la premiere étape. Il est
2

possible d’établir I'existence et I'unicité de (ps,)™**! solution de (10).

Le schéma par projection nonlinéaire, constitué des trois pas, préserve toutes les pro-
priétés de stabilité satisfaites lors du premier pas: inégalités d’entropie et principe du
maximum sur ’entropie spécifique.

Pour illustrer la méthode, la figure 1 présente les résultats obtenus avec les schémas
par projection L? et par projection nonlinéaire. Notons que les solutions numériques ont
été comparées a la solution exacte obtenue par I'intégration numérique des solutions onde
progressive de (1).

14



2.2 Application a un écoulement multi-fluide [8]

Le modele multi-entropie (1) est a présent étendu pour la simulation d’écoulements
multi-fluides. Suivant [26, 28, 77, 78, 25, 81], travaux dédiés a la simulation de tels
écoulements, on note n, le nombre de constituants dans I’écoulement. A chaque com-
posant est associée une densité partielle p;, une fraction volumique spécifique v;, une
fraction massique Y; vérifiant ) ;Y; = 1. L’énergie interne de chaque composant est
notée e; := e;(vj,p;) ol p; est la pression du constituant j. On note yu; la viscosité de
chaque composant et on pose

Tp
=Y, et p=>
j=1

On introduit alors le modele suivant :

0Y; + u0,Y; =0,

Op + Ozpu =0, (11)
Oy(pu) + Ox(pu® + p) = 0u(ndsu),

di(pje;) + Ou(pjeju) + piOou = i;(9pu)®, 1< j <y,

oup= Zj p; et ou la densité totale est définie par 1/p = > ; Yjv;. Chaque composant est
supposé vérifier une loi de gaz parfait, de sorte qu'une entropie spécifique s; = log(p¥ /p;)
puisse étre obtenue pour chaque gaz avec v, le coefficient adiabatique du gaz j. Le systeme
(11) peut alors se réécrire sous la forme suivante :

( atp)/] + a$p}/;u - Oa

Oip + Orpu = 0,

O E + 0.(F + p)u = 0y (pud,u),

% {Owpsj + Ovpsjut — % {050, + Oupsn,uf =0, 1<j<my—1,

\

ou E = pu®/2+ 3. pje; désigne I'énergie totale. Notons également que I'entropie s, est
une fonction des autres variables et trouve la définition suivante:

Y, — 1 W N
Sp, = —log | E—p— — e % .
pre 2 ; v —1

Les parametres 3; sont alors définis par 3; = p;/ > i -

On reconnait immédiatement dans le systeme (12), un modele multi-entropie de la
forme (1) complété par des lois de conservation gouvernant Y;. En conséquence, un schéma
par projection nonlinéaire est adopté pour I'approximation des solutions du systeme (12).

Une des originalités de ce modele réside dans la possibilité de choisir arbitrairement les
fonctions viscosités afin d’obtenir une caractérisation adéquate de l'interface entre deux
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fluides. A titre d’exemple, dans la simulation bifluide présentée ci-apres, le choix suivant
a été adopté:

i = (Y515)™ i,
ot m; > 0 est une constante fixée et fi; > 0 reste a déterminer (par exemple une constante
proche de la viscosité physique du gaz considéré).

Ce modele a été utilisé pour réaliser une simulation d’interaction choc-bulle proposé
par Quirk-Karni [102]. Un choc se propage initialement dans un gaz de densité p = 1,
puis percute une bulle de réfrigérant R22 dont la densité est p = 3.154. Les résultats
numériques obtenus, présentés dans la figure 2, sont en accord avec les expérimentations
physiques réalisées par Haas-Sturtevant [71].

densité fraction

U

(&

F1G. 2 — Densité et interface au cours de l'interaction entre un choc de vitesse 1.22 et une
bulle de gaz R22 [102]. Solution auz dates 4Tus et 94us.

2.3 Un écoulement multi-fluide turbulent [4]

Le modele multi-fluide précédent (11) est étendu pour des écoulements turbulents. Le
modele suivant est alors considéré :

( 0,Y; +u0,Y; =0,
Oip + Oxpu = 0,
O(pu) + 0u(pu® + p) = Ou (1t + i) Osu),
Oi(pje;) + Oz (pjeju) + pjOu = i;(0pu) + pje, 1 <j <mn,,
atpk + awpku + %pkazu - ,uT(azu)Q - PE,
Oype + Oppeu + 2C pedyu = Cy £y (Opu)? — C’zp%,

ot Cy et Cy sont des constantes du modele et p1, = C\,pk? /e désigne la viscosité turbulente
(voir Mohammadi-Pironneau [96]). Apres calcul, ce modele peut s’écrire sous la forme d’un
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modele multi-entropie en présence de termes sources:

( 0ipYj + OppYju =0,
Oip + Orpu = 0,
Oppu + Oy (pu® + p) = 0, (0, u),
OE + 0,(E + p)u = 0y (pud,u),

X |
2 {Dups; + Oupsjut — 2 {Oupsa, + Depsnyut =0, 1< <mp—1,
m{atpsfr + awpsTu} - an“T%{atpsnp + asznpU} - ’IE_L/('U'”P o ”P/VLT)
| 005+ 0,952 = (Cy — Ci)ph™ T,
2pk

ou l'entropie turbulente s, trouve la définition suivante: s, = 5T

On reconnait une fois encore le modele multi-entropie (1) mais cette fois en présence
de termes sources. Le schéma par projection non linéaire est appliqué et complété par une
discrétisation explicite standard des termes sources.

Afin d’illustrer la méthode, une instabilité de Richtmeyer-Meshkov a été simulée. In-
itialement, deux fluides sont séparés par une interface présentant une petite oscillation.
Cette interface est ensuite perturbée par une onde de choc. Les résultats numériques sont
présentés dans la figure 3. La comparaison entre le modele laminaire et le modele turbulent
montre que le développement de I'instabilité est plus rapide en présence de turbulence.

Laminaire Turbulent

Fi1G. 3 — Influence de la turbulence sur le comportement d’une instabilité de Richtmeyer-
Meshkov. Solutions auz dates t = 1.05ms et t = 2.33 ms.

2.4 Application a un modele de combustion [3]

Ce travail a été réalisé dans le cadre du Post-doc de D. Reignier (financement CEA).
Dans cette étude, un écoulement turbulent réactif (voir Baurle-Girimayji [33]) est consi-
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déré. Avec des notations standards, le modele est gouverné par le systeme suivant :
Opu + 0y (pu® + p + 2pk) = 0, (1 + pr)Opur),
O E + 0.(E + p+ 2pk)u = 0,((1 + pr)udyu), (13)
8t10k + a:cpku + %pka:vu = MT(a:vu)27
Oype + Oypeu + 2Capedyu = Ca - (0pu)?,
(9tpk;h -+ avpkhu = 8$(é—;8xkh) + 2g—;(8xp*)2,
ipQ + 0z pQu = 0,(pD:0,Q) + QQ_; Z1§j§N(aij)27

ou la pression vérifie une loi de gaz parfait

(14)

2

p=(-1) <E—p%—pk‘>, ve (1.3,

et ou la définition p* = p + % pk a été considérée. Les quantités C; désignent les fractions
massiques de chaque constituant tandis que k;, désigne la variance de ’enthalpie et @) la
variance de fraction massique. Ici, notons qu’aucun terme source n’a été pris en compte;
termes sources relatifs a la turbulence mais aussi a la combustion (voir Baurle-Girimaji
[33] pour de plus amples détails sur les modeles de PDF). Dans la continuité des sections
précédentes, notre objectif est ici de proposer une méthode d’approximation capable de
prendre en compte 'opérateur parabolique sans avoir recours a un maillage fin.

Afin de proposer un schéma de discrétisation adéquat, il est important de noter que le
systeme (13) est indépendant du systeme (14). De plus, le systéme (13) entre clairement
dans le cadre du modele multi-entropie (voir les sections précédentes). En conséquence,
une méthode par projection nonlinéaire est adoptée pour la discrétisation de (13).

Concernant le systeme (14), seuls les termes de production (9,p*)? et (9,C;)?* soulévent
une réelle difficulté d’approximation. Les termes modélisant le transport sont discrétisés
par une méthode volume fini de Godunov, au méme titre que 'opérateur hyperbolique
extrait de (13). Dans un premier temps, on remarque l'identité suivante :

0.0 =——1I(g C—Jz+a G — 8,((pD + pDy)C;0,C;)
x]—pD+th tp2 :6102 z\\P pLt gVxj .

Cette identité établit clairement que la diffusion de @) est directement issue de la produc-
tion d’entropie ,()C'j2 /2. Nous pouvons alors écrire

(pD + pDy) {0ipQ + 0upQu — 0, (pDy0, Q) } +

A e
QS—ct E 8tp7 + &Cp?u — 0:((pD + pDy)C;0,C;) » =0, (15)
1<G<N

identité en étroite corrélation avec (5). La méthode par projection nonlinéaire est alors
aisément étendue pour discrétiser (15) ou la forme discrete des opérateurs de diffusion
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trouve une formule similaire a celle proposée dans (8). Dans un second temps, nous notons
une relation formelle de proportionnalité, valide dans les couches de choc, entre (0,p*)?,
taux de production de ky,, et (9,u)?, taux de production d’entropie. En effet, il est possible
d’établir I'existence d’une fonction © des inconnues telle que, dans une couche de choc,
la relation suivante soit satisfaite:

(0ap")* = O(W)(0su),

Pl p p

= O(w)

Cette derniere identité permet de proposer une formule de discrétisation adéquate pour
(0,p*)? en invoquant les mémes arguments que ceux utilisés pour discrétiser (9,C})>.

2.5 Solutions multiples pour des modéles de turbulence [13]

Ce travail a été réalisé pendant la these de doctorat de 'auteur.

Cette étude, concernant le modele multi-entropie, porte sur le comportement des so-
lutions onde progressive lorsque les termes sources du modele sont pris en compte. Le
modele ici considéré s’écrit :

Op + Orpu = 0, reR, t>0,
Oepu + Oy (pu? + p1 + p2) = 0s ((1a(p, T1) + p2(p, T2)) Ost)

Op1 + Oupru + (’Yl — 1)p1<9xu = (’Yl - 1),“1(,07 Tl) (896“)2 + (’Yl - 1)P€(T2)v
Bpa + Oupatt + (Yo — D)padyu = (o — Dpaa(p, To) (8pu)? — (72 — 1) pe(Tn).

(17)

Les températures vérifient p; = (7; — 1)pT; ou les coefficients adiabatiques satisfont 1 <
Y1 < 2. Le terme source doit satisfaire

€(Ty) > 0 pour tout Tp, > 0 avec lim+ (1) =0,
T>—0
d (18)
e € CH(RT,RT) avec lim —¢(Th) =0.
( ) Ty—0+ dT5 (T2)
Le role de ce terme source est de relaxer la pression p, vers 0. Sur ces considérations,
I’espace des phases suivant est introduit :

Q= {w="(p,pu,p1,p2) €R*/p>0,pu € R,p1 > 0,p > 0}.

De plus, les viscosités sont supposées vérifier p; + po > 0.

Notons des a présent que ce modele entre dans le cadre des modeles de turbulence a
une équation de transport ou p; désigne la viscosité laminaire et s la viscosité turbulente.
On retrouve alors les modeles dits de longueur de mélange (cf. Mohammadi-Pironneau
[96], Hirsh [74]) des que la température Ty coincide avec 1'énergie cinétique turbulente k
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pour v, = 5/3. Le terme source de relaxation trouve alors la forme suivante : e(k) = Lk%/2,
L > 0, qui désigne le taux de dissipation de k.

Dans cette étude, la viscosité u; est supposée réguliere et appartenir a C1(Rf xR*, RT).
En général, les viscosités o préconisées par la physique ne vérifient pas une telle propriété
de régularité mais satisfont la limite suivante :

Jimm, t2(p,y) = 0. (19)

Les choix de viscosité s proposés dans la littérature sont différentiables sur R} x R}
mais pas pour y = 0. Pour o € [%, 1) fixé, ps admet un comportement en O(y*) pour
y > 0 assez petit. Si la régularité de s ne peut pas étre satisfaite au voisinage de y = 0,
(o vérifie les trois propriétés suivantes:

im 2208 a0 pso, (20)

y—0t Yy~

(p,2) € (0,400) x [0,400) — P(p, z) = ,ug(p,zﬁ) € R est Lipschitz continue, (21)

(p,2) € (0, +00) X [0, +00) — W(p, 2) = “262")  RF est Lipschitz continue.  (22)

z1l-«

Sous ces hypotheses satisfaites par s, le terme de relaxation est supposé vérifier :

e(y) >0 pour tout y >0 avec lim ) =0,
y~>0+ ya (23)

y € Rt — ) € R est Lipschitz continue.

e

Nous nous intéressons a présent aux solutions onde progressive qui sont, rappelons le, des
solutions régulieres dans C*(R x R*, Q) de la forme w(z,t) = w(z — ot) avec 0 € R et
qui vérifient

lim w(¢) =vy, lim w() =vg, ¢=x-—oat,
S, S (24)
lim w'(§) = lim w"(§) =0,

£—*oo §—to0

avec w, et wg dans Q. Il est important de souligner que la condition (24) ne peut étre
satisfaite que si les termes sources s’annulent aux infinis, ce qui revient a imposer (p2)r = 0
et (p2)r = 0. Le résultat suivant est alors établi

Theorem 2.1. Soit w;, € Q avec (p2)r, = 0. Soit 0 € R la vitesse de propagation de
l’onde progressive, supposée vérifer la condition de Lax:

71 (p1)L
PL

Uy — > 0.

20



i) Supposons que les viscosités py et s appartiennent a C*(RS x R, RT) et que le terme
de relazation €(Ty) verife (18). Alors il existe une unique solution onde progressive (définie
a une translation prés) qui connecte wi, a un état wg € 0 avec (pa)g = 0.

i) Supposons que seule la viscosité py soit dans CY(R} x RY RT) tandis que po vérifie
(19)-(22), et supposons que €(T3) vérifie (23). Alors il existe une infinité de solutions onde
progressive qui connectent wy, a un etat wg € 0 avec (pa)r = 0.

A titre d’exemple, le choix le plus usuellement considéré, ps(p,y) = pr%, satisfait
(19)-(22) pour a = 1. Le taux de dissipation de la turbulence donné par €(T3) = Ly*?,
vérifie (23) avec, une fois encore, a = % En conséquence, ce modele standard admet une
infinité de solutions onde progressive.
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3 Quelques applications des schémas de relaxation
5, 7,9, 16, 22, 24]

Les schémas de relaxation sont des méthodes numériques récentes qui ont été intro-
duites sous cette terminologie par Jin-Xin [76]. Cependant, il ne faut pas omettre certains
articles antérieurs invoquant des idées similaires (Suliciu [113, 114] par exemple).

Motivé par les travaux de Liu [94] et Chen-Levermore-Liu [50], I'idée de base de la con-
struction des ces schémas repose sur 'introduction d’un systeme d’équations aux dérivées
partielles adéquat avec perturbation singuliere: le modele de relaxation. Les solutions de
ce modele doivent approcher, dans un sens a préciser, les solutions du systeme de lois de
conservation initial, souvent appelé systéme a [’équilibre. Le lecteur est renvoyé a Aregba-
Natalini [30] et Natalini [97] ou une analyse de ce probleme est proposée dans le cas des
équations scalaires.

Le choix du modele de relaxation est particulierement important puisque de celui-ci
dépendent la précision, la robustesse et la stabilité de la méthode (cf. Jin-Xin [76], Bou-
chut [37], Coquel-Perthame [57]). Certains choix de modeles de relaxation permettent de
retrouver des méthodes volume fini plus standard telles que le schéma de Lax-Friedrichs
ou encore le schéma HLLC (voir Bouchut [37] ou les correspondances entre les schémas de
relaxation et d’autres méthodes sont proposées). Notons que la connaissance du modele
de relaxation sous-jacent a un schéma numérique s’avere tres utile pour établir des pro-
priétés de stabilité telles que la préservation numérique de I'invariance de I'espace des états
admissibles ou encore pour établir des inégalités discretes d’entropie. Pour les équations
d’Euler 3 x 3, Bouchut [36] puis Chalons [52], avec des extension au modéle multi-entropie,
établissent des propriétés de stabilité en invoquant deux approches distinctes. Ces résultats
sont ici étendus a d’autres modeles.

3.1 Le modeéle aux 10 moments [9, 16]

La note [16] est une annonce de [9].

Lorsque I'équilibre cinétique local n’est plus vérifié, les équations d’Euler ne sont pas
valides et d’autres alternatives doivent étre proposées. Récemment, Levermore [92] a
développé une hiérarchie de modeles aux moments. Le modele le plus simple de cette
hiérarchie correspond, bien entendu, aux équations d’Euler. Un second modele, formé
de dix équations, a ensuite été étudié par Levermore-Morokoff [93]: le modéle aux 10
moments.

Ecrit en une dimension d’espace, le modele aux 10 moments est gouverné par le systeme
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suivant :

(Oip+ Ou(pur) =0, t>0, x €R,

O (pur) + Ou(pui +pn) = 0,

Oi(pua) + Ox(purug + p12) = 0,

OBy + 0x((Evy + piy)ur) = 0, (25)
OrEay + 0r(Eauy + piaug) = 0,

1
Ot Erg + 0y (Erouy + = (priug + piaus)) = 0,

\ 2
ol les équations d’état s’écrivent
1 1 .
E;; = 5 PUil; + 5Pis 1<i<y <2

Dans un souci de simplicité et avec des notations claires, la forme condensée suivante est
introduite :

atW + (%f(w) =0,
W= t(Py put, pug, E11, Egg, Ers).

ou w € {2 avec
Q= {W eR% p>0, (ur,up) € R, p1y >0, ppss — piy > O} :

Le systeme qui nous motive ici est hyperbolique sur €. De plus, les solutions faibles de
(25) vérifient les inégalités d’entropie suivantes:

OpF(ns) + OppF(Ins)u; =0, s:=s(w)= %’
2
dpG(Ino) + d,pG(Inclu; =0, o :=o(w) = %,

ou les fonctions F,G : R — R vérifient

F'(y)

1
F 0, S WyeR,
= (f((y)) <13 e (26)
/ Yy
- R
g(y) <07 g,(y) < 47 Vye )

afin de satisfaire la convexité des applications w — pF(lns(w)) et w — pG(Ino(w)).

En développant un schéma de relaxation, nous proposons une méthode numérique
robuste (qui préserve l'invariance de 2) et stable (qui vérifie 'ensemble des inégalités
discretes d’entropie). Un modele de relaxation est alors considéré ou les deux pressions a
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I’équilibre, p11 et pio, sont approchées par deux nouvelles variables 71 et w5 destinées a
étre relaxées vers les pressions a 1’équilibre. Le modele de relaxation qui nous motive ici
s’écrit de la fagon suivante:

(Op+ Ox(pur) =0, t>0, v €R,

O (pu) + 0y (pus 4 m11) = 0,

Oy (puz) + Ox(pusug + m2) = 0,

OBy + 0, (B + min)uy) = 0,

Or By 4 0y (Eapuy + miauy) = 0, (27)

1
OrEhg + 0y (Erouy + 5(7T11U2 + mouy)) = 0,

Oipmin + Op(pmiius + a®up) = pp(pry — m11),
L Orpmia + O (pmious + G2U2) = up(p12 — m12),

ol le parametre de relaxation a > 0 est assujetti a vérifier la condition sous-caractéristique

de Whitham [121]

2
a
? > 3])11. (28)

Formellement, notons que pour g qui tend vers Uinfini, le systeme (27) permet de re-
trouver le systeme a 1’équilibre (25). En effet, dans la limite de p vers l'infini, nous avons
formellement 711 = p11 et T2 = p1o. En conséquence, les lois de conservation des moments
(puy et pus) ainsi que les lois de conservation des énergies (E11, Fas et Ejs) du modele de
relaxation (27) redonnent celles constituant le systeme a 1'équilibre (25).

Avec des notations claires, nous introduisons la forme condensée suivante pour le
systeme (27):

{ W + 0,F (W) = uR(W), (29)

W = t(Pa pus, pus, Ery, Eag, g, pmi1, pmi2),

ot W appartient a V = {W € R% p > 0}.

Le schéma de relaxation qui va suivre repose essentiellement sur une propriété de
linéaire dégénérescence de tous les champs du systeme (27). Ceci rend la résolution du
probleme de Riemann associé a (27) aisée.

Lemma 3.1. Avec a > 0 et u = 0, le systéme du premier ordre extrait de (27) est
hyperbolique avec pour valeur propre \y = uy — a/p, Ao = uy et A3 = uy +a/p. Il n’admet
que des champs linéairement dégénérés. De plus, si a vérifie

a a
u ) — — < ul < (u)p+—,
(u1)r PR (w1)r e

o (u)p+(w)r | (mu)r — (mu)r
= 2 + 2 !

(30)
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ot Wi et Wg sont des états constants de V définissant la donnée initiale d’un probléme
de Riemann :

| Wi st x <0,
Wo(z) = { Wgr  siz>0, (31)
alors la solution de (27)-(31) avec pn = 0 est donnée par
W, St % < )\1(WL),
. W1 S1 )\1(WL) < % < )\g(Wl),
WED =9 W, si MW < £ < 2y(Wh), (32)
Wr st )\3(WR) < %,

0t \y(W1) = Xo(Wy) = uf. Pour 1 <i < j <2, nous introduisons

ot — (wi)r + (wi)r n (m4)r — (ma)r

i 2 2a 7
. (M) + (ma)r . @
T = 5 + 5((U1>L - (ui)R)a
i _ Ll w11 (wr—w
p L a 7 P2 PR a
E U; L(u‘)L 1 * %
@1. = ( o 5 J T 52 ((7T1i)L(7r1j)L - 7T1z'7T1j) 5
E R(u')R 1 * %
( e — 5 ! T 52 ((Wli)R(le)R - 7T1i7r1j) ;
: wrus
EL=p'—2 tplel, E}=p—2L+)p%.

2 2
Les états constants W1 et Wo dans V trouvent alors la définition suivante :

W, = t(ﬂiapiuipiuga Eila E;Q,Eﬁ,piwﬁ,piwﬁ), 1<e<2.

Fort du modele de relaxation, la méthode numérique est, a présent, brievement décrite
sur un maillage uniforme de pas de maille Az. A la date t", on suppose connue une ap-
proximation w” de la solution de (25). Cette approximation est constante par morceaux:

wh(z, t") = wi' =" (p, (pu1)}, (pua)?, (Bn)Y, (Fa2)t, (E12)?)

pour tout = € (x,_ 1,21 1). Afin de faire évoluer en temps cette approximation, une

méthode a deux pas est considérée.
Evolution : t* — ¢"th—
Pour 0 < ¢t < At, le probleme de Cauchy pour (27) avec u = 0, est résolu avec la donnée
initiale a 1’équilibre suivante :
Wh(z, t") = WP
="(p}, (pw)}'s (pua)i, (En)7, (Ba2)7s (Br2)is (o)}, (pmi2)})
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ou (m11); = (p11)f et (m2)f = (p12)7-
Sous la condition CFL

At n 1
A—$max(|)\i(wh($7t ))|) < 9 (33)

ou (A;)1<i<s désigne les valeurs propres définies dans le lemme 3.1, la solution W 4 la
date t" 4+ At est constituée de la juxtaposition sans interaction de la solution des probléemes
de Riemann posés a chaque interface x,, 1. En vertu du lemme 3.1, la solution de chacun
des problemes de Riemann mis en jeu est analytiquement connue. Sur chaque interface
i, 1, le parametre a;, 1 est choisi afin de satisfaire la condition de Whitham (28) et la
condition d’ordre (30) avec Wi, = W et Wr = W7, ;. On pose alors

Wn-"_l?_ - 1 mi“r%
i = —
Ax z,_

2

Wh(z,t" + At)dz.

Relaxation : "5~ — ¢+l
Le vecteur W?H’_ est projeté sur la variété d’équilibre {W € V;IIy; = py1, 1o = pia}.
Ceci revient a résoudre

W = uR(W),

1.— e e N . . . N
avec WZM '~ pour donnée initiale, puis a faire tendre p vers 'infini. Apres calcul, on en
déduit aisément la mise a jour suivante du vecteur des états:

W () = (o (o)1 ()

(B, (Bl (B ), o (g i)

(2 (2

avec (mi1)i " = (pu)i ™ et ()i = (pr2)i

Le schéma de relaxation peut se résumer de la facon suivante :

At
with = wy (fﬂl - f-”,;) )
T3 =3

i i A—J’;l (34)
f;:_% = Fai+l <W ($i+%>tn + At)) ‘[p,pul,pU2,E11,E22,E12]'
2

Notons qu'il s’agit, ici, d'un schéma conservatif a 3 points. En effet, par définition de W*,
le vecteur W"(z,,1,1" + At) ne dépend que de W7 et W2, . Or W défini un état a
I’équilibre qui ne dépend que de w}'.

Il est alors possible d’établir un résultat de stabilité pour ce schéma:

Theorem 3.2. Considérons le schéma de relazation (34) avec la condition CFL (33).
Supposons la condition sous-caractéristique de Whitham (28) et la condition d’ordre (30)
satisfaites.
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i) Si w € Q pour tout i € Z alors w'' € Q pour tout i € Z.
ii) Pour toutes fonctions F et G vérifiant (26), les inégalités d’entropie suivantes sont
satisfaites :

IN

At
pIHF (st = ot F(In o) + 2 ({pFnshu}yy — (pF(ns)ui}ly ) <0,

A
PG ol ™) — piG(ino?) + - ({pGMm o)}y — {(pGm o)}y ) <0,
avec

g — (pn)? o — (pn)?(pm)? - ((plz)?)z_

(e (pi)*

Les flux numériques d’entropie sont définis par

f‘l n = f n 1 X "
{p (ns)ul}H% (P)H—g {f(lns?H) sinon,

) { G(nop)  si (£)7 >0,
4]

L1 .
3 G(lno?, ) sinon,

F(lns?)  si(£,)" . >0,

(6o}, =

ou (£,)7 1 désigne la premicre composante du flux numérique de (34).
2
ii) Le principe du minimum suivant est vérifié (cf. Tadmor [115]):

n n+1

n+1 : n o .n : n n o n
s, " > min (si_l, s; 7Si+1) , o0, >min (Ui—b o; ,0'2-_,’_1) ,

3.2 La dynamique des gaz sans pression [7]

Ce travail a été réalisé¢ dans le cadre du Post-doc de M. Breuss (financement DFG).

Le schéma de relaxation est, a présent, appliqué a un systeme faiblement hyperbolique :
la dynamique des gaz sans pression (voir Bouchut et al. [38, 41, 42]). En une dimension
d’espace, ce modele est gouverné par le systeme suivant :

{ Oip + Oppu = 0,

Orpu + O, pu’ = 0, (35)

avec p > 0 et u € R. Soulignons que le systeme (35) n’est que faiblement hyperbolique
puisqu’il admet v pour valeur propre double mais qu’il n’existe pas de base de diagona-
lisation dans R. En conséquence, les solutions naturelles de (35) ne sont pas L?-stable
[38, 41, 42, 110]. Un tel systeme est utilisé dans certains modeles de plasma [39] ou dans
certains modeles de cosmologie [122].

Un schéma de relaxation est proposé afin d’approcher les solutions faibles de (35). En
accord avec la solution exacte, il est établi un principe du maximum ainsi qu’'une propriété
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TVD satisfaits par 'approximation de la vitesse. Des inégalités discretes d’entropie sont
également données. Notons qu'une attention particuliere doit étre portée dans I'approxi-
mation du vide, solution naturelle de (35) (voir, par exemple, Bouchut et al. [38, 41, 42]
ou encore Chen-Liu [51]).

Le modele de relaxation suivant est proposé :

atp + axl)u = 07
Orpu + O (pu? + 11) = 0, (36)
OypIl + 0, (plu + a*u) = —pupll.

Pour i = 0, le systeme (36) est hyperbolique sur
V={W = (p, pu, pIll) €R®*; p> 0, u € R, I € R}.

Ses valeurs propres sont \y = u—a/p, Ay = u et A\3 = u—a/p et elles sont toutes associées
a des champs linéairement dégénérés.

Dans ce modele, il est important de noter que la condition sous-caractéristique de
Whitham s’écrit: a > 0. Cependant, elle n’est pas suffisante pour assurer I’ensemble des
propriétés de stabilité requises.

Sur un maillage uniforme de taille Az, en posant w}* = (pF, (pu)?), le schéma de
relaxation trouve la forme suivante:

(37)

ou Fa,+1 est la fonction flux du systeme (36) avec un parametre de relaxation a, 11 Le

2
vecteur W (z,, 1"+ At) est alors la solution du probleme de Riemann pour (36) avec

i = 0 et ou les états gauche et droit de la donnée initiale sont fixés par les états a
I'équilibre W' et W7, avec W' = (pZ, (pu), II = 0) pour tout i € Z.
Le pas de temps est restreint par la condition CFL

AN ;1 1
= max (|u’;| + *2) <3 (38)

Ax iez n

(2

Soulignons que la solution de (36), avec u = 0, pour le probleme de Riemann suivant :

(W, ifz <0,
WO(”“")_{WR if 2 >0,

ou Wy et Wg sont a I'équilibre, i.e. [I;, = IIg = 0, est connue des que le parametre de
relaxation vérifie

ur —UR UL—UR> (39)

> max ( 0
a mX(vpL 9 » PR 9
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En effet, puisque tous les champs de (36) sont linéairement dégénérés, la solution du
probleme de Riemann est aisément obtenue.

De plus, sous cette restriction (39), la densité p reste positive en tout point de la
solution du probleme de Riemann des que p; > 0 et pgr > 0. Le résultat de stabilité

suivant peut alors étre établi:

Theorem 3.3. On considére le schéma de relazation (37) ot le paramétre de relaxation
iyl défini sur chaque interface Tifl, vérifie (39). Sous la condition CFL (38), la vitesse
(ul)iez vérifie les propriétés suivantes :

i) un principe du maximum

n

n+1 n n
u ™ < max(ug ), uy, Uz‘+1)>

ii) la décroissance de la variation totale de la vitesse :

TV(u") < TV (u),
ii1) des inégalités discrétes d’entropie

S(u™) = S(up) N Uluy,uiy) — Uluy, uft) <0,
At Ax

pour toute fonction convexe S, ot U(.,.) désigne la fonction flur d’entropie numérique.

Concernant le traitement des solutions en présence du vide, solution naturelle de (35),
la principale difficulté est relative au pas de temps At qui ne doit pas tendre vers 0 comme
semble l'indiquer la condition CFL (38). Il est clair quun choix adéquat du parametre a
permet de lever cette difficulté. C’est en substance le résultat suivant :

Theorem 3.4. Considérons le schéma de relaxation (37) sous la condition CFL (38).
Supposons que iy 1 vérifie

U — U
(3 K3 n 7 N n n
@iq 1 > 5 max(p; 7Pi+1) St U 2 Uiy,
) 1 . , n n
0 < @a;;1 <min (e, 5 min(p;, pis1)(C + u; — uirq) ST Uy < Uiy

Si pi > 0 pour tout i € Z alors p?“ > 0 pour tout i € Z. De plus, [’estimation suivante

est obtenue :
a;, 1
n l+§
Uip + —; <

max (

En conséquence, At ne tend pas vers zéro lorsque la densité tend vers zéro.

n n
Uy + Uiy

1
—TV(u").
5 +2 V(u”)

30



Cette méthode numérique a été adoptée pour réaliser une simulation 2D sur un mail-
lage cartésien. Cette simulation est réalisée sur un domaine carré borné avec conditions
aux limites périodiques. Elle est directement issue de la simulation des grandes échelles de

I'univers [122]. Elle repose sur I'approximation numérique de 'extension 2D du systeme
(35):

Op + 0x (pu) + 0y (p ) 0,
I (pu) + 0, (pu?) + 0y (puv) =
d (pv) + 0, (puy)+0 (pv?) =

La donnée initiale est bien préparée ot p° est donnée par un champ gaussien (voir figure 4)
et le vecteur vitesse initial est solution de

u=—0,0, v= _8y¢7 Ag = 4HG(p - Pb) sur €2,

avec G > 0 une constante et p, = fQ p dxdy. La solution numérique obtenue pour un
temps long est donnée figure 4 et montre ’évolution des grandes structures.

Fi1G. 4 — Distribution initiale de la densité et évolution en grand temps.

3.3 Ecoulements pétroliers [5]
Ce travail a été réalisé dans le cadre de la these de doctorat de M. Baudin (financement
IFP).

La simulation de certains écoulements pétroliers en pipeline souléve de larges difficultés
numériques en raison de la complexité du mélange mis en jeu (pétrole-eau-gaz). Le modele
ici considéré, le Drift-flux model, est caractérisé par une seule pression et une seule équation
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de conservation de la quantité de mouvement. En posant p la densité du mélange, pv la
quantité de mouvement totale du mélange et Y € [0, 1] la fraction massique, le modele
est gouverné par le systeme de loi de conservation suivant :

8tp + apr = 0,
Orpv + O (pv? + P(w)) =0

: (40)
OpY + 0x(pYv —a(w)) =0,

ou w = (p, pv, pY') désigne le vecteur des inconnues défini sur I'espace des phases :
Q={weR)p>0,0eR,Y €0,1]}.

Une des originalités de ce modele réside dans le choix de la pression P(w) et de la
fonction o(w). En effet, le choix de ces deux fonctions permet de prendre en compte le com-
portement hydrodynamique de 1'écoulement [123]|. Cependant, la forme trés nonlinéaire
du systeme (40) résulte des fonctions P et o. Entre autre, il n’est pas possible d’établir
I’hyperbolicité du systeme, ni d’exhiber des couples d’entropie (cf. Benzoni-Gavache [35])
sauf sous des hypotheses restrictives qui sont hors de notre propos.

Comme conséquences immédiates de ces différentes remarques, la dérivation d’une
méthode numérique s’avere particulierement délicate. Elle peut devenir tres coliteuse en
raison de la technicité nécessaire pour déterminer la jacobienne du flux (voir Faille-Heintzé
[61], Flatten-Munkejord [62]) ce qui, dans le cas présent, écarte les solveurs de Riemann
plus classiques (cf. Godlewski-Raviart [67], Toro [116], Gallouét-Masella [65]). Afin de
pallier ces difficultés, un schéma de relaxation est proposé. Notons des a présent que ces
difficultés se répercutent quant a ’établissement de la condition sous-caractéristique de
Whitham. Le modele de relaxation suivant est considéré :

atp + axpv = Oa

Oypv + Oy (pv? + 1I) = 0,

Oypll + 0, (pIlv + a®v) = pp(P(w) — 1), (41)
OpY + 0, (pYv — %) =0,

OpE + 0,(pXv = b?Y) = pp(o(w) — ),

oua > 0 et b > 0 sont des parametres de relaxation. Ce systeme, avec u = 0, est
hyperbolique sur I'espace des états

YV =1{W = (p, pv, pIL, pY, p¥) € R*: p > 0,0 € R, T € R, Y €[0,1], % € R}.

I1 admet les valeurs propres v, v £ a/p et v & b/p qui sont toutes associées a des champs
linéairement dégénérés, propriété qui assure une résolution aisée du probleme de Riemann
associé.

Pour établir des conditions de type Whitham, satisfaites par le couple de parametres
(a,b), une étude utilisant le développement formel de Chapmann-Enskog est ici proposée.
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Les conditions de stabilité devant étre satisfaites par (a,b) peuvent étre obtenues de
différentes facons. En particulier, dans Chen-Levermore-Liu [50], les entropies de Lax
sont considérées. Cependant, de telles entropies ne peuvent pas étre obtenues, en général,
pour le systeme (40).

Dans un voisinage de 1’équilibre, le développement suivant est considéré :

= P(w) +p T+ O(u?),
Y=o(w)+u 'S+ 0(u?).
En introduisant ce développement dans (41), un calcul formel conduit a:
Ow -+ D,E(w) = 710, (D) (W), w), (42)

ou f coincide avec la fonction flux du systeme (40). Le couple (a,b) est alors choisi de
telle sorte que D,y ait toutes ses valeurs propres positives. En un sens a préciser, (42)
doit avoir une propriété de dissipation. Une condition suffisante assurant cette propriété
peut étre établie. Sans en donner ici la forme analytique, en raison de sa longueur, cette
condition sur (a, b) sera notée (C) dans la suite.

Un schéma de relaxation est a présent proposé sur la base du systéme (41). En notant
wi = (p', (pv)?, (pY )1, le schéma considéré trouve la forme abstraite (37). Sous la con-

dition CFL:
At Ayl b1
— max <|UZ" + %va + %\) <

Y

DO | —

Az i€z ! !

ot (a;, 1,biy %) désigne le couple de parametres de relaxation sur I'interface z;, 1, il est
possible d’établir les propriétés de stabilité suivante :
i) si p* > 0 pour tout i € Z alors p™ > 0 pour tout i € Z,
i) si Y;* € [0,1] pour tout i € Z alors Y;"™' € [0, 1] pour tout i € Z.

Ces propriétés sont obtenues des que le couple (a,b) vérifie, en plus de la condition
(C), les restrictions suivantes:

e = 2min(1/p}, 1/pf, ) ’

s WD) + pla RWI] L 1AW — Al O(W)|

3= 2 2 ’

avec < @1 >= (of — ¢ q)/2. La fonction ® : @ — R est la loi de fermeture hydro-

dynamique préconisée par la physique et vérifie o(w) = pY (1 — Y)®(w). Notons que la
positivité des densités partielles est obtenue par une extension naturelle des idées pro-
posées par Larrouturou [82].

Comparé a d’autres méthodes numériques [61, 62] approchant les solutions faibles de
(40), en plus de sa robustesse, le schéma de relaxation, ici proposé, jouit d'un tres faible
cout de calcul. Dans un contexte industriel, cette remarque est tout autant cruciale que
les propriétés de stabilité établies.
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3.4 Ecoulements multi-fluides [22, 24]

Ce travail a été réalisé dans le cadre de la these de doctorat de B. Braconnier (finance-
ment CEA).

Des systemes non conservatifs sont ici envisagés pour modéliser des écoulements com-
pressibles multi-fluides. Un des modeles étudiés est le modele de Baer-Nunziato [31].
Chaque composant est caractérisé par une fraction de vide ay, € (0, 1), une densité py > 0,
une vitesse u, € R et une pression pi(pr) > 0. Le modele est gouverné par le systeme
suivant :

8,50[1 + ulﬁxal = O, aq + g = ]_,

Oy p1 + Oy prug = 0,

Oy prug + Op(aypru? + aypy) — proyaq = 0, (43)
Oraiapa + Opiapauy = 0,

Oraapauiy + az(%ﬂﬂ% + agpa) + pr0.0q = 0,

ol uy et p; désignent respectivement la vitesse et la pression d’interface. Suivant [31],
nous imposons u; = uy et py = ps.

Ce systeme souleve deux difficultés majeures. En effet, (43) n’est pas inconditionnel-
lement hyperbolique. Lorsque a; = 0 ou u; = us + +/ph(p2)/p2, le systéme n’est plus
diagonalisable dans R. La seconde difficulté issue de ce systéeme est relative a sa forme
non conservative. Toutefois, il est possible de montrer que les produits non conservatifs
n’impliquent pas d’ambiguité (cf. Bouchut [37]).

Afin de proposer une méthode d’approximation adéquate, un schéma de relaxation est
adopté. Ce schéma repose sur un systeme de relaxation obtenu en substituant les pressions
pr par de nouvelles inconnues II; gouvernées par :

2
a

Ol + w0, 11y, + p_kaxuk: = p(pr — ).
k

Les parametres de relaxation a, doivent satisfaire la condition sous-caractéristique de
Whitham: ai > pep} (pr)-

Le systeme de relaxation est hyperbolique et tous ses champs sont linéairement dégé-
nérés. Le probleme de Riemann associé peut aisément étre résolu et ce, méme si le systeme
de relaxation ne trouve pas de formulation conservative. Une procédure standard (voir
les sections précédentes) permet la dérivation d’un schéma de relaxation pour lequel des
propriétés de robustesse peuvent étre assurées. Le schéma obtenu est, bien entendu, non
conservatif.

Dans sa these de doctorat, B. Braconnier étend cette approche a d’autres modeles
impliquant différents phénomenes physiques.
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4 Autres schémas [1, 14, 17]

Dans la présente section, nous nous intéressons a ’approximation numérique des so-
lutions de systemes hyperboliques par d’autres méthodes que les schémas de relaxation :
les schéma HLLC et VF-Roe. Ces schémas sont ici appliqués a des modeles physiques tres
distincts. En effet, le schéma HLLC est utilisé pour approcher les solutions d’un modele de
transfert radiatif en assurant un comportement asymptotique adéquat. Le schéma VF-Roe
est considéré pour approcher les solutions du modele de turbulence R;;.

4.1 Un schéma HLLC 2D pour le transfert radiatif [14, 17]

La note [17] est une annonce de [14].

Le transfert radiatif est un phénomene physique intervenant dans de nombreuses app-
lications telles que la fusion par confinement inertiel. Lors des simulations, ce phénomene
reste extrémement cotteux. Pour pallier une telle difficulté, Dubroca-Feugeas [59] ont
établi le modele M; qui est actuellement largement utilisé (par exemple, voir Turpault
[118, 119], Charrier et al. [49], Ripoll [104, 105], Buet-Cordier [44] ou encore Buet-Despres
[45, 46]). Ce modele est gouverné par le systeme d’EDP suivant :

WE+V -F=co(al* - E),
1OF+cV-P=-0F, (44)
o(p C,T) = —ca(aT4 — E),

ou £ > 0 désigne I'énergie, F = (F}, F,) le flux radiatif et T" la température. La vitesse de
la lumiere ¢ est constante tout comme p, C), et a. Le parametre o > 0 représente 'opacité.

La pression radiative est donnée par

1l _pEeF
P (G- X+ Bx - D ) B (45)
X =+ +z;ﬁ73ﬁ avee  f = c% (46)

Notons que ce modele est hyperbolique symétrisable et que les valeurs propres des jaco-
biennes dans chaque direction de la fonction flux sont analytiquement connues.

Ce modele, en plus de satisfaire la positivité de ’énergie, vérifie la limitation du flux:
—ckE < F <cF,
et la conservation de I’énergie totale :

O(E + pC,T) + V.F =0.
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Ce modele permet également de retrouver le régime de diffusion asymptotique (voir
Mihalas-Mihalas [95] ou Pomraming [101]). En effet, lorsque l'opacité devient suffisam-
ment grande, le modele M; peut étre remis a l’échelle par I'introduction du nombre de
Knudsen, ici noté e, pour obtenir:

€+ V-F=2%al"-E),
€O F + *V - P = —%0F, (47)
€0y (pC,T) = —%(aT* — E).

Formellement, dans la limite de € vers zéro, une équation de diffusion a 1’équilibre est
obtenue:
0(pC,yTy + aTh) — V- (%WGT@)) ~ 0. (48)

Plusieurs approches numériques ont récemment été proposées dans le cas du modele
M, (par exemple, voir Buet-Cordier [44] ou Buet-Despres [45, 46] ou encore Gosse-Toscani
[68]). Cependant, la précision numérique de ces nouvelles méthodes est parfois insuffisante
pour la réalisation de certaines simulations bidimensionnelles.

Nous proposons ici, un schéma prédicteur-correcteur utilisant un solveur de Riemann
approché de type HLLC (voir Batten et al. [32], Bouchut [37], Toro et al. [116, 117] pour de
plus amples détails). Cette méthode numérique préserve toutes les propriétés du modele
tout en assurant la précision requise.

Dans un premier temps, une méthode d’approximation des solutions faibles du modele
1D est proposée. Une technique de décomposition en opérateur a été adoptée. Lors de
I’étape de prédiction le systeme suivant est résolu:

OE + 0, F = co(aT* — E),

1

—OF + 0,(cP) = —0F, (49)

c

ou(pC,T) = —co(aT* — E).
Suivant Bouchut [37], 'opacité est réécrite de la fagon suivante: o(x) = 9,%(z) et ce
afin de prendre en compte le terme source dans le solveur de Riemann approché. Puisque
0,2 = 0, il en résulte que ce premier pas est dédié a 'approximation numérique du systeme
suivant :

atE + @UF = O,

1

-0 F + 0,(cP) + FO,X =0,

c

at(pCUT) = O,
8t2 == O

(50)

Un schéma HLLC est proposé sur la base d’un solveur de Riemann approché. Ce solveur
est, ensuite, corrigé au cours d’un second pas afin de prendre en compte les termes sources
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de relaxation relatifs a la température. Le systeme suivant est alors considéré :

OE = co(aT* — E),
(9tF — 0,
O (pC,T) = —co(aT* — F).
Pour un maillage uniforme dont le pas de maille est Ax, le schéma résultant trouve la

forme suivante:

. VAN FHLL HLL
B =B — s (awéFH% — iy b )
At +1 *x, HLLC 4 n '
~ Az ((1 —a;1)bp (a (TL,i+% ) |\ B pite
L

i—1 « 4 n
—(1—a; 1)by ( (Tpee) - (E?— ))) (51a)
2 135 bgi

At ~ -
At il P
Ar ((1 - O‘z+l)bL+2 — (1= _1)bg 2) £, (51b)
T 2 2

ou
i+ L i+ L
by ® — by 2
it T L il
sz—bLQ—i—CUH_%A.CE
it+1 . fi'=xi X -
b, 2 <min (0,c in7cz Zacl 17)\ E??En )
L= ( / 1—fr 1+ fr ( ))
i1 no_yno fnoy gn
bRQZmaX O’C;L,sz Xz7cfz +Xla)‘+(Ezn7En) ’
1—fr 1+ fr
avec
Fr
n— 1 t o xi = x(fi)
fi B ot x(fi")

Les quantités A\* désignent les valeurs propres extrémes de la jacobienne du flux. Les flux
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numériques FT1" et PMTh" sont définis par
2 2

i+L1 41
IARD SN AR o I TR 10 DI

HLL __ i+1
F;-i— - 71_;'_ ’L'-i-l ?
’ bp? —b,*
R
i+ i+ i+1 i+l
PHLL bR 2‘Pin — bL 2‘P7,r—LFl b 2b ’ (F ‘F'zT—Li-l)
it3 bH'z _ bl+2

Enfin, la température 77 HflL ¢ avec K = L ou R, est solution de 1’équation

2

< HLLC JHLLC
pCy TK i+l + (- O‘i—i—%)a(T;;H_% )t = pCUTK,H-% +1- ai-}-%)E?(

avec

Fr Fr
Bl =Bl ——' et Ep=B\ ~ 0. (52)
bL ’ R ’

Ce schéma vérifie toutes les propriétés du modele. En effet, nous avons

Theorem 4.1. A la date t", supposons que E]' > 0, —cE < F* < cE!' et T!' > 0 pour
tout v € Z. Sous la condition CFL

At 7,+2 7,-‘,-2
— <
o max(|by |, by 7)) <

l\:JI)—l

les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) positivité de ['énergie radiative : EZ‘“ > 0 pour tout 1 € 7Z,

i) limitation du flur radiatif: —cEM™ < F'"M < cEM pour tout i € Z,
ii) conservation de l’énergie totale (E + pC,T)*.

De plus, le schéma (51) est asymptotic preserving. En effet, en introduisant le nombre
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de Knudsen dans le schéma (51), nous obtenons:

EMftt—Er 1
I (o

At Az

=1 4 Fn
o 1Ty 015 *,HLLC o n 7
( Az b, (a (TL,i+% ) (El bi—i—%))
L
l—a, 1 . 1 4 Jaid
( i—5 « HLLC n i
e 2%32<G(TAF5 ) —-(Ei—-&;%)>), (53a)

nHLL HLL\ _
FAY o BT

1 ai+l i+l 1 —Q;_1 j—1
- ( Az ot - Az “n 2) s o3b)
(pC,T)7H — (pC,T)7 _ 1- Qitl o iv] wHLLC\ .
‘ Al =g, o (e (T) - (- ]
L
l—a, 1 . 1 4 Fr
B v 22 (T*J?LLC) — | E' — — , 53¢
AJ; R <CL R,’L—% 7 bg§ ( )

ol o, 1 trouve, a présent, la définition suivante:
2

i1 i+ 1
by * = by )

Qipl = 3 1 : (54)
2 i+35 . i+35
e(bg by ?) +cop 1A
Le résultat suivant atteste la satisfaction d’un régime asymptotique limite :
i+ L i+ L . ,
Theorem 4.2. Supposons que les vitesses bLJr2 et b]? sotent données par
i1 _ no_amo o gn
bjz:rmn<acﬁzc§ Xi q_+&,A(E$FTO,
— [ + fi (55)

I=x¢ X
L—fr7 14 f7

Pour € assez petit, la limite de diffusion de (53)-(54) est donnée par

N

b

= max (0, cfl, c >\+(Ezna an)) :

( Ep = a(T)",

Fr =0,
(E+pC )i = (E+pC,T);
At B
c 1 1
—(E", — EV —(E*, —E") ).
3A 2 <O-i+%( 1+1 l)—i_o-zé( i—1 z))
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Le schéma 1D (51) est ensuite étendu pour discrétiser le modele M; bidimensionnel
sur un maillage cartésien. Le schéma 2D complet n’est pas détaillé ici en raison de sa
longueur. Toutefois, il est important de noter que ce schéma 2D vérifie également 'en-
semble des propriétés satisfaites par le modele : positivité de ’énergie radiative, limitation
du flux radiatif, conservation de 1’énergie totale et obtention du régime asymptotique.
Pour conclure, il faut remarquer que la précision de la méthode est une conséquence du

choix des vitesses d’onde bl+2 et bg—Q qui sont ici indépendantes I'une de ’autre. D’autres
travaux (cf. Buet-Cordier [44] ou Buet- Despres [45 46]) mettent en jeu des vitesses d’onde

numériques symétriques de la forme b = sz Un tel choix est, en général, la cause
d’une forte diffusion numérique comme 1 atteste la simulation numérique suivante.

La méthode est illustrée par un cas test pour lequel une trop grande diffusion numé-
rique peut dégrader fortement la qualité des résultats. Une section opaque, o = 2 10°, est
adjacente a une zone transparente ot ¢ = 0 (voir la figure 5). Une température de 5Kev

—_— _
0.5 c=0

0 0.5 2

Fi1G. 5 — Géométrie d’un cas test 2D pour le transfert radiatif.

est appliquée sur la frontiere gauche de la zone transparente. La température initiale est
fixée aT' = 50000K dans la zone dense et T' = 300K dans la zone transparente. La solution
attendue admet une struture simple puisque la zone dense crée un cone d’ombre. La figure

i1
6 représente la solution approchée pour 2 choix distincts de 1’évaluation de bgﬁ. La figure

i+l
de gauche (HLLC-var) présente la solution obtenue lorsque bZLJ’FI?2 sont donnés par (55).
Dans la figure de droite (HLLC-c), la solution est obtenue avec une variante du schéma

i+ L i+ L
51) vérifiant toutes les propriétés de stabilité, mais pour laquelle b 2 o= b2 Tlest
R L

o , . . . i+l .
clair, a la vue de ce résultat, que le choix des vitesses d’onde numériques b, ; joue un role
prépondérant. Seul le schéma (51) permet une approximation correcte du coéne d’ombre
en donnant une tres bonne estimation de 'onde de contact.
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Asymptotic HLLC-var Asymptotic HLLC-c

0.9875 T 0.9875
0.9 0.9

0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
05 =
0.4- 0.4

=Se+ 00t 0

o=t 0.5

0.3 0.3

0.1 0.1

0.0125 T 0.0125
0.0125 1 1.988 0.0125

F1G. 6 — Température radiative ¢ la date t = 5% 10~ obtenue avec les schémas HLLC-c
et HLLC-var.

4.2 Schéma VF-Roe pour le modele R;; [1]

Afin de simuler des écoulements turbulents compressibles, de nombreux modeles sont
proposés dans la littérature (par exemple, voir [74]). Le modele (k,¢€), plusieurs fois cité
dans les sections précédentes, est certainement I'un des modeles les plus célebres. La prise
en compte de fermetures du second ordre permet la dérivation de modeles de turbulence
plus sophistiqués. Dans la présente étude, le modele R;; est considéré. Ce modele est
gouverné par le systeme suivant :

/

Op + 0:(pu) =0,

Orpu + O (pu? +p + Ryy) = 0,

Orpv + O (puv + Ria) = 0,

atE + 8;(; ((E +p + R11) + URlQ) = 0,
OiR11 + 0x(Riiu) + 2R110,u = 0,

OrR2o + 0y (Rogu) + 2R120,v = 0,

c%ng —+ 8x(R12u) —+ Rnﬁzv + ngﬁwu = 0,
OrR33 + 0y (Rs3u) = 0,

\

ou R;; désignent les composantes du tenseur de Reynolds R. La pression p est définie par
une loi de gaz parfait :

2 2 29
p:<’}/—1)<E—,0u + v _R11+R +R33).

2
En notant w le vecteur des inconnues, 1'espace des états admissibles est donné par
Q={wcR%p>0,p>0,R défini positif}.

Le systeme (56) est hyperbolique non conservatif sur €.

Dans un souci de simplicité et avec des notations claires, le systeme (56) est réécrit
sous la forme suivante :

Ow + 0.f(w) + A(w)0,w = 0.
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Notre objectif est ici de proposer un schéma numérique simple malgré la forme non conser-
vative du systeme considéré. En effet, celle-ci interdit ’obtention d’un solveur classique
(voir Godlewski-Raviart [67], Toro [116], Roe [107]). Suivant les travaux de Buffard et
al. [47], Gallouét [63, 64], un schéma VF-Roe non conservatif est proposé. Cette appro-
che n’est certainement pas la plus adéquate en raison de la présence de produits non
conservatifs. En effet, de tels produits impliquent 1'utilisation de méthodes numériques
plus élaborées pour approcher les solutions discontinues conformément a la théorie des
systemes hyperboliques non conservatifs (cf. LeFloch [86], Dal Maso-LeFloch-Murat [58],
LeFloch-Liu [89], voir également la section 2 dédiée au modele multi-entropie). Cepen-
dant, la dérivation d’un schéma VF-Roe dans ce contexte permet de mettre I’accent sur
la possibilité de développer des schémas numériques capables d’approcher des solutions
discontinues, en un sens a préciser, pour de tels modeles.

Le schéma VF-Roe repose, dans un premier temps, sur I'introduction d’un changement
de variable W(w) = (1/p, w, v, p, R11, Ra2, R12, R33), pour réécrire (56) sous la forme:

OHW + C(W)o, W = 0.
Ce systeme est alors linéarisé. En considérant la donnée initiale suivante :

W= { W) o
on introduit le probleme linéaire
W + C(W)9,W = 0.
avec W = (W (w)+ W (wg))/2. Nous définissons alors W*(w, wp) la solution en x = 0
du probleme de Riemann précédent. On note W?+% = W1 (W*(w}, wl',,)) pour proposer

le schéma suivant :

At At

W;(LH =w; — E(f(wﬁy - f(W?,%)) - ES?7
ou S est la forme discrete de A(w)0d,w:
0
0
0
. 0
Si = Q(Rll)?(ﬂwr% - ai—%) ’
2<R12)?<61+% o /&175)
(R11)f (i1 — 0;21) + (Ba2)7 (G0 — ;1)
0

ot la formule centrée ¢, 1 = (¢} + ¢jy;)/2 a été adoptée.
Pour conclure, il est important de noter que la positivité du tenseur de Reynolds a
toujours été préservée dans tous les cas tests numériques réalisés.
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5 Robustesse des schémas du second ordre de type
MUSCL [6, 10, 11]

Lors de I'approximation numérique des solutions de systemes hyperboliques par des
méthodes de type volume fini, le probleme de la montée en ordre d’approximation reste,
en général, une question délicate. Une tres large littérature est dédiée a ce probleme, pro-
posant diverses approches. A titre d’exemple, il faut souligner I'importance des méthodes
de type Godunov utilisant la solution de problémes de Riemann généralisés (voir Ben-
Artzi-Falcovitz [34]). Cette approche permet de développer des schémas numériques du
second ordre (Bourgeade et al. [43] ou Coquel-LeFloch [56]). Cependant, la détermination
des solutions exactes du probleme de Riemann généralisé reste particulierement délicate.
Cela rend de telles méthodes peu attractives et ce malgré des résultats de stabilité [56]
assurant la robustesse de ces schémas.

D’autres procédures, plus simples, ont été développées pour augmenter 1'ordre d’ap-
proximation. L'une des plus célebres est le schéma MUSCL proposé par van Leer [90].
Ce schéma est le sujet de la présente analyse et a déja été utilisé dans de nombreuses
applications (par exemple, voir Colella [53], Durofsky et al. [60], Sander-Wieser [108]).
D’autres schémas plus récents ont aussi été proposés: extensions des schémas cinétiques
[98], schémas a distribution de résidu [27, 30, 106], méthodes ENO et WENO ou encore
les méthodes de type Galerkine discontinu [69, 111, 112] par exemple.

La relative simplicité de ces méthodes, qui ne font plus appel aux solutions exactes d’'un
probleme de Riemann généralisé, se fait au détriment des propriétés de stabilité qui ne
sont, en général, plus assurées. Dans le cadre du schéma MUSCL, par exemple, la restric-
tion du pas de temps par une condition de type CFL n’est, en général, pas rigoureusement
établie, sauf sous des hypotheses particulieres (par exemple, voir Khobalatte-Perthame
[80] ou Perthame-Qiu [99] ou encore Bouchut [37], Bouchut et al. [40]). Dans 'étude qui
nous motive ici, une telle condition CFL est donnée dans le cadre le plus général possi-
ble pour des schémas MUSCL. Cependant, dans un souci de clarté, cette analyse est ici
proposée dans le cadre des équations d’Euler :

th + axpu = Oa
Orpu + 0, (pu? + p) = 0, (57)
OpE + 0. (pE + p)u = 0,

ou la loi de pression vérifie:

2

p=(y—1) (E—,o%>, Y e 3], (58)

Avec des notations claires, nous introduisons la forme abstraite suivante :

ow + 0,f(w) =0,
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oun w: R xRt — Q désigne le vecteur des états et f : Q@ — R est la fonction flux.
L’ensemble des états admissibles 2 est défini par

2
Q:{W:(p,pu,pE)€R3; p>0, u€cR, e(W):E—%>O}.

Puisque le systeme (57) peut admettre des solutions discontinues de type onde de choc,
il doit étre complété par un ensemble d’inégalités d’entropie (voir Lax [83, 84]) satisfaites
par les solutions faibles de (57):

OpF(Ins) + OppF(Ins)u <0, s:=s(w)= et (59)
ou la fonction F vérifie
: F'ly) 1
Fy) <0 et < —, VYyéeR, 60

de sorte que l'application w — F(In s) soit convexe.
De plus, Tadmor [115] établit un principe du minimum satisfait par ’entropie spécifi-
que s:

s(a.t+h) = min{s(y, 0); Jy— 2| <[ u s b} (61)

Les solutions faibles de (57)-(59)-(61) sont alors approchées en utilisant des schémas
MUSCL. Afin de faciliter la description de ces méthodes, nous rappelons brievement le
principe d’approximation par un schéma conservatif d’ordre un. Celui-ci repose sur une
approximation constante par morceaux de la solution a la date t™:

wh(x, 1) = w

i $€([L’~ 1xi+%)7

L= T F (i1 — x;)/2 avec (x;);ez les points du maillage. Afin de simplifier les
notations, le maillage est supposé uniforme de taille Ax = x;,; — z;. La suite (W?H)iez,
approchant la solution de (57) & la date t"*! = " + At, est alors obtenue par le schéma
conservatif suivant (cf. Harten-Lax-van Leer [70], Godlewski-Raviart [67], Toro [116], Le-

veque [85]) :

ou ;.

_ At
7 w; AZL’

n+1 — n

w (Pwr wiin) = F(wipwi)), (62

ou F : Q x Q — R3 désigne la fonction flux numérique supposée Lipschitz consistante. Le
pas de temps At est restreint en accord avec la condition CFL

At L m om 1
S ma (W W) < 5, (63)
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ot \*(wP, wl' ;) sont les vitesses numériques des ondes acoustiques associées aux flux
numériques F(w}, wi' ;).

Dans toute la suite, le schéma (62) d’ordre 1 est supposé vérifier I'invariance de €2
ainsi que des inégalités discretes d’entropie et un principe du minimum sur ’entropie
spécifique :

V03

P1: Sip! > 0et el >0 pour tout ¢ € Z alors p;
P2: Pour toute fonction F satisfaisant les conditions (60), la suite (w

P F(Ins! ™) — pl F(lns?) +

2—; ({Pf(ln s)up(wi, wi ) — {pF(ln S)u}(W?_l,wf‘)) <0,

ou {pF(lns)u}(wr,wg) désigne la fonction flux d’entropie numérique.

1> 0et el > 0 pour tout i € Z.

n+1

P )iz vérifie

P3: La suite (w't!);cz vérifie le principe du minimum suivant :

n

n+1 : n o .n
si = min(siy, s}, s74)-

A titre d’exemple, le schéma de relaxation [57, 76] ou le schéma HLLC [32, 116, 117]
vérifient I'ensemble de ces propriétés de stabilité (voir Bouchut [37]).

Le schéma MUSCL repose sur une approximation linéaire par morceaux de la forme:
h n n n
w'(z, ") = wi + o} (r —2;), z€ (xi—§7xi+§)7

ou o' désigne la pente. Le choix de cette pente est crucial. Une importante bibliographie
[66, 67, 85, 116] lui est consacrée. En fait, de nombreux auteurs préconisent une recon-

struction linéaire non pas sur (w');cz mais sur un changement de variables adéquat :

r(W'(2,1")) = k(W) + o' (x — ), x€(z1,21),

ou k désigne le changement de variable. A titre d’exemple, les variables primitives (p, u, p)
sont un choix largement utilisé.
Dans la cellule (xl;%,xi +%), les approximations situées aux points z; +1 sont alors
considérées:
n,+

W, = wh(xii%,t”).

Deux cas seront distingués. La reconstruction sera dite conservative si
n o __ n,— n,+
wi = (W +w),
2
autrement elle sera dite non conservative:
(2

Lo
W?%?(Wm +Wi7+)'

Utilisant ces approximations W?’i, différentes variantes des schémas MUSCL peuvent étre
proposées et étudiées.
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5.1 Stabilité des schémas MUSCL [6]

Fort des notations précédentes, le schéma du second ordre en espace MUSCL s’écrit
de la fagon suivante:

At
Wit = wp = 2 (Fwi wit) - Fwid,wi)), (64)

ou F est la fonction flux numérique introduite dans (62).

D’aprés un idée introduite par Perthame-Shu [100], la stabilité du schéma (64) est ici
considérée dans le cadre d’une reconstruction non conservative. Bien entendu, I’ensemble
des résultats détaillés ci-apres s’étend sans difficulté pour une reconstruction conservative.
Le lecteur est également renvoyé a Bouchut [37], Leveque [85], Khobalatte-Perthame [80].

La preuve de la stabilité du schéma repose principalement sur I'introduction d’un état
fantome, noté w;”*, défini par

ay Wi+ aiwl ol wiT = wi
ol les coefficients positifs o;* sont fixés de sorte & satisfaire
a; +af +af =1,

Un maillage est ainsi reconstruit, ot chaque cellule I; = (z,_1,2,,1) est décomposée en
2

2_5’
trois sous-cellules: I;” = (z;_1,w;_1 +a; Ax), [} = (v,_1 +a; Az, ;1 + (o +07)Ax) et

7= (2,1 + (o + o)A,z ) A chaque sous- cellule [ est associée la valeur w!"**
Le schéma (62) du premier ordre est alors appliqué sur le sous-maillage pour obtenir :
Wy W = S (B W) — Bl W),
wiThY — W Al (F(Wn’* w ) — F(w!™ Wn’*))
! ! afAx Lo Lo ’
with T — Wt At <F(W’«%’Jr w; ) — F(w” wﬁ’+)>
! ’ o Ax v Lo '

I1 en résulte que la solution approchée par (64) se réécrit sous la forme suivante :

n+1 +1,— n+1,% n+1, +

n
W, —OéW

i —i—aw

+aw

1+ . . L. s
Puisque w, "H+LE gont obtenus par un schéma du premier ordre vérifiant les propriétés de

stabilité Pl, P2 et P3, le résultat suivant est alors obtenu:

Theorem 5.1. Supposons que le schéma du premier ordre (62) vérifie les propriétés P1,
P2 et P3. Supposons que Wi € Q pour tout i € Z et imposons W?’i* € Q. Considérons la
condition CFL suivante :

At + - n,* + n,x n,+ + n,+ n 1
o e (A5 (Wi W)L A (Wi wi )L A (W] wit)) < g min(ag o, of).
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i) Si w € Q pour tout i € Z alors w'' € Q pour tout i € Z.
ii) Pour toute fonction F vérifiant les conditions (60), la séquence (wit

T )iez vérifie les
inégalités discretes d’entropie suivantes :

P F (st — pF(Ins); +

% <{ﬂf(ln syul(wi, w; 1) — {pF(In s)u}(wih wihT) <0,
avec
pF(ns); = af pi” F(Ins?) + o pf* F(In ™) + o pt F(In s™),
ot 577 = 5(wj).

iii) L’entropie spécifique vérifie un principe du minimum
n+l __ n+1 : n,4+ n,kx  n,—
siT =s(w{T) > min(s;7Y, 877, 850).

Il est important de souligner que la condition w?’i* € () constitue une nouvelle limi-

tation. La reconstruction doit alors étre modifiée en conséquence. Notons également que
dans le résultat précédent, il n’est nullement besoin de spécifier une reconstruction de
pente conservative ou non conservative. Cependant, dans le cas d’une reconstruction con-
servative, la condition CFL proposée dans [37, 80| est moins restrictive que celle proposée
dans la présente étude.

Un exemple de modification de la reconstruction de pente est a présent donné dans
le cadre d’une reconstruction non conservative utilisant les variables primitives de 1’écou-
lement (p, u, p).

Dans la cellule I;, les approximations aux points z, . 1 s’écrivent sous la forme suivante :

P = pi £ Ap,
Ut = u + Au, (65)

P = pP £ Ap,

ou (Ap, Au, Ap) désigne le vecteur des incréments qui doit satisfaire les nouvelles limi-
tations. Les limiteurs existants sont modifiés pour forcer la condition: w}"** € Q. Les
incréments obtenus par des limiteurs “usuels” (minmod, Superbee, MC... [85, 116]) sont
notés 6.X. A titre d’exemple, une reconstruction utilisant le limiteur minmod impose un
incrément de la forme suivante :

1
0X = §mlnmod(XZ - Xi—17Xi+1 - Xz)

Sous I'hypothese simplificatrice :
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le choix

Ap = p} max (—1, min(1, 5—5)) ,

[

I
(v —1)p2 (1 +2 <§"p>2)

Ap = p! max (—1, min(1, 5—5)) ,

7

Ay = sign(du) |min | (du)?,

assure toutes les conditions escomptées.

5.2 Stabilité L' du schémas MUSCL-Hancock [11]

Le schéma (64), pour lequel la stabilité est a présent assurée, est un schéma du second
ordre en espace mais qui reste du premier ordre en temps. Dans [91], van Leer introduit
le schéma MUSCL-Hancock d’ordre deux en temps et en espace. C’est un schéma a deux
pas qui trouve la forme suivante :

3 3

ntl A _
Wl i = R (B ) — Fw ),
xz

7 3 QA 66
At ntl S nt 1 ntl (66)
W;L+1 - W;l - E<F<W7;+27+7Wi-:_127 ) - F(Wij127+,wi+27 )>,

L’objectif est ici d’établir une condition CFL accompagnée d’une limitation adéquate sur

w!"* afin d’assurer la robustesse de la méthode; i.e. w' € Q pour tout i € Z. Par

I'introduction d’états fantomes pertinents, les états obtenus a la fin de chaque pas sont
montrés appartenir a €.

, . n+l,i , ~ . . .
Pour établir w27 € Q, des états fantomes w}* sont introduits de la fagon suivante :
1 n 1 *,% n
[ ) + — 'I’L,:l:
Zwi + QWz‘ + Zwi =W, .

Sur la cellule (xifé ) Tig L ), on note alors w*(x, t) la solution faible du probléeme de Cauchy
(57) pour la donnée initiale suivante :

n,—

if v € (z;_

~—

W, 1,T, 1
2 1
h;‘: _ *7:|: 3
w (m,O) = W ifz e (Ii—i>xi+i)7
n,+ :
w; ", ifxe ($i+i,$i+%)-

Sous la condition CFL

(Wi Wi ), IS (Wi wit

: (67)

N —

) <
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olt \X(wy,wpg) désignent les vitesses exactes des ondes acoustiques associées au systeéme
(57), la fonction w™* n’est autre que la juxtaposition sans interaction des solutions des
problemes de Riemann posés sur les interfaces x, 1oty Un rapide calcul permet alors
d’établir la relation suivante:

W’-n—i_%d: - L /xz+% Whv:t(aj‘ g) de‘
! Az [, | "2
i-3

. +1.+ R . . <.
Il en résulte que w; >~ € Q dés que w*(z, 5!) € Q. Ceci revient a imposer que les

. + S
états w, = et w; '~ soient dans Q.

Fort de cette premiere propriété, il reste a établir w"*! € Q pour tout i € Z. L’appro-

che utilisée dans la section précédente est alors considérée avec aif = 1/4 et af = 1/2, de

< 1spo . N+, x .
sorte a définir un état w, °" de la facon suivante:

I nel— 1 pgle 1 nyly
Zwi 27 + §W1 27 + ZWZ 2 — W,?

1
En appliquant le schéma (62) du premier ordre sur les états WZHQ’i*, on définit :

nt+l,— _ WTH‘%»_

K3 7

At
Ax/4
1
;LJrl,* _ W;H'T* B
At 1 1 1 1
A /2 (F(W?+27*7W?+27+) - F<W7‘1+2, 7W7'1+27*)> ’
T

1
1, n+_7+
'{l—‘r + = W._. 2 —

K3 (3

1 1 1 1 _
(B! o) P i)

% i

At (w3 @t ntdx o+l
Az/4 (w; Wit )~ i » Wi ))

n+1 .,

pour en déduire immédiatement la formule suivante permettant ’évaluation de w;' ™" :
'(H-l :1 n+1,— + lwn—i-l,* +

n+1,+
. . W, .
7 4 K2 2 (2

1
W —
2 7

Puisque le schéma (62) vérifie la propriété P1 d’invariance de €2 sous la condition (63), il
n+%,i*
i

apparailt clairement que si les états w sont dans €2 et sous la condition CFL

At n+i — n+l % n+i % n+l n+i nti — 1
A7 (VO WL N (] wl L N (] W) < 5.69)

alors wi't! € Q.
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’ . N . n+3x . N N
En conséquence, il reste a établir que w, *" appartient a €2, ou

wiH = = B2 () pw )
* ok n 1 n,— n,
Wt = 2w] —§(Wz~ +wi ).

. +3, . C e +i4
Etablir w? 2" € ) est en tout point similaire a prouver w? 27 € Q). En effet, on montre
aisément que si wi"* € Q et w* € Q, sous la condition CFL

Au/d max (IAS(w" ™, wi )] A (wrs, wih)]) < 5 (69)
1
alors W?+2’* appartient a €. Le théoreme suivant vient d’étre établi:

Theorem 5.2. Soit W?Jr%’* € Q pour tout © € Z et considérons une reconstruction,
conservative ou non, vérifiant w?’i €, vvi*’jE € Qetw,” € Q pour tout i € Z. Supposons
les restrictions CFL (67), (68) et (69). Alors w!™, obtenu par le schéma MUSCL-Hancock
(66), appartient a Q0 pour tout i € Z.

I est important de noter que la condition CFL (68) trouve, en réalité, une formula-

. . .. .. , . . , n—i—l,:lz* .
tion smplicite. En effet, cette restriction nécessite la connaissance des états w, > qui

dépendent eux-mémes du pas de temps At. Du point de vue de la mise en oeuvre infor-
matique, cette remarque peut soulever quelques difficultés. Cependant, il est possible de
modifier le schéma MUSCL-Hancock (66) afin de rendre ezplicites les restrictions CFL.
Le schéma suivant est alors proposé:

( n+%,:|: nt At1/2

. = f(w™ ™) — f(wh™
Wit it - SRR ) 1),
w; = B <W?+§7_ + W?+§’+) ) (70)
_ At ntl nal L ntl
W =W — A—2 (F(Wi+2’+’wi4:r127 ) — F(Wij12,+7wi+27 )) )
T
[ W = aw; + (1 — a)w;,

ou « trouve la définition suivante :

Aty SE-2\/Ab (AL -AR)

o= 2 (%—At2)2 ) lf Atg < At17
1, if Aty = Aty.

La solution approchée w! ! est alors évaluée & la date t"+At avec At = aAty+(1—a)2R.

¢

2
Les résultats de stabilité sont préservés lorsque At; vérifie les conditions CFL (67) et (69)
tandis que Aty doit vérifier (68).
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Pour conclure cette analyse du schéma MUSCL-Hancock, il faut noter que les limita-
tions a apporter aux reconstructions de pente sont plus élaborées qu’a 'accoutumée. En
effet, il faut imposer que W?’i, wf’i et w; appartiennent a . Il est cependant possible
de modifier les limiteurs usuels afin d’assurer toutes les conditions nécessaires. En notant
0X Tincrément issu d’'une reconstruction de pente standard (minmod, superbee, etc.)
de la variable X, avec les notations introduites dans (65), les incréments des variables

primitives sont modifiés de la fagon suivante:

2 2
Ap=max | —p 20Dk i

|2 2’
4 SO =1)py Au
A2

. %(7_1)17? AU Al’ P
min | p ™ y 5 05 ) (71)
5(y=1)p}

5.3 Schéma MUSCL pour des maillages 2D non-structurés [10]

Les résultats de stabilité des schémas MUSCL sont a présent étendus a des maillages
2D non-structurés, nécessaires pour des applications complexes. Dans un tel contexte, des
résultats de stabilité ont été établis par Perthame-Qiu [99] pour une reconstruction de
pente conservative. Ici, une restriction CFL et une limitation adéquates des pentes sont
proposées afin d’assurer la robustesse des schémas MUSCL bidimensionnels et ce sans
contrainte concernant le type de reconstruction (conservative ou non).

Une fois encore, le résultat de stabilité découle d'un remaillage du domaine et de
I'introduction d’un état fantome judicieusement choisi. Notons des a présent, que le re-
maillage est un artefact de démonstration et que, lors de la mise en oeuvre informatique,
il ne sera jamais nécessaire de le calculer.

Dans une cellule C;, admettant A(i) cellules adjacentes indexées j(k), 1 < k < A(1),
chaque aréte séparant C; et Cj(x) est notée I';;x) de normale unitaire sortante n;j(). L'état
wij(r) désigne une approximation du second ordre de la solution dans la cellule C; mais
localisée sur 'aréte I';;). Sous ces notations, le schéma MUSCL trouve la formulation
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suivante :

W?—H = Wzn |C ’ Z |FZ_] |¢ nz] Wz](k (k)l)? (72)

ou ¢(n, wr, wg) désigne la fonction flux numérique. Dans un souci de simplicité, I'inva-
riance par rotation des équations d’Euler en deux dimensions d’espace permet d’écrire

d(n,wr,wg) = ¢ (R- ( (1) > ,WL7WR) ,
= R_lF(R.WL,R.WR),

ol R désigne une rotation unitaire, et

R.w (pij( ) pE).

Ici, F désigne la fonction flux numérique du schéma du premier ordre (62) vérifiant les
propriétés P1, P2 et P3. Notons que, avec un certain abus de notation, le vecteur w
désigne le vecteur des états pour les équations d’Euler 2D, i.e. avec vitesse tangentielle. Il
en est de méme pour la fonction flux numérique qui prend également en compte la vitesse
tangentielle.

La cellule C; est alors décomposée en A(i) + 1 sous-cellule comme présenté sur la
figure 7.

Un état fantome w est ensuite défini de la fagon suivante:

AG)

|Cy| 1Ciji |
W+ Wij(k) = W, (73)
Ci] Z [

En calquant la démarche adoptée pour le schéma MUSCL en une dimension d’espace, un
schéma d’ordre 1 de la forme:

WZH_I ZL |C | Z |FZ] ’¢ nl] Wi’wj(k))7

est appliqué sur le sous-maillage afin de faire évoluer en temps les états w; et w;;y. 11
apparait alors clairement la relation suivante :

A(9)

n+l ’Cfﬂ nt1,% |Oij(k)’ n+1
w, = | Wi + kz C:| Wiy (74)
—1

ot W' est donné par (72).
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Mij2)j(3)

Mijs)ja)

Mij)je)

Mij()j(5)
Mijs)501)

Fic. 7 — Décomposition en sous-cellules de la cellule C;.

Il est alors possible d’établir le résultat suivant :
Theorem 5.3. Soit la suite (W});cz donnée par (72) et supposons que les états W', w;;
et w; appartiennent a §). Pour chaque sous-cellule (C;; ou C} ), décomposée en k triangles
élémentaires T*, on associe la restriction CFL suivante :
I + + o

At|T—k| max A= (npe, Wi, Wi )| < 1,
ou I'¥ est laréte de T* séparant deux sous-cellules distinctes et lef,c les valeur de part et
d’autre de cette aréte.
i) Si w € Q pour tout i € Z alors wi'™ € Q pour tout i € Z.
i1) Pour toute fonction F vérifiant (60), les inégalités discrétes d’entropie suivantes sont
satisfaites :

A(3)
P F(Insi ™) — pF(Ins); + il D il (Mg, Wijry W) < 0,
k=1

ou ¢ désigne la fonction flux d’entropie numérique et

A(i)

. . Cijiw)|
piFns)) +) |C]v(.,) Piji)F (I s45(k))-
k=1 ¢

||
(e

n
%

pF(lns), =
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ii1) L’entropie spécifique vérifie le principe du minimum suivant :

Sn+1

P> min (S:75ij(k)’8j(k)i)'

T 1<k<A®)

D’un point de vue pratique, il est important de noter que la construction des sous-
cellules C7 et C;; reste libre. Afin de faciliter la mise en oeuvre informatique, la condition
suivante a été adoptée:

CE_ Gl 1

il Gl A@+ T
A titre d’exemple, la figure 8 présente les résultats obtenus lors de la simulation de
I’écoulement d'un gaz parfait a Mach 3 dans un tunnel avec une marche. Le lecteur
est renvoyé a Woodward-Colella [120] pour une description complete de cette expérience
numérique.

densité

Fi1G. 8 — Ecoulement a Mach 3 dans un tunnel avec une marche. Densité et pression a la
date t = 4.
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6 Conclusion et perspectives

L’ensemble des travaux de recherche ayant conduit a la rédaction de ce mémoire
aborde plusieurs domaines dont le theme central reste le développement et 1’analyse
de schémas volume fini pour des systéemes hyperboliques. Lors de la dérivation de ces
méthodes numériques, une attention toute particuliere a été portée sur la robustesse et la
stabilité du schéma considéré. Deux axes principaux se sont dégagés.

Le premier axe concerne ’approximation numérique des solutions de systemes non con-
servatifs en présence d'une régularisation parabolique. De nombreux écoulements compres-
sibles et/ou multi-fluides reposent sur une formulation étendue des équations de Navier-
Stokes: le modele multi-entropie. Ce modele est gouverné par un systeme hyperbolique
non conservatif complété par une régularisation parabolique. Lorsque des profils de chocs
visqueux sont étudiés, il est aisé de montrer que leur structure dépend intrinsequement de
I'opérateur de régularisation parabolique. Lors de I'approximation numérique, une prise
en compte correcte de cette régularisation réclame soit I'utilisation d’un maillage d’une
grande finesse, soit la mise en oeuvre d’un schéma adapté. La dérivation d'un schéma
par projection nonlinéaire a conduit a une méthode numérique performante qui a trouvé
plusieurs extensions et applications physiques.

Le second axe est dédié a la discrétisation de systemes hyperboliques de lois de con-
servation. En développant des schémas de relaxation, plusieurs systemes hyperboliques
ont trouvé une formulation discrete robuste et stable. La robustesse de ces schémas est
vérifiée méme lorsque le systeme considéré est faiblement stable: faiblement hyperboli-
que ou raisonnant par exemple. De plus, ils sont précis ce qui les rend particulierement
attractifs pour de nombreuses applications physiques. Notons que certaines études ont
mis en jeu d’autres schémas numériques que la relaxation. La simulation du transfert ra-
diatif a nécessité le développement d’un schéma HLLC asymptotic-preserving. Une étude
fine de la méthode a permis d’établir un ensemble de propriétés de stabilité satisfaites
par la solution discrete et un comportement asymptotique adéquat. La méthode adoptée
trouve une extension bidimensionnelle qui ne perturbe pas les propriétés de stabilité. Ce
travail d’analyse sur les schémas conservatifs est complété par une étude des schémas
du second ordre de type MUSCL. En effet, par I'introduction d’'un état fantome judi-
cieusement choisi, les schémas MUSCL peuvent étre compris comme une combinaison
convexe d’états issus d’'un schéma du premier ordre. Fort de cette remarque, il devient
alors aisé d’étendre les propriétés de stabilité satisfaites par les schémas du premier ordre
aux schémas d’ordre deux de type MUSCL. Des extensions sont ensuite proposées pour
des maillages 2D non structurés ou encore pour des méthodes d’ordre deux en temps et
en espace du type MUSCL-Hancock.

Toutes ces études ouvrent de nouvelles perspectives dans divers domaines d’applica-
tion. A titre d’exemple, les travaux portant sur 1’étude et la stabilisation des schémas
MUSCL doivent étre étendus a des schémas d’ordre d’approximation plus élevé. En effet,
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dans certaines applications complexes, les schémas du second ordre avec limitation de
pente engendrent des approximations numériques d’une précision médiocre, parfois com-
parable a des résultats issus de schémas du premier ordre. Depuis quelques années, de
nouvelles méthodes d’ordre élevé (ENO, WENO, distribution de résidu ...) sont large-
ment utilisées pour pallier les défauts des schémas MUSCL. Peu ou pas de résultats de
stabilité sont proposés pour ces schémas. Sur la base des techniques mises en oeuvre pour
prouver la robustesse des méthodes MUSCL, il faudra prouver que les approximations
numériques d’ordre élevé sont robustes et stables. Les conséquences d'un tel résultat se-
raient nombreuses et leveraient certaines ambiguités concernant les choix des parametres
utilisés dans ces méthodes.

D’autres axes de recherches doivent également étre abordés. Par exemple, les schémas
de relaxation ont montré leur capacité a approcher les solutions de systemes ne vérifiant
pas toutes les propriétés basiquement considérées (perte locale d’hyperbolicité, raison-
nance ou encore faible hyperbolicité globale). Une extension naturelle est alors de con-
sidérer des systemes hyperboliques ou la fonction flux peut admettre des discontinuités.
Dans le cas scalaire, de récents travaux étudient ’existence de la solution faible entropi-
que. L’approximation numérique de ces solutions constitue un réel enjeu nécessaire a la
réalisation de nombreuses simulations industrielles. En effet, certains modeles tres élaborés
(pour prendre en compte des physiques complexes) n’assurent pas toutes les propriétés de
régularité nécessaires et entrent typiquement dans une telle analyse. Cette problématique
intervient également dans les applications impliquant un couplage de modeles ou la fonc-
tion flux n’est pas, en général, une fonction continue des inconnues.

Une autre extension qui doit étre envisagée concerne 1’approximation numérique des
systemes hyperboliques non conservatifs. En effet, le présent mémoire contient plusieurs
travaux relatifs a un systeme non conservatif: le modele multi-entropie. Ce systeéme
entre dans de nombreuses modélisations et le schéma par projection nonlinéaire lui est
spécifiquement dédié. Bien entendu, beaucoup de modeles sont gouvernés par des systemes
non conservatifs pour lesquels le schéma par projection non linéaire ne peut pas étre di-
rectement appliqué. De nouvelles extensions deviennent alors essentielles.
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