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Les travaux réunis dans cette these traitent de I’approximation numérique des solutions
des équations de Navier-Stokes compressibles a plusieurs températures, ou encore suivant
le contexte, a plusieurs lois de pressions.

Par plusieurs températures ou plusieurs lois de pression, il faut entendre ici que les
solutions régulieres des systemes considérés vérifient simultanément et sans condition sup-
plémentaire des lois d’évolution gouvernant autant d’entropies spécifiques indépendantes
que de températures ou de lois de pression.

Ces systemes constituent des extensions naturelles des équations de Navier-Stokes a
une seule loi de pression. La pression totale apparait comme la somme de plusieurs pres-
sions indépendantes; chacune étant associée a une loi d’évolution formellement analogue
a celle gouvernant la pression dans le cadre 3 x 3 usuel.

Les systemes ainsi obtenus répondent a de nombreuses modélisations complexes. Ils
sont par exemple rencontrés dans la physique des plasmas ou la température des électrons
doit étre distinguée de la température de mélange des autres especes. Ils peuvent également
étre identifiés en tant que tels dans de nombreux modeles de turbulence compressible
ou il faut distinguer la température thermodynamique (moyennée) de la température
d’agitation turbulente.

Par opposition aux équations de Navier-Stokes a une seule loi de pression, les systemes
considérés n’admettent pas, sauf hypothese de modélisation restrictive, de formulation
conservative équivalente pour les solutions régulieres. Des produits non conservatifs, de
nature différente, persisteront lors de changements de variable licites.

Ce travail est divisé en trois parties.

Dans la premiere partie, nous nous consacrons a l’analyse de ces systemes lorsque deux
entropies spécifiques sont impliquées, en étudiant I'existence des solutions onde progres-
sive sous diverses hypotheses de modélisation relatives aux phénomenes de dissipation
et de diffusion. Cette étude inclut en particulier des modeles de turbulence compressible
homogene et isotrope.

Dans la seconde partie, nous étudions ’approximation numérique des solutions onde
progressive associées a une classe générique de systemes a deux entropies spécifiques.
Nous introduisons des méthodes de type Godunov dites par projection nonlinéaire par
opposition aux méthodes de type Godunov par projection L?, i.e. purement linéaire,
telles que traditionnellement invoquées dans le contexte d’un systeme conservatif. La
technique de projection nonlinéaire, que nous proposons, est directement motivée par le
respect d’une condition de saut généralisée que nous exhiberons. Nous montrons qu’une
telle condition de saut généralisée ne peut pas étre satisfaite, en un sens a préciser, par
une méthode par projection L2,

Nous appliquons ensuite cette méthode par projection nonlinéaire a ’approximation
numérique des solutions de trois classes de modeles de turbulence compressible dits a
“deux équations de transport”.
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Sont comparées numériquement a la méthode par projection nonlinéaire, la méthode la
plus couramment mise en oeuvre et reposant sur une approche pseudo-conservative ainsi
que la méthode de type Godunov par projection L? respectant, elle, 'intégrité de 1’opé-
rateur du premier ordre extrait. Nous donnons de nombreuses applications numériques,
impliquant systématiquement une comparaison des solutions discretes a des solutions
exactes, afin d’illustrer I'intérét de cette nouvelle approche.

La troisieme partie est completement indépendante. Elle peut étre comprise comme
un exercice académique permettant d’exhiber un formalisme cinétique de type B.G.K.
pour un systeme incluant le systeme Euler 3 x 3 usuel. 1l s’agit en l'occurrence du systeme
pseudo-conservatif tel que considéré classiquement pour le modele de turbulence (&, €).
Un tel formalisme est ensuite appliqué a la construction de schémas cinétiques.

1 Motivations générales des travaux

Ce travail est dédié a "approximation numérique d’une classe de solutions des équa-
tions de Navier-Stokes compressibles a deux lois de pression :

Op + Oppu = 0, r € IR, t>0,

Oipu+ 0:(pu® + p+ pr) = Ox (1 + p1r)Ozut) .
Oup + Oup (v — Dpdau = (7 — Dy () + (3 — 1) (ol T) @
Oipr + Oup- u+ (3 — D)prdou = (3, — Ve (00u)” + (37 — 1) (0050, T)

ou les températures impliquées trouvent les définitions suivantes: T' = p/p et T, =
pr/p. Les exposants adiabatiques v et 7, sont supposés dans toute la suite désigner des
constantes réelles supérieures a 1.

Les équations considérées seront toujours supposées étre sous forme adimensionnée. Il
s’ensuit donc que les notations p, p., k et k; désignent respectivement des nombres de
Reynolds et des nombres de Prandtl. Par abus de langage nous continuerons a appeler ces
fonctions des inconnues : viscosités et conductivités thermiques, puisque nous continuerons
a appeler les inconnues par leur dénomination dimensionnée (i.e. densité, pressions, etc).
Ces équations sont formulées ici en se plagant sous I’hypothese simplificatrice mais non
restrictive d’une seule dimension d’espace.

Notons que les solutions régulieres du systeme (1) satisfont simultanément et sans
condition supplémentaire sauf a se placer loin du vide, hypothese que nous ferons toujours,
les deux lois d’évolution suivantes en complete symétrie:

O + udyps = (’Vp; D {1 (00u)* + (00101 }. (2.1)
OiSr + u0ys, = (%p%l){/h (aggu)2 + (0x(k,0.T;) } (2.i1)
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Ici, les deux entropies spécifiques impliquées trouvent la définition suivante :

p Pr
5. —

s=— et s, = .
p’V p’V'r

[existence de ces deux lois nous conduit a appeler le systeme (1): équations de Navier-
Stokes compressibles a deux entropies spécifiques.

Notons de méme que ces deux lois coexistent avec la (seule) loi de conservation sup-
plémentaire suivante, encore vérifiée par les solutions régulieres de (1):

OpE + 0u(pE + p+ pr)u = 9u((p + pr Judsu), (3)

ou pE. énergie totale du gaz, est définie par la loi d’état:

p pr, (pu)?
E = . 4
g 7—1+%—1+ 2p @

Suivant le choix des fonctions viscosités et des fonctions conductivités thermiques, ce
systeme d’équations correspond en réalité a plusieurs modeles de la mécanique des gaz
compressibles. Avant de les préciser succinctement, il importe de noter des maintenant
que contrairement aux équations de Navier-Stokes a une seule entropie thermodynamique,
les équations considérées forment un systeme sous forme non conservative. Ainsi que
nous le verrons et sans hypothese de modélisation restrictive (par exemple, v = ~,),
il n’est pas possible d’exhiber un systeme équivalent pour les solutions régulieres sous
forme completement conservative. En effet, subsisteront généralement des produits non
conservatifs du premier ordre: i.e. impliquant des produits entre les inconnues et leurs
dérivées premieres, et/ou des produits non conservatifs du second ordre: i.e. entre les
inconnues et leurs dérivées secondes. Notons que, bien entendu, le produit non conservatif
((0zu)? est bien du second ordre puisqu’il s’écrit en variables u :

(0pu)? = 0, (pudpu) — u x 0, (udyu).

L’origine de tels produits résulte communément d’une hypothese de modélisation visant
a éviter la description explicite de petites échelles pour en restituer, localement, un effet
moyen.

Mais en retour, I'existence de tels produits interdit les formulations affaiblies usuelles
pour le systeme d’équations (1) et pour les mémes raisons rend inopérante a priori les
théories les plus classiques d’approximation numérique puisqu’ils interdisent toute formu-
lation variationnelle et donc une formulation faible au sens des distributions.

Il pourrait paraitre surprenant d’invoquer la théorie des distributions. Soulignons que
notre propos réside bien dans I’approximation d’une classe de solutions du systeme com-
plet (1): i.e. de la régularisation parabolique d’un opérateur du premier ordre que nous
verrons étre hyperbolique.



Nous soulignons ici la difficulté qu’induit "absence de formulation faible classique
pour trois raisons. Nous détaillons ci-dessous ces trois raisons afin d’éclairer la principale
motivation de ce travail.

Les raisons, explicitées ci-dessous, sont connues du lecteur averti de la théorie des
produits non conservatifs ainsi que des difficultés numériques qu’ils induisent. Leurs dis-
cussions ne lui sont pas destinées. Ces raisons s’appuient fortement sur différents travaux
que nous rapporterons succinctement a 'occasion de quelques paragraphes. Toutefois et
en aucun cas, ceux-ci ne peuvent constituer une introduction aux problématiques discu-
tées. Le lecteur est systématiquement renvoyé dans ce but aux travaux des auteurs que
nous citons.

1.1 Absence de formulation faible classique et conséquences

La premiere raison tient précisément de ce que le systeme (1) admet des solutions
naturellement discontinues: en un point zg, la densité p ainsi que les pressions p et p,
peuvent présenter un saut arbitraire (en 1’absence de conduction thermique), la vitesse
u ainsi que la somme des pressions p + p, étant continues. Nous appellerons, avec un
certain abus de langage, de telles fonctions discontinues: discontinuités de contact. Cette
constatation motivera l'introduction d’une classe de fonctions, certes restrictives, puisque
C? par morceaux mais qui est précisément celle attendue dans le calcul. Du moins, celui
qui nous préoccupe ici. Bien que la théorie classique des distributions soit inopérante,
nous constaterons que les discontinuités de contact, comprises comme fonctions C? par
morceaux, ne conduisent qu’a devoir toujours multiplier deux fonctions (possiblement
discontinues) dans chacun des produits non conservatifs impliqués. 11 n’y a donc pas
d’ambiguité et nous parlerons dans toute la suite de solutions discontinuité de contact.

La seconde raison tient de ce qu’il est impératif, avant tout calcul sur ordinateur,
de s’assurer qu’il n’existe pas d’autres fonctions discontinues, candidates a étre solutions
naturelles: i.e. il s’agit de garantir que le choix des fonctions viscosités et des fonctions
conductivités thermiques conduit effectivement a une régularisation parabolique. Ce choix
doit interdire a la vitesse u de devenir discontinue en un point xq. En d’autres termes, les
solutions onde de choc du systeme hyperbolique extrait (fonctions discontinues) doivent
étre régularisées, et ce globalement, pour conduire a des solutions onde progressive du
systeme complet (1) (fonctions de classe C* sous des hypotheses de régularité ad hoc sur ,
s, K et k). Cette fois et par opposition aux solutions discontinuité de contact, les produits
non conservatifs deviendraient ambigus au sens des distributions. De cette ambiguité
résulterait que les fonctions discontinues devant étre considérées ne sont pas définies de
maniere unique et ce quelque soit le cadre mathématique adopté (voir par exemple P.G.
Le Floch [44], Dal Maso-Le Floch-Murat [20] et également J.F. Colombeau et A.Y. Leroux
[9]). On ne peut donc en aucun cas parler de solution et il est des lors illusoire de chercher
a approcher de telles fonctions discontinues. Conformément a la théorie des systemes
hyperboliques sous forme non conservative développée par Le Floch [44] (voir également



xi

Raviart-Sainsaulieu [58]), il est indispensable de considérer une autre modélisation des
phénomenes dissipatifs conduisant a une régularisation parabolique effective.

La troisieme raison est exclusivement d’ordre numérique. L’existence des solutions
onde progressive ayant été acquise pour un choix adéquat de fonctions viscosités et de
fonctions conductivités thermiques, il reste la difficulté de les approcher numériquement
sans devoir recourir a un niveau de raffinement en espace rédhibitoire dans la pratique.
Notons, en effet, que ’hypothese d’un nombre de Reynolds grand devant 1, incontournable
dans les modeles qui nous préoccupent dans ce mémoire, conduit les profils discrets appro-
chant les solutions onde progressive a tenir bien plus de profils discrets pour les solutions
onde de choc sous-jacentes. Le gradient de la solution discrete étant largement sous-résolu
pour un niveau de raffinement réaliste, ’approximation numérique des solutions onde pro-
gressive releve de la méme difficulté que celle induite par la capture des solutions onde de
choc associées. [’examen de la figure suivante suffit a en attester et convaincra le lecteur
que la méthode des volumes finis est adaptée a notre propos puisqu’il s’agit dans les faits
de solutions discretes discontinues. Le probleme numérique, rapporté ci-dessous, corres-
pond aux équations de Navier-Stokes compressibles usuelles pour un nombre de Mach
et un nombre de Reynolds respectivement égaux a 7 et 10%. Soulignons que cette der-
niere valeur est de deux ou trois ordres de grandeur inférieure aux nombres de Reynolds
typiquement rencontrés en aérodynamique.

Exact Navier Stokes profile
o Discrete Navier Stokes profile

Discrete Euler profile
o Discrete Navier Stokes profile
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Fic. 1 - Density profile for Navier-Stokes and Fuler equations

Ce résultat numérique, ici rapporté au titre de troisieme raison, implique une nouvelle
difficulté exclusivement liée & la nature non conservative du systeme (1). Les méthodes
de volumes finis qui pourront lui étre associées seront en effet ipso facto sous forme non
conservative. Ces méthodes sortent donc du cadre classique du Théoreme de Lax-Wendroft
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(voir par exemple Godlewski-Raviart [25], [26]). Il importe des lors de souligner qu’en
conséquence, si la famille de solutions discretes converge pour une topologie convenable
vers une limite, alors nous ne sommes plus assurés que cette limite est solution, en un sens
adéquat, du systeme (1). Ce résultat négatif est, bien entendu, en complete opposition
avec celui positif établi au titre d’équations purement conservatives. Nous reviendrons sur
ce point a l’occasion de cette introduction générale en rapportant trois contributions a
I’analyse numérique des systemes hyperboliques sous forme non conservative. De maniere
a illustrer la précédente affirmation, nous proposons au lecteur d’examiner les résultats
numeériques suivants :

densite vitesse pression 1 pression 2
17 1.8
0.8
34 24 1.6
0.6
0.4 143
2.5 0.2 1.5 1.24
04 13
21 1
0294 soution exacte
n 0.8
.0.44 —=—— 100 points
1.5 ——=—— 500 points 0.6
-0.64 ———— 1000 points 0.5 i
0.8] ——=a—— 2000 points 0.4
1 T T T 1 T T T J T T T d T T T 1
0.5 025 0 025 0.5 0.5 025 0 025 0.5 0.5 025 0 025 0.5 0.5 025 0 025 0.5

Fic. 2 - Contre exemple a la validité du Théoréeme de Lax Wendroff dans le cadre non
conservatif

Le probleme considéré est construit sur le systeme non conservatif (1) pour un choix
tres simple de deux viscosités constantes et strictement positives, les conductivités ther-
miques étant choisies toutes deux nulles. Ce probleme correspond au cas D décrit en détail
a la section 7 du chapitre 4. Les solutions discretes présentées ont été obtenues en utilisant
la méthode d’approximation que nous qualifierons dans la suite de classique pour quatre
niveaux de raffinements impliquant de 100 a 2000 points. Les solutions discretes semblent
coincider avec une fonction, en restant insensibles aux niveaux de raffinement proposés.
Cette fonction est toutefois tres éloignée de la solution exacte attendue, figurée ici en trait
plein.

[’objet de cette these consiste donc a étudier le systeme (1) pour différents choix de
fonctions viscosités et de fonctions conductivités pour ensuite en proposer une approxi-
mation numérique adéquate dans le contexte des méthodes de volumes finis.

1.2 Quelques modeéles physiques répondant au systéme (1)

Au titre des modeles physiques répondant au systeme considéré, nous mentionnons
dans un premier temps certains modeles de turbulence compressible: le modele de lon-
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gueur de mélange turbulent imposée ainsi que les modeles dits a “deux équations de
transport”. Nous verrons que de tels modeles s’inscrivent bien dans le cadre des équations
ici considérées. Ces modeles sont caractérisés par un nombre de Reynolds grand devant 1
(typiquement de 1’ordre de 10%) ainsi qu’un rapport de viscosités pi,/p variant de tres petit
devant 1 a tres grand devant 1, la viscosité turbulente p, étant une fonction fortement
nonlinéaire des inconnues. Un résultat d’existence globale des solutions onde progressive
sera donné dans ce mémoire sous différentes hypotheses de modélisation.

Un autre modele, tres éloigné, est motivé par la physique des plasmas lorsque la lon-
gueur de Debye est supposée étre tres petite devant une échelle de longueur de référence.
Pour certains régimes d’écoulement, I'une des viscosités et la conductivité thermique as-
sociée peuvent étre négligées (pour fixer les idées p, et k;) en conduisant le systeme
(1) a devenir équivalent pour les solutions régulieres a un systeme sous forme complete-
ment conservative. Les solutions onde progressive associées existent globalement et les
approximations numériques reposent sur les méthodes de volumes finis habituels (voir par
exemple [13]). Pour un autre régime d’écoulement, I'une des conductivités thermiques de-
vient tres grande, pour fixer les idées k., devant u, p, et k. L’hypothese de modélisation
consistant a mettre ces dernieres formellement a zéro, conduit le systeme résultant a étre
sous forme non conservative et les solutions onde progressive a développer généralement
des discontinuités dites de choc isotherme (cf. Zel’Dovich [74]). En conséquence, nous
rappelons que de telles solutions ne sont pas définies de maniere unique et qu’il est des
lors illusoire de vouloir en approcher I'une d’entre elles numériquement.

Nous aurions pu considérer des extensions immédiates du systeme (1) en considérant
plus de deux lois de pressions. Nous ignorons toutefois a quel type de modélisation un
tel systeme pourrait répondre. Nous nous en sommes donc tenu a exposer le cas de deux
lois de pressions. Soulignons toutefois que 'extension de la méthode numérique que nous
associerons a ce dernier cas, trouve une extension claire et immédiate.

1.3 Forme conservative versus forme non conservative

Il est utile de rappeler pour ne plus y revenir la différence distinguant de maniere
essentielle un systeme sous forme conservative d’'un systeme sous forme non conservative.
Cette distinction est a la base de récents travaux consacrés aux systemes hyperboliques
sous forme non conservative. Nous renvoyons par exemple le lecteur a P.G. Le Floch
[44], Dal Maso-Le Floch-Murat [20] pour la définition de produits non conservatifs et
son application a la définition de solutions onde de choc. Nous renvoyons a Sainsau-
lieu [61] et Raviart-Sainsaulieu [58] pour leurs travaux consacrés a des systemes de type
convectif-diffusif impliquant des produits non conservatifs du premier ordre et répondant
a la modélisation des écoulements diphasiques.

Nous renvoyons également le lecteur pour une autre approche a J.F. Colombeau et A.Y.
Leroux [9], Colombeau-Leroux-Noussair-Perrot [10] qui bien qu’équivalente (en un sens a
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préciser, voir A. Heibig [8]) ne sera pas celle adoptée dans le présent travail. La premiere
approche se révele parfaitement adaptée a notre contexte pour les raisons détaillées ci-
dessous.

Bien que le systeme (1) ne soit pas un systeme hyperbolique, nous rappelons ci-dessous
ces travaux pour les conséquences centrales qu’ils trouveront lors ’approximation numé-
rique des solutions de (1), motivation premiere du présent mémoire.

Un systeme hyperbolique, dans le contexte de la dynamique des gaz compressibles,
peut étre compris comme la simplification d’un systeme de type Navier-Stokes pour lequel
les petites échelles liées a la dissipation sont délibérément négligées. Une solution onde
de choc d’un tel systeme hyperbolique doit en conséquence étre comprise comme limite
de solutions onde progressive, des qu’elles existent, du systeme Navier-Stokes sous-jacent
lorsque les phénomenes de dissipation tendent vers zéro. Ainsi que soulignés par P.G. Le
Floch [44] puis Raviart-Sainsaulieu [58], la solution onde de choc comme les solutions onde
progressive qui la définissent par passage a la limite, partagent toutes la méme vitesse de
propagation ainsi que le méme saut uy —u_. Cette propriété d’indépendance relativement
a 'amplitude des phénomenes de dissipation est centrale aux travaux [44], [58].

Par opposition a cette propriété d’indépendance, il ressort de ces travaux que la vitesse
de propagation et le saut associé dépendent intrinsequement de la forme du tenseur de
dissipation lorsque le systeme d’équations est sous forme non conservative et ce contraire-
ment a un systeme sous forme conservative. Nous reviendrons sur ce point ultérieurement
mais il importait de souligner cette distinction essentielle.

Rapportons pour conclure ce paragraphe, que V. Vatel [69] et indépendamment Fores-
tier-Hérard-Louis [22] ont proposé I’étude d’une variante du systeme (1) telle qu’obtenue
dans le contexte d’'un modele de turbulence compressible. Substituant la loi de conserva-
tion sur ’énergie totale a I'une des équations régissant les pressions, ces auteurs proposent
de fermer les produits non conservatifs impliqués dans la seule équation non conservative
restante en faisant choix de la théorie de superposition de fonctions due a Volpert (voir
P.G. Le Floch [44] pour le lien avec la famille des chemins dite des lignes droites). Dans
[13], Coquel-Marmignon montrent que les solutions onde de choc étant ainsi définies, cette
définition n’est compatible que pour un choix de tenseur exigeant y = i, avec k = kK, =0
et ce sous I'hypothese v = ~,.

1.4 Méthodes d’approximation numériques et systemes non
conservatifs

Le systeme (1) étant vraiment sous forme non conservative, les méthodes d’approxima-
tion numériques qui pourront lui étre associées sont elles-mémes sous forme non conser-
vative. Ainsi que nous ’avons déja illustré, la famille de solutions discretes n’a aucune
raison de converger, si tant est qu’elle converge, vers une solution de (1).
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Cette distinction a opérer par opposition au cadre purement conservatif est de toute
premiere importance. Il est indispensable de rapporter ici trois contributions a ’analyse
numérique des problemes hyperboliques. Bien que le systeme (1) ne soit pas hyperbolique,
nous rappelons que les difficultés numériques restent étroitement liées, sinon les mémes.

Dans la premiere contribution, T. Hou et P.G. Le Floch [33] analysent la convergence
d’une méthode aux différences finies, consistante avec une loi de conservation scalaire, mais
ne répondant pas a I’hypothese de méthode d’approximation sous forme conservative telle
qu’exigée par le Théoreme de Lax-Wendroff. Ils prouvent la convergence des familles de
solutions approchées, ainsi construites, vers des fonctions limites mais qui ne sont pas
solutions faibles de la loi de conservation considérée.

Dans la seconde contribution, P.G. Le Floch et T.P. Liu [46] établissent la convergence
d’une méthode d’approximation numérique, la méthode de Glimm, lorsque appliquée a
un systeme hyperbolique sous forme non conservative (les solutions onde de choc étant
définies au sens de la théorie des produits non conservatifs proposée dans [20]). Notons
que par opposition a la précédente contribution, les fonctions limites coincident bien avec
les solutions faibles attendues.

Dans la troisieme contribution, A.Y. Leroux et A. Noussair [29] proposent délibéré-
ment une méthode aux différences finies sous forme non conservative pour ’approximation
des solutions faibles des équations d’Euler isentropiques et garantir en supplément d’un
bénéfice substantiel lié a leur loi de pression, la capture des solutions onde de choc atten-
dues.

[In’y a bien entendu aucune contradiction entre ces trois travaux : dans le premier [33],
la méthode aux différences finies peut étre comprise comme une méthode de projection L?
(i.e. projection linéaire); dans le second [46], la méthode de Glimm n’invoque aucune
opération de projection; enfin, dans le troisieme [29], la méthode aux différences pro-
posées peut étre comprise comme une méthode de projection nonlinéaire restaurant la
conservation des quantités requises.

Il s’agit donc en définitive d’une question de nature de projection, si projection il y a.

Une interprétation heuristique de I'influence de la nature de la projection sur "aptitude
d’une méthode numérique a capturer les solutions onde de choc et donc les solutions onde
progressive les ayant définies, peut étre proposée comme suit. Nous avons rapporté que
la vitesse de propagation ainsi que 'amplitude d’une solution onde progressive dépend
intrinsequement de la forme du tenseur de dissipation ayant conduit a I’existence de cette
solution. Sur le plan numérique, une méthode du premier ordre d’approximation construite
sur une technique de projection s’accompagne d’un tenseur de dissipation numérique,
responsable entre autres de la stabilité de la méthode. Ce tenseur n’a toutefois aucune
raison d’entretenir une relation de proportionnalité avec le tenseur de dissipation exact.
Il suffit en particulier de noter dans le contexte des équations de Navier-Stokes a une
seule entropie thermodynamique, qu'une méthode de type Godunov dissipe la densité p
lors de son évolution en temps et ce contrairement aux équations exactes. Cette absence
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de proportionnalité entre tenseur de dissipation numérique et tenseur exact ne porte pas
(trop) a conséquence dans le contexte d'un systeme sous forme conservative et d’une
méthode de volumes finis sous forme conservative en vertu du Théoreme de Lax-

Wendroff.

La situation est radicalement différente lorsque le systeme est sous forme non conser-
vative puisque cette fois, les solutions onde progressive, des qu’elles existent pour le choix
d’un tenseur exact adéquat, admettent des vitesses de propagation ainsi que des sauts
uy — u_ dépendant intrinsequement de la forme du tenseur choisi. Il s’agit donc heuris-
tiquement de forcer le tenseur de dissipation numérique, dans le contexte d’un systeme
sous forme non conservative, a étre proportionnel en un sens a préciser avec le tenseur
exact. A défaut d’assurer cette condition de proportionnalité, on s’expose a exhiber par
le calcul des solutions discretes donnant toutes les assurances de converger vers une fonc-
tion qui n’a toutefois rien de commun avec la solution attendue. Il est possible que cette
limite soit solution du systeme du premier ordre extrait mais pour un autre choix de
tenseur exact, lui proportionnel au tenseur de dissipation numérique. En d’autres termes,
la fonction exhibée par le calcul peut étre solution d’un tout autre probleme et seule la
méthode numérique aura décidée lequel. Ceci ne peut pas étre accepté.

Il faut prendre garde a ce que cette interprétation n’est qu'une heuristique. En particu-
lier, elle ne prétend en aucun cas que corriger une méthode de volumes finis au forcant le
tenseur de dissipation numérique a ressembler au tenseur exact, ce au sens des différences
finies et donc a un ordre d’approximation pres, soit suffisant pour assurer la capture des
solutions onde progressive requises. Une telle approche a par exemple été suggérée par
S. Karni [34] et se révele insuffisante dans la pratique (voir par exemple [33] pour une
discussion et des illustrations convaincantes ainsi que [21]).

1.5 Autres contributions

Ainsi que 'ont clairement montré A.Y. Leroux et A. Noussair [29], il est possible de
retirer un bénéfice substantiel de 1’utilisation d’une méthode de volumes finis sous forme
non conservative dans le contexte d’une systeme d’équations sous forme conservative mais
a la condition d’utiliser un opérateur de projection adaptée.

Dans cette méme optique, F. DeVuyst [21] a récemment proposé d’approcher numé-
riquement le systeme Euler pour un mélange de gaz en substituant aux équations de
conservation gouvernant les densités partielles, les équations de transport relatives aux
fractions massiques. Ces équations, certes sous forme non conservative, n’exhibent toute-
fois pas de produits ambigus puisque les fractions massiques ne peuvent étre discontinues
qu’a la traversée d’une discontinuité de contact, précisément la ou la vitesse de trans-
port est nécessairement continue. F. DeVuyst montre que 'opération de projection L? est
autorisée dans ce contexte.

D’autres contributions, relevant de la philosophie des techniques de shock-fitting par
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opposition aux méthodes de shock-capturing, peuvent également étre rapportées. Il s’agit,
apres avoir défini un censeur localisant les discontinuités éventuelles de la solution discrete,
d’appliquer une méthode non conservative (“synonyme” de moins cotteuse) en dehors des
discontinuités pour privilégier a I'emplacement des discontinuités une méthode conserva-
tive. Citons par exemple Moretti [54], Zwas-Roseman [75] et DeVuyst [21]. Une telle
stratégie n’est bien entendue envisageable que pour des systemes de lois de conservation.

Dans T. Hou et P.G. Le Floch [33], les auteurs proposent une technique d’hybrida-
tion plus séduisante car potentiellement applicable a un systeme sous forme vraiment non
conservative. En effet, a une méthode non conservative qui peut étre comprise comme ré-
sultant d’opérations de projection L2, ils associent pour I'approximation des discontinuités
la méthode de Glimm dont nous rappelons qu’elle est exempte d’opération de projection
(ce que nous avons rapproché du résultat de convergence établi dans [46]). Toutefois, une
telle hybridation semble ici difficile puisque nous ne connaissons pas la solution du pro-
bleme de Riemann, indispensable a la méthode de Glimm, sauf a intégrer numériquement
les EDO gouvernant les solutions onde progressive. Nous avons du adopter un tel principe
a des fins numériques, de maniere a exhiber une classe de solutions exactes (en 'occur-
rence, des solutions de problemes de Riemann). Le cott ainsi que la complexité numérique
requise rendent rédhibitoire une telle approche.

Dans le présent travail, nous introduirons un opérateur de projection nonlinéaire for-
cant la compatibilité discrete avec une relation de saut généralisée que nous exhiberons.
Soulignons que nous prouverons qu’en un sens a préciser, cette relation de saut sera violée
par une méthode de projection linéaire de type L2

2 Plan général des travaux

2.1 Etude des solutions onde progressive

Dans cette premiere partie, nous étudions I'existence de solutions onde progressive du
systeme convectif-dissipatif (1). Quelques propriétés sont mises en avant pour les consé-
quences qu’elles trouvent dans les divers chapitres constituant ce mémoire. Le systeme
considéré lors de cette analyse est en fait associé au modele (k, €) compressible régissant
I’écoulement turbulent de fluides compressibles qui, sous les hypotheses de modélisation :
termes de conduction et termes de relaxation nuls, trouve une forme analogue aux équa-
tions de Navier-Stokes a deux lois de pression complétées d’une loi d’évolution précisée en
temps utile. Notons toutefois que ce choix est en réalité relatif au choix des fonctions vis-
cosités et que les extensions au cas d’autres fonctions viscosités plus simples (constantes
par exemple) sont immédiates.

Ce modele est associé a un systeme d’EDP de type convection-dissipation ou les opé-
rateurs du premier et du second ordre sont sous forme non conservative et n’admettent
pas de forme conservative équivalente pour les solutions régulieres. [.’étude du systeme
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du premier ordre extrait a récemment été proposée par Forestier-Hérard-Louis [22], Louis
[48] et Vatel [69]. Ils montrent que ce systeme extrait est hyperbolique sur I'espace des
états admissibles et qu’en conséquence ses solutions peuvent développer des discontinuités.
Deux types de discontinuité doivent étre distingués.

Les discontinuités de type onde de contact, associées aux champs linéairement dégé-
nérés du systeme du premier ordre extrait, possedent une formulation faible au sens usuel
des distributions a la différence des solutions discontinues de type onde de choc, asso-
ciées aux champs vraiment nonlinéaires, qui ne sont pas définies de maniere unique ainsi
que nous 'avons déja souligné (cf. LeFloch [44], Dal Maso-LeFloch-Murat [20] ou encore
Colombeau-LeRoux [9]).

Nous adoptons ici le formalisme proposé par LeFloch [44] (cf. également Raviart-
Sainsaulieu [58], Sainsaulieu [64] dans le contexte d’un opérateur de dissipation sous forme
conservative) en étudiant I’existence et 'unicité de solutions régulieres de type onde pro-
gressive pour le systeme complet, i.e. de convection-dissipation. Ces solutions régulieres
trouve la forme suivante:

u(x,t) =u(x — ot),

T
ou uy, et up désignent deux états et o une constante réelle. Ces fonctions conduisent
LeFloch [44] puis Sainsaulieu [62] a définir les solutions onde de choc du systeme hyper-
bolique extrait par le triplet (o;uz, ug).

Dans le premier chapitre, nous montrons I’existence et 1'unicité, a une translation pres,
des solutions onde progressive du modele (k, €). Cependant, la forme non conservative de
I'opérateur de dissipation conduit a une difficulté supplémentaire par rapport au cas d’un
opérateur sous forme conservative.

Nous montrons I'existence d’une mesure positive bornée M (D) dépendant de 1'opé-
rateur non conservatif de dissipation telle que le triplet (o;uz, ug) définisse une solution
onde de choc du systeme suivant :

oqu + A(u)@xu = M(Dl)(S{w:Ut}, t>0, z€IR, (5)

ou le triplet (o;ur, ur) est caractérisé par une relation de saut généralisée. Notons que si
I'opérateur de dissipation avait été conservatif, la mesure M serait identiquement nulle.

Nous montrons que ce triplet (o;ur,ug) dépend uniquement du rapport des visco-
sités laminaire et turbulente. Nous introduisons donc un systeme équivalent au systeme
convectif-dissipatif initial pour les solutions onde progressive qui met en avant le role
prépondérant joué par le rapport des viscosités. Ce systeme trouve la forme condensée
suivante :

Ao(V)Ov + Ay (v)0,v = 0,(C(v)D,v), t>0, x€ IR, (6)
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ou cette fois I'opérateur du second ordre trouve une forme completement conservative,
le nouveau produit non conservatif impliquant la dérivée en temps étant pondéré par le
rapport des viscosités.

Ce systeme joue un role crucial dans 1’étude du systeme (1) tant d’un point de vue
continu que d’'un point de vue numérique. En particulier il fait formellement apparaitre
I’existence de deux régimes limites pour lesquels la turbulence est respectivement évanes-
cente (y-/p — 0) ou pleinement développée (p/p, — 0). Ces régimes limites sont tous
deux gouvernés par un systeme de lois de conservation ou cette fois les relations de saut
sont bien str explicites.

Le second chapitre est consacré a 1’étude de ces régimes limites. En négligeant les
termes de relaxation, nous montrons que les solutions onde progressive du modele (&, ¢)
convergent uniformément sur IR vers les solutions onde progressive de systemes convectifs-
dissipatifs completement conservatifs lorsque le rapport des viscosités tend vers zéro.

Ces résultats de convergence vers des systemes de lois de conservation assurent 1’exis-
tence de développements limités des relations de saut généralisé que nous exprimons en
fonction d’une échelle du rapport des viscosités.

Dans les deux premiers chapitres, ’étude des solutions onde progressive est réalisée
dans un espace des états admissibles imposant aux inconnues k et ¢, pour des raisons
de modélisation, d’étre strictement positives. Toutefois, dans le cadre des modeles de
turbulence a deux équations de “transport”, la présence de termes de relaxation impose
bien entendu a ces deux quantités de s’annuler aux états limites uy, et ug. En remarquant
que le systeme régissant les solutions onde progressive n’est pas Lipschitz au voisinage de
zéro, I'unicité de ces solutions régulieres n’est plus assurée.

En se plagant dans le cadre d’'un modele simplifié, dit de longueur de mélange impo-
sée, nous montrons dans le troisieme chapitre que la régularité de la fonction viscosité
turbulente dicte 'unicité ou la non-unicité des solutions onde progressive en présence des
termes de relaxation. Nous donnons des conditions suffisantes, et vérifiées par un grand
nombre de modeles, relatives a la régularité de la viscosité turbulente et assurant soit
I’unicité soit la multiplicité des solutions onde progressive. Notons que le modele le plus
classique conduit a la multiplicité des solutions onde progressive.

Ce dernier probleme met clairement en avant les difficultés numériques d’initialisation
de la turbulence lorsque celle-ci doit étre dans un voisinage de zéro.

2.2 Analyse numérique des équations de Navier-Stokes a deux
entropies spécifiques

ette seconde partie est consacrée a approximation numeérique des solutions onde

Cett d t t I t d lut d

progressive de (1) exhibées lors de la premiere partie de ce mémoire et plus précisément
u triplet (o:u;,up) caractérisant ces solutions régulieres.

du triplet (o;ur,u t t lut 1
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Afin de motiver les problemes numériques relatifs aux produits non conservatifs im-
pliqués dans le systeme qui nous préoccupe ici, nous proposons dans un premier temps
I’approximation des solutions des équations de Navier-Stokes a une loi de pression (en né-
gligeant les termes de conduction thermique) sous forme non conservative. En effet, nous
proposons d’approcher les solutions onde progressive en faisant choix de la loi d’évolution
sur ’entropie spécifique, puis sur la pression, au détriment de la loi de conservation sur
I’énergie totale.

Une telle approche semble bien entendu étre une hérésie. Toutefois, celle-ci n’est pas si
immédiate puisque nous assurons que les deux systemes introduits sont bien équivalents
au systeme Navier-Stokes pour une classe de solutions dite C* par morceaux. Cette classe
de fonctions est certes restrictive mais suffit a notre propos, les solutions onde progres-
sive appartenant a cette classe. En conséquence, les difficultés ne peuvent survenir que
lors de la discrétisation de ces systemes équivalents. Il ne s’agit pas ici d’étendre la pre-
miere contribution, citée dans les motivations générales, due a LeFloch-Hou [33] mais bien
d’exhiber la perte d’équivalence au niveau discret des systemes considérés. En effet, nous
montrons que par l’approche (classique) de type Godunov par projection L2 1’énergie
totale, cette fois comprise comme fonction des autres inconnues, est une fonction décrois-
sante du temps, résultat en contradiction avec la propriété attendue de conservation de
I’énergie.

Ce défaut de conservation de I’énergie totale de la solution discrete provient de deux
sources d’erreurs systématiques et distinctes:

1. erreur L% de projection de la solution discrete,

2. erreur L? de représentation des dérivées de la solution discrete.

La premiere erreur a pour origine la projection L? de I’entropie spécifique (respective-
ment de la pression) et non de I’énergie totale. Elle est bien entendu liée au fait que les
solutions onde de choc des systemes du premier ordre extrait des systemes équivalents
sont distinctes. La seconde erreur est relative a la représentation discrete de 'opérateur
du second ordre non conservatif. Toutefois cet opérateur est fondamental puisqu’il est
responsable de 1’équivalence des systemes pour les solutions C? par morceaux.

Nous étendons I’ensemble de ces remarques au cas du systeme (1). Nous introduirons
des formules aux différences exemptes de la seconde erreur, la premiere apparaissant in-
évitable. De plus, nous demanderons au schéma de satisfaire les conditions de stabilité
habituelles et naturelles dans le contexte des équations de Navier-Stokes a une tempéra-
ture:

i) la préservation de la positivité de la densité et des pressions p et p, (des que le vide
est absent de la solution exacte),

ii) la préservation de la loi de conservation de I’énergie totale,

iii) la satisfaction d’un ensemble complet d’inégalités d’entropie discretes,
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iv) la satisfaction d’un principe du maximum sur les entropies spécifiques s et s..

Ces conditions sont énoncées pour des conductivités thermiques identiquement nulles
puisque autrement seules les entropies plog s et plog s, sont compatibles avec le second
principe de la thermodynamique.

Notons que de telles conditions de stabilité ne sont en général pas satisfaites par les mé-
thodes d’approximation de (1) les plus couramment utilisées (cf. Mohammadi-Pironneau

[52], Larrouturou-Olivier [39], Gleize [24]).

En utilisant une méthode de pas fractionnaires, nous proposons une méthode de type
Godunov par projection L? pour laquelle nous assurons toutes les conditions de stabilité
imposées. Il importe de noter des a présent que la positivité des pressions repose sur des
principes du maximum (ou du minimum) sur les entropies spécifiques.

Nous indiquons a présent que les résultats numériques obtenus par une méthode de
type Godunov par projection L? conduit & des erreurs L! inacceptables pour un degré de
raffinement donné et ce méme si la méthode proposée vérifie les propriétés de stabilité
requises 1), ii), iii) et iv). De plus, si les erreurs L' sont acceptables & un instant donné,
elles ne sauraient le rester a une date ultérieure puisque nous montrons qu’elles sont une
fonction croissante du temps dans le contexte d'une stratégie de projection L2.

Il apparait donc nécessaire de contraindre plus séverement les conditions précédentes.
Nous imposons alors une condition de compatibilité sur la vitesse comparée de création
d’entropie discrete, dont nous donnerons un énoncé précis, directement liée a la relation :

y—1 yr—1

p p
LamEyF' . _
— (Oips + Oppsu) —

p(0pss + Oppsru) = Op(pr- k0T — pr0,T;),

obtenue en combinant les identités (2). Ici pour simplifier, nous avons supposé les deux
viscosités constantes.

Nous montrons alors que les erreurs dues a la projection L2, s’opposant a la loi de
conservation de I’énergie totale dans le contexte du systeme Navier-Stokes a une tempéra-
ture, s’opposeront également a la satisfaction de la condition de compatibilité. Rappelons
toutefois que ces erreurs sont responsables des propriétés de stabilité précédentes.

Nous exhibons une opération de projection nonlinéaire venant s’adjoindre a la méthode
de projection L? permettant de forcer la condition de compatibilité tout en préservant les
propriétés de stabilité. Nous prouvons la validité d’une telle projection en assurant son
existence. Notons que son implémentation informatique est en réalité aisée puisqu’elle
repose sur un simple algorithme de Newton.

Cette opération de projection nonlinéaire est ensuite étendue au systeme complet en
présence des termes de conduction thermique puis de viscosités fonctions des inconnues.
Une extension aux modeles de turbulence compressible a deux équations de “transport”
est proposée prenant en compte des termes de relaxation.

Ces méthodes sont informatiquement implémentées. [’ensemble des tests effectués
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est comparé a la solution exacte et aux solutions discretes obtenues par une méthode
classique (cf. Mohammadi-Pironneau [52], Larrouturou-Olivier [39], Gleize [24]). Les ré-
sultats numériques mettent clairement en avant la nécessité de 'opération de projection
nonlinéaire au détriment des méthodes classiques qui développent systématiquement des
erreurs inacceptables au niveau de raffinement proposé.

2.3 Modele B.G.K. pour la formulation pseudo-conservative du
modele (k,€)

Cette troisieme et derniere partie, completement indépendante des deux précédentes,
est dédiée a un formalisme cinétique de type B.G.K. pour la formulation pseudo-conserva-
tive du modele (k, €). Le systeme ainsi considéré trouve I'expression développée suivante :

Op+0epu=0, x€IR t>0,

dipu + Ou(pu® +p +pr) =0,

pE + 0.(pE +p) =0, (7)
atpT + axpﬂ'u = 07

Oipe + Ozpeu = 0,

avec

2
p=G-n(pr-BL ),
P Vr — 1

Nous proposons de déterminer un formalisme cinétique de ce systeme en exploi-
tant I'approche développée par Croisille (cf. Croisille [18], Croisille-Delorme [19]) dans
le contexte du systeme Euler 3x3 et reposant sur ’existence de couple d’entropie de Lax,
i.e. strictement convexe. En effet, par application du Théoreme de Godunov-Mock ([27],
[51]), la transformée de Fenchel de telles entropies conduit a une symétrisation macro-
scopique du systeme considéré. Une formulation intégrale des transformées de Fenchel
permet d’exhiber le formalisme cinétique recherché.

Une telle démarche n’est envisageable que pour des couples d’entropie de Lax admet-
tant une dépendance fonctionnelle simple.

Nous exhibons I’ensemble des lois de conservation supplémentaires satisfaites par les
solutions régulieres de (7), contenant bien entendu I’ensemble des couples d’entropie de
Lax. La contrainte de simplicité fonctionnelle des entropies nous conduit a privilégier une

P P
(,09 (10g —) . PY (10g —) U) ;
p p

ou g est une fonction réguliere astreinte a des conditions de convexité. Cependant, nous
montrons que pour une telle famille, les entropies considérées ne sont jamais strictement

famille particuliere :

convexes et ne permettent donc pas de définir les transformées de Fenchel cherchées.
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Toutefois, nous montrons ’existence de changements de variable admissibles pour les
solutions faibles. Fn effet, les variables p, et pe sont des variables conservées par le sys-
teme (7). 1l est ainsi aisé de proposer des changements de variable nonlinéaire en p. et pe
conduisant a des systemes équivalents a (7) pour les solutions faibles. Bien entendu de tels
changements de variable modifient les nonlinéarités présentes dans les couples d’entropie
et conduisent donc a de nouvelles propriétés de convexité des entropies. Nous exhibons
alors des changements de variables licites assurant la stricte convexité des entropies fonc-
tionnellement simple.

Deux changements de variable sont proposés. Nous en déduisons, de facon analogue
a Croisille [18], une symétrisation macroscopique de (7) puis un formalisme cinétique de
ce méme systeme. Il importe alors de noter que les formalismes cinétiques ainsi obtenus
different suivant le choix du changement de variable adopté. Il en résulte donc la non-
unicité d’un tel formalisme.

Chacun des formalismes cinétiques est discuté et trouve une interprétation physique.
L’un d’entre eux est privilégié pour l'obtention d’un schéma cinétique de type Perthame
(voir Perthame [56], [57] et Khobalatte-Perthame [36]). De méme que dans le contexte du
systeme Fuler 3x 3, nous montrons que ce schéma est stable et vérifie, outre un ensemble
d’inégalité d’entropie, un principe du maximum sur ’entropie spécifique.
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A convection-diffusion system with first and second
order in a nonconservation form.
Part 1 : Existence of travelling wave solutions

Abstract

The present work is devoted to the study of travelling wave solutions of a
convection-dissipation system, the so-called (k, €) system modelling turbulent com-
pressible flows. This system exhibits nonconservative products for both the first
order and second order operators. A close attention is paid to the laminar and
turbulent viscosities whose ratio dictates the shape of the second order operator.
In that aim, we introduce an equivalent system involving nonconservative prod-
ucts which are weighted by this ratio with the additional benefit of a second order
operator in conservative form.

1 Introduction

In the present work, we study, for existence, the travelling wave solutions of a convection-
diffusion system governing turbulent compressible flows at high Reynolds numbers. The
so-called (k, €) model is derived under that assumption and we consider here the associated
set of PDE’s that we write in short as :

O + A(u)d,u = 9, (Dg(u)dyu) 4 (9yu, Dy(u)dyu) + S(u), t>0,2€ R (1.1)

The precise shape of the system is given below. Since the Reynolds numbers under con-
sideration are large, the solutions, which interest us, are mainly driven by the first order
extracted system. This first order system turns out to be hyperbolic but writes in non-
conservative form so that its shock solutions are not defined in the classical distributional
sense. This fact has been already underlined by Forestier-Hérard-Louis [1], Louis [6] and
Vatel [5], who have proposed to use the Volpert product (see for instance [3]) to define
the generalized jump conditions.

However, following LeFloch [4], the shape of the second order operator dictates the
definition of shock solutions. Those are defined when studying travelling wave solutions
for the convection-diffusion system (1.1) (see [4], Raviart-Sainsaulieu [10], Sainsaulieu [9]).

Here, we prove the existence in the large of such travelling wave solutions. The main
difficulty comes from the nonconservative form met by both the first order and second
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order operator when the Reynolds number goes to infinity.

In the particular case where the dissipation operator finds a conservative form, i.e. Dy =
0, then it is well-known (Gilbarg [18], Raviart-Sainsaulieu [10]) that the travelling wave
solution of the convection-dissipation system makes it possible to define a shock wave
solution of the first order hyperbolic system extracted from (1.1). Indeed, since the
Reynolds number tends to infinity, the second order operator becomes negligible and
formally the travelling wave solution tends towards the hoped shock wave solution.

In the frame of the (k,€) model, we prove that such a property is lost because of the
nonconservative form of the dissipation operator, i.e. Dy # 0. More precisely, we can
show that the travelling wave solutions of the system (1.1) yield us to shock wave solutions,
with a propagation speed o, of the following system :

8tu + A(u)@xu = M(S{l,:gt}, (1.2)

where M depends on the shape of the mapping D; and of the ratio of the laminar viscosity
p and turbulent viscosity p,. We thus pay a particular attention to the role played by
this ratio of these two viscosities. In that aim, we introduce an equivalent system which
admits a second order operator in conservative form but at the expense of nonconservative
products involving the partial derivation with respect to time :

Ao(W)ow + Ay (w)0,w = 0, (C(w)D,w) + S(w). (1.3)

Such nonconservative products involve the ratio of the viscosities as a weight but yield us
to, when the Reynolds number goes to infinity, a generalized Rankine-Hugoniot conditions
which does not involve the measure M=o

Having describe the considered mathematical model, the main result of the present
work, devoted to existence and uniqueness of travelling wave solutions, is expressed in the
section 2. In the section 3, this result allows us to characterise the shock wave solutions
of the system (1.1) as the Reynolds number goes to infinity. The section 4 is devoted to
the proof of the theorem of existence and uniqueness of travelling wave solutions.

2 The mathematical model

2.1 Presentation of the model

The study of a turbulent flow in presence of a shock wave is proposed in the framework
of the (k, ¢) turbulence model for compressible flows. The fully established turbulent flow
for an ideal gas with d > 1 space variables is considered. The gas is characterized by its
density p, its velocity u € IR? and its total energy E. We denote by k the specific kinetic
turbulent energy and by € the specific dissipation rate of the kinetic turbulent energy. For
the sake of symmetry in the forthcoming statements, the equations governing k and € are
written in terms of the variables:

2
pr= (3 =)ok, c=pc where , =1+ . (2.1)
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Here, p, may be compared to a turbulent pressure with adiabatic coefficient v, =1 + %.
The dependence on this coefficient with respect to the space dimension explains the need
for considering the equations in several space variables. Denoting [ the identity mapping
in IR?, the system of equations associated with the (k,¢) model writes

O+ V-pu =0, (2.2.1)

Dpu+ V-(pu@u+ (p+po)l) = V-((u+ pr) T(w)), (2.2:i)

OB+ V- (E+p+pu=V-((t+pu)T(w) u) + V- (:VT) + V- (5, VT),  (2.2.ii)

8,5%}?: ! + V-%p: Tu +p,Vou= /,LTtr(I‘(g) . Vg) + V- (k,VT,) — ¢, (2.2.iv)
€ € € € C, &?

0 + V- u4+eVeou=pu,—tr({{u) Vu) + V- | k. V- | — = —. 2.2.v

t%_l Ye— 1 MPT (() ) ( P) Ci ps ( )

The gas pressure p is taken as that of polytropic ideal gases:

P _ g leu |
y—1 20 -1

1<y<3 (2.3)

In (2.2.v), C7 and C3 denote two positive constants of the model such that classically
Ch €]1,2[ and Cy > C; (see Mohammadi-Pironneau [8] for instance) and we have set

Yo = (v = 1)Cy +1 > 1.

Concerning the dissipation terms in the above equations, the viscous stress tensor I'(u)
reads

I(u)=Vu+Vu - % (Veu) I, (2.4)
where A and p respectively stand for the Lammé coefficient and the laminar viscosity.
Here, i = p(T') denotes a smooth and positive function of the temperature T'= p/p. We
use the Stokes assumption to get A/p = (v, — 1) when d > 2 while for d = 1 we choose as
usual A/p = 1. For convenience in what follows, we set A/u = 2 — y where clearly y > 0.
Accordingly to the classical (k, €) model, the turbulent viscosity is given by the following
nonlinear expression:

2
P Cu
,=0," C,= > 0,
H K c K (77— _ 1)2
where the physics prescribes C, = 0.09 ([8]).
At last, T. = p,;/p may be considered as a turbulent temperature and the model

constants k, k, and k. refer to conductivity coefficients.

The two equations (2.2.iv) and (2.2.v) governing the turbulence phenomena are clas-
sically referred as to “transport” equations, respectively for the specific kinetic turbulent
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energy and its dissipation rate. Such a terminology is clearly not suited since these two
balance equations do involve both first order and second order products which cannot be
put in conservative form. These products respectively take the form (p, V-u, ¢ V-u) and

(1 (D) Va0, s (Plae)- V).

Some recent works devoted to fluid models arising in other fields of the physics have
dealt with first order extracted systems in nonconservative form. We refer for instance to
LeFloch [2] for elasto-dynamics, to Raviart-Sainsaulieu [10], Sainsaulieu [9] for diphasic
flows and to Cordier et al., Coquel-Marmignon for ionized flows. But in these works,
the dissipation operators always stay in conservative form. Thus, the studied system
in the present work leads to a novelty, namely the presence of first and second order
nonconservative products, which is a non standard mathematical problem. In this paper,
our aim is to analyse the possible parabolic regularization of the (hyperbolic) first order
system by such a non classical second order operator. In that aim, we study below for
existence the plane travelling wave solutions of (2.2).

The considered model is being given, our main assumption stays in the omission of
the diffusion effects, adopting x = k, = k. = 0. We refer the reader to Remark 2.6 for
some comments about the present assumption.

The main result of the present paper are presented in the following section.

2.2 Main results

We first state some algebraic properties of the first order extracted system :

Lemma 2.1
Consider the first order system extracted from (2.2) which can be written with clear no-
tations in the following condensed form:

d
Ov+I A(v)Dv=0, t>0, z€ R, (2.5)
=1
with v ="(p, pu, E, p,, €).
(i) The system (2.5) is hyperbolic on the state space Q defined by:

Q:{VERd+4;p>O,QERd,p>O, E >0, p7>0,€>0}.

Letn =T(ny,+-,nq) be a normalised vector in IR. The matriz PO n:A;(v) admits the
following real eigenvalues
won—c un unte &=Ly (2.6)
PP

The multiplicity of the eigenvalue u-n is d+2. The associated fields are linearly degenerated
and correspond to a contact discontinuity. The two other eigenvalues are simple and the
associated fields are genuinely nonlinear.
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(ii) Across a contact discontinuity, w-n and p+ p, are continuous.

(iii) Let v be a smooth solution of the system (2.5). Then, v satisfies the following
additional scalar conservation laws:

P Pr £
QUM+ VF(V) =0, U(v) = pF (p—w L, p%) CPW =00 (27)
where F: IR®> — IR denotes any given smooth mapping. Moreover, the mapping U:Q — IR

is strictly convex if and only if the mapping F: IR — IR is strictly convexr and satisfies
for any (s1, s, s3) € IR the following inequality:

V(D -VF)<-"(D-VF)-(V*F)™ - (D -VF) (2.8)

where V = T(vys1,7,89,7.53) € IR?, D = diag (y—1, v, — 1, 7. — 1) € Mat (IR*, IR*) and
V2F, respectively VF, refers to the Hessian matriz, respectively to the gradient vector,
of F.

Remark 2.2

The proof of statements (i) and (ii) can be found for instance in the work of Forestier-
Hérard-Louis [1]. Let us recall that the system (2.5) cannot be put in conservative form.
Some of the consequences will be discussed in Section 3. The property of continuity
underlined in (ii) will play an important role in the Section 3 devoted to the definition of
the discontinuous solutions for the first order extracted system.

Up to our knowledge, the statement (iii) is new. Note that it is indeed possible to
prove that the pairs (U, F') of the form (2.7) are the only non trivial entropy pairs for the
system (2.5). For intancee, we easily deduce from (iii) that the strictly convex mapping
F:(s1,82,83) — —In(s18283) satisfies the conditions (2.8). The pair (U, F') developed
from this F is therefore a Lax entropy pair. The following result sharpens the behaviour
of the additional conservation laws for smooth solutions of (2.5) exhibited in (iii) in the
presence of the second order operator and the source terms.

Lemma 2.3
Let U and F be defined by (2.7) and let F: IR* — IR be a smooth mapping. The smooth
solutions of the full system (2.2) obey to the following balance equations:

OU(V)+V-F(v)=

~v—1 v —1 v —1¢
( -1 /’L aSlf—I_ -1 /’LT 652f+ -1 _ILLT aSSf) tr(F(g) ) vﬁ)
P X P ' P 1p7
v — Vr — Ir—1e
+(m—_1 851.7-"— F 852f— CQ p%_l p_T 853.7:)5,
where we have set s = ﬁ, S9 = Pr , 83 = c
p'V p’V‘r p’Ve
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We refer the reader to the Lemma 3.4 for significant particular examples.

Since the convection system extracted from (2.2) is hyperbolic, this implies to study
the regularising properties of the second order operator. The existence of plane travelling
wave solutions of the system (2.2) allows us to prove such a property. This existence
problem becomes usual (Raviart-Sainsaulieu [10], Sainsaulieu [13], Serre [14] for instance),
but we recall that the dissipation operator is in nonconservative form in the present work.
It arises that the (k, €) model is out of the usual frame of hyperbolic system with parabolic
smoothness where the second order operator is in conservative form. The reader will find
some comments about this new mathematical difficulty in the Remark 2.6.

The plane wave solutions we want to study are at less C'(IR) functions governed by
the following system in one space dimension:

Oip + Ozpuy = 0, (2.9.1)
Dupur + Ou(pd + (p+ ) = 0 (x (1 + 1) Do), (2.9.ii)
Opu; + Ox(pusuy) = ax((/,c + 1) &Eui), 1=2,..,d, (2.9.ii1)
d
OB+ Op( B+ p + pr)us = 0 (X (1 + o) wr0pun ) + 30 00 + ptr) widpws), - (2.9.8v)
1=2
d
atPT —I' ulaacpﬂ' —I' FYTpTaxul - (77’ - 1) [XMT(awul)z —I' ,uT Z (axuz)2 - 5] 9 (29V)
1=2
€ 5 e G . Che? .
Ore + u10pe + Yee0puys = (Ye — 1) | x—ptr (Opr)* + pr — Z (Opu;)” — =——|. (2.9.vi)
Pr Pr =2 Cl Pr

For the sake of conciseness, we rewrite, with the notations of the Lemma 2.1, the
system (2.9) under the following condensed form:

OV + A(V)0,v = 9:(Do(v)0:v) + (0:vID1(v):v) + S(v). (2.10)

Here, the mapping (+]-) : Rt x R+ — R is the contracted product in R, ie.
for u € R and v € IR then (u]v) € R¥** and its jth component reads u;v;. The
mapping D;(v): Q — Mat(/R*1) satisfies

d

MO0 = (x (00 + X @) (0 0, (= 1), =S

=2 br

Moreover, the matrix A(v) does not coincide with the Jacobian matrix of any flux
function, since quantities w10.p, + V,pr 01 and w0, + v,C1e0,u1, appearing in the
equations (2.9.v) and (2.9.vi), do not allow to obtain a conservative form. At last, the
only products (9,v|D1(v)9d,v) contributing to the equations (2.9.v) and (2.9.vi), cannot
be also written in conservative form. The main originality and difficulty of the system
(2.9) lies on such a property. The (k,¢) model is out of the usual frame (cf. Raviart-
Sainsaulieu [10], Serre [14]) of convection-dissipation system where D; = 0. We will
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come back to this problem with more details in the next section where a sense to the
nonconservative form of the dissipation operator is given.

Contrary to the usual technique (developed by Mohammadi-Pironneau [8] for instance)
the considered source term S(u) is now a zero order function, i.e. without differential
operator. This new property of the mapping S(u) implies the source terms no impressing
the smoothness of solutions. Consequently, the analysis of the parabolic regularisation
of the second order operator can be realized no considering source terms. The studied
system under consideration can be written

OV + A(V)0:v = 0,(Do(v)D,v) + (9:v|Di(v)D,v). (2.11)

A travelling wave solution of (2.11) is a smooth function of the form

{ v(t,z) = v(x — ot),

éli}llnoov(t,x) = vy, éginoov(t,x) =vg, &=ux—ot,

(2.12)

where v, and vg denote two bounded constant states. The pair (v, o) is characterized by

'+ AR — (Dof¥)9) — (D)) =0, (213.)
F ooy i S = ve 2.13.ii
Jim V(&) =vi,  lim ¥(&) =va (2.13.ii)

The main result of the present work, devoted to the existence of travelling wave so-
lutions of system (2.11), is given now. The reader may find the proof of this result in
Section 4.

Theorem 2.4
Let v € 11,7,] and Cy €]1,2[. Let vi, € Q be a given constant state and let o be a given
real constant. Assume that vy, and o satisfy the following inequality:

o= gy @ = P TP (2.14)

L PL PL
and that there exists two strictly positive constants my < mg such that my < u(T) < mo.
Then there exists a unique constant state vy €  such that there exists a smooth travelling
wave in the form (2.12) which is solution of the system (2.11). This solution is unique
up to a translation and is included in 2.
Symmetrically, let vp € Q and o € IR be given. Assume that vy and o satisfy

wr=0 | @ PR Db (2.15)

CR PR PL
and assume that there exists two strictly positive constants my; < mg such that my <
w(T) < my. Then there exists a unique constant state vy € Q such that there exists a
smooth travelling wave in the form (2.12) which is solution of the system (2.11). This
solution is unique up to a translation and is included in €.
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Remark 2.5

The assumption v € |1,v;] is more restrictive than with usually where 1 < ~ < 3.
But this condition appears as a natural modelling hypothesis for polytropic gases since
l<y<241

Remark 2.6

Without the simplifying assumption relating to the conductivity coefficients, one can be
easily convinced that the homoclynes to be studied are governed by a dynamical system
in IR® where furthermore their critical points are unknowns. This difficulty remains true
with our assumption but the governing dynamical system can be reduced in IR* and
the Poincarre-Bendixon Theory can be applied. Let us notice that the not-knowledge of
critical points is implied by the nonconservative form of the system since there does not
exist of conservative reformulation.

Remark 2.7

The travelling wave solutions of the system (2.11) of course depend on the constant C,
and the function p. But the dependence on these two quantities must depend on the
considered phase space. Section 4, it is shown that such a solution can be defined by the
algebraic relations (4.5) (cf. Lemma 4.1) and the ordinary differential system (4.12) (cf.
Lemma 4.2) then the travelling wave solution is defined in the parametric phase space
characterized by (&, p, pu, F/,p-,¢) and depends on the constant ), and the function p.
Such a solution can be also defined by the algebraic relations (4.5), the ordinary differential
equation (4.22) (cf. the proof of the Lemma 4.8) and the critical point curve (4.17) (cf.
Lemma4.4). This yields us to a characterization of the travelling wave in the phase space

: . C
(p, pu, E,p,, ) where the solution only depends on the ratio —=.
[

The above Theorem proves that the second order operator is a parabolic regularization
of the first order hyperbolic extracted system. Furthermore, it justifies the choice of the
second order operator considered in this work.

3 Shock wave solutions for the (k. ) model

The definition of shock wave solutions for a convection-dissipation system, for which dissi-
pation phenomena are never neglected, may seem surprising. But discrete viscous profiles
approximating travelling waves (or compression waves) are usually described using two
or three grid points. Consequently, the viscous effects can not be properly captured and
the numerical resolution implies shock solutions. To illustrate this purpose, a numerical
comparison between Euler and Navier-Stokes equations is presented figure 1.1. A station-
ary shock tube is used for this numerical test with an Osher solver. The initial data are
given by

,OL:O.2 uL:35 pL:7

pRzl uR:7 pR:203
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with v = 1.4 and = 1072,

Exact Navier Stokes profile

Discrete Euler profile

e o Discrete Navier Stokes profile e o Discrete Navier Stokes profile
1F 1F

09F 09F

08 08

07fF 07fF

06 06

05 05

04F q 04F

03 03F

0 0

o b o b
05 -0.25 0 0.25 0.5 05 -0.25 0 0.25 0.5

Figure 1.1: Density profile for Navier-Stokes and Euler equations

This result suggests the well-known preponderance of convection phenomena on dissi-
pation phenomena. It is therefore necessary to define discontinuous solutions which will
be compatible with the dissipation present in the (k, ¢) model.

The convection system extracted from (2.9) is thus considered. To simplify the pre-
sentation of the following results, one space variable will be considered but all the results
of this work can be extended to any space dimension. The convection system extracted
from (2.9) under consideration can be written in the following condensed form:

Ov+ A(v)d,v =0. (3.1)

The usual construction of rarefaction waves for an hyperbolic system in conservative form
it may be without difficulty applied to an hyperbolic system in nonconservative form
(Sainsaulieu [9] for instance). Considering now a discontinuous function in the following
form:

Ve, ¥ <ot
ity ={ v 07 32)

it seems impossible a priorito define such a function as solution of (3.1) since the product
A(v)0d,v does not make distributional sense. Several methods have been recently intro-
duced to define this product. An appropriate setting has been developed by Dal Maso,
LeFloch and Murat [15] and Colombeau and Leroux [16] but where there is not a unique
definition. Travelling wave solutions of the convection-dissipation system enable a unique
characterization of such solutions (LeFloch [3], Sainsaulieu [7], Raviart-Sainsaulieu [10])
for which dependence on dissipation is intrinsic. But the dissipation remains in conser-
vative form in these works, i.e. Dy = 0. The problem makes oneself conspicuous by the
presence of matrix Dj.
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Let us recall the travelling wave analysis with Dy = 0 (cf. [7],[10] for more details). A
discontinuous wave solution of a system in a condensed form (3.1) is defined as the limit
of a travelling wave solution of

Ov+ A(v)0,v =0, (D(V)@xv), (3.3)

when the dissipation is neglected.

The smooth function v(¢,x), in the form (2.12), is assumed to be a travelling wave
solution of (3.3). Consequently, the smooth function

Vol 2) = oz —ot) =¥ (“’ - “t) , (3.4)

14

where the pair (v, o) is characterized by (2.13), is a travelling wave solution of the following
system:

0v, + A(v,)0,v, =1 0, (D(Vl,)awvl,)

with the same behaviour at infinity than v(¢,2). Since v, converges a.e. towards the
discontinuous function

Vr, if §<0,

Vo(§) = { ve if £€>0, (3.5)

the smooth function v, (¢, ) converges to the discontinuous wave (3.2) as v goes to zero.

The following definition is thus proposed by LeFloch ([3]) and Sainsaulieu ([17]):

Definition 3.1
The function (3.2) is a shock wave solution of (3.1) consistent with the dissipation operator
if there exists a travelling wave in the form (2.12), denoted by v, solution of (3.3).

The triple (o, vg, vz) is furthermore characterized by the following generalized jump
relations:

7 (vi—vi) = [ AR(O(E) de
obtained by integrating the ODE (2.13) over IR.
This theory is extend to the (k, €) model which admits the non standard mathematical

problem based on the nonconservative second order product (9,v|D1(v)d,v).

Theorem 3.2
Let v € 11,~,] and o be a real given constant. Assume one of the two following inequalities

holds:

(a) (ul)LJ > 1 with c% = apPr + JrPrr for a given constant state vy,
cy, PL PL
u — 0 THT .
(b) % < —1 with c?% = JPR + JrPr for a given constant state vy

CR PR PL
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and assume that there exists two positive constants my < mg such that my < p(T) < mo.

(i) The smooth function v, : IRy x IR — Q defined by

vxa@:o(x_“),

14

where (V,0) is characterized by (2.13), converges a.e. toward the discontinuous function
(3.2) as v goes to zero.

(i) There exists a positive bounded measure M(D1y, vy, vr) defined by

| FOI DUEO©) de = [ dMDy, Vi, vi).

Then the discontinuous function (3.2), defined in (i) as the limit of v, when v goes to
zero, defines a shock wave solution of

OV + A(V)0.V = fpmony / dM(Dy, vy, VR) (3.6)

compatible with the dissipation operator characterized by (Do, Dy).

(tii) The triple (o,vL,VR) is characterized by the following generalized jump relations:
o (vi=vi)+ [ ARE)V(E) de ~ [dMDy, Vi, Vi) =0. (3.7)

Proof of the Theorem 3.2
Under assumptions, the existence of a travelling wave, v(¢, z) in the form (2.12), solution

of the system
Ov+ A(v)d,v =0, (Do(v)awv) + (6$V|D1(V)6$V)

is obtained by virtue of Theorem 2.4. The smooth function v,(¢, ), defined by (3.4)
where the pair (v, o) is characterized by (2.13), is thus a travelling wave solution of the
system

Ov, + A(v,)0,v, =v 0, (Do(vy)awvl,) + v (8$VU|D1(VU)6$VU)

with the same behaviour at infinity than v(¢,2). Since the smooth function v, : IR —
converges a.e. towards the discontinuous function

vy, if £<0,

%@:{vRif§>m

the travelling wave v, (¢, ) converges to the discontinuous wave (3.2) as v goes to zero.

The integration over IR of the equation (2.13) gives the following generalized jump
relations:

o (vi=vi) = [ AFE(E) d¢ — [ (6 DUFEV(©) de.
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This integral finds the following developed form:

v (V) = 0
| FE@IDE©©) de = [ e — ) e e+ (= (s |

(Ve — 1)]3?/«77 {dﬁﬂ ~det + (X — 1)(d£ﬁ1)2}

with the notation )?(f) = X(x —ot). By virtue of Theorem 2.4, the smooth functions fi;,
p, and & are positive bounded. Moreover, it is shown, in the section 4, that on the one
hand deu; =0 for i = 2,...,d, on the other detiy = M del/p < 0 is bounded with M as a
positive bounded constant. Consequently the following inequality holds:

0

o< [ WOl DEEEe) s g
1/pr —1/pr
1/pr —1/pr

with C' a positive generic constant. The proof is thus concluded. B

Remark 3.3
The measure M(Dy, vy, vg) is unusual. Its presence is natural because the dissipation
terms are in nonconservative form and we have to deal with it.

The measure M, appearing in the jump relations (3.7), can be associated with non-
conservative products involving derivation with respect to time. This remark can be
obtained using a system which is equivalent to (2.11). This result is obtained by a change
of variables based on the entropy relations.

First, the Lemma 2.3 is extended to three particular cases.

Lemma 3.4
Using the same notations as Lemma 2.3 and setting respectively F(s1,sq,83) = 8; with
i =1,2,3, the smooth solutions of the system (2.9) satisfy

1 d —1 :
" (X (Dour)® + Z(aggui)?) + e >0, (3.8.0)
p P P = P
T T T 1 i T 1 .
atpﬁ_l +axpﬁ_lu1 - 70%_1 s (X (axul)uz(axui)?) - ’170%_1 e, (3.8.ii)
1=2

5_1 d 7'_1 2
Ot oy = —— i, i(x(axul)z—l—Z(@xui)Q) — RS (384

ye—1 T ve—1 2
P P P B i=2
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C1

Furthermore, setting F(s1, $2,83) = SZ , the smooth solutions of the system (2.9) satisfy
3
P -

8,02 2 7—5 —|—8pr 2 7—? Uy = (CQ Cl) 2= Ol 01_1 > 0. (39)

Remark 3.5
An analogy between the equations (3.8.i) and (3.8.ii) can be noticed. The quantity
p./p"~! is thus comparable to a specific entropy for the turbulence with the adiabatic
coefficient ~,.

An equivalent system is developed using the Lemma 3.4 relating to the entropies
of the system (2.9). The main property of the equivalent system lies on the lack of
nonconservative form of dissipation term. This property is expressed to the detriment of
the time differential operator which becomes in nonconservative form.

Lemma 3.6

Let us consider v : IRy x IR — Q a C*(IRy x IR) solution of system (2.9). Then there
exists a C'-diffeomorphism ®:Q — ®(Q) and smooth mappings Ay, Ay, D : Q —
Mat( IR+ IR™) and S: Q) — R such that the mapping w : IRy x IR — ® defined by

w = ®(v)

is a C'(IRy x IR) solution of the system:

Ao(w)Oiw + Ay (W), w = 0, (D(W),w) + S(w). (3.10)

The matriz Ag(w) is moreover invertible for any w € ®(Q) and the mapping S(.) is a
zero order function, i.e. without differential operator.

The system (3.10) finds the following developed form:

Op + Oppuy =0, (3.11.i)

dpur + Op(pui + (p+ p,)) = 0, (X (pe 4 per) aﬂh), (3.11.ii)

Opu; + 0y (pusug) = ax((/,c + 1) axui), 1 =2,....d, (3.11.ii1)
d

IE + 0:(E+p+prlur = 0, ((u + fir) (Xulaxul +> uzaxuz)) (3.11.iv)
1=2

yr—1 v—1
5 —n (at o, pjf lul) - 5_ i (atpp + 0, pflul) = —e(pr + p1), (3.11L.)
p- p-
Dpp?~ - 49t Ol%ul = (Cy — Cy)(yy — 1)p*~Prp, 71, (3.11.vi)
Remark 3.7

One can notice that there is no second order term in equations (3.11.iv) and (3.11.v) and
that (3.11.iv) is the only nonconservative equation of the system (3.10).
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The above result implies the equivalence between the (k, €) model, governed by (2.10),
and the system (3.10) for smooth solution. It is possible to extend the equivalence for
shock wave solutions. This extension is obtained using travelling wave analysis given by

the Theorem 2.4.

Theorem 3.8
Assume that the assumptions introduced in the Theorem 3.2 hold. Assume that the dis-
continuous function

v T < ot
Vo(t,l’) — { R )
vy, T > ot,

defines a shock wave solution of

OV + A(V)0V = 6, / dM(D1, V1, V) (3.12)
compatible with the dissipation operator characterized by (Do, Dy). Then the discontinuous
function

®(vp) =wg, x<ot,
®(vy)=wyp, x>0t

wo(t,z) = ®(vo(t,z)) = {

define a shock wave solution of
Ao(W)ow + Ay (w)d,w =0 (3.13)

compatible with the dissipation D. The triple (o,wg,wy) is then characterized by

o [ AolW(€) W(©) de + [ Aulw(€) W(e) dt =0, (3.14)

Consequently, the systems (3.12) and (3.13) are equivalent for shock wave solutions.

Proof of the Theorem 3.8
Under assumptions, the existence of a travelling wave, denoted by v(¢,2) in the form
(2.12) with the pair (v, o) characterized by (2.13), is obtained by virtue of the Theorem
2.4. The Theorem 3.2 implies thus the existence of a shock wave, denoted by vq(?, ),
solution of the system (3.12).

Since the travelling wave solutions v(¢,x) is smooth enough, the function w : IR, X

R — ®(Q), defined by

w(t,z) =w(x — ot) = ®(V(z — ot)),
gli}{ﬂoow(t,x) = ®(vy), gli}inoow(t,x) = ®(vg), &=ux-—ot,

is a travelling wave solution of the following system extracted from (3.10):

Ao(W)ow + Ay (w)0,w = 0, (D(W)@xw).
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Consequently, the function w, : IRy x IR — ®(Q) defined by

— ot
w, (1, 2) = W, (2 — ol) = W (“’ - )

converges a.e. toward the discontinuous function wq(t,z) = ®(vo(?, x)).

Since the second order operator is in conservative form and the function w : IR — ®(1)
is characterized by

—oAo(W)W + A (W)W — (Do(w)w')' =0, (3.15.i)
lim w(¢) = lim w(¢) = 150
g_gnoow(f) Wy, g_l}l_rl_noow(f) WR , (3.15.1i)

then, after integrating (3.15.i) over IR, the equality (3.14) is obtained. B

4 Proof of the Theorem 2.4

This section is devoted to the proof of the Theorem 2.4 in the case v < ~,. The case
~v = 7, is proved in the appendix A.

Let o be a real given constant. A function v(¢,z) in the form

{ v(t,z) = v(x — ot),

éli}llnoov(t,x) = vy, éginoov(t,x) =vg, &=ux—ot,

(4.1)

with vz and vp two bounded constant state, is considered. This function is a travelling
wave solution of (2.11) if and only if, for a given constant state vy, respectively vg, there
exists a unique constant state vp, respectively vy, and a function v : IR — ) solution of
the following set of ordinary differential equation:

—0¥' + A()¥' = (Do(V)¥') + (¥/] Dy (¥)¥) (42)
i (6) — lim (&) = 4.
lim 6 =vi, - Jim ¥(6) =va, 3

where ' denotes the derivation with respect to &.

In order to simplify the presentation, we omit the notation = and we set

<
—
Iy
~—
Il
~
TN
)
—~
Iy
~—
|

(€). B(6), p-(€), <(9)).
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Consequently, the ODE system (4.2) can be written

d:M =0, (4.4.1)
M?der + de(p + pr-) = Mde (1 + p7)xdeT) (4.4.1)
Mdgui = dg ((M + /,LT)dgui) 1= 2, ce ,d 5 (44111)
d
Mrdep + ypMde = (v — V)xpuM?(dem)* 4+ (v — D Z(dgui)z, (4.4.iv)
1=2
d
Mrdep: +v7pr MdgT = (37 = V)xpur M? (de7)* + (37 = Dz 3 (dewi)®,  (44.)
1=2
d
) & .
Mrdee + yeeMdeT = (7. — 1)X/,LTp—M2 (dem)? + (7. — 1)/,L7-p— > (deug)?. (4.4.0)
0 T =2

The equation (4.4.i) implies that the function M (&) is a real constant denoted by M =
pr(uip — o). Two cases, M > 0 or M < 0, must be distinguished respectively associated
with a 1-compression wave or a 3-compression wave. For convenience, only case M > 0 is
considered. The 3-compression wave, i.e. M < 0, can be deduced from M > 0 reversing

the role of £ to —¢.
The two following results reduce the d + 4-ODE (4.4) to a 2-ODE completed by

algebraic relations.

Lemma 4.1
Let vi, € Q be given and assume that v : IR — Q is a C'(IR)-solution of (4.4) such that
there exists a bounded state vgr € Q satisfying

lim v(§) = d lim v({) = vg.
Jim v(€) = vy, an (Hm v(€) = vr

Then the function v(§) satisfies

M = pu({w)r = o), (4.5.0)
ull) = (wr i=2,---,d, (4.5.ii)
,01‘01]%1(5) =py (p;LL) - (4.5.ii)
WOﬂM@NOZX:%&%@+W—Um&%1+ffﬂ+ .

=06 = ) (O =)= =
for any € in IR.

Proof of the Lemma 4.1 )

Since V is a smooth solution of (4.4) and pu, = CMpL, the equations (4.4.v) and (4.4.vi)
5
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can be written

7'2 T 1 7'2 d
deps7" = (v — 1)X0M%T%_1M(dgv)2 +2 - CM%T%* S (dews)?,  (4.6.0)

=2
[ 1 d ..
deem™ = (v, — )xCoup. 7'M (dgv)2 + i Y Cuprm! Z(dgui)z. (4.6.i1)
=2
An easy combination of the equations (4.6.i) and (4.6.ii) gives
) (4.7)

With ¢ =2, -, d and setting U; = u; — (u;) 1, the integration of (4.4.iii) over | — oo, €]
gives
Since M > 0 and v are a bounded C'(IR)-solution of (4.4) included in §, then the function

A+ (&) s IR — IR is positive and bounded . Consequently, the unique bounded solution
of the equation (4.8) is U; = 0 which implies the relation (4.5.ii).

Consequemtly, the equations (4.4.ii), (4.4.iv) and (4.4.v) can be written

M*der + de(p + p-) = Mde (1 + pr)xdeT) (4.9.1)
Tdep + ypdeT = M (v — 1)xu(der)?, (4.9.ii)
Tdepr + veprdeT = M(v2 — 1)xpir (der)?. (4.9.ii)

Setting H = M?*7 4+ p + p, and Hy, = M?*7, + pr + p-, the integration of (4.9.i) over
| — o0, & gives

H — Hyp, = (pp+ pr ) x Mder, (4.10.1)

Tdgp + ypdeT = (v — 1)xpuM(de7)?, (4.10.i1)

Tdepy + YoprdeT = (v — 1), M(deT)?. (4.10.iii)

The sum of (4.10.ii), divided by (v—1), with (4.10.iii), divided by (v, — 1), can be written
P Pr M2 2 _ 2

de(r(ooq + 7 g) = 57 + Hier = (o o)\ M(der)* (4.11)

The multiplication of (4.10.i) by d¢7 gives thus
Hder = Hpder + (10 + /,LT)XM(dgT)Q.

Introducing this relation in (4.11), we obtain

dg(r( P + br )+ Hpr — —27'2) = 0.

Y= 1 Vr — 1 2
The integration from —oo to & of the above equation gives the expected relation (4.5.iv).
|
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Lemma 4.2
Under the assumptions introduced in the Lemma 4.1, the pair (7(£), p,(€)) is solution of
the following system:

—I_ 1 T .
X+ pr ) Mrder = MZ(VT) (1 —7L)(T— 70) + :Yy — ﬁly(TpT —TLprg), (4.124)
dep, ™7 = (> — Dy M7~ (de7)? (4.12.1)
with
y—1 2y pL+prr

= 4.13
i (4.13)

Remark 4.3

Under the assumption (2.14), i.e. M?*r > v(pL + p-1,), the following inequality holds:

To < T[,.

Proof of the Lemma 4.2
The equation (4.4.ii) is written

de (MP7+p+pr) = de (5 + po)xMder).
[ts integration over | — oo, £] gives
(1 + pe)xMder = M*7 + p+ p, — (M*r + pp + pr)

A multiplication by 7 of the above equation allows to plug it in the relation (4.5.iv). A
straightforward calculation gives thus the equation (4.12.1).

The equation (4.12.ii) is given by (4.6.1), since w;(§) = (w;)p with i =2,---,d. &

According to the above lemmas, the function V(&) is a C'(IR)-solution of (4.4) satisfying
(4.3) if and only if the valued vector function (7(§), p,(£)) is a C'(IR)-solution of (4.12)

and admits two bounded limits at the infinity.

For the sake of clarity, the following notations:

- (pTL)Cl €L
0=2-Cp a= MO P g = (€)
' s €L CMP}: @ (pTL)Ol

are introduced. Since vy, € Q, C; €1, 2[ and pu € [my, my], there exists two positive
constants denoted again my < mgy such that

9 €]0, 1], a>0 and v € [my, my]. (4.14)



Proof of the Theorem 2.4 21

Under simplifications and setting s,(&) = p,(&)7(£)" the system (4.12) is written

der = M2 (’Y + 1) ~e=1)8 (1 —7m)(r — 7o)
o 2 prr=16+1 4 5 6 )
- (4.15.)
L el =) (6-1) 57 (TLp-)T
a\y—1 prOr=iHL 4 07
desr = (v — 1)@5797(%_1)(1_9)_1(dgT)Z. (4.15.i1)
The system (4.15) takes the following condensed form:
deZ = X(Z) (4.16)

where Z(£) = T(7(€), 5.(€)) and X(Z) is the vector field of the system (4.15).

Consequently, the function v : IR — Q is a C'(IR)-solution of (4.4) satisfying (4.3)
if and only if the system (4.16) admits a unique C'(IR)-solution for which limits at the
infinity exist and are bounded. Consequently, the proof of the Theorem 2.4 lies on the
existence of a unique integral curve of the vector field X connecting two critical points.

Lemma 4.4

Let us assume that M7, > vpr, +v,p-p. Then the set of critical points, denoted by C, of
the vector filed X is a smooth curve parameterized by T and denoted by C(7) and defined,
in the Z-plane by

)= (et = (22 () arrt — =

where 7y is defined in (4.13). There exists two positive constants T, < Tar such that

C(r)>0 V7 E€lTm, ™Ml
C(r) <0 V7 >0 and 7 €]7,, T,

and there exists a unique 7 €)1, Tv| such that

dC(r)
dr

(77) = 0.

The curve C(7) is a strictly concave curve on |7*

T(TL, p-7L7) € C satisfies 11, €7, ;]

, ™| Furthermore, the point Z; =

Proof of the Lemma 4.4
By definition a critical point Z of the vector field X is defined by

X(Z) = 0.
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The developed form of the field X implies that Z = T(7, s,) is a critical point if and only
if

de(§) =0
which is equivalent to
- —1 1
o= e = (E2) () et - (0
Tr =

where 7y is defined by (4.13).

Consequently, the set of the critical points is a curve parameterized by 7. An easy
study of this curve allows to conclude the proof. B

Lemma 4.5
Define the domain D by

D= {(T, 8;) € IR, < IR,; T Eltm, Tml, 0<s, < C(T)},

Assume that Z is a C*(IR)-solution of (4.16) connecting two critical points denoted by Z*
and Z~ such that
5,7 >0 and T~ €T, il

Then necessarily Z(§) C D for any & € IR and satisfies

0<s,” <s.(8) <s, T and  0<tt<7({) <7  VEeER.

Proof of the Lemma 4.5
Considering the phase plane includes in IR} x IR}, a straightforward calculation gives

des. >0 V7 > 0 and Vs, > 0,
des, =0 V(7, s,)€C
and
deT <0 Y(r, s;) €D, (4.19)
det =0 Y(7, s;) €C,
der >0 otherwise.
Consequently, the vector field X admits a vertical component always increasing. But its

horizontal component is decreasing on D and decreasing otherwise (cf. figure 1.2).

The Lemma 4.4 concludes the proof. B

This result allows to restrict the study in the domain D. We have to prove the existence
of an unique integral curve of the vector field X which connects Zj to an other critical
point. This demonstration is split as follows.
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s(t*)

—=  horizontal direction of flow

T vertical direction of flow

Figure 1.2: Phases space of system (4.15)

Lemma 4.6
Let Zg be any point in D. The autonomous Cauchy problem
{ deZ = X(Z), Y¢ >0,

2(0) — 2, (4.20)

admits a unique solution Z(£). Furthermore there exists a unique critical point ZT € C
such that
lim Z(¢) =727,

E—+o0

Proof of the Lemma 4.6
Consider the nonempty compact K(Zg) defined by

K(Zy)={Z e DucC; 7 <71(0), s, > s,(0)}.

K(Z) ~

| “

<— Flow orientation <---- Inteeral curves

Figure 1.3: Compact K(Z) and orbits in a positively invariant compact

Denoting by n the outward unit normal of K(Z) an easy computation gives

n-X(Z) <0.
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Consequently, the continuity of the vector field X in K(Zy) implies that K(Zg) is a
positively invariant compact of the vector field X. The orbits cannot leave K(Zy) when
€ 1s increasing. This leads to orbits of the vector field X converge to a critical point or a
periodical orbit. The monotony of the integral flow in K (Zg) implies the convergence to
a critical point and not to a periodical orbit (cf. figure 1.3).

Since 6, a and v satisfy (4.14) then the vector field X is Lipschitz in K(Zo) and the
proof is complete. B

Lemma 4.7

Let us define
T={ZelC < T <]y}

and consider @ C D a neighbourhood of C~. Let Zy be any point in ©. The autonomous
Cauchy problem

{ deZ = X(Z),  V{<O, (4.21)

admits a unique solution Z(&). Furthermore there exists a unique critical point Z= € C

such that
lim Z(¢)=7Z".

E——o0
Proof of the Lemma 4.7
Likewise the proof of the Lemma 4.6, a negatively invariant compact is given.

Consider Z; and Zs two points of C~. The Lemma 4.4 ensures C~ is a strictly concave
curve. Consequently, the segment connecting Z; to Z, is included in D. A compact
denoted by K(Zy) and closed by the segment and the curve C~ is thus defined. The
points Zy to Zy are chosen in order to Zg € K(Z) and the segment connecting Z; to Zs

be included in ©.
The outward unit normal to K (Z) denoted by n(Z) = T(n,(Z), n, (Z)) satisfies
X(Z)-n(Z)=0 VZ €C™,
X(Z) -n(Z) = ( )+ ns, (Z)(v, — 1)@3797(%_1)(1_9)_1(1[57')dgT otherwise.
An easy proof ensures
n.(Z) <0 and ns, (Z) <0

for any Z belonging to the segment connecting Z; to Z,. Since in O the quantities de7 < 0
is in a neighbourhood of 0 then © can be chosen such that

X(Z)-n(Z) >0  VZ e IK(Zy).

Consequently, the continuity of the vector field X in K(Zy) implies that K(Zg) is a
negatively invariant compact of the vector field X. Since 6, o and v satisfy (4.14) then
the vector field X is Lipschitz in K(Zg) and the proof is complete. B
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The Lemma 4.6 and the Lemma 4.7 prove the existence of integral curves of the vector
field X which connects two critical points namely Z* and Z~. Of course, these integral
curves are defined up to a translation.

Lemma 4.8
Let Z~ be any point of C~. Then there exists a unique integral curves of the vector field
X which connects the critical point Z~ to an other denoted by ZT.

Proof of the Lemma 4.8

Over every integral curves connecting two critical points Z* to Z~ the inequality (4.19)
implies that the mapping & — 7(§) is a C'(IR)-diffeomorphism. Consequently, Z(§) is an
integral curves connecting two critical points if and only if Z(§) satisfy

ds, (1) 5 (7+1 7L (1) (1 — 1) (T — 7o)

= M (T) (v — 1) T (rrCr=DH | g (7)f)

s:(7)% (s:(7) = (r2prp) 771
T (prOr=10+1 4 5 (7))

(4.22)
Vrelrt, 7],

(v =)

The existence of Z(¢) implies the existence of s(7) solution of the above ODE. Since
d;s-(7) < 0, the solution s,(7) satisfies

5(T) > 8,7 vrelrt, 7]

A straightforward calculation proves that the differential ordinary equation (4.22) is Lip-
schitz for any 7 € [7T, 77].

Let 6 > 0 be small enough. The Cauchy-Lipschitz Theorem can apply to the following
Cauchy problem:

ds;(T) e (’y——l—l) (s — 1)7'%_137(7')9 (1 —71) (7 — TO)_I_

dr 2 T (prOr=10+1 5 (7))
s:(7)° (s7(7) = (2pr)T7" 1)
T (=11 5 (7))

(4.23)
VrelrT =46, 7],

(¥ =)
s(tp) = 8.~ > 0.

Consequently, there exists a point Zg € D in a neighbourhood of Z~ such that the
autonomous system (4.21) admits a solution Z(¢) satisfying

lim Z(£) =172,

E——o0

By mapping of the Lemma 4.6, there exists an integral curve of the vector field X con-
necting the critical point Z~ to an other critical point denoted by Z™.
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Assume that there exists two distinct integral curves Z'(£) and Z?*(¢) connecting both
the same critical point Z~ to an other respectively denoted by Z', and Z7 with Z, # Z7.
Considering ¢ > 0 small enough, the functions Z'(§) and Z*(§) are solutions of the Cauchy
problem (4.23). Consequently, the existence of Z'(£) and Z*(§) contradicts the Cauchy-
Lipschitz Theorem. Then the integral curve of the vector field X connecting the critical
points Z~ to other denoted by Z* is unique.

Since the Lemma 4.4 implies Z;, € C~ then the proof of Theorem 2.4 is complete. B

A The particular case : v =1,

This section is devoted to the proof of Theorem 2.4 in the particular case v = ~,. It is
proved the existence of a C*(IR) valued function v(¢) € IR solution of the ODE system
(4.4) and admitting bounded limits at the infinity with v = ~;.

With v = ~,, the Lemmas 4.1 and 4.2 remain true. For the same convenience as
~v < 4., only case M > 0 is considered.

Likewise Section 4 the following notations:

— = 1—01M — °L
0=2-C, a=xMC,py and  v(¢) = 1-C; (&)

€L Cupr H(prp)©
are introduced. Since vy, € Q, C; €1, 2[ and pu € [my, my], there exists two positive

constants denoted again my < mgy such that

9 €]0, 1], a>0 and v € [my, my]. (A.1)

According to the lemmas 4.1 and 4.2, the function v(¢) is a C*(IR)-solution of (4.4)
satisfying (4.3) if and only if the vector valued function (7(£), p-(£)) admits two bounded
limits at the infinity and is a C'(IR)-solution of

M? /vy +1 e (T =T)(T = 70) )
dem = a ( 2 ) o pr= )0+ 45 07 (A-21)
desy = (v — Vas, '7 07000112, (A.2.ii)

where s,(€) = p,(6)7(£)" and 79 is defined by (4.13).
The system (A.2) takes the following condensed form:
deZ = X(Z) (A.3)
where Z(£) = T(7(€), 5.(€)) and X(Z) is the vector field of system (A.2).

Likewise v < «,, the function v(£) is a C'(IR)-solution of (4.4) satisfying (4.3) if
and only if the system (A.3) admits a unique C'(IR)-solution for which limits at the
infinity exist and are bounded. In other words, (A.3) must admit a unique integral curve
connecting two critical points.
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Lemma A.1
(i) Assume that 7 > 0 and s, > 0. Then the set of critical points of the vector field X
is defined by the union of two parallel straight lines
[T ={r=m, s, >0},
I“={r=m, s, >0},
where 7y is defined by (4.13).
(ii) Let us define the domain D included between I't and '~ by

D= {(Tv s;) € IRy < IRy; 7 €)7o, 71[, 0< ST}.
Assume that Z is a C*(IR)-solution of (A.3) connecting two critical points denoted by Z*

and Z~ such that Z= € I'". Then necessarily Z(§) C D for any € € IR and ZT € T't.
(iii) The vector field X is continuous and Lipschitz in D.

Remark A.2
Under the assumption (2.14), i.e. M7 > v(p + p,), the following inequality is satisfied:

To < T[,.

Proof of the Lemma A.1
By definition a critical point Z of the vector field X is defined by

X(Z) = 0.

Since 7 > 0 and s, > 0, the developed form of the field X implies that Z = (7, s,) is a
critical point if and only if
deT(£) =0
which is equivalent to
T="Tp or T=7L

where 75 is defined by (4.13). Consequently, the set of the critical points is the union of
two parallel straight lines.

Considering the phase plane includes in IR x IR, a straightforward calculation gives

desy >0 V(r, s;) gTrtur,
des, =0  V(r, s,)elTUTl™

and

deT <0 Y(r, s;) €D,
det=0 V(r,s,)eltur,
det >0 otherwise.
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? —=  Vertical or horizontal direction of flow

Figure 1.4: Phases space for v = v,

Consequently, the vector field X admits a vertical component always increasing. But its
horizontal component is decreasing on D and decreasing otherwise (cf. figure 1.4).

The property (i¢) is deduced from the above results. The property (i) is obtained by
an easy calculation. The proof is thus complete. R

The above result allows a restriction to the domain D since Z; € I'". We have thus
to prove the existence of an unique integral curve of the vector field X which connects Zp,
to an other critical point denoted by Zg. The proof is split as same as v < 7, but with
the new difficulty lying on D is unbounded in the direction of s,.

Lemma A.3
Let Zg be any point in D. Assume that the autonomous Cauchy problem

{ d:7 = X(Z), V&> 0, (Ad)

Z(0) = Zq

admits a solution Z(&) defined for any & > 0. Then there exists a positive bounded constant
Sear > $:(0) such that
5:(8) < srpp VE > 0.

Corollary A.4
Let Zg be any point in D. The autonomous Cauchy problem

&Z = X(Z), V>0,
{ Z(0) = Zo

admits a unique solution Z(). Furthermore there exists a unique critical point Z+ € T't
such that
lim Z(¢) =727,

E—+oo

Proof of Lemma A.3
We denote by C' every positive generic constants.
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The property (i) of the Lemma A.1 implies that the solution Z(¢) is included in D.
Consequently, the functions s,(&) and (&) satisfies

5:(6) > s-(0) >0 and 7(€) € [70, T(0)] vE> 0. (A.5)

with 7o defined by (4.13). Moreover 7(0) < 71, since Zg € D.

Then the following inequality is deduced from the above relations, the equation (A.2.ii)
and the inequalities (A.1):

(r(§) — 7'0)2'

des-(§) < C s:(€)f

(A.6)
The integration between 0 and ¢ > 0 gives

e Uk

IA

¢ (6 o e,

S C H T —1T0 HL2(R+) .

Consequently, there exists a positive bounded constant s,y such that s.(£) < s, for

all £ > 0 if and only if
(7(&) — 7o) € L*(IRy4).

The inequality (A.6) can simplify as
des, (™ < C
which implies the following inequality:

s, (€) < (CHCE)TH. (A7)

Setting
C

O (C+CgT

a straightforward estimation of (A.2.i) gives

de(7(€) —70) < —(7(§) — 70) Y(§). (A.8)
Consider the mapping ¢ defined by

¥(§) >0  VE>0,

¢
o) = () o VO

This mapping is positive since 7(§) > 7 for any & > 0. Moreover the inequality (A.8)
implies that ¢ is decreasing. Consequently, this function satisfies

0 <) <e0) V>0
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which ensures

d¢
(C +Ce)F

0<7()—10<C exp|-C 5 Ve > 0.
I

Since 8 € 10, 1] the function { — 7(€) — 7o below to L?(IR, ). This concludes the proof. B

Lemma A.5
Constder that © C D is a neighbourhood of '™ and let Zy any point in ©. The autonomous
Cauchy problem

{ d:7 = X(Z), VE<0, (A9)

admits a unique solution Z(§). Furthermore there exists a unique critical point Z= € I'~

such that
lim Z(¢)=7Z".

E——o0

Proof of the Lemma A.5
The proof lies on the existence of a negatively invariant compact for the vector field X.

Consider a vector n(Z) defined by
n(z) ="(n.(2). n,(Z)) VZeD.

Then the vector field X satisfy

2
_ 21 =1y (=) (T — o)
X(Z) ‘N = (nq— + nST(Z)M TST el VT(’V—I)@-I—I n 87_9 dfT (AlO)
Since de7 < 0 for any Z € D then
X(Z)-n(Z)>0 VZ e D

if

" n.(Z) <0,
(a) {n((zz))ioo or  (b) {nT(Z) (A1)

cr—ap (YL TH(TL_TO)Q
2 0 2 '

Consider that I'y and I'y; are two straight lines for which unit normal satisfies the
conditions (a) respectively (b) of (A.11). This straight lines can be chosen in order to
intersect in D (cf. figure 1.5).

with
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Figure 1.5: Construction of the compact K(Zo)

Two compacts respectively closed by I'™ and I'" are thus defined. They can be chosen
such that Zg bellows to the compact closed by I'". This one is denoted by K(Zo).
Moreover K(Zg) can be chosen such that K(Zg) C D since Zg € O (cf. figure 1.5).

By definition of K(Zy), its outward unit normal n(Z) satisfies
X(Z)-n(Z) > 0.

Consequently, the continuity of the vector field X in K(Zy) implies that K(Zg) is a
negatively invariant compact of the vector field X. The vector field X being Lipschitz in
K(Zy), the proof is complete. B

The Corollary A.4 and the Lemma A.5 prove the existence of integral curves of the
vector field X which connects two critical points namely ZT € 't and Z= € I'". These
integral curves are defined up to a translation.

Lemma A.6
Let Z™ be any point of I'". Then there exists a unique integral curves of the vector field
X which connects the critical point Z~ to an other denoted by Z.

The proof of this Lemma is analogous to the proof of the Lemma 4.8.

The proof of Theorem 2.4 with v = v, is complete since Zy, € . B
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Part 2 : Approximate jump relations

Abstract

The present work is devoted to the study of travelling wave solutions of a convec-
tion dissipation system, the so-called (k, €) system modelling turbulent compressible
flows. This system exhibits nonconservative products for both the first order and
second order operators. A particular attention is payed to the laminar and turbulent
viscosities whose ratio dictates the shape of the second order operator. In that aim,
we introduce an equivalent system involving nonconservative products which are
weighted by this ratio with the additional benefit of a second order operator in con-
servative form. Two limit cases are distinguished since they yield us to convection
dissipation system in full conservative form.

1 Introduction

In the present work, we study for some interesting properties of travelling wave solutions
of a convection-diffusion system governing turbulent compressible flows at high Reynolds
numbers exhibited in [18]. The so-called (k,¢) model is derived under that assumption
and we consider here the associated set of PDE’s, we write for short as :

O + A(u)d,u = 9, (Dg(u)dyu) 4 (9yu, Dy(u)dyu) + S(u), t>0,2€ R (1.1)

The precise shape of the system is given below. Since the Reynolds numbers under con-
sideration are large, the solutions we are interested in are mainly driven by the first order
extracted system. This first order system turns out to be hyperbolic but writes in non-
conservative form so that its shock solutions are not defined in the classical distributional
sense. This fact has been already underlined by Forestier-Hérard-Louis [1], Louis [6] and
Vatel [5], who have proposed to use the Volpert product (see for instance LeFloch [3]) to
define the generalized jump conditions.

However, following LeFloch [4], the shape of the second order operator dictates the def-
inition of shock solutions. These one are defined when studying travelling wave solutions
for the convection-diffusion system (1.1) (see [4], Raviart-Sainsaulieu [10], Sainsaulieu [9]).

The existence in the large of such travelling wave solutions is proved in [18]. The main
difficulty comes from the nonconservative form met by both the first order and second
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order operator when the Reynolds number goes to infinity. Indeed the travelling wave
solutions of the system (1.1) yield us to shock wave solutions, with propagation velocity
o, of the following system :

oqu + A(u)@xu = M(S{l,:gt}, (1.2)

where M depends on the shape of the mapping D; and the ratio of the laminar viscosity p
and turbulent viscosity p,. A particular attention to the role played by this ratio of these
two viscosities is paid. In that aim, an equivalent system is introduced which admits a
second order operator in conservative form but at the expense of nonconservative products
involving the partial derivation with respect to time :

Ao(W)ow + Ay (w)0,w = 0, (C(w)D,w) + S(w). (1.3)

Such nonconservative products involve the ratio of the viscosities as a weight but yield us
to, when the Reynolds number goes to infinity, a generalized Rankine-Hugoniot conditions
which does not involve the measure Md,—sq).

If such generalized Rankine-Hugoniot conditions exist, it seems very difficult to deal
with. In the present work, we prove that the considered flow admits two limit regimes
respectively associated with the fully expanded turbulence (g, /1 goes to zero) and evanes-
cent turbulence (u/p, goes to zero). More precisely, it is proved that the travelling wave
solutions of the model converge to the travelling wave solutions of fully conservative sys-
tems as the ratio of the viscosities goes to zero. Consequently, since the limit systems
are in fully conservative form, then Rankine-Hugoniot conditions can be explicit. Such a
result yields us to asymptotic expansion of the jump relations for the shock wave solutions
of (1.1) as the Reynolds number goes to infinity.

The considered mathematical model is briefly described in the section 2. After recalling
the result of the existence and uniqueness of the travelling wave solutions of the considered
system, the two limits systems and the asymptotic expansion of the jump relations are
expressed in the section 3. The section 4 is devoted to the proof of the main results
presented in this work.

2 The mathematical model

The study of a turbulent flow in presence of a shock wave is proposed in the framework
of the (k, ¢) turbulence model for compressible flows. The fully established turbulent flow
for an ideal gas with d > 1 space variables is considered. The gas is characterized by its
density p, its velocity u € IR? and its total energy E. We denote by k the specific kinetic
turbulent energy and by € the specific dissipation rate of the kinetic turbulent energy. For
the sake of symmetry in the forthcoming statements, the equations governing k and € are
written in terms of the variables:

2
pr= (3 =)ok, c=pc where , =1+ . (2.1)
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Here, p, may be compared to a turbulent pressure with adiabatic coefficient v, =1 + %.
The dependence on this coefficient with respect to the space dimension explains the need
for considering the equations in several space variables. Denoting [ the identity mapping
in IR?, the system of equations associated with the (k,¢) model writes

O+ V-pu =0, (2.2.1)

Dpu+ V-(pu@u+ (p+po)l) = V-((u+ pr) T(w)), (2.2:i)

OB+ V- (E+p+pu=V-((t+pu)T(w) u) + V- (:VT) + V- (5, VT),  (2.2.ii)

8,5%}?: ! + V-%p: Tu +p,Vou= /,LTtr(I‘(g) . Vg) + V- (k,VT,) — ¢, (2.2.iv)
€ € € € C, &?

0 + V- u4+eVeou=pu,—tr({{u) Vu) + V- | k. V- | — = —. 2.2.v

t%_l Ye— 1 MPT (() ) ( P) Ci ps ( )

The gas pressure p is taken as that of polytropic ideal gases:

P _ g leu |
y—1 20 -1

1<y<3 (2.3)

In (2.2.v), C7 and C3 denote two positive constants of the model such that classically
Ch €]1,2[ and Cy > C; (see Mohammadi-Pironneau [8] for instance) and we have set

Yo = (v = 1)Cy +1 > 1.

Concerning the dissipation terms in the above equations, the viscous stress tensor I'(u)
reads

I(u)=Vu+Vu - % (Veu) I, (2.4)
where A and p respectively stand for the Lammé coefficient and the laminar viscosity.
Here, i = p(T') denotes a smooth and positive function of the temperature T'= p/p. We
use the Stokes assumption to get A/p = (v, — 1) when d > 2 while for d = 1 we choose as
usual A/p = 1. For convenience in what follows, we set A/u = 2 — y where clearly y > 0.
Accordingly to the classical (k, €) model, the turbulent viscosity is given by the following
nonlinear expression:

2
P Cu
,=0," C,= > 0,
H K c K (77— _ 1)2
where the physics prescribes C, = 0.09 ([8]).
At last, T. = p,;/p may be considered as a turbulent temperature and the model

constants k, k, and k. refer to conductivity coefficients.

The two equations (2.2.iv) and (2.2.v) governing the turbulence phenomena are clas-
sically referred as to “transport” equations, respectively for the specific kinetic turbulent
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energy and its dissipation rate. Such a terminology is clearly not suited since these two
balance equations do involve both first order and second order products which cannot be
put in conservative form. These products respectively take the form (p, V-u, ¢ V-u) and

(1 (D) Va0, s (Plae)- V).

Some recent works devoted to fluid models arising in other fields of the physics have
dealt with first order extracted systems in nonconservative form. We refer for instance to
LeFloch [2] for elasto-dynamics, to Raviart-Sainsaulieu [10], Sainsaulieu [9] for diphasic
flows and to Cordier and al., Coquel-Marmignon for ionized flows. But in these works,
the dissipation operators always stay in conservative form. Thus, the system studied
in the present work yields a novelty, namely nonconservative products at the first and
second order, which is a non standard mathematical problem. In this paper, our aim is to
analyse the possible parabolic regularization of such a non classical second order operator
on the (hyperbolic) first order system. In that aim, we study below for existence the plane
travelling wave solutions of (2.2).

As far the modelling is concerned, our main assumption stays in the omission of the
diffusive effects, adopting x = k, = k. = 0.

The main result of the present paper are presented in the following section.

3 Main results

3.1 Some recent results
We first state some recent properties which may find in [18].

Lemma 3.1
Consider the first order system extracted from (2.2) which can be written with clear no-
tations in the following condensed form:

d
Ov+I A(v)Dv=0, t>0, z€ R, (3.1)
=1

with v = (p, pu, E, p,, ).
(i) The system (3.1) is hyperbolic on the state space Q defined by:

Q:{Veﬂ%d+4; p>0, ue R, p>0, E>0, p. >0, €>0}.
Letn =T(ny,+-,nq) be a normalised vector in IR. The matriz Zle n:A;(v) admits the

following real eigenvalues

wen—c u-n unte =240 (3.2)

p p




Main results 39

The multiplicity of the eigenvalue u-n is d+2. The associated fields are linearly degenerated
and correspond to a contact discontinuity. The two other eigenvalues are simple and the
associated fields are genuinely nonlinear.

(i) Through a contact discontinuity, u-n and p + p, are continuous.

(iii) Let v be a smooth solution of the system (3.1). Then, v satisfies the following
additional scalar conservation laws:

P Pr £
QUM+ VF(V) =0, U(v) = pF (p—w 2, p%) CPW=UM e (33)
where F: IR®> — IR denotes any given smooth mapping. Moreover, the mapping U:Q — IR
is strictly convex if and only if the mapping F: IR — IR is strictly convexr and satisfies
for any (s1, s, s3) € IR the following inequality:

WV (D -VF)<-"(D-VF)-(V*F)™'-(D-VF) (3.4)
where V = T(vys1,7,89,7.53) € IR?, D = diag (y—1, v, — 1, 7. — 1) € Mat (IR*, IR*) and
V2F, respectively VF, refers to the Hessian matriz, respectively to the gradient vector,
of F.

Since the first order extracted system from (2.2) is hyperbolic, this implies to study
the regularising properties of the second order operator. The existence of plane travelling
wave solutions of the system (2.2) allows to prove such a property. This existence problem
becomes usual (Raviart-Sainsaulieu [10], Sainsaulieu [12], Serre [13] for instance), but we
recall the dissipation operator is in nonconservative form in the present work. It arises that
the (k, €) model is out of the usual frame of hyperbolic system with parabolic smoothness
where the second order operator is in conservative form.

The plane wave solutions we want to study are at less C'(IR) functions governed by
the following system in one space dimension:

Oip + Ozpuy = 0, (3.5.1)
Dipur + Ip(pus + (p+ pr)) = O, (X (pe 4 per) aﬂh), (3.5.i)
Opu; + Ox(pusuy) = ax((/,c + 1) &Eui), 1=2,..,d, (3.5.1i1)

d
OE+ 0.(E+p+puy =0, (X (e + pr) ulaxul) + Z ax( (e + pr) uiaxui), (3.5.iv)

=2

d
atPT + ulaacpﬂ' + FYTpTaxul = (77’ - 1) [XMT(awul)z + Hr Z (axuz)2 - 5] 9 (35V)
=2
£ 5 e & ., Cyé? .
e 4+ w1056 + veedpus = (e — 1) [Xp—/,LT(axul) + p,— Z (Opu;)” — Fp_] . (3.5.vi)
T T ;=2 1 Pr

For the sake of conciseness, we rewrite, with the notations of the Lemma 3.1, the
system (3.5) in the following condensed form:

OV + A(V)0,v = 9:(Do(v)0:v) + (0:vID1(v):v) + S(v). (3.6)
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Here, the mapping (+]-) : Rt x R+ — R is the contracted product in R, ie.

for u € R and v € IR then (u]v) € R¥** and its jth component reads u;v;. The
mapping D;(v): Q — Mat(/R*1) satisfies

d

MO0 =g (00 + X @) (0 0, (= 1), =S

=2 pT

Otherwise, the matrix A(v) does not coincide with the Jacobian matrix of any flux
function, since quantities w10.p, + V,pr 01 and w0, + v,C1e0,u1, appearing in the
equations (3.5.v) and (3.5.vi), do not allow to obtain a conservative form. At last, the
products (0,v|D1(v)d,v), only contributing to the equations (3.5.v) and (3.5.vi), cannot
be also written in conservative form. The main originality and difficulty of the system
(3.5) lies on such a property. The (k,¢) model is out of the usual frame (cf. Raviart-
Sainsaulieu [10], Serre [13]) of convection-dissipation system where D; = 0.

Contrary to the usual technique (developed by Mohammadi-Pironneau [8] for instance)
the considered source term S(u) is now a zero order function, i.e. without differential
operator. This new property of the mapping S(u) implies the source terms no impressing
the smoothness of solutions. Consequently, the analysis of the parabolic regularisation
of the second order operator can be realized no considering source terms. The studied
system under consideration can be written

OV + A(V)0:v = 0,(Do(v)D,v) + (9:v|Di(v)D,v). (3.7)

A travelling wave solution of (3.7) is a smooth function of the form

{ v(t,z) = v(x — ot),

éli}llnoov(t,x) = vy, éginoov(t,x) =vg, &=ux—ot,

(3.8)

where v, and vg denote two bounded constant states. The pair (v, o) is characterized by

—oV + A(V)V — (Do(V)V) — (VDL (V)¥') = 0, (3.9.9)
ggznoo V(&) = v, fgg—noo V() =vr. (3.9.i1)

The following result, proved in [18], is devoted to the existence of travelling wave
solutions of system (3.7):

Theorem 3.2
Let v € ]1,v;] and Cy €]1,2[. Let v, € Q be a given constant state and o a given real
constant. Assume that vy, and o satisfy the following inequality:

o= @ = P TP (3.10)

Cr, PL PL
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and that there exists two strictly positive constants my < mg such that my < u(T) < mo.
Then there exists a unique constant state vy €  such that there exists a smooth travelling
wave in the form (3.8) which is solution of the system (3.7). This solution is unique up
to a translation and is included in €.

Symmetrically, let vp € Q and o € IR be given. Assume that vy and o satisfy

Wwr=0 gy @ = PR DL (3.11)

CR PR PL
and assume that there exists two strictly positive constants my; < mg such that my <
w(T) < mq. Then there exists a unique constant state vy € Q such that there exists
a smooth travelling wave in the form (3.8) which is solution of the system (3.7). This
solution is unique up to a translation and is included in €.

Remark 3.3
The assumption v € |1, ;] is more restrictive than the usual where 1 < v < 3. But this
condition appears as a natural modelling hypothesis for polytropic gases since 1 < v <

1L

The above Theorem proves that the second order operator is a parabolic regularization
of the first order hyperbolic extracted system. Furthermore, it allows to define shock wave
solution for the (k, €) model in the following sense:

Theorem 3.4
Let v € |1,7;] and let o be a real given constant. Assume that one of the two following
inequalities holds:

u — g THT .
(a) % > 1 with c% = JpL + JrPr for a given constant state vy,
Cr, PL PL
u — 0 THT .
(b) % < —1 with c?% = JPR + JrPr for a given constant state vy
CR PR PL

and assume that there exists two positive constants my < mg such that my < p(T) < mo.

(i) The smooth function v, : IRy x IR — Q defined by

vt ) = ¥ (“’ - “t) ,

14

where (V,0) is characterized by (3.9), converges a.e. toward the discontinuous function

Ve, ¥ <ot
vo(t,x) = { M (3.12)

as v goes to zero.
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(i) There exists a positive bounded measure M(D1y, vy, vr) defined by

| I DU de = [dMDy, v, V).

Then the discontinuous function (3.12), defined in (i) as the limit of v, when v goes to
zero, define a shock wave solution of

OV + A(V)0,V = a0} / dM(Dy, vy, VR) (3.13)

compatible with the dissipation operator characterized by (Do, Dy).

(tii) The triple (o,vL,VR) is characterized by the following generalized jump relations:
—o (VR— Vi) —|—/RA(\7(§))\7’(§) df—/dM(Dl, vi, vr) = 0. (3.14)

The measure M, appearing in the jump relations (3.14), is unusual and we have to deal
with. It can be shown that this measure is associated with nonconservative products
involving the derivation with respect to time.

Lemma 3.5

Consider that v : IRy x IR — Q is a C*(IRy x IR) solution of system (3.5). Then
there exists a C'-diffeomorphism ®:Q — ®(Q) and smooth mappings Ag, Ay, D : Q —
Mat(IR**, IRHY) and S: Q — IR™* such that the mapping w : IR, x IR — ® defined by

w = ®(v)

is a C*(IRy x IR) solution of the system:

Ao(w)Oiw + Ay (W), w = 0, (D(W)0,w) + S(w). (3.15)

The matriz Aog(w) is moreover invertible for any w € ®(Q) and the mapping S() is a
zero order function, i.e. without differential operator.
The system (3.15) takes the following developed form:

Op + Oppuy =0, (3.16.1)
dpur + Op(pui + (p+ p,)) = 0, (X (pe 4 per) aﬂh), (3.16.ii)
Opu; + 0y (pusug) = ax((/,c + 1) axui), 1=2,..,d, (3.16.1ii)
d
IE + 0:(E+p+prlur = 0, ((u + fir) (xulaxul +> uau)) (3.16.iv)
1=2
p ! pr pr P! p p _
- TH (atp%_l + axp%_lul) o Hr (&/ﬂ_l + &U/ﬂ_lul) = —e(ur +p),(3.16.v)

0 2-c, Pr ) 2mcy P Cy—C —1)p*Crp, it 3.16.vi
P — +0up —ur = (G = Cu)(yr = )™ (3.16.vi)
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Remark 3.6
One can notice that there is no second order term in equations (3.16.iv) and (3.16.v) and
that (3.16.iv) is the only nonconservative equation of the system (3.15).

The above result implies the equivalence between the (k, €) model, governed by (3.6),
and the system (3.15) for smooth solution. It is possible to extend the equivalence for a
Riemann problem, i.e. for a discontinuous initial data. This extension is obtained using
travelling wave analysis given Theorem 3.2.

Theorem 3.7
Assume that the assumptions introduced in the Theorem 3.4 hold. Assume that the dis-
continuous function

Ve, = <ot
Vo(t,l’) = { ’ ’
vy, T > ot,

defines a shock wave solution of
Ov + A(v)o,v = 5x:gt/dM(D1,vL,VR) (3.17)

compatible with the dissipation operator characterized by (Do, Dy). Then the discontinuous
function

®(vp) =wg, x<ot,
®(vy)=wyp, x>0t

wo(t, z) = ®(vo(t,z)) = {

define a shock wave solution of
Ao(W)ow + Ay (w)d,w =0 (3.18)
compatible with the dissipation D. The triple (o, wp,wy) is furthermore characterized by
o [ AolW(e) W(E) dt + [ Auw(e) W(e) dt = 0. (3.19)

Consequently, the systems (3.17) and (3.18) are equivalent for weak solutions.

Corollary 3.8
The systems (3.6) and (3.15) are equivalent for weak solutions.

3.2 Asymptotic behaviours

The non standard generalized jump relations (3.14), or equivalently (3.19), appear as a
new difficulty in the characterization of the shock wave solution of (3.17), or equivalently
(3.18). Since the first order operator is in nonconservative form and does not admit an
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equivalent first order extracted system in conservative form, it appears impossible to find
an explicit jump conditions. This remark leads us to propose an asymptotic expansion of
the jump relations. First, it is proved the existence of a small parameter such that the
shock wave solutions, previously describe, converge to the shock wave solutions of a fully
conservative system. Since the hyperbolic limit system is in conservative form, the well
known Rankine-Hugoniot conditions lead us to asymptotic jump relations for the shock
wave solutions of (3.17).

Theorem 3.9
Let 11 be a given positive real constant and lat o be a given real constant. Assume that
C
n=-—-%-=0
[

and consider one of the two following assertions:

(a) Let vy € Q be a given constant state such that

7(%)]; — 7. with ¢; = P + —%pTL,
cr, PL PL
(b) Let vy € Q be a given constant state such that
7(%)]% —7 < with ch = JPR + Ridiary
CR PR PL

Consider that v, : IRy x IR — Q is a travelling wave solution of (3.7), where the function
v, is in form (3.8) and the pair (v,,0) is characterized by (3.9).

(i) The function (&) goes uniformly over IR to zero.
7

7

(i) There exists constant states vor,vor, € §) where vor, = vy for the case (a) or
Vor = Vg for the case (b) such that the function v, goes uniformly over IR to a smooth
function vy : IRy x IR — Q satisfying:

ggmoo vo(t,z) = vor, fgg—noo vo(t,z) =vor, & =ua—ot.

This function vq is a travelling wave solution of the following full conservative system:
v + 0,H(v) = 0,(D(v)d,v), (3.20)

whose the developed form is given by:

Op + Ozpuy = 0, (3.21.1)
Oipuy + Op(pu + (p +pr)) = 81, (X/,La ul) \ (3.21.i1)
Opu; + Oy (purw;) = 0y (n0pu;) 1= , (3.21.iii)

OE+ 0.(E+p+p-us = ( (Xula uy + Z u;0 uz)) , (3.21.iv)

=2
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&ph( ) o Duph( 5y = 0, (3.21.v)
P
p- -
Dip*~ a +a Oy =0, (3.21.vi)
€
where h : IR — IR expresses an arbitrary strictly monotone function.

Symmetrically, the following results holds:

Theorem 3.10
Let O be a given positive real constant and let o be a given real constant. Assume that

£ 50

=G
and consider one of the two following assertions:

(a) Let vy € Q be a given constant state such that

7(%)]; 75 with ¢; = L + —%pTL,
cr, PL PL
(b) Let vy € Q be a given constant state such that
(UI)R -0 <1 with C% _ P)/pR 4 L ’YTPTL
CR PR PL

Consider that v, : IRy x IR — Q is a travelling wave solution of (3.7), where the function
v, is in form (3.8) and the pair (v,,0) is characterized by (3.9).

(i) The function (ﬂ) goes uniformly over IR to zero.
7

T

(i) There exists constant states vor,vor, € §) where vor, = vy for the case (a) or
Vor = Vg for the case (b) such that the function v, goes uniformly over IR to a smooth
function vy : IRy x IR — Q satisfying:

gEEnoo vo(t,z) = vor, fgg—noo vo(t,z) =vor, & =ua—ot.

This function vq is a travelling wave solution of the following full conservative system:
Ow + 9,G(w) = 3,(D(w)d,w), (3.22)
whose the developed form is given by:

Op + Ozpuy = 0, (3.23.1)
dipur + Oy (pui + (p+ pr)) = 0 (xpOr1ty) (3.23.11)
Opu; + Oy(purw;) = 0y (W0pu;) 1 =2,---,d, (3.23.iii)



46 Approximate jump relations

d
OE+ 0.(E+p+ pus = 0, (/,L (Xulal,ul + Z uzaxuz)) , (3.23.iv)

1=2
p p
atﬂf(pj) + axﬂf(pj)% =0, (3.23.v)
C41 01
0?9,y =0, (3.23.v1)
€ €

where f: IR — IR expresses an arbitrary strictly monotone function.

Remark 3.11

The assumption p a positive real constant is a natural modelling hypothesis for perfect
calorific gases where thermal effects are neglected. It is not difficult to extend the Theorem
3.9 and 3.10 for a laminar viscosity as a function of the temperature satisfying the following
assumption:

|IM(T1) — M(T2)| S [(M|T1 — T2| \V/ T1 >0 and T2 > 0,
where K, is a real constant small enough.
Remark 3.12
It may appear strange to consider pu, respectively C,, as a constant when the ration
—2  respectively Ci, is a small parameter which goes to zero. But, the travelling wave

n

functions, considered in the present paper, depend on €, and p and not only of its ratio.
The reader may find some details in the remark 2.7 of [18].

Corollary 3.13
Constder that the discontinuous function v : IRy x IR — € is defined by

t
V(t,w):{VR7 $<0'7
V5, T > ot

where o is a given real constant. Assume that this discontinuous function v is a shock
wave solution of (3.17).

(i) If == — 0, then the function v converges a.e. lo a shock wave solution of the

following hyperbolic system in conservative form
ov+0.Hv)=0, t>0, z€lR,
where v € Q and H : Q — IR™* are defined in Theorem 3.9.

(ii) If Ci — 0, then the function v converges a.e. to a shock wave solution of the

following hyperbolic system in conservative form
ow + 0,G(w)=0, t>0, x€ IR,
where w € Q and G : Q — IR¥™* are defined in Theorem 3.10.
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The existence of a full conservative limit systems justifies asymptotic expansion of the
generalized jump conditions (3.14). Two cases are distinguished respectively associated

with the ration “TT or ML in a neighbourhood of zero.

Proposition 3.14
Let v € |1,7;] and Cy €]1,2[. Assume that u is a positive given constant. Let v, € §) be
a bounded constant state and o a real constant such that

e=0 4 an 2 = P TP (3.24)

Cr, PL PL

Denote v : IRy x IR — Q, in the form (3.8), the travelling wave solution of (3.17).

Then the function p,/p 2 IRy x IR — IR admits a global mazimum denoted (pi,/p)r.
This mazimum is obtained when x — ot goes to +oo. There exists, furthermore, a vector

sequence (Vi)o<i<n included in IR which only depends on the constant state vy, € § and
such that

vr= Y. v + 00" with = (&) :
=0 K/ R

The state v € Q find the following developed form:

TR=TrR+ ), mi(ve)n' + O(n™ ),

=1
pTRT],%T = pTLTgT —I_ ZX’i(VL7 TI(VL)7 T, Ti—l(vL))T/i —I_ O(nn+1)7
=1

U — g
1)R:U‘|‘%TR,

ui)p = (w)r 1=2,---,d,

TR Prr
v—1 L [ PL Prr,
= — _ — 1=
PR %_1PR+(’V )TR(7_1+77_1)+
TR — T, M2
=0 (=) - ).
TR 2

where 7r > 0 is the non trivial solution, i.e. Tr # 71, of the equation

—I_ 1 -« v 77’ - 7 1 1
M2 (7 ) _ _x N _ — 0
5 (TR — TL)(TR — 77) + Yy — 1p L %%T—l Tgf—l )

v—1 2y pL+prg
TL .
v+ 1 ~v+1 M2

with 7 =

The functions 7; : Q@ — IR and x; : Q — IR can be explicitly defined.



48 Approximate jump relations

Symmetrically, the following results holds:

Proposition 3.15
Let v € |1,7;] and Cy €]1,2[. Assume that u is a positive given constant. Let v, € §) be
a bounded constant state and o a real constant such that

e =0 @ =P Y (3.25)

cr, PL PL
Denote v : IRy x IR — Q, in the form (3.8), the travelling wave solution of (3.17).

Then the function p,/p : IRy x IR — IR admits a global maximum denoted (p./p)r.
This mazimum is obtained when x — ot goes to —oc. There exists, furthermore, a vector
sequence (Vi)o<i<n included in IR which only depends on the constant state vy, € § and
such that .

vr= Y. v + 00" with n= (ﬂ) :
i=0 )L
The state v € Q find the following developed form:

TR="trR+ Y m(ve)n' + O,

=1

prTh = prTl + > Xi(ve, m(ve), e, mma(ve))n' 4+ O™,
=1
(w)p =0+ MTR,
T

(ui)R:(ui)L iZQ,"',d,

£p = (T_L)l‘cl (pm)@%

TR Prp
77_1 TL PL Prr
= — 1)t
DPrr V_IPR‘F(’Y )TR(’Y—l—I_%—l)—I_
TR — TL M2
(v — 1) (—(TR—TL)—PL—PTL)v
TR 2

where 7r > 0 is the non trivial solution, i.e. Tr # 71, of the equation

2 F)/—I_l ~ ~ Yr— 7 1 1 B
M (T) (TR —72)(TR — 77) + ﬁpm (F - F =0,
v—1 2y pr+prg

’y—l—lTL—I_’y—l—l M2

The functions 7; : Q@ — IR and x; : Q — IR can be explicitly defined.

with 7 =

Remark 3.16
The above asymptotic expansion of the jump relations are only given for a 1-compression
wave. The extension to a 3-compression wave can be obtained without difficulty.
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4 Proof of the asymptotic behaviours

This section is devoted to the proof of the results relating to the asymptotic behaviours,
expressed in the Theorem 3.9 and 3.10, and to the asymptotic expansion expressed in the
Propositions 3.14 and 3.15.

The 1-compression wave only are considered in the following proofs. The 3-compression
wave can be deduced from the proofs relating to 1-compression wave reversing the role of
€, used as the parametrization of the travelling wave, in —¢.

First, the main properties satisfied by the travelling wave solutions of (3.7) are briefly
describe. The proof of these properties can be found in [18].

Proposition 4.1
Let vy € Q and vg € Q be two bounded constant states and let o be a real given constant.
Consider a smooth function v : IR — Q solution of (3.9). Then the function v defined by

V(&) ="(p(€). ul&). E©), p-(&). ).

satisfies the following algebraic relations:

M(&) = pr(w)r — o), (4.1.i)
pl_olz%l () = p=C (P;L; - (4.1.ii)

where we set

M(E) = pO)(w(6) —0)  and  7(€) = —.

The pair (7(£), p;(€)) define a smooth solution of the following ordinary differential system

—I_ 1 * T .
(B =)y + pr)Mrder = Mz(—’y 5 Y —m)(r =)+ :yy — z(TpT — 7per), (4.2.0)
dep; 7 = (3 = v, )(yr — D M7 (de7)?, (4.2.i)

and satisfies

hm{—)—oo T(f) = 7L, { hmg_H_oo T(f) = TR,
. d . 4.3
{ hmg_>_oo pT(f) = Prr o 11H1£—>-I—oo pT(f) = Prr- ( )
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where
.71 2y pr+prg
T = TL 5
v+1 ~v+1 M2

(4.4)

Setting

5:(&) = p(OT(E),
the function T(&) > 0 is strictly decreasing and the function s.(&) > 0 is strictly increasing
forall £ € IR.

If v < 7-, the points (11, $;1) and (Tr, S;r) belong to the critical point curve (cf. [18]
for more details) of (4.2) defined, in the (7, s.)-plane, by

C(r) = (rupey) Tt — (:; - i) (L52) w7 = )7 = 7). (4.5)

This curve satisfies
C(1r) = s-1, and C(Tr) = $rg-

We complete these properties with the following result:
Proposition 4.2

Under the assumptions introduced in the Proposition 4.1, there exists two bounded positive

constants which are not depend on the ratio —2, denoted by 7,, and s,,;, such that
[

T < TR < T(&) < 711 and Srr, < 8:(6) < 8rp < Srur V¢ e R.

Proof of the Proposition 4.2
It is proved in [18] that the curve C(7) admits a global maximum in 7,,,, such that

C(Tmaz) > 0.

Since the curve C(7) does not depend on the ration ﬁ, then 7,4, does not also depend
on this ration. Consequently, since 3
C(Tr) = srR;
it appears
Srp < C(Tmax)-
A straightforward computation ensures that the equation
C(1) = s:p
admits two distinct positive solutions, denoted by 7., < 71, where 7,,;, and 77, are not

dependent on the ration —2.
[

The curve C is monovalued and satisfy

C(r)

Since s,p > s.1, and (7r, $;r) belongs to the curve C, then 75 > 7,;,. W

> S if 7 € [Toin, 7L,
< Srp, otherwise.
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4.1 Proof of the Theorem 3.9

Let v, € Q(v) and o € IR be given. The existence and uniqueness, up to a translation,
of the travelling wave solutions of (3.7) are obtained by virtue of the Theorem 3.2. More
precisely, there exists a bounded constant state vg €  and a smooth function v :

Ry x IR — Q of the form

v(t,z) = v(x — ot),
{ Jim v(te)=vi, lim v(te)=ve, E=o ot (4.6)
where the pair (v, o) is characterized by
—oV' + A(V)V' — (Do(V)V) — (V|D1(V)¥') = 0, (4.7.1)
ggznoo V(&) = vy, ggg_noo V() =vr. (4.7.i1)

After Proposition 4.1, the function v : IR — € is solution of the algebraic relations
(4.1) and of the ordinary differential system (4.2).

Setting the parameter

since the function v depends on 7, omitting the notation = we rewrite this function as
follow:

V() :T(Pn(f)v Pi(&) uiy(€), -+ pn(&) way (&), En(§), pm(f)v £q(§))-

First, we prove the existence of a bounded constant state vor € € and the existence
and uniqueness, up to a translation, of the smooth travelling wave vy : IRy x IR —
solutions of the limit system (3.20). Such functions are in the form

{ vo(t,x) = Vo(x — ot), (4.8)

£—1>r—noo VO( ,l’) v, f—ig—noo VO( ,l’) VoR, 5 € at,

where the pair (v, o) is characterized by
—o¥ + (H(vo))' = (D(vo)¥))’ (4.9.9)
lim v = lim v = 4.9.ii
Jim Vo(¢) =vr, - lim Vo(¢) = vor (4.9.1i)

As same as the function v, we omit the notation ~ and vg writes thus
Vo(&) = T(po(€), po(€) wrol€),-+ -, pol(€) wao(€)s Eo(€), pro(€)s o).

Lemma 4.3
Under the assumption (a) of Theorem 3.9, then there exists a bounded constant state
vor € ) and there exists a unique function vy : IR — Q solution of (4.9).
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Proof of the Lemma 4.3
Setting
0= 1/po and Moy = po(uoy — o),
an easy extension of the Proposition 4.1 implies that the function vy : IR — () satisfies
the following algebraic relations:

Mo(&) = pr((us)r — o), (4.10.1)
uzo(f) = (UZ)L = 2, te ,d 5 (41011)
ProT0" (&) = prr7L] (4.10.iii)
01—1p70(5)01 _ 01—1}770%1 .
T0(£) G Tor, or (4.10.iv)

poto(§) | promo(§)
v 1 * Vr — 1 B
M2

(525 5225 ) i) =) (S0t =) == ) (110

The function 7o : IR — IR, is solution of

(3 = - )uMoTodemo =

M (T)(To — ) (70 — ") + T (70%—1 - =) (4.11.)
y—1 2y pL+pog

7+1TL+7+1 Mg

(4.11.ii)

where glim (&) =7 and 7" =
——00

It is then enough to prove the existence of a smooth solution of (4.11).

A straightforward computation proves the positiveness of the function 79 and the
existence of two distinguish square, denoted by mp < 77, of the equation 75 de79 = 0.
Since

deto <0 Y70 € [Tor, 7L,

there exists a smooth solution 7 : IR — IRy of (4.11). The uniqueness is defined up to a
translation. W

Consequently, the proof of the Theorem 3.9 lies on the proof of the uniform convergence
of v,, to vo when 7 goes to zero.

After the Proposition 4.1 and the Lemma 4.3, a direct comparison between (4.10) and
(4.1) writes

M,(§) = Mo(§) =0  VEe€IR,
uinf)—uio(f):()i:Q,---,d V§ER,
() P (OT(E) = T =0 VEER, (4.12)

Pr(E)7(§) = Po(E)70(E) _ Pro(E)70(§) = pr (O)70(€)
Y 1 Vr = 1
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2

H() =€) (Y + O = 2m) =g =) VEER

Since M,, = My then 79* = 7* where 7* is defined by (4.2). Notice that the constant M,
does not depend on the parameter 1. Consequently, we set

M, = M,

omitting the index without confusion.

Setting

s70(6) = pr(O(E)7  and  sno(€) = pro(§)mo(€)7T

we can write

df(sﬂ'n - 570) = (3 - 77)(%’ - 1) Moy M 7—77%_1 (dan)zv (4'13)
+1 .
(M + /1777)7'77 dﬁTn — HKTo déTO = Mh(m — 7—77)(7_ +1L— T, — 7-0)

V=7 Sty Sro
— .(4.14
o (e )10

Consequently, the convergence of v, to vo when 7 goes to zero is given by the convergence
of 7,(&) = (&) and s,,(§) = s-0(§) = s, when 7 goes to zero.

First, we prove that s,,({) — s;0(£) when 7 goes to zero where the convergence is
uniform over IR.

Lemma 4.4
Under the assumption (a) of Theorem 3.9, the sequence of real smooth functions (p;,)y>o)
converges uniformly over IR to the real constant s;; as n goes to zero.

Proof of the Lemma 4.4
Let us consider the function ¢, : IR — IR defined by

€)= _
M(%;)m@—mwmwwv+ﬁiﬁgww&wo—w(”®ff)-

v —=1" T

Plugging the equation (4.2.i) in (4.13), the equation governing s,, — s, can be written

Yr — 1 Tn(f)WT_S Hry
3= M (/~L + /“LTn)

dé(sﬂv(f) —Srp) = 2 an(f)z (4.15)
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Recalling Pry = C'Mpﬂ%/as77 where 5., = PraT after computation we obtain

o
o<t 7 < 1 (TLCl_lpTLl) =G = g 2-C1 (4.16)
(M + /«Lm) K L

By virtue of the Proposition 4.2, there exists a positive constant (', which does not depend
on the parameter n, defined by

—1)(C1—1 c
_ —1 i Ty @y T01_1PTL1 ¢ 20
3 — Yr M TT?;L L g1, M

such that
0 S df(STn(f) - STL) S C n qbﬁ(f)z (417)

If we prove that the function ¢, € L*(IR) with a L*-norm bounded as 1 goes to zero,
then uniform convergence over IR of 5., to s;;, when n — 0 is ensured. Indeed, let assume

| &0 llz2my < Cs,

where Cy > 0 is a real constant bounded as 1 goes to zero. Then the integration of (4.17)
gives

OSSTU(g)_STLSCC(bT/ V£ER7
and the proof is concluded.

The Proposition 4.2 ensures the existence of a real constant ' > 0, not dependent on
n, such that
6O <C VEER,

and, after computation, the function ¢, can also writes in the following form:

Gu(&) = (3= v ) (1 + pry) M 7,() dery(€) < 0.

Since the Proposition 4.2 is satisfied, there exists a real constant ' > 0 which does not
depend on 7, such that

0 < [y (] < C(L+nC) (—demy(€)) vie R
Integrating the above inequality over IR, we obtain

C(1+nC) |1y — 72l
C(1+nC) |1m — 71|

|Pnllzrmy <
<

Since

|Pallzery < sup [&,(E)] 1&9]lL1 (R,
EER

the proof is concluded. B

The following result, relating to the uniform convergence of 7, to 7o when n — 0,
concluded the proof of the Theorem 3.9.
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Lemma 4.5
Under the assumption (a) of Theorem 3.9, the sequence of real smooth functions (7,)n>0)
converges uniformly over IR to the real function 79 : IR — IR as n goes to zero.

Proof of the Lemma 4.5
Let us define F, : IR — IR and f, : IR — IR as follow:

B0 = 3= (M (157 (O 4 @) == 77) -

V= Sr1 Ty (€))7 = mo(€) !
1= L (@@ () &) )’“”>
fn(f) = =7 - 8777(5) L — My déTn(§)2- (4.19)

Ve =1 MB=v) 7t

The equation (4.14) can be rewritten in the following form:
e (7(6)* = 70(6)*) = (7€) = 7o(€)) Fal&) + (). (4.20)

The smooth positive functions 7,, s,, and 7y are given a priori as solutions of, re-
spectively, (4.2.i), (4.2.ii) and (4.11). Consequently, the functions F, and f, can be just
considered as functions of the variable { and not as functions of 7,, s, and 7.

Since v; > 1 and the bounded functions 7, : IR — IR and 7o : IR — IR are continuous,
the the function f, : IR — IR is continuous and the bounded function F} : IR — IR is
C'{IR).

Since s, converges uniformly over IR to s,;, when 7 goes to zero and since a straight-

forward computation gives
n

1+ Cn’

where €' > 0 is real constant not depending on 7, then f, tends uniformly over IR to 0

|/“L7'77 dfT772| S C

when n goes to zero.

Setting
X, (&) = m(€)* = m(6)?,
and defining two mappings A, : IR — IR and B, : IR — IR by
[r(§)

Fy() )
i@ oy B =T

the equation (4.20) finds the following form:

dﬁXn(f) = Xn(f)An(f) + Bn(f)- (4-21)

Consequently, the function X, is solution of a non-homogeneous linear differential equa-

An(f) =

tion with non-constant coeflicients.
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Since 7, > 0 and 75 > 0 are bounded continuous functions then the uniform converge
over IR of 7, to 79 as 7 — 0 is equivalent to the uniform converge over IR of X, to 0 as n
goes to 0.

First, we show that the linear operator A, is asymptotically uniformly stable. The
proof of the Lemma 4.5 is thus concluded using some properties relating to the resolvant
of linear differential equations.

Lemma 4.6
Under the assumption (a) of Theorem 3.9, there exists two bounded constant a < b, where
a and b do not depend on n, such that

"477(5) >Ca \V/§<Cl,
A () < —Cy  YES

We deduce from Reinhard [16] Theorem 11.1.12 page 138, the following result:

Corollary 4.7
Under the assumption (a) of Theorem 3.9, let us assume

£E<a or £ >0,

then the linear operator A,(&) is asymptotically uniformly stable.

Proof of the Lemma 4.6
Since g is a positive constant and the functions 7y and 7, are positive, the sign of A, is
given by the sign of F).

Recalling v, = 2/d+ 1 where d describe the velocity space dimension, it can be shown
that the function 7, : IR — IR is decreasing. Setting I} : IR — IR and F}? : IR — IR two
smooth functions defined by

N et 113
OO O 0©)

then the function F), can be written in the following form:

Fnl(f) = Tn(f) ‘|‘To(f) — 7, —7° and Fnz(f) - _

RO = e [ () o - 2T eurig).

Since the functions 7, and 7y are decreasing functions then F) is decreasing. Setting
I: IRy — IR a smooth function defined as follow:

IO == =1) + (1=,
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Since v, = 2/d 4 1, it is not difficult to show that

d—1
1[(¢) = é(gl/d —1)? (d+ 2 Z_:(n + 1)(“7") >0 V(> 0.

After computation, we can write

d F}(§) 1

16~ @O mid =7
(m@VAQWI(“O)dawo+4m@m@yﬁ(

7(£)
7o(¢)

7(€)

which ensures that the function F, : IR — IR is decreasing.

) demte)) <o.

Moreover, after computation we obtain

. 2 ’}/ ‘I’ 1 Srr,
i )= 2 (3 (2 (= ) o -
Jim 50 = = (0 () =7 - (=),
T 2 1 St — Sr .
- - ( = L) ity <7,
lim F,(¢) = -1 B-%)M ThR Tir — TOR
e Tt M(m" —7p) if v=
3 — L Y Yr-
The hypothesis (a) of Theorem 3.9 ensures
{Br—noo Fﬁ(g) > 07
where the limit does not depend on 7.
We can prove that there exists a real constant C' > 0 such that
lim F,(¢) < —C <. (4.23)

E—+o0
Since the hypothesis (a) of Theorem 3.9 ensures 7 < 7, then, if v = v,, the inequality
(4.23) becomes obvious.

If v < ~:, then limg 400 F,(€) < 0 where the limit depends on 1. Consider that C is
the critical point curve defined by (4.5). After the Proposition 4.1, we can write

C(Tup) = CTor)

Star — S7L

lim = lim .
n—0 Thp — TOR n—0 Tyr — TOR
The Proposition 4.1 implies the points (7,p,5:,,) and (Tog,S;0r) = (Togr, S7r) belong

to the curve C. Since Srnp —F StL when 7 goes to zero and 7yp # 7r then 7,, — 79y
Consequently,
Srpp = SrL _dc

lim —&~—~ = — )
nl—r>% Typ — TOR dr (7or)
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Moreover, it can be easily shown that the function C : IR — IR is strictly increasing in a
neighbourhood of 795 which implies (4.23).

Since the function F), is strictly decreasing, there exists a unique ¢, € IR such that
F,(&,) = 0. But since the limits at infinities do not converge to zero as n goes to zero,
then there exists two constant, a and b not depending on 7, such that &, €]a,b[. This
concludes the proof. B

Now, consider the resolvant R, (¢, u): IR X IR — IR of the linear homogeneous system
extracted from 4.21). Choose & €]a, b] which does not depend on 5. The solution,
denoted by X, (¢), of the equation (4.21) can be thus write

X,(6) = Bl €) X6+ [ R (6.0) B d.

Since the operator A, (&) is asymptotically uniformly stable independently of 7 for all
£ < a, we deduce (cf. Reinhard [16] for more details) the existence of two constants,
ay > 0 and o, > 0 that do not depend on n, such that

IR, (&, O] < ap 7679 Ve < ¢ <a

As same, since the operator A,(§) is asymptotically uniformly stable independently
of n for all £ > b, we deduce the existence of two constants, a; > 0 and o, > 0, which do
not depend on 7, such that

IR, (€, )| < ap e WES (> b,

To conclude the estimations of the resolvant, for all bounded subset of IR, denoted by
I, there exists a bounded constant C'; > 0 not depending on n, such that

|R,(&, Q)| <Cp, YEel, and (€ 1.

Consequently, if the case £ < a is considered, we can write

*

X, = Bul6e @) Byfa, € X,(6) = [7 (60 B0 & — [ Ry(€.0 B de

This implies the existence of two bounded positive constants independent of n, denoted
generically by ', such that

X,(6)] < CLX, (€] + Csup B,(C)]. V<
CER

Similarly, the above estimation can be obtain for all £ > b and for all € [a, b]. This
ensures the following estimation:

sup [ X, (§)] < C1X,()] 4 Csup |By(¢)]. (4.24)
EER CER
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Since s;,., — s,p and 7,, — Top when 1 — 0 then, for n small enough, there ex-
ists a neighbourhood V' of the integral curve (7o(&), s,p) solution of (4.11) such that
(1,(8), 5:,(§)) is include in V. Consequently by extension of Gilbarg [17] to our frame-
work, a sequence of points ({) €]a, b[ can be defined such that this sequence converges
to & €Ja, b[. The subset Ja, b can be chosen such that there exists a reparametrisation
of the integral curve (79(§), s.r) implying

lim (7, (& )y 574(&5)) = (70(&5)s S71)-

n—0

Consequently,
X, (&) =0, when 75— 0.

Since f, converge uniformly to 0 when 7 goes to zero and

up |B,(C)] =:1-(sup|fg<<n).
M \CeRr

CER

then B, converge uniformly to 0 when 7 goes to zero.
Changing £* by £ in (4.24) and the proof of the Lemma 4.5 is concluded. W
The proof of the Theorem 3.9 is thus complete. B

Proof of Theorem 3.10
The proof of the Theorem 3.10 is analogous to the proof of the Theorem 3.9. The alone
difference is briefly describe. In the proof of the Theorem 3.9, the algebraic relation
connecting p(£) to 7(£) and p, (&) and the ordinary differential equation governing p, 777 (&)
are considered. The proof of the Theorem 3.10 lies on the algebraic relation p;(£) to 7(&)
and p(¢) and the ordinary differential equation governing pr7(§). The proof remains,
thus, the same. R

4.2 Proof of the Proposition 3.14

The existence and uniqueness up to a translation of travelling wave v(&) solutions of the
system (3.7) is ensured by virtue of Theorem 3.2. Consequently, after the Proposition 4.1,
V(&) is solution of the system of algebraic relations (4.1) and of the ODE system (4.2). It
is deduced from (4.1) the following inequalities:

_ P UL ), — 0 o
() = T2((w)s o)+
(ui)R:(ui)L iZQ,"',d,

en= (22) 7 (22) %,

PL Prr
v—1 L [ PL Prr,
= ——Pr —1—
PR %_1}?R+(’y )TR(V_l—I-%_l)—I-

(v — 1)TR — 7L (M2

—(tr — 71) — pL —pTL) -

TR 2
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To estimate vg is thus equivalent to estimate 77 and p, 5. Only case M > 0 is considered
since the case M < 0 is similar reversing the role of vy and vp.

For all £ € IR, the function 7(&) is strictly monotone. Consequently, the change of
variable £ to 7(§) € [rr, 7z] is a C'-diffeomorphism and s,(7) = p,777(7) is solution of

1
drs: = (v, — 1)7'%_2 (MQ(V—QI_

Yr = 1, =1 Hr
-7 s, — (702 )T .
1 ( (TLpr 1) ))/«H‘/«LT

)(r = m)(r =)+
(4.25)

where 7% is defined by (4.2). In a travelling wave solution, it is easy to notice that s,(7)
is a decreasing function of the variable 7. A straightforward calculation allows to rewrite
-/ in the following form:

T
We deduce thus, from the following equality that the function g, /p is a decreasing function

Ci—-1,.. C; 4
tr CurTr' prp Sr : B
P _( - )Té’(wr—l)-l-l with 0 =2-C].

of 7:
9-1

Hr C T]gl 1}%% Sr
dT7 - 7( - )Tw—w (07d.s, — (0(v, — 1) + 1)s,) (4.26)
where d;s; < 0 and s,(7) > 0 for all 7 € [rg, 71] and with g a positive constant.
Consequently, the maximum of the function g,/ is given by p, /1 and we denote it 1.
This maximum can play the role of a small parameter. Let us set 3 = 37%/7'2(%_1)“. By
virtue of the Proposition 4.1, the constant (3 is positive and bounded for any given state

vy € . We can thus write

Hr T 576
=
The equation (4.25) find the following form:
1ﬁ ; 7_(%-—1)(6’ 1)+~ d. 57—1 €_|_77 d

with x(7) = M? (

=n 7772 k(7), (4.27)

- er 1)(% - 1)(T —7)(m = 7) = (3 = V)7epep. (428)

We can thus write the solution s,(7) of (4.27) in the form s,.(7) = " s,:(7)n +O(n"1).
Denoting that

(770 = 3 i + O

i—1
where, setting w({k;}) = {(kj)lsjsi—l ;Y J k= i},

i=1
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1—1

wiso(T) = (1 — 0) 57i(7) + s,0(7)" 70 Z gk} H (STj(T))kja

s70(7)° w({k;}) j=1 $70(T)
Zj:l kj=—1 7
where o) = H (1=0-3)1/ (H kj!) )
7=0 J=1

a straightforward computation gives s,4(7) = s,;1. Consequently s,4(7) is a constant. We
set P(7) denoting all the generic function in the form Sk, ai(vy)7® where a;(r,, ) and b,
are some real constants and L a bounded integer. Such functions admit a primitive which
are explicitly known and find again the generic form P(7). It is clear that 777! k(1) =
P(7). It is thus possible to prove that all the functions s,;(7) are in the generic form
P(7)/B°. The function s,,(7) is solution of

Jé; Fr=1)(0-1)+~ 1

d;s s.r d
1_0 87—% T 7'1"’ TL TTWT—W

which implies that d,s;; = P(7)/3. Consequently, s,,(7) = P(7)/3. Assume that
functions s,;(7) = P(7)/8° for i < n. The function s,,(7) is solution of

B hr=DE-14 T (57T b Stn-1
dTSTn + 5, « kj dT ! + dT = 0.
1 — 0 ST% L w(%}) { } ]1;[1 ( Srr, ) TV =%

Since d;(8,,_1/T7"77) = P(71)/p"! and ﬁzjﬂljk] = ", we deduce immediately that
d;$;, = P(7)/3". A recurrence ensures us that all the functions s,;(7) are in the form
P(/5-

Consequently, there exists a family of functions (F;(7))o<i<n in the generic form
Zf:io ay(vy)7hit such that s.(7) = 0, Pi(7) (n/B8)'+O(n"+1) where the constants a;(vy,),
b;; and L; are explicitly known. Then, we can deduce, from this observation, an explicit
approximation of s, depending on v, and 7. The function s,r = s.(7r) can be rewrit-
ten

=1 = TR

n L; . 4
S;R =S+ 3 (Z ail(VL)TJb%”) (5779 ) + 00"
0

where @;(vr), ZN)H and L; are explicitly known constants. Expanding again STR(_e) using the
above expansion, we obtain the existence of a family of functions (F;(7))o<i<s, admitting
always the same generic form and where the constant a;(vy), by and L; can be explicitly

defined, such that
Srr=Sr1 + Z Pi(TR)ni + O(Un+1)-
=1
Consequently, the conclusion of the proof lies on the estimation of 7. If v = ~, it is
obvious that 7 = 7* which conclude the proof. Although, if v < ~,, we search 7z in the
following form:

TR = To + ZTmi + O™,

=1
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where we introduce the notation 7, which will be defined later on. There exists thus, a
family of functions (xi(vr, 71, -+, Ti—1))o<i<n, explicitly known, such that

Srr = Sr1 + ZXi(VLv T, 0y Ti—l)ni + O(nn-l-l)
=1
Moreover, T must satisfy the equality (4.5) which rewrites

n ' 1 B
Srr, —I'ZXi(VLv T, o, 7-2._1)772 + O(nn-l—l) = _ﬁT%T 1/<;(TR).
=1 T

A straightforward calculation ensures that

T R(TR) = Z(G(VL)TZ' + filve, T im0t O,

K3

where a and f; are explicitly known and ensures also that 75 > 0 is the non trivial solution,
i.e. 7o # 71, of the following equation:

. Sr
K(%o) + (v — ) v%ji1 = 0.

To

The explicit forms of 7; function of vy are immediately given from the above equalities
and the proof is concluded. B

Proof of the Proposition 3.15

The proof of the Proposition 3.15 is analogous to the proof of the Proposition 3.14.
The main difference is briefly describe. In the proof of the Proposition 3.14, the algebraic
relation connecting p(¢) to 7(£) and p;(£) and the ordinary differential equation governing
p-777(€) are considered. The proof of the Proposition 3.15 lies on the algebraic relation
p-(€) to 7(€) and p(€) and the ordinary differential equation governing pr7(&). The proof
remains, thus, the same.

We recall that the function p/p, admit a maximum in (g/g, ). Consequently,

m n T@(w,——l)—l—l

Hr 3 5,0

where 3 = Tz(%_l)—l_l/sT%. Since s, = p,77" and setting s, = pr7, the algebraic relation

connecting p and p, allows to write

-1
8= ————7" Vs, 4 (v, — )7 ki (7)

! W
with /431(7') =77 (’yp—Ll + ’yf—Ll) + (7' - TL) (7(7— - TL) —PL _pTL) .
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It is, thus, necessary to consider, not the differential equation (4.27) as in the proof of the
Proposition 3.14, but the following differential equation:

4
- —1
1 1 Sp) drsp+n d;(s,7777) =

57-(1—9)@—1)—% ((% o 1)7ﬂ_1/<;1(7') _

= (2wt + =)0 = (o)

where k(7) is defined by (4.28).

The conclusion of the proof lies on a similar computation proposed in the proof of the
Proposition 3.14 but with an asymptotic expansion based on the variable s,. B
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Multiple solutions for a non-Lipschitz system :
Application to compressible flow models

Abstract

The present work is devoted to the study of uniqueness of smooth travelling
wave solutions of a convection dissipation system with source terms. Considering
a simplified turbulent model, we prove that the source terms imply new regularity
conditions, never satisfied with few exceptions, ralating to the turbulent viscosity
in order to ensure the uniqueness of the smooth solutions here considered. This
problem underline the difficulties of the numerical initialization of the turbulent
quantities in a neighbourhood of zero.

1 Introduction

The numerical approximation of PDE system associated with turbulent models of com-
pressible flows is undergoing quite a boom. Actually, new techniques are proposed (cf.
Forestier-Hérard-Louis [1]) and are based on approximate methods consistent with the
first order operator of the considered systems.

Noticing that the first order operator is, in fact, associated with an hyperbolic system
in nonconservative form, Berthon-Coquel ([10], [11]) propose a new method lying on
the approximation of the smooth travelling wave solutions. They prove the existence
and uniqueness, up to a translation, of such smooth solutions ([5]) for the PDE system
associated with the (k,¢) model but neglecting the source terms.

These source terms take a fundamental importance in these models since they ensure
a comeback to an equilibrium sate of the studied flow. Consequently, while numerical
simulations, it appears as necessary that the initialization of the turbulence can be in a
neighbourhood of zero. It is however well known ([12]) that the approximated solutions
depend on the choice of the initial data.

We notice, for instance, that considering as initial data the turbulence exactly equal
to zero, the numerical methods do not expand, as expected, turbulent phenomenon. But,
considering the initial turbulence in a neighbourhood of zero but distinct from zero, then
some turbulent phenomenon can be developed during the simulation.

As a consequence of these remarks, the study of such systems when the turbulence
vanishes appears as necessary. More precisely, in this work, we focus on the on the
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existence of smooth travelling wave solutions. Since source terms exist, we prove that
such viscous profiles, solution of the considered system, may come and comeback to
equilibrium states which do not admit turbulence. This result, natural and according
with the numerical result, should have to be accompanied, logically, by a result ensuring
that the turbulence vanishes everywhere in the viscous profile.

We prove that such a result is, generally, false and within regularity hypothesis relating
to the turbulent viscosity, there exists an infinity of travelling wave solutions admitting
arbitrary areas where turbulent phenomenon are expanded, and satisfying the natural
equilibrium states.

This result underlines, as well as number of turbulent models are in fact hill posed,
the problem of the differences between approximated solutions resulting of the choice of
the initialization of the turbulence near zero.

Actually, for these choices of the initialisation, the approximated viscous profiles can
be very different but all are solution of the same problem.

Notice that the numerical results, obtained an initial turbulence exactly equal to zero,
do not seem to be according with the multiply solutions result expressed in the present
work. However, we show that the multiplicity of the viscous profile is, in fact, based on a
non Lipschitz continuous ODE in the following form :

d X(t)
dt

= X(1)*,  a€lo,1], t>0.

It is then enough to notice that numerical methods approximating the solutions of the
Cauchy problem with X(0) = 0 as initial data lead us, generally, to the unique approxi-
mated solution X (¢") = 0, and this even if this Cauchy problem must develop an infinity
of solutions.

2 The mathematical model

The study of global viscous profiles for a turbulent flow is proposed in the framework of the
mixing length turbulence model for compressible flows. The fully established turbulent
flow for an ideal gas with d > 1 space variables is considered. The gas is characterized
by its density p, its velocity u € IR? and its total energy . We denote by k the specific
kinetic turbulent energy and by e the specific dissipation rate of the kinetic turbulent
energy. For the sake of symmetry in the forthcoming statements, the equation governing
k is written in terms of the variable:

2
pr = (v, — 1)pk, where ~v, =1+ 7 (2.1)

Here, p, may be compared to a turbulent pressure with adiabatic coefficient v, =1 + %.
The dependence of this coefficient with respect to the space dimension explains the need
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for considering the equations in several space variables. Denoting [ the identity mapping
in IR?, the system of equations associated with the mixing length model writes

Op+Vepu=0, (2.2.1)

Dpu+ V-(pu@u+ (p+po)l) = V-((u+ pr) T(w)), (2.2:i)

OE + V-(E—I—p—l—pT)g: V(4 ) T(w) - w) + Vo(6VT) + Ve (5, VT, (2.240)
Pr

O — + V- - 1u—l—pTV U= /,LTtr(I‘(g) . Vg) + V- (k,VT;) — pe, (2.2.iv)

The gas pressure p is taken as that of polytropic ideal gases:

Po_p el |
y—1 20 -1

1<y<3 (2.3)

The following algebraic relation close the specific dissipation rate of the kinetic turbulent
energy:

k3/2

€= with pr = (v, — 1)pk,

where L, a positive real constant, stands for the mixing length.

Concerning the dissipative terms in the above equations, the viscous stress tensor I'(u)
reads
- A
I'(u)=Vu+ "Vu— m (Veu) I, (2.4)
where A and p respectively stand for the Lammé coefficient and the laminar viscosity.
Here, i = p(T') denotes a smooth and positive function of the temperature T'= p/p. We
use the Stokes assumption to get A/ = (v, — 1) when d > 2 while for d = 1 we choose
as usual A/ = 1. For convenience in what follows, we set A/ = 2 — y where clearly
x > 0. Accordingly to the classical mixing length model, the turbulent viscosity is a non
negative function, see section 4 for some examples, in the following form:

ftr = pr(p. k) where  p.=(y; — 1)pk,
which must satisfy

1-(p,0) =0,  Vp>0.

At last, T. = p,;/p may be considered as a turbulent temperature and the model
constants k£ and &, refer to conductivity coefficients.

The equation (2.2.iv) governing the turbulence phenomena is classically referred as
to “transport” equation for the specific kinetic turbulent energy. Such a terminology is
clearly not suited since this balance equation does involve both first order and second
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order products which cannot be put in conservative form. These products respectively
take the form p, V-u and g, tr(I'(w) - Vu).

Some recent works devoted to fluid models arising in other fields of the physics have
dealt with first order extracted systems in nonconservative form. We refer for instance to
Raviart-Sainsaulieu [6], Sainsaulieu [4] for diphasic flows and to Cordier et al., Coquel-
Marmignon for ionized flows. But in these works, the dissipative operators always stay in
conservative form. Thus, the system studied in the present work yields a novelty, namely
nonconservative products at the first and second order, which is a non standard mathe-
matical problem. In this paper, our aim is to analyse the possible parabolic regularization
of such a non classical second order operator on the (hyperbolic) first order system and
the existence of global viscous profile. In that aim, we study below for existence the plane
travelling wave solutions of (2.2).

As far the modelling is concerned, our main assumption stays in the omission of the
diffusive effects, adopting k = k. = 0. We refer the reader to Remark 3.10 for some
comments about the present assumption.

The main result of the present paper are presented in the following section.

3 Main results

We first state some algebraic properties of the first order extracted system :

Lemma 3.1
Consider the first order system extracted from (2.2) which can be written with clear no-
tations in the following condensed form:

d
Ov+I A(v)Dv=0, t>0, z€ R, (3.1)

=1

with v ="(p, pu, E, p,).
(i) The system (3.1) is hyperbolic on the state space Q defined by:
Q:{VEIRC[J’S; p>0, ue R, p>0, E>0, pTZO}.

Letn =T(ny,+-,nq) be a normalised vector in IR. The matriz Zle n:A;(v) admits the
following real eigenvalues

Uu-n—c u-n, u-n+c 02:ﬁ+77p7
PP

u . (3.2)
The multiplicity of the eigenvalue u-n is d+1. The associated fields are linearly degenerated
and correspond to a contact discontinuity. The two other eigenvalues are simple and the
associated fields are genuinely nonlinear.
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(i) Through a contact discontinuity, u-n and p + p, are continuous.

(tii) Let v : IRy x IR — Q be a smooth solution of the system (3.1). Then, v satisfies
the following additional scalar conservation laws:

QUNV)+V-F(v)=0, U(v)=pF (p% 5;) . F(v)=U(V) w (3.3)

where F: IR* — IR denotes any given smooth mapping.

Remark 3.2

Notice that the chosen phase space €2 is non standard since the function p, can be vanished.
Since p, prescribes the turbulent kinetic energy, to allow p, = 0 is natural in the framework
of turbulent compressible flows.

Proof of the Lemma 3.1

The proof of statements (i) and (ii) can be found for instance in the work by Forestier-
Herard-Louis [1] in the framework of the (k,€) model. The statement (iii) is a straight-
forward extension of the results express in [5], for the (k,¢) model, to our setting. B

The study of the Lax entropy pairs expressed for the (k, €) model ([5]), can be extended
as follow:

Lemma 3.3
Constider the following space states:

O ={veR"™; p>0,uec k' p>0 £>0, p, >0}

The mapping U: Q" — IR, defined in the Lemma 3.1 is strictly convex if and only if the
mapping F: RS — IR is strictly convex and satisfies for any (sy, s3) € IR% the following
inequality:

TV (D-VF) < =T(D-VF)-(V2F)' - (D-VF) (3.4)

where V. = H(ys,v,80) € IR?*, D = diag (y — 1, 7, — 1) € Mat (IR?, IR?) and V*F,
respectively VF, refers to the Hessian matriz, respectively to the gradient vector, of F.

Remark 3.4
Note that it is indeed possible to prove that the pairs (U, F') of the form (3.3) are the
only non trivial entropy pairs for the system (3.1). For instance, we easily deduce from
(iii) Lemma 3.1 and Lemma 3.3 that the strictly convex mapping F: (s1,83) — — In(s152)
satisfies the conditions (3.4). The pair (U, F') developed from this F is therefore a Lax
entropy pair.

The following result sharpens the behaviour of the additional conservation laws for
smooth solutions of (3.1) exhibited in (iii) Lemma 3.1 in the presence of the second order
operator and the source terms.
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Lemma 3.5
Let U and F be defined by (3.3) and let F: IR* — IR be a smooth mapping. The smooth
solutions of the full system (2.2) obey the following balance equations:

QU(V)+V-F(v) =

y—1 7 —1 y—1 ¥ — 1
(b7 2 0,) vt v+ (L 0,7 - 20,
where we have set s = %, S9 = p; )
p P

Since the convection system extracted from (2.2) is hyperbolic, this implies to study
the regularising properties of the second order operator. The existence of plane travelling
wave solutions of the system (2.2) allows to prove the above property. This existence
problem becomes usual (Raviart-Sainsaulieu [6], Sainsaulieu [3], Serre [7] for instance),
but we recall the dissipative operator is in nonconservative form in the present work. It
arises that the mixing length model is out of the usual frame of hyperbolic system with
parabolic smoothness where the second order operator is in conservative form.

The plane wave solutions we want to study are at less C'(IR) functions governed by
the following system in one space dimension:

Op + Oppuy =0, (3.5.1)
dipuy + Ip(pui + (p+ pr)) = O, (X (pe 4 per) aﬂh), (3.5.i)
Opu; + 0y (pusug) = ax((/,c + 1) axui), 1=2,..,d, (3.5.1i1)
d
0L+ 0p( B+ p + pr)us = 0 (¥ (1 + o) wrOpun) + 37 00 (1 + p1) widows), - (3.5.0v)
1=2
d
Opr + u10:pr + YoprOpn = (- — 1) lx/,LT(al,ul)? + iy Z (&Uui)z — pc] , (3.5.v)
1=2

For the sake of conciseness, we rewrite, with the notations of the Lemma 3.1, the
system (3.5) in the following condensed form:

OV + A(V)0,v = 9:(Do(v)0:v) + (0:vID1(v):v) + S(v). (3.6)

Here, the mapping (+]-) : R¥*3 x R¥*3 — IR3 is the contracted product in R, ie.
for u € IR¥™3 and v € IR then (u]v) € R and its jth component reads u;v;. The
mapping D;(v): Q — Mat(/R+3) satisfies

d

T(9,v|D1(v)0,v) = s (X (Or)? + 3 (al,ui)?) (0,---, 0, (v, —1)).

=2

Otherwise, the matrix A(v) does not coincide with the Jacobian matrix of any flux
function, since quantity wy9.p, +v,p-0su1, appearing in the equation (3.5.v), do not allow
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a conservative writing. At last, the products (J,v|D1(v)d,v), only contributing to the
equation (3.5.v), cannot be also written in conservative form. The main originality and
difficulty of the system (3.5) lies on such a property. The mixing length model is out of
the usual frame (cf. Raviart-Sainsaulieu [6], Serre [7]) of convection-dissipation system

where D; = 0.
A travelling wave solution of (3.6) is a smooth function of the form

{ v(t,z) = v(x — ot),

éli}llnoov(t,x) = vy, éginoov(t,x) =vg, &=ux—ot,

(3.7)

where v, and vg denote two bounded constant states. The pair (v, o) is characterized by

—o¥ + AF)F — (Do()¥) — (¥'|Dy(¥)¥) = S(¥), (3.8.0)
Jim $(6) =vi, lim V(€)= va. (3.8.i1)

The possible existence of such solutions implies the following compatibility condition:

Lemma 3.6

Let o be a real constant. Let us assume that there exists, in the large, smooth travelling
wave solutions, included in Q, of (3.6) in the form (3.7) where the pair (V,o) is charac-
terized by (3.8). Assume that the density p(t,x) is bounded. Then, necessarily, the left
and right states satisfy

prr, =0 and prp = 0. (3.9)

Remark 3.7
If the source terms S are neglected, then the compatibility condition (3.9) does not exist.

Proof of the Lemma 3.6

Since smooth travelling waves solutions of (3.6) exist in the large, then there exists a
smooth function v : IR — € solution of (3.8). This function v, satisfying (3.8.ii), admits
the following limit:

lim ‘7/(5) = T(Ov T 70)

E—too

Consequently, the limit states, denoted by vz and vg, must be solution of
S(VL) =0 and S(VR) = 0,
where the mapping S : Q@ — IR is defined by

p.>/?

Ly =112/

S(v) ="7(0,---,0, —pe) where pe =

The proof is, thus, concluded. B

First, the source terms are dropped to allow the analysis for arbitrary states. The
result devoted to the existence of travelling wave solutions of system (3.6), where S =0
is given now.
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Theorem 3.8
Let v € 11,7,] and assume S = 0.

(i) Let vi, € QF be a given constant state and o a given real constant. Assume that vy,
and o satisfy the following inequality:

o= 2 =L 4 Prp (3.10)

Cr, PL PL

and that there exists two strictly positive constants my < mg such that my < u(T) < mo.
Then there exists a unique constant state vyg € Q* such that there exists a smooth travelling
wave in the form (3.7) which is solution of the system (3.6). This solution is unique up
to a translation and is included in Q*.

(ii) Symmetrically, let vp € Q° and o € IR be given. Assume that vg and o satisfy

wr=0 | ap 2 PR Db (3.11)

CR PR PL

and assume that there exists two strictly positive constants my; < mg such that my <
w(T) < mg. Then there exists a unique constant state vy € Q* such that there exists
a smooth travelling wave in the form (3.7) which is solution of the system (3.6). This
solution is unique up to a translation and is included in 0",

Proof of the Theorem 3.8

The proof of the Theorem 3.8 can be deduced from the theorem of the existence and
uniqueness expressed in [5] in the framework of the (k,¢) model. In this instance, the
dissipation rate of the turbulent kinetic energy e is governed by the following partial
derivative equation where the source term is not considered:

d
dipe + ur0ppe + (1 + Ci(yr — 1)) pedaus = Ci(yr — 1)X§M7@xu1)2 + 23 (Do)

T =2
It can be proved that the ratio
o P
1— T
p 1
pe
remains constant in a travelling wave. Consequently, setting €y = 3/2, there exists a
constant length L > 0 such that
kS
L= (3.12)

€

for a travelling wave solution of the (k, €) model.

Studying travelling wave solutions of the (k, ¢) model with C'; = 3/2 implies a closure
of the quantity € given by (3.12) and the proof is completed. B
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Remark 3.9
The assumption v € |1, ;] is more restrictive than the usual where 1 < v < 3. But this
condition appears as a natural modelling hypothesis for polytropic gases since 1 < v <

i+ L

Remark 3.10

Without the simplifying assumption relating to the conductivity coefficients, one can get
easily convinced that the homoclynes to be studied are governed by a dynamical system
in IR® while furthermore their critical points are unknowns. This difficulty remains true
with our assumption but the governing dynamical system can be reduced in IR? and the
Poincarre-Bendixon Theory can be applied. Let us notice that the unknown of critical
points is implied by the nonconservative form of the system since there does not exist
conservative reformulation.

The above Theorem proves that the second order operator is a parabolic regularization
of the first order hyperbolic extracted system. Furthermore it justifies the choice of
the second order operator considered in this work. Since the source terms are not be
considered, the viscous profiles, ensure by the Theorem 3.8, find a sense globally in space
but just locally in time. Consequently, in order to defined viscous profile in large (space
and time), the source terms can not be neglected in the travelling wave analysis.

Since in the presence of source terms, p,; and p,p are forced to be zero and noticing
that p,(¢t,2) = 0 for all (¢,2) € IRy x IR obviously satisfies the transport equations, one
would expect the travelling wave solutions of (3.6) to stay with zero turbulent kinetic
energy.

In fact, we state below that such an expected result is wrong for standard choices
of the turbulent viscosity w:(p, k). Actually (3.6) does admit an infinite number of non
trivial travelling wave solutions satisfying the compatibility condition (3.9).

Such a failure is seen below to come from the lack of smoothness of y; when p, =
0. More precisely, the turbulent viscosity is not Lipschitz-continuous for such states in
opposition to the general requirement for uniqueness for ODE system. For instance, the
simplest choice

e = Cu__pr” _ C.LpVk
= —Hr 1T =
(e =12 pe "

is not Lipschitz-continuous and yields multiple non trivial solutions with p,; = p,z = 0.
More generally, such a negative result holds true when considering turbulent viscosity

satisfying the following hypothesis:

(H) : The function p, € C°(IR?, IR") is such that

wi(p, k) >0 Yp>0, k>0,
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and there exists a constant a €]0, 1[ and a positive function h € C°(IRT, IRT)
such that

lim e(p, k)
k—0 ko

= h(p). (3.13)

This is the matter of the following statement which we shall exemplify in the next
section:

Theorem 3.11

Let v € ]1,~,] and let o be a given real constant. Assume that the compatibility relation
(3.9) holds and assume that there exists two positive constant my < mg such that m; <
w(T) < my. Assume one of the two following assertions holds:

(a) Let vy € Q be a given constant state such that

u)p — o
7( 3 > 1 with ¢; = ﬂ,
Cr, PL
(b) Let vy € Q be a given constant state such that
(u)r—o VPR

< -1 with ¢ =
CR PR
i) Assume that the function p(p, k) satisfies the hypothesis (H). Then the system
puilp
3.6) admits an infinite number of smooth travelling wave solutions, included in €}, such
(- g , ,
that

pr(x,t) = pr(x —ot) > 0, Yo — ot > &,
lim p;(&) = d lim p;(§) =0,
Jim pr(€) =0 and  lim p(£) =0

where & is arbitrary. Moreover, all the solutions admits the same left and right states.
Setting, under the assumption (a), i = R and j = L or, under the assumption (b), i = L
and 3 = R, the unknown state finds the following form:

k3

T M
AT piy, — o0, ugj, e, ugg, piy 0
p;
where

M = pj(u; — o),
I y-11 2y p

pi y+lp A+l MT

pz:%pﬂr(v—l) (%—1) (sz(i—;)—pj)-

J J

(ii) Assume that the function p,(p, k) € C°(IR*, IR") is Lipschitz. Then there exists
a unique, up to a translation, smooth travelling wave solution of (3.6), in the form (3.7),

such that
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o the function p.(t,x) =0 for all (t,2) € Ry X IR,

o the functions p, pu and E coincide with the travelling wave solution of the Navier-
Stokes equations.

The proof of this result is given section 5.

Remark 3.12

The hypothesis (H) relating to non Lipschitz function is some restrictive and it is easy
to define a non Lipschitz function which does not satisfy the hypothesis (H). However, in
the present framework of the mixing length model, the non Lipschitz turbulent viscosities
satisfy the hypothesis (H).

Remark 3.13

If the turbulent viscosity g, is Lipschitz, then ODE system (3.8.i) is Lipschitz. Conse-
quently, the well known Cauchy problem admits a unique local solution. Since the initial
data are given at the infinities, the travelling wave solutions are not characterized by a
Cauchy problem. There exists Lipschitz ordinary differential system admitting an infinite
number of solution for which there limits at the infinity remain the same. For instance,
we can cite the Van der Pool bifurcation equation (see [8] for some details) where some
bifurcations admit these properties. Consequently, the result expressed (ii) Theorem 3.11
ensures that the ordinary differential problem (3.8) is well posed if the turbulent viscosity
;- 1s Lipschitz.

4 Applications

This section is devoted to the application of the Theorem 3.11 to some mixing length
turbulence model. A such kind of turbulence model are distinguished by the turbulent
viscosity p. Since
p.>/?

L b

the turbulent viscosity finds the following generic form:

pilp, k) = Cu fulp, k) Lp K2 with  p, = (v, — 1)pk,

pe =

where C), > 0 is a real constant and f, : IR} x IRy defined the damping function. Here,
the presented models differ from this damping function.

The application of the Theorem 3.11 is restricted to three representative models. More
precisely, we present below the standard mixing length model, the Hoffman model and
the Hassid-Porek model. The reader may find an exhaustive list of models in Patel-Rodi-
Scheuerer [9].
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Corollary 4.1 (The standard model)
Under the assumptions introduced in the Theorem 3.11, let us consider the standard model
characterized by the following damping function:

fu(/)v k) =1 (4-1)

Then, there exists an infinite number of smooth travelling wave solutions of (3.6).

Proof of the Corollary 4.1
Since the damping function is defined by (4.1), then the turbulent viscosity finds the
following expression:

pilps k)= Cu L p k2.

Setting o = 1/2, the turbulent viscosity satisfies the hypothesis (H) where the function
h: IR — IR is defined by

h(p) = Cy L p.
Consequently, a direct application of the Theorem 3.11 concluded the proof. B
Corollary 4.2 (The Hoffman model)

Under the assumptions introduced in the Theorem 3.11, let us consider the Hoffman model
characterized by the following damping function:

1. k2
fulp, k) =exp —% with  pe = T (4.2)
p
14—
+ 50 ppe

Then, there exists an infinite number of smooth travelling wave solutions of (3.6).

Proof of the Corollary 4.2
Since the damping function is defined by (4.2), then the turbulent viscosity finds the
following expression:

1.75

1 1
1+ — L2
50 p

pilp, k)= Cy L p k% exp | -

Setting o = 1/2, the turbulent viscosity satisfies the hypothesis (H) where the function
h: IR — IR is defined by

hip)=C, L pe ™.

Consequently, a direct application of the Theorem 3.11 concluded the proof. B
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Corollary 4.3 (The Hassid-Porek model)
Under the assumptions introduced in the Theorem 3.11, let us consider the Hassid-Porek
model characterized by the following damping function:
k? ke

Fulp, k) =1 —exp (—0.0015 ﬁ) with pe =" (4.3)
Then, there exists a unique, up to a translation, smooth travelling wave solution of (3.6)
such that k = 0 and the functions p, pu and E coincide with the travelling wave solution
of the Navier-Stokes equations.

Proof of the Corollary 4.3
Since the damping function is defined by (4.3), then the turbulent viscosity finds the
following expression:

pi(p, k)=C, Lp k= (1 — exp (—0.0015 Ly k%)) :
[
Such a turbulent viscosity belongs to C°(IR?, IRT) and is Lipschitz. Consequently, a direct
application of the Theorem 3.11 concluded the proof. B

The above results highlight a strong lack in this kind of model. The considered phe-
nomenon are determinism and it appears that the equations does not respect this property
for some choice of the damping function. This lack may find a sense since the considered
model are not predictive but only an evolution model. Consequently, they can not prop-
erly developed turbulent phenomenon (Theorem 3.11) but just ensured the evolution of
the turbulence (Theorem 3.8).

5 Proof of the Theorem 3.11

5.1 Preliminary results

This section is devoted to the proof of the Theorem 3.11. Let o be a real given constant.
A function v(¢,z) in the form

{ v(t,z) = v(x — ot),

éli}llnoov(t,x) = vy, éginoov(t,x) =vg, &=ux—ot,

(5.1)

with vz, and vg two bounded constant state satisfying the compatibility condition (3.9)
is considered. This function is a travelling wave solution of (3.6) if and only if, for a given
constant state vy, respectively v, there exists a unique constant state vg respectively vy,
and a function v : IR — ) solution of the following set of ordinary differential equation:

—oV' + AV)V = (Do(V)V) + (V| Dy (V)V') + S(V) (5.2)

ggr_noov(g) = VL, glg_noov(g) = VR, (53)
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where ' denote the derivation with respect to .

In order to simplify the presentation, we omit the notation = and we set

(&) =T(p6), pul€), E(E). p-(9)).

where

|pul? P pr
E = .
o +7_1+%_1

The following notations are introduced:

T=—, M=puy—0) and v=u —o.

Consequently, the ODE system (5.2) can be written

deM =0, (5.4.1)
M?der + de(p + pr) = Mdg (1 + pr)xdeT) (5.4.ii)
Mdgui = dg ((M + /,LT)dgui) = 2, te ,d 5 (54111)
Mrtdep + ypMder =

: (7 - 1)}773/2

(v = DxuM*(de)” + (v = D D _(dewi)” + L. — 1)P

=2

VT, (5.4.iv)
MngpT + ’yTpTMdgr =

d 3/2

(v = Dxpr M2 (de)” + (37 = Dpts g(dfuz’)Z + L\?#—_lﬁ- (5.4.v)

The equation (5.4.i) implies the function M({) is a real constant denoted by M =
pr(uiy, — o). Two cases, M > 0 or M < 0, can be distinguished respectively associated
with a 1-compression wave or a 3-compression wave. For convenience, only case M > 0 is
considered. The 3-compression wave, i.e. M < 0, can be deduced from M > 0 reversing

the role of £ to —¢.
The two following results reduce the d + 4-ODE (5.4) to a 2-ODE completed by

algebraic relations.

Lemma 5.1
Assume that vi, € Q is given and assume that v : IR — Q is a C*(IR)-solution of (5.4)
such that there exists a bounded state vgr € Q) satisfying

lim v(§) = d lim v({) = vg.
Jim v(€) = vy, an (Hm v(€) = vr

Consider the compatibility relation (3.9). Then the function v(§) satisfies

M = pr((u1)r — o), (5.5.1)
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(&) +po(€))7(6) = el &)7(O) + p +
M2

(v =Dl = 7(£)) (7@ —7(€)) + pL) (5.5.iii)
for any & in IR.

Proof of the Lemma 5.1
With ¢ = 2,---,d and setting U; = u; — (u;), the integration of (5.4.iii) over | — oo, €]
gives

Since M > 0 and Vv is a bounded C'(IR)-solution of (5.4) included in Q then the function
A+ (&) s IR — IR is positive and bounded . Consequently, the unique bounded solution
of the equation (5.6) is U; = 0 which implies the relation (5.5.ii).

Consequently, the equations (5.4.ii), (5.4.iv) and (5.4.v) writes

M*dgt + de(p + p;) = Mdg (1 + pr ) xdeT) (5.7.1)

(7 B 1)}77'3/2\/F ..

Tdep + ypdeT = M(y — 1)X/~L(dg7')2 + Ly — 177 (5.7.ii)
3/2

rdep, + voprdeT = M(5 — Dypir (de7)? + 22 VT (5.7.1i1)

+ Ly, — 1

Setting H = M?*7 4+ p + p, and Hy, = M?*7, + pL + p-,, the integration of (5.7.1) over

| 0. €] gives
H — Hyp = (p+ pr)xMder. (5.8)

The sum of (5.7.ii), divided by (v — 1), with (5.7.iii), divided by (v, — 1), can be written

p P M?
de (T(’y 1 + o 1) - 772) + Hdet = (pn+ pr )x M (deT)?. (5.9)

The multiplication of (5.8) by de7 gives thus
Hder = Hpder + (10 + /,LT)XM(dgT)Q.

Introducing the above relation in (5.9), we obtain

p p 22
d . Hyr— — = 0.
5(7(7_1+%_1)+ LT 27)

The integration from —oo to £ of this equation gives us the expected relation (5.5.iii). B
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Lemma 5.2
Under the assumptions introduced in the Lemma 5.1, the pair (7(£), p,(€)) is solution of
the following system:

v+l

X ) Mrder = M (=) (7 —72)(7 = 70) +

Vr — 7
v —1
P12 g 302

TP, (5.10.1)

dngT%' — X(’}/q— — 1)/,L7-M7—%——1(d£7—)2 — \/%—7_1 T (51011)
with
y—1 2y prL
_ L oE 5.11
Kl e ve (5.11)
Remark 5.3

Under the assumption (3.10), i.e. M?*r > v(pL + p-1), the following inequality holds:

To < T[,.

Proof of the Lemma 5.2
The equation (5.4.ii) writes

de (M*7+p+pr) =de (1 + po)xMdeT).
[ts integration over | — oo, £] gives
(114 pr)xMder = M*7 + p+ pr — (M7, + py.)
A multiplication by 7 of this equation allows to plug it in the relation (5.5.iii). A straight-
forward calculation gives thus the equation (5.10.1).
The equation (5.10.ii) is given by (5.7.iii) since u;(§) = (u;)p with i =2,---,d. B

According to the above lemmas, the function v(¢) is a C'(IR)-solution of (5.4) satis-
fying (5.3) and the compatibility condition (3.9) if and only if the vector valued function
(7(), p-(£)) is a C*(IR)-solution of (5.10) and admits two bounded limits at the infinity

such that
lim pr(€) = 0.

E—too

setting

the system (5.10) writes

1 (7 —m)(7 — - , .
dr=py LHLom)rom) =y i : (5.12.1)
2x (14 pe)T (vr = L)x M(p + pe)m0
T_('V‘r‘l'l)/z 57—3/2

desy = X (v — Dpe M7 (deT)? — (5.12.i1)

VY- —1 LM’
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where 7y is defined by (5.10) and

B 1 Sy
/,Lt — Mt 7_7 (77— _ 1)7_,%_ .

The system (5.12) takes the following condensed form:
d:Z = X(Z) (5.13)

where Z = T(7, s,) and X(Z) defines the vector field of the system (5.12). A straightfor-

ward computation ensures the following result relating to the critical points of (5.12):

Lemma 5.4

The ordinary differential system (5.12) admits two critical points, denoted Zj, and Zg,
defined by
Z; = T(TL, 0) and Zr = T(Tg, 0),

where Ty is defined by (5.11).

Corollary 5.5

Assume that Z = (7, s;) € CY(IR, IR} x IR}) is a solution of (5.12) connecting two
critical points of the system (5.12). Then the smooth function v : IRy x IR — §Q, in the
form (5.1), defines a travelling wave solution of (3.6).

Proof of the Corollary 5.5
By virtue of the Lemmas 5.1 and 5.2, it is sufficient to prove that the function v : IR —
IR*3 belongs to the phase space 2 and satisfies the compatibility condition (3.9).

Since Z(€) = T(7(¢), s,(§)) € C* (IR, IR, x IR}) connects two critical points then there
exists a constant ' > 0 such that

0<7(6) <C and 0<s.(6) <, V¢ e IR.

The functions 7 and s, are defined as follow:

1 T
- and S, = P )
p p'V'r

T =

Consequently,

0<pé)<C and 0<p, (& <C, V¢ € IR.

A straightforward computation allows to rewrite (5.7.ii) in the following form:

k3/2
dept” = (v = D)xpM " (deT)? 4 (v — 1)m7%2 > 0.



84 Multiple solutions for a non-Lipschitz system

Since »
li Y =S
Jim_ pr (&) )

and 7 > 0, then the function p : IR — IR is positive. The proof is completed since the
critical points, given Lemma 5.4, imply

lim s.() =0.

E—too

The existence of integral curve solutions of (5.12) is proved. First, we propose an
obvious solution associated with the particular case: p,(£) = 0 for all £ in IR.

Lemma 5.6
Consider the smooth function ¢ : IR}, — IR defined by

:M’y—l—l (1 —71)(T — 7o)
2x 0T

(1) (5.14)

Y

where 1o is defined by (5.11) and p is a positive constant. Then the following ordinary
differential equation

deT = (7) (5.15)
admits a unique, up to a translation, smooth decreasing solution 7 : IR — IR such that

li (&) = d li (&) = 7.
Jm 7 &) =7 an Jm 7 (&) =0

The vector valued function Z* : IR — IR* defined by

Z:(&) =" (1), 0)
is a C'(IR)-solution of (5.12).
Remark 5.7

For the sake of simplicity, the laminar viscosity, y, remains constant in the above result.
The extension to a laminar viscosity depending on the temperature is obvious.

Corollary 5.8
The smooth function v : IRy x IR — Q, in the form (5.1) and associated with the integral
curve Z*, defines a travelling wave solution of (3.6). This solution satisfies

o the function p.(t,x) =0 for all (t,2) € Ry X IR,

o the functions p, pu and E coincide with the travelling wave solution of the Navier-
Stokes equations.
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Proof of the Lemma 5.6
since the function p, : IR} x IR — IRy satisfies

pr(p,0) =0 Vp>0,

then the function

s(6)=0  Vee R

is solution of the ordinary differential equation (5.12.i). Consequently, the vector valued
function Z = T(7,0) is solution of (5.12) if and only if the function 7 : IR — IR is solution
of (5.15).

Since 19 < 71, are the alone critical points of (5.15) and since

4,9(7'){ <0 V1 € |10, 1],

>0 otherwise,

then, immediately, we have the existence of a unique, up to a translation, smooth de-
creasing solution, 7 : IR — [1, 7], of (5.15) connecting the two critical points. B

5.2 Sufficient conditions for multiple solution

Assume that the turbulent viscosity, p,, satisfies the hypothesis (H). An infinite number
of integral curve Z : IR — IR%, connecting the two critical points Zy, and Zp, solutions of
(5.12) are highlighted.

More precisely, we prove below that there exists an infinite number of integral curve
solutions of (5.12) intersecting the integral curve Z*, defined Lemma 5.6, for a finite £ € IR
with a Cl-joint.

In that aim, we give the main result relating to the existence of an infinite number of

solution for a non-Lipschitz ordinary differential system. The proof of the result is given
in the appendix A.

Theorem 5.9
Consider the mapping f € C°(IR x IR, IR)and assume that there exists two constants,
C' >0 and 6 > 0, such that

f,X)>C VI|t|<d and ¥V |X| <4

Then the following Cauchy problem:

Gl C)Z(t(t) = X()" f(t,X(t))  with ac]0, 1], (5.16)

X(0) =0,

admits an infinite number of real solutions in a neighbourhood of t = 0 such that all the
solutions satisfy

X()=0 Vi<O0.
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First, a compact is proposed within the searched integral curves are solution of an
ordinary differential equation.

Lemma 5.10
Let 7 be a given constant such that

T0 < T < TL-

Let us define a compact K C IR x IRy in a neighbourhood of (77, 0). Then, the integral
curves Z(t) =T(t, X (t)) : IR — IR* solution of the following equation:

d X p—(rt1)/2 0 x3/2 1

= X(yr = e MU g(t, X) — V(t,X)e K, (5.17)

dt V=1 L M g(t,X)
where
1 (¢t — t— - — X
2y (p + pe)t (v = Dx M(p+ pe)t

1 X
/’LT - /’Lt t? (77 _ 1)t% 9

O<m<p<mg VY(,X)eK,

coincide with the integral curves solution of (5.12).

Proof of the Lemma 5.10
The compact K can be chosen such that there exists a real constant ' > 0 such that

—C <deT <0 and 0<des, <0 Y(r,s:) € K.

Since the function ¢ + 7(€) is decreasing while T(7(£),s,(£) € K, the integral curves
Z solution of (5.12) can be reparameterized by 7. Consequently, such solutions coincide
with the solutions of

d S T_('VT+1)/2 S 3/2 1
T — T 1 M ,VT_ld - . -
drt x( JuMr ¢r v.—1 L M der

V(r,s,)€ K.

Substituting s, by X and 7 by ¢, we obtain the equation (5.17). Since the system (5.12)
is autonomous, the proof is completed. B

The Theorem 5.9 is applied to the ordinary differential equation (5.17).

Lemma 5.11
The Cauchy problem (5.17) with, as initial data, X (77) = 0 admits an infinite number of
solutions in a neighbourhood of . Such solutions satisfy

X(t)=0 Yt > 7/
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Corollary 5.12
The Cauchy problem (5.12) with, as initial, data Z(0) = T(5,0) admits an infinite number
of integral curves solutions included in K. Such solutions satisfy

Z(¢) = (7(£),0) V&<,
which implies Z(&) = Z*(€) for all £ < 0.
Proof of the Lemma 5.11
The equation (5.17) can be rewritten in the following form:

d X(t)
dt

Ft X(0) = x5 = D MO g1, X) =

=X (t, X(1)), (5.18)
o2 X

V- —1 LM g(t,X)

(5.19)

where a €]0, 1] is given by the hypothesis (H).

Since the function g, satisfies the hypothesis (H) and the mapping ¢ : IR* — IR is
negative in K, then the mapping f : IR*> — IR is continuous in K and there exists a
positive function h : IR — IR and a positive constant 4 small enough such that

lim f(t, X) = % (v —1)M (gi) (t—70)(t —70) Vt—1] <é.

X =0

Consequently, there exists a constant C' > 0 such that
ft, X)<-C V(t,X) e K.

The Theorem 5.9 concludes the proof. B

Now, we prove that all the integral curves, defined Corollary 5.12, keep a sense for all
€ > 0 and connect the critical point Zp.

Lemma 5.13

Consider 2y €K belonging to one of the integral curves defined Corollary 5.12. Then
the Cauchy problem (5.12) with, as initial data, Z(0) = Zo admils a unique, up to a
translation, integral curve solution connecting the critical point Zpg.

Proof of the Lemma 5.13
Setting X, (Z) and X, (Z) the two components of the vector field of (5.12), we define the
following curve:

r

Co, = {(7, 5:) € Ry x Ry X, (Z) =0, 7 €[, 7]}
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Since the turbulent viscosity satisfies the hypothesis (H), this curve can be parameterized
in the (7, s, )-phase space as follow:

CSIT(T) =0,
C2 (1) = {55 f(7,8-)g(7,5:) =0},

where the mapping f is defined by (5.19) and the mapping g is defined Lemma 5.10. By
definition, we have

C. NC2 ={Zy,Zg}.

After computation, the curve CSQT(T) > 0 in |70, 77| and admits a maximum for 7,,,, €
170, 72.[. Let us define the following compact:

I((Tmal’) = [T07 Tmal’] X [07 CET(Tmaw)]-

Considering the outward unit normal n, the a straightforward computation ensures
X(Z)-n <0,

where X(Z) defined the vector field of the system (5.12). Consequently, K (Tpq:) is a
positively invariant compact for the vector field X. A straightforward application of the
Poincarré Bendixon Theory concluded the proof. B

The proof of the (i) Theorem 3.11 is, thus, completed. B

5.3 Sufficient conditions for a unique solution

Assume that the turbulent viscosity, u, € C°(IR*, IR), is Lipschitz. We prove that the
integral curve Z* defined Lemma 5.6 is the unique, up to a translation, solution of (5.12).

Lemma 5.14

Assume that there exists a second integral curve " % Z* solution of (5.12) and connecting
the two critical points Zy, and Zig. Then there exists an infinite number of integral curve
solution of (5.12), connecting the two critical points Zy, and Zgr and such that

dgTSO \V/§ER

All these integral curves define a compact denoted K .

Proof of the Lemma 5.14

Define the compact K closed by the two integral curves Z* and Z**. Since (5.12) is
Lipschitz, the two integral curves Z** £ Z* can only intersect for a critical point which
implies

K #0
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By definition of K, we obtain
dgT S 0 \Vlf S IR.

Since the system (5.12) is a Lipschitz autonomous ordinary differential system, then for
every point Zg € K there exists an integral curve Z : IR — IR? such that

Z(0) =Zo Z({) e K Ve R.

Consequently, all these integral curves connect the critical points Zy and Zy. B

Now, it is proved that the assumption of the Lemma 5.14 never holds. First, a
reparametrization of the integral curves is proposed.

Lemma 5.15
Consider Zo = T(7°,5%) € K and define the following compact:

K, = {(T, s;)eEN; T0<r <~ 1/},

where v > 0 is small enough. Then, the integral curves Z(t) =T, X(t) : R — IR?
solution of the following equation:

d X —r /2 Y32
= x(v- — D M1 g(t, X) —

VY (1, X) € K,, (5.20)

dt Vi-—1 L M g(t,X)
where
1 (¢t — t— - — X
2y (p + pe)t (v = Dx M(p + pe)tr

1 X
/’LT - /’Lt t? (77 _ 1)t,y_r 9

O<m<p<mg VY(,X)eK,

coincide with the integral curves solution of (5.12) in the compact K,. Moreover, there
exists a constant C' > 0 not depending on v and a constant to € [7°, 7, — v[ such that the

function X : IR — IR satisfies
X(t)> X(7°) ¢ ) > X(7%)  Vie[r - (5.21)
Proof of the Lemma 5.15
For all point (7,s,) € K, there exists two real constants 0 < 'y < Cy such that
—Cy < deT < —=C1 <0 Y(r,s.) € K,. (5.22)

Since the function ¢ + 7(£) is decreasing while T(7(¢),s,(£) € K, the integral curves
Z solution of (5.12) can be reparameterized by 7. Consequently, such solutions coincide
with the solutions of

s e = DM ARG S YV (r,5,) €K
= = T T — - T,Sr .
dar Y e ¢ VY- —1 L M der
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Substituting s, by X and 7 by ¢, we obtain the equation (5.17). Since the system (5.12)
is autonomous the integral curves Z and Z such that Z(0) = Z(0) coincide.

Since d¢7 satisfies (5.22) then the mapping ¢ : IR* — IR satisfies the same inequality
—Cy<g(t,X)< —C; <0 V(t,X)eK,. (5.23)

Consequently, a straightforward computation implies the existence of a constant C' > 0

such that
d X(t)

dt

Since pt, is a Lipschitz continuous function such that

1
o (— 0) =0 V({0 ek,

> —pe (yr = 1) M 77 Oy > —C e,

t 2
then there exists a constant € > 0 such that
0<p, <CX V(t,X)eK,.

Consequently, there exists a constant C' > 0 such that

dst(t) > —(C' s, V(t,X)e K,

which implies, after integration, the inequality (5.21). ®

Lemma 5.16
Assume that v > 0 is small enough. Then there exislts two bounded constants & and {
such that

Z(t) =Z"(¢) € K,
From the Cauchy-Lipschitz Theorem, we deduce

Corollary 5.17
The assumption, relating to the existence of an other integral curve Z°* : IR — IR* solution

of (5.12), introduced in the Lemma 5.14 holds always false.

Proof of the Lemma 5.16

Since the integral curve Z** = T(7** s7) : IR — IR? solution of (5.12) connects the critical

point Zz, = T(77,0) then there exists v > 0 small enough and £** such that
SHET) < X (7). (5.24)
where Z(£7) € K.

Since the integral curve Z satisfy the inequality (5.21) then, in the phase space, the
point Z**({*) is underneath the point Z(7(£)). The proof is, thus, concluded, since
the point Z(7Y) is underneath the point Z**(0) = T(7°,s). m

Consequently, the proof of the (ii) Theorem 3.11 is completed. B

The proof of the Theorem 3.11 is completed. B
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A Proof of the Theorem 5.9

This section is devoted to the proof of the Theorem 5.9. For the sake of simplicity, we
assume that there exists a constant C' > 0 such that

f,X)y>C V(i X)e R (A.1)

In other words, the assumption relating to the mapping f € C°(IR*, IR) is considered as
global in this proof. A straightforward application of this proof allows a weakness in the
local sense of the assumption.

Since a € |0, 1[, then the following equation:

d X(t)

7 W7 X)) with e e]0, 1], (A.2.0)
X(0) =0, (A.2.i)

is a non-Lipschitz ODE in a neighbourhood of X = 0. This equation admits
X (t)=0 vVt e IR

as a solution which implies X = 0 is a critical point of (A.2.i).

An infinite number of solutions of the Cauchy problem (A.2) are exhibited. In this
aim, the role played by the variable ¢ is reversed by { = —t. Omitting, without confusion,
the notation ~, we consider the following Cauchy problem

d X(t)

= —X() (LX), (A.3.0)
X(0) = X, > 0. (A.3.ii)

Consequently, the proof of the Theorem 5.9 lies on the existence of a unique, up to a
translation, X : IRy — IRy solution of (A.3) such that there exists a bounded constant
T > 0 such that

X(0) = Xy and X(t)=0 vi>T.

Lemma A.1
Consider a bonded constant T > 0. Assume that the Cauchy problem (A.3) admits a
solution X : [0, T — IRy such that

X(T)=0.
Then the solution can be extended for all t > T as follow:

X()=0 Vi>T.
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Proof of the Lemma A.1
Noticing that

d X
TR =
Xy -,
then the C!'(IR)-function, defined by
[ x() it telo, 71,
Y(t) = { X*t)=0 i t>T,

is solution of (A.3). ®

This above result ensures that the existence of a constant 7" > 0 and a solution

X :]0, T] = IRy such that X(7T') = 0 concluded the proof.

First, consider the following scheme:

Xn-l—l = ‘an_a - (1 - Oé) f(tnv Xn) An mv (A4)

XO == X(O) and An == tn_|_1 — tn

A straightforward computation ensures the consistence and the convergence of this scheme
which defines a positive sequence (X, )n>0.

Lemma A.2
Assume that the mapping f € C°(IR*, IR) satisfies (A.1). Let N be a big enough integer.
Then there exists an integer

Xo'™ N
* < oy .
"= (1—a)C (4.5)

and a positive sequence (1, )o<n<nr+1 Such that the positive sequence (X, )o<n<ns41, defined
by (A.4), satisfies

X,>0 Vo<n<n and Xy =0,
with

1 1
An = tn_|_1 —t, = ﬁ Vn<n® and An* = tn*-l—l — o < ﬁ

Proof of the Lemma A.2

Setting X
A, = L
the sequence (X )n<o, defined by
o= Xo' .
O S ]

N
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is considered.

Since the mapping f : IR* — IR satisfies (A.1), then

n
Xn-I—ISXn_(l_Q) Cﬁv
which implies
Xo V
1 <0 Vn>
At = (1—a)C

Consequently, since

there exists an integer

such that
Xn*+1 S 0 S Xn*-

Since the mapping f € C°(IR?, IR), then there exists ¢,~ such that

Xnx > 0 and Xnrt1 = 0.

We deduce, thus, that the sequence (X )o<n<n*41, defined by

Xo=Xo' ™%,
Xn+1 = Xn — (1 — @) f(ta, Xnﬁ) A, >0 where 0 <n <n*,
Xn*x4+1 = 07

where

1
An:tn—l—l_tnzﬁ

if n<n®,
1
A =ty — tx < N such that y,«y1 =0,

coincides with the sequence (an_a)ogngn*-l—l- [ |

The following result ensures that ¢,+11 remains bounded as A,, goes to zero:

Lemma A.3
There exists a bounded constant T > 0 such that

torar — 1% as A, — 0.

93
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Proof of the Lemma A.3
We can give the following estimate of ¢,«y1:

*

n * 1
tn*+1:ZAn§n+ .
n=0
Since
nx X0 N
(1—-a)C’
then the following estimate is obtained:
. - Xol—oz N 1
TH = (l-a)C TN

Consequently, ¢,+11 remains bounded as A, goes to zero. Then, there exists an ex-
tracted subsequence (A, ) such that there exists a bounded constant 7% > 0 limit of
toey1 as A, goes to zero. B

The following result conclude the proof:

Lemma A.4
the sequence (X, )o<n<nr+1 converges to a continuous function X : [0, T*] — IRy as A,
goes to zero. Moreover, this function defines a solution of the Cauchy problem (A.3).

Proof of the Lemma A.4
Let T > 0 be a constant such that

T > m]%X(T*, oy )-

Consider the sequence (X (¢))y of C°([0,T], IRy) functions piecewise affine defined by

XNt)=X, VYn<n,
XNt)y=0 V€ [tyryr, T). (A.6)

By definition, such functions satisfy, for all N > 0,

d XN
dt

XN ew'0, 7y V1<p and c BV(0,T).

Consequently, even if it means extracting a subsequence, there exists two mappings,

6 €C%0, T)and ¢ € L'(0,T), such that

XN() < (), S e
dXN(t) L when — TOQ. .
41 — (1),
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This convergence result implies the following limit:

d XN(t)
dt

+ XN F( XN) D (1) + o) f(t, 6(1)  as N = foo.

Since the scheme (A.4) converges, then

d XN(t)

T XN s, XN ) 250 as N = +oo.

This implies the following equality in the distributional space:

P(t) + ()" (L, ¢(t)) = 0.

Since ¢ is continuous, then v € C°(0, T).

We can write

[ e (R0 ) a= [ (00 +e0un) @ veecto, 1)

The limits (A.7) imply the following equality in the distributional space:
d ¢

psL = —

dt’
Since ¢ € C°(0, T), then ¢ € C'(0, T) and satisfy in the usual sense

$o _
SO~ s 10, o(1).

The proof is, thus, concluded since
XMoy=X, and XN(T)=0,

which implies
»(0) = X, and o(T) = 0.
Consequently, the function ¢ € C'(0,T') is solution of the Cauchy problem (A.3). B
The proof of the Theorem 5.9 is completed. B
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Chapitre 4

Résolution numérique de systemes
convectif-dissipatif avec premier et
second ordre sous forme non
conservative






convectif-dissipatif avec premier et second ordre sous

Les développements proposés dans cette troisieme partie du mémoire répondent point
par point aux motivations de l'introduction générale. Nous renvoyons le lecteur a la des-

Résolution numérique de systemes

forme non conservative

cription de ces motivations.

Avertissement

En raison de la forme répétitive des techniques de démonstrations mises en jeu, cer-
taines preuves ne sont pas données ou partiellement et font simplement appel aux dé-
monstrations précédentes. En conséquence, la lecture des différentes sections ne peut étre
faite indépendamment des autres. Nous donnons donc, a présent, la structure du présent

travail :
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1 Produits non conservatifs et Opérateurs de projec-
tion L?

Ce chapitre peut étre compris comme un préambule aux développements exposés ci-
apres et constituants la réelle motivation de I’ensemble de ce travail. Ce chapitre n’est pas
destiné au lecteur familier de ’analyse numérique des méthodes de type Godunov.

Nous nous livrons ici délibérément a ce que chacun qualifiera, et avec raison, d’hérésie.
Nous proposons, en effet, d’approcher les solutions onde progressive des équations de
Navier-Stokes en faisant choix comme variable d’évolution respectivement de ’entropie
spécifique puis de la pression et ce au détriment de 1’énergie totale. L.’hérésie consiste,
“bien entendu”, a ne pas faire choix de la loi de conservation sur 1’énergie totale pour lui
préférer des lois d’évolution impliquant plusieurs produits non conservatifs.

Pourtant, I’hérésie n’est pas si immédiate puisque nous vérifierons que les systemes
introduits sont équivalents au systeme Navier-Stokes sous forme conservative pour une
classe de solutions certes restrictives (C* par morceaux) mais qui suffit & notre propos
puisque comprenant précisément les solutions onde progressive sur lesquelles se concentre
notre intérét numérique.

Si hérésie il y a, elle doit des lors surgir a l'occasion de la discrétisation de chacun
de ces systemes équivalents. Nous montrerons, en effet, que "approche la plus classique,
i.e. par projection L?, conduit aux mémes difficultés que celles exhibées lors de I’analyse
numérique consacrée a l’équation de Burgers avec viscosité: les erreurs engendrées par
Popérateur de projection L? s’opposent ici a la conservation de 1’énergie totale. L’énergie
totale, comprise comme une fonction des inconnues, sera en effet montrée étre une fonction
(strictement) décroissante du temps d’ott une erreur L' qui va s’amplifiant avec le temps
pour devenir rapidement inacceptable a un niveau de raffinement donné. Nous illustrerons
numériquement ce fait.

Afin de convaincre chacun que I’hérésie est bien ’application d’un opérateur de projec-
tion L? en présence de produits non conservatifs, rappelons ici deux contributions consa-
crées a des systemes hyperboliques nonlinéaires. Méme si le probleme qui nous préoccupe
n’est pas stricto sensu hyperbolique, les difficultés d’ordre numérique restent toutefois
étroitement liées, sinon les mémes, pour la simple raison que les ondes progressives sont
dans la pratique sous résolues au niveau discret, leur représentation discrete tenant bien
plus de la capture des solutions onde de choc associées. Vouloir décrire avec plus de
points les profils discrets, ainsi obtenus, devient rapidement irréaliste des que le nombre
de Reynolds est grand. Il en est ainsi typiquement du présent travail.

Dans la premiere contribution, P. Le Floch et T. P. Liu [39] établissent la convergence
de la méthode de Glimm appliquée a un systeme hyperbolique sous forme non conservative
(fermé par la théorie des produits non conservatifs proposée par Dal Maso-Le Floch-Murat
[13]), alors que P. Le Floch et T. Hou [32] prouvent la non-convergence d’un schéma sous
forme non conservative dans le contexte scalaire et qui peut étre réinterprété en terme de
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projections L%, Précisons que la méthode de Glimm (voir Serre [12] par exemple) est par
construction exempte de toute opération de projection.

Dans la seconde contribution que nous rapportons ici, A. Y. Leroux et A. Noussair
[38] utilisent délibérément une formulation non conservative des équations d’Euler isen-
tropiques pour en obtenir un bénéfice substantiel au niveau discret mais en abandonnant
lopérateur linéaire de projection L? pour un opérateur de projection nonlinéaire restau-
rant la conservation discrete des inconnues.

L’hérésie apparait, en définitive, étre entierement liée a ’application d’opérateurs de
projection L? en présence de produits non conservatifs en conduisant a la perte d’équiva-
lence au niveau discret entre chacune des formulations retenues.

Soulignons, enfin, que le choix des variables d’évolution (la pression ou I’entropie spéci-
fique) ici retenue au titre de la définition de systemes équivalents au systeme Navier-Stokes
n’est pas gratuit. En effet, nous retrouverons, et cette fois de maniere incontournable, ce
meéme type de variable d’évolution dans le contexte d'un systeme Navier-Stokes a deux
températures, lui vraiment non conservatif.

Dans un souci de simplicité, une seule dimension d’espace est considérée mais les
extensions multidimensionnelles sont immédiates en vertu de 'invariance par rotation des
équations (cf. Godlewski-Raviart [29]).

1.1 Modele mathématique et systemes équivalents

Nous considérons un gaz parfait caractérisé par sa masse volumique p, sa vitesse u
et une pression p supposée suivre une loi de gaz caloriquement parfait. En négligeant
la conductivité thermique par souci de simplicité, I’écoulement est des lors régi par le
systeme suivant :

Op + Oppu = 0, r€ IR, t>0,
dipu + Op(pu* + p) = Op(udsu), (1.1)
dpll + 0:(pl + pu = Op(pud;u),

avec pour loi de fermeture thermodynamique

R BT (12)

La viscosité laminaire, notée p, est supposée étre une constante positive non nulle.

En désignant par u = T (p, pu, pE), I'espace des états admissibles est donné par

u)?
Q:{UERS; p>0, pu € IR, ,OE—(IOZ—)>O}.
P
Avec des notations classiques, le systeme (1.1) trouve la forme conservative suivante :

da + 0,f(u) = 9,(D(u)d,u).
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Afin d’illustrer notre propos, deux changements de variable reposant respectivement
sur 'entropie spécifique et sur la pression sont proposés. De tels changements de variable
conduisent a des lois d’évolution impliquant, contrairement au systeme (1.1), des produits
non conservatifs du premier ordre (i.e. impliquant I'inconnue et ses dérivées premieres)
et du second ordre (i.e. impliquant I'inconnue et ses dérivées secondes, ou ce qui est
équivalent pour les solutions régulieres, I'inconnue et des produits de dérivées premieres).

Lemme 1.1

(i) Considérons le changement de variable v.= W(u) défini par

Hp, pu, pE) = T(p, pu, pS) avee S=F(s) et s=

ou Uapplication F : IRy — IR est supposée C* strictement monotone. Notons Qs = ¥(1)
défini par
S
ng{VEIRS; p>0, pu € IR, .7:_1('0—)>0}.
P
Supposons u € C*(IR x IR.,Q) solution de (1.1) alors la fonction v = ¥(u) € C*(IR x

Ry,Qs) est solution du systéme suivant et réciproquement :

Op + Oppu = 0, re IR, t>0,

pu + Ox(pu® + p) Zlax(uaxU), (1.3)
0pS + DupSu = ’jﬂ__l FUFHS) (D).

(i) Considérons le changement de variable w = ®(u) défini par

“(p, pu, pE) = T(p, pu, p).
Notons Q, = ®(Q) défini par

Qp:{WEIRS; p >0, puElR,p>0}.

Supposons u € C*(IR x IRy,Q) solution de (1.1) alors la fonction w = ®(u) € C*(IR x
Ry, Q) est solution du systéme suivant et réciproquement :

Op + Ozpu =0, velR, t>0,
drpu + 0. (pu? + p) = p(pdpu), (1.4)
Op + Oepu + (v — V)pdeu = (v — 1)p(9,u)?.

Remarque 1.2

Notons que contrairement a la regle d’usage en mathematiques appliquées, nous avons
LS) et non de son inverse. Un tel choix est ici dicté ainsi que dans toute
la suite, par le souci d’alléger 1’écriture des bilans d’entropie. En effet, le choix habituel
conduirait clairement a

fait choix de s =

& ~__~y—1 —1 SN2t =17 & W2 avee & — P’
05 + 0pS0 =~ L SPFE S0, avee 57 ().
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Remarque 1.3
Nous rappelons que I'application u — pF(p(u)/p”) est strictement convexe, respective-
ment concave, si et seulement si I'application G : IR — IR définie par

G(In(z)) = F(x), VzelRy,

vérifie
Gly) <0 et g/(y) < l, Vye R, (1.5)
g'y) v
respectivement
, g//(y) 1
0 t =< -, VyelR. 1.6
Gly) > ¢ Gy "7 g (16)

Nous renvoyons le lecteur au lemme 2.20 établi a la section 2.5.

Démonstration du Lemme 1.1
Il résulte de la relation (1.2) que les solutions régulieres de (1.1) a valeur dans € satisfont
I’équation non conservative suivante:

Op + udep + ypdeu = (v — Dp(Orut)?, (L.7)
ainsi que
Owp + u0ypp + p0yu = 0. (1.8)

En désignant par s = p/p” 'entropie spécifique, il est classique que (1.7) et (1.8) condui-
sent a |
/7 JE—
05 + udys = TM(axu)z.

Le systeme (1.3) est ainsi déduit.

[’équivalence des trois systemes, (1.1), (1.3) et (1.4), pour des solutions de classe C*
a valeur dans ) est immédiate. B

L’existence et 'unicité, a une translation pres, des solutions onde progressive des équa-
tions de Navier-Stokes (1.1) s’obtiennent par des arguments classiques (cf. Gilbarg [27] par
exemple). La régularité de telles solutions permet alors I’application du Lemme 1.1. En
conséquence, les solutions onde progressive des systemes (1.1), (1.3) et (1.4) coincident.

Notre principale motivation réside dans la comparaison numérique des solutions onde
progressive discretes que nous associerons aux trois systemes équivalents.

Toutefois et ainsi que nous l'illustrons numériquement ci-apres, il est nécessaire d’affai-
blir les hypotheses de régularité considérées au Lemme 1.1 de maniere a étendre la notion
d’équivalence des systemes considérés a des solutions discontinues. Le systeme (1.1) admet
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en effet des solutions discontinues naturelles: les discontinuités de contact. Il est des lors
important de vérifier d’une part que les systemes (1.3) et (1.4) gardent un sens pour de
telles solutions bien qu’ils n’admettent pas de formulation faible classique et d’autre part
qu’ils n’admettent pas d’autres solutions.

Ici et dans toute la suite de ce travail, nous considérons une famille de solutions plus
large que nous disons étre C? par morceaux (voir Godlewski-Raviart [29] pour le cadre C!
par morceaux).

Définition 1.4

Une fonction u : IR x IRy — Q est dite C* par morceaux si il existe un nombre fini de
surfaces réguliéres ¥ ne se croisant pas dans le plan (x,t) telles que u est C? hors de &
et telles que les fonctions u et dyu admettent des limites bornées a gauche et a droite en
tout point de . En désignant par n = T(n;, n,) une normale a@ X, nous notons

Xi(a,t) = (gl_i}%@r X(t+dng, x+0ny), Vo (x,t) € X.

Nous supposons, de plus, que les surfaces de discontinuité X admettent une paramétrisa-
tion de la forme (t,((t)) ot ¢ : t — ((t) est une fonction continument différentiable. En
conséquence, Uapplication ny : (x,t) — ngy(x,1) est toujours non nulle.

Fort de cette classe de fonctions, le Lemme 1.1 peut étre étendu de la facon suivante:

Théoreme 1.5

Les systémes (1.1), (1.3) et (1.4) sont €quivalents pour les solutions C*(IR x IRy) par
morceaur & valeur dans ) respectivement Qg, Q,. De plus, les discontinuités éventuelles
vérifient nécessairement

U = Uy el po—py = p(0vu)- — p(Gpu)y,

et le saut de densité est arbitraire. Flles sont donc associées a des discontinuités de contact
de vitesse de propagation o = u_ = uy.

Démonstration du Théoreme 1.5

Le Lemme 1.1 assure 1’équivalence des trois systemes considérés pour les solutions ré-
gulieres de classe C?. 1l suffit donc d’assurer 1’équivalence de ces systémes a la traversée
d’une surface de discontinuité, notée .

Commencons dans un premier temps par caractériser les discontinuités éventuelles des
solutions C* par morceaux du systeme (1.1).

Soit w un ouvert de IR? séparé par ¥ en deux composantes connexes w_ et w,. Le
champ de vecteur normal a ¥, unitaire et dirigé vers w_ est noté n. Le champ de vecteur
normal a dw., unitaire et sortant est noté ny. Par construction, le long de ¥, nous avons

n=n_=-—n;.
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Soit u une solution faible de (1.1) supposée de classe C* dans w_ et w,. Les traces de
u, respectivement dyu, d,u, sur ¥ sont notées u_ et uy, respectivement (d;u)_ et (dyu)4,

(Oyu)_ et (J,u)4.

En conséquence, la viscosité laminaire p étant constante, ’application du Théoreme
de Green, respectivement sur w_ et w; ou u est solution forte de (1.1), permet d’établir
que, pour toute fonction test ¢ a support compact sur w, les relations suivantes sont

satisfaites :
/E ([plne + [pulns) @ d¢ =0, (1.9.0)
/E ([/JU]nt + [('OZ)Z + plne — [MaxU]nx) ¢ d¢ + /E plulne o d¢ =0, (1.9.ii)

L GoEIn 4T B + phulns — fmddns) g dc -+ [ o dup dc =0, (19.i)

ou [X] = X, — X_ désigne le saut de la quantité X a travers la surface de discontinuité

Y.

Il ressort de (1.9.ii) que la vitesse est nécessairement continue a la traversée d’une
surface de discontinuité:

[u] = 0.
En effet, il suffit de considérer les fonctions ¢ € D(w) qui s’annulent sur ¥ avec une

dérivée non nulle.

En notant, pour tout point de X,
n
— =0 et M = p(u— o),

Uz

les identités (1.9) devant étre satisfaites pour toute fonction test ¢ impliquent alors clai-

rement :
[M] =0, (1.10.1)
Mu] + [p] = [n0zu], (1.10.ii)
M[%] + [pu] = [pudpu]. (1.10.iii)

Deux cas doivent alors étre distingués, soit M = 0 soit M # 0.

Si M = 0, il est immédiat que loin du vide: v = uy = o. En conséquence, la
discontinuité de ’application u est caractérisée par

p_, ps+ quelconques, U_ =uy =0 et pr —p— = p(Opu)y — p(0pu)—. (1.11)

Si M # 0, puisque u et M sont nécessairement continues a la traversée de ¥, il en
résulte que

p-=p+ et (pu)- = (pu)s. (1.12)
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Les identités (1.10) impliquent alors

[p] — [nOsu] = 0, (1.13.1)
%[,OE] T ug([p] — [udhu]) = 0. (1.13.i)

Nous déduisons, de (1.13.i) et (1.13.ii), la continuité de pE a la traversée d’une surface
de discontinuité. Ainsi la solution est nécessairement continue des que M # 0.

En conséquence, les solutions C* par morceaux de (1.1) ne peuvent admettre de dis-
continuités non triviales que pour M = 0 et vérifient alors (1.11).

En procédant de facon similaire pour le systeme (1.3), la formulation faible des équa-
tions régissant la densité et la quantité de mouvement trouvent les expressions (1.9.i) et
(1.9.i1). Il en résulte de nouveau que la vitesse est nécessairement continue a la traversée
d’une surface de discontinuité:

U = Ug.

En conséquence, le terme (0,u)?, présent dans 1’équation gouvernant I’entropie pS,
est une fonction, possiblement discontinue en 3, mais bornée par hypothese. Nous en
déduisons des lors la formulation faible suivante:

—1
/ (,058,599 + pSud.p + Fly,ﬂ—1 f’(f_l(S))u(agcu)ch) dt dz = 0.
Puisque gy__ll F(FHS))u(dpu)? est une fonction (i.e. ne charge pas la discontinuité),
I’application de la formule de Green, respectivement sur w_ et w; ou u est réguliere,
permet alors d’écrire

/E ([pS]n: + [pSulng) ¢ d¢ = 0.

Cette identité assure que

M[S] = 0.

Une discussion identique a la précédente montre que seule M = 0 conduit a des
discontinuités non triviales pour lesquelles (1.11) est satisfaite.

En conséquence, les systemes (1.1) et (1.3) sont équivalents pour les solutions C? par
morceaux.

[’équivalence des systemes (1.1) et (1.4) s’obtient de maniere entierement analogue
en remarquant que le produit (v — 1)pd,u est nécessairement une fonction et qu’en consé-
quence la relation de saut

est trivialement satisfaite car nécessairement M = 0 dans le cas d’une discontinuité non
triviale. B
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Ces résultats d’équivalence entre les systemes (1.1), (1.3) et (1.4) autorisent la résolu-
tion numérique de (1.3) ou (1.4) dans le but d’obtenir une approximation des solutions de
(1.1). Nous décrivons ci-dessous les algorithmes classiques retenus et comparons les profils
discrets obtenus par résolution numérique des trois systemes équivalents.

1.2 Non équivalence discréte des systémes (1.1), (1.3) et (1.4)

Nous nous intéressons, ici, & ’approximation numérique des solutions C* par morceaux,
introduites Définition 1.4, des équations de Navier-Stokes. Le Théoreme 1.5 assure, pour
de telles solutions, I’équivalence des formulations conservatives (1.1) et non conservatives
(1.3) et (1.4). Notre principale motivation réside dans I’étude de la validité de ce résultat
d’équivalence pour les solutions discretes. Plus précisément, nous montrons qu’un tel
résultat d’équivalence est généralement perdu pour les solutions approchées construites
en adoptant une approche par projections L2

S’il est bien entendu que la forme conservative (1.1) du systeme doit étre préférée,
I’analyse que nous proposons permet de mettre en évidence les difficultés numériques liées
a la nature non conservative du systeme (1.3). De telles difficultés seront retrouvées dans
les sections suivantes dédiées a des extensions du systeme de Navier-Stokes.

La principale difficulté est d’assurer la conservation de I’énergie totale pour les solu-
tions discretes associées a (1.3) ou (1.4). Nous mettons en évidence I'existence de deux
sources d’erreurs systématiques et distinctes:

(i) erreur L? de projection de la solution discrete,

(ii) erreur L? de représentation des dérivées de la solution discrete.

Décrivons de maniere heuristique, 1’origine de ces erreurs dans le contexte du systeme
équivalent (1.3).

La premiére erreur (i) a pour origine la projection L? de ’entropie pS et non de
I’énergie totale pF. Elle est, bien entendu, liée au fait que les solutions onde de choc des
systemes du premier ordre extrait respectivement de (1.1) et de (1.3) sont distinctes et
que les applications

Hps pu, pS) = (pE, (pE + p)u)
et
T, pu, pE) = (pS, pSu)

jouent respectivement le role d’entropie de Lax sous les hypotheses habituelles de
convexité (voir ci-apres).

La discrétisation de 'opérateur de second ordre semble cruciale puisque cet opérateur
est a l'origine du résultat d’équivalence énoncé dans le Théoreme 1.5. Nous mettons en

—1
évidence qu’une représentation discrete de %f’(f_l(S))u(axu)Q s’accompagne, géné-
=

ralement, d’une erreur L% de représentation des dérivées discreétes venant s’additionner a
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(i). Ceci motivera I'introduction de formules aux différences finies exemptes de cette der-
niere erreur, la premiere erreur (i) apparaissant inévitable dans le cadre d’une stratégie
de projection L? (i.e. purement linéaire).

Notons que 'erreur (i) semble, & la vue de nos expériences numériques rapportées ci-
apres, décroitre avec Az x Reynolds. Toutefois, un tel controle est de peu d’utilité pratique
lorsque le nombre de Reynolds est grand.

1.3 Quelques propriétés de convexité
Pour des raisons numériques qui apparaitront clairement par la suite, nous énoncons

ici des propriétés de convexité liant entre elles les grandeurs thermodynamiques pE et pS
ainsi que la pression p, lorsque celles-ci sont comprises comme fonction des inconnues.

Lemme 1.6
Supposons Uapplication F : IRy — IR satisfaire (1.5) de sorte que Uapplication

(p, pu, pE) — {pSHp, pu, pE),

ot (p, pu, pkE) € Q, définie par

Yo puop) = o (T pr - B

est strictement convexe et vérifie le principe de monotonie suivant :

oe{pStp, pu, pE) < 0.

De plus, Uapplication
(p, pu, pS) — {pE}(p, pu, pS),
définie par

u)? 3 B S
(0B} (. purps) = L0y 2 fl(p—),
2p -1 P

existe et est strictement conveze.

Démonstration du Lemme 1.6
La convexité de I'application {pS}(p, pu, pF) implique par définition la validité de 1’in-
égalité suivante pour toute paire d’états (ur,ur) dans Q*:

IA

{pSHpr, (pu)r, (pE)R) — {pS}(pL, (pu)L

(PE)L)
Ip{pSt(ur)(pr = pr) + puipSt(ur)((pu)r —

(pw)r) + Doe{pSHur)(pE)r — (pE)L),
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cette inégalité étant généralement stricte en vertu de la stricte convexité. Réécrivons
I'inégalité précédente :

—0oe{pSH(uL)(pE)r — (pE)L) <
dp{pSHur)(pr = pr) + ou{pSi(ur)((pu)r — (pu)r) — ({pSH(ur) — {pS}(ur)). (1.14)
Par ailleurs, ’hypothese de stricte monotonie sur F assure que 'application {pE}(p, pu,

pS) est bien définie et qu’en outre nous avons le principe de monotonie suivant valable
loin du vide:

—1 ., . pS
OplpS}w) = L F(FHES

Il en résulte des lors de (1.14) I'inégalité suivante:

(pE)r — (pl)L) <
~ 0,{pSHur)
d,e{pSt(ur)

ou l'on peut comprendre désormais pS en tant que variable et ’énergie totale pE en tant

)) < 0.

OufpSY(us) o\ {pSH(ur) — {pS}(ur)
apE{PS}(uL) ((IO )R (IO )L) —I_ apE{PS}(uL) ?

(pr —pL) —

que fonction de (p, pu, pS) puisque

I {pSHur)
TS = IApE Y (pr, (pu)r, (pS)L),
puipStur)
St = Dpud pE}(pr, (pu)r, (pS)1),
1

T Dos{pEHpL, (pu)r, (pS)L)-

Nous concluons donc a la stricte convexité de I'application {pFE}(p, pu,pS). B

Par ailleurs, nous avons

Lemme 1.7
Avec des notations claires, "application

(p, pu,p) — {pE}(p, pu, p),

définie par

2
u
(Y popu) =55 2
est convezxe.
Démonstration du Lemme 1.7

Puisque {pE}(p, pu,p) est la somme de deux applications trivialement convexes, il en
résulte de facon immeédiate la conclusion attendue. R
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1.4 Méthode de projection L? pour le systéme équivalent (1.3)

Nous présentons ici succinctement une approche de pas fractionnaires associée a la
discrétisation du systeme (1.3). Nous détaillons les deux pas de la méthode en exhibant,
a 'issue de chaque pas, les erreurs L? mises en avant lors de I'introduction a la présente
partie.

Ici et dans toute la suite, nous faisons choix par souci de simplicité d’une discrétisation
uniforme du temps et de 'espace obtenue par la donnée d’un pas de temps constant At
et d’un pas d’espace constant Ax. Nous utiliserons des notations entierement classiques
dans le contexte de méthodes de volumes finis et ainsi nous ne les rappellerons pas (cf.
Godlewski-Raviart [29] pour le choix de ces notations).

Premier pas: Opérateur dissipatif extrait (t" — t*t17)

Supposons connue a la date " la solution discrete vp(x,t"), choisie constante par
morceaux. Nous proposons d’approcher la solution du probleme de Cauchy :

dp =0, (1.15.9)

Opu = 0 (p0zu), (1.15.i1)
—1

0,pS = ’jﬂ_l F(F S u(Opu)?, (1.15.ii)

associé la donnée initiale v (x,1"), a 'aide d’une discrétisation aux différences finies consis-
tante. Celle-ci est choisie implicite en temps afin de s’affranchir d’une limitation de type
CFL trop contraignante.

Considérons pour tout 1 € 7 :

P =l (1.16.1)

(pu)! ™17 = (pu)! + A, (D). (1.16.i1)
— 1 n+1,—

(pS)IFh™ = (pS)F + Atzﬂ_l FAF S0, (1.16.iii)

ou les opérateurs aux différences finies impliqués trouvent les expressions consistantes
suivantes :

+1,- n T n T n [ 3
Ooudo),” " = px (uihl™ = 207 ) (1.17.)
ll-l—l—
v—1 - ’ —1 1 ontl,—
T FFHS)NMOzu)? = (pn)w_lf'(f HSETT)
1 n - n - e b T — ..
DA L2 ((ui-l-l—lL — T A (T = )2) - (L17.i)

Il importe de noter que (1.17.i) préserve la propriété de conservation de 'opéra-
teur exact concerné. De plus, la formule (1.17.ii) possede bien, et toujours, le signe de

F(FNS)).
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La densité p demeurant inchangée, les équations discretes (1.16.ii) se trouvent étre
découplées des autres. Dans la pratique et donc en présence de conditions aux limites, il
s’agit de résoudre un probleme (matriciel) symétrique défini positif en I'inconnue v+,
Ici et donc pour le probleme ou 7 parcourt Z en entier, nous ne cherchons pas a énoncer
des conditions assurant 'existence de u"*~ et nous I’admettrons. L’inconnue (pS)rt"~

est ensuite explicitement donnée par (1.16.iii).

A T’issue de ce premier pas, nous avons le résultat suivant :

Lemme 1.8

En adoptant les formules aux différences finies (1.17), la solution discréte vIThT wérifie
le bilan d’énergie suivant:
n+l,— n n +1,-
{pEYVITT) = (pB)] = =& + AtOe(pudeu); (1.18)
ou nous avons utilisé la formule aux différences finies consistante :
= — —~nt+l,— 1 n+1,— n+1,— n+1,—
A, ™ = o (T 2T ) (L19)

et ou le terme d’erreur &, est explicitement donné par
i = {vila ") = v (e, 1), VB (Vi (e, t"F07) — v (,17)) | > 0.

Dans le produit scalaire précédent la valeur moyenne de la hessienne d’énergie totale est
définie par:

VIE) = [ VHpEY (vl ) (L= il )y - y) dy. (120

Remarque 1.9

Il importe de noter que la formule aux différences finies (1.17) est consistante avec 'opéra-
teur exact concerné et en préserve la propriété de conservation. Il faut des lors comprendre
le bilan d’énergie (1.18) comme réalisant une approximation de la loi de conservation

OpE = 0,(pudyu),

mais ceci a une erreur pres ;' qui, en général, est strictement positive en vertu de la
stricte convexité de ’énergie totale établie au Lemme 1.6. Une telle erreur fait perdre
au niveau discret la propriété de conservation de 'énergie totale, sa norme L! devant
une fonction strictement décroissante du temps. Nous appellerons dans la suite une telle
erreur : erreur L? de représentation des dérivées de la solution discréte.

Démonstration du Lemme 1.8
Le bilan d’énergie discret s’écrit clairement a l'issue du premier pas:

{p Y™ (o) (pS)ITT) = L BT (pu)? (p9)7).



Produits non conservatifs et Opérateurs de projection L* 115

En invoquant la convexité de I'application {pFE}(p, pu, pS) établie au Lemme 1.6, écrivons

pour = € (i—1/2, Tit1/2):
{pE}(vila, ")) = {pE} (v (z, "1 7)) =
VAo (va(z, ")) - (Vi t7) = vi(e, t"F07)) +
{vila ") = v, 7)Y (Vi ") — waa, 7))}, (121

ou dans le produit scalaire précédent nous avons introduit la valeur moyenne de la hes-
sienne:

VIR = [ VHoEY (vl )+ (L= il )y ) dy. (12

Cette derniere matrice est symétrique définie positive en vertu de la stricte convexité de
I’application {pE}. Le dernier terme de 'identité (1.21) n’est autre que &;!" qui est donc
(strictement) positif.

En arguant de
VAP 7)) - (vl ) = vile, t771)) =
—u (o)} = (pu)i ) + Bs{p (v, 7)) x ((pS)F = (pS)iFTT), (1.23)

avec
(py )" 1
y =1 F(FSTT))

Ops{pEY(vi(x, 1""h7) =
un calcul direct conduit a:

—ui T ((pu)? = ()T ((pS)E — (pS)iTT) =

1 n — n — e -
A (G 2 ).

ce qui conclut la preuve. R

Second pas: Opérateur du premier ordre extrait (t"t1~ — 1)

La solution discrete v (z,t"t17), définie a I'instant ¢"*1~ étant constante par mor-
ceaux, considérons le probleme de Cauchy suivant :

Op + Oppu = 0, (1.24.1)
Owpu + 0,(pu* + p) = 0, (1.24.i1)
OpS + OppSu =0, (1.24.ii1)

associé au choix de la donnée initiale vy (x, ¢"t1 7). Ici nous avons fait choix d’une fonction
F particuliere satisfaisant les hypotheses (1.5) pour définir la variable
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Les solutions discontinues du précédent systeme sont, ici, sélectionnées par les conditions
d’entropie suivantes :

OpE + 0. (pE + p)u < 0. (1.25)

Rappelons, en effet, que ’énergie totale vérifie une loi de conservation supplémentaire pour
les solutions régulieres de (1.24) et qu’en outre comprise comme une fonction des inconnues
de (1.24) elle est en vertu du Lemme 1.6 strictement convexe. Le couple (pF, (pE + p)u)
constitue donc par définition un couple d’entropie de Lax. Tous les couples non triviaux
sont obtenus en considérant (avec un certain abus de langage)

[} (p,pu,pS) = LS 21 “’(J?q(ﬁg))’

2p -1 P

ou V vérifie des conditions ad hoc, que nous ne précisons pas, assurant la convexité de la
précédente application. Il est des lors naturel de sélectionner les solutions discontinues de
(1.24) par les inégalités d’entropie de Lax (1.25).

Désignons par v(x,t) la solution faible entropique de (1.24)-(1.25), constituée, pour
des temps suffisamment petits, de la juxtaposition sans interaction de la solution, notée

1,— 1,— N . L s .
= vith ,V?_:—l ™), des problemes de Riemann posés a chaque interface.

Sous la condition CFL

w(

At 1

définissons les valeurs moyennes pour 7 € 7 :

1 Tiy1/2
it = — / *// v(z, At) de. (1.27)

Ce second et dernier pas conclut la description de I'algorithme.

n n At n+1,— :
pitt = pl = Ay (1.28.1)
n+1 . Al 2 n+1,— 279 0 .
(pu)i™ = (pu)i = - Adpu” + phifijp + Atdu(pdeu); (1.28.i)
n+1 n At n+1,— v 1 , 1 2ﬂ+1
(pS)It = (pS)F — EAZ'{,OSU}Z»_H/Q + At e F(FHENw(Ppu)® -, (1.28.1i)

ou A; trouve la définition suivante:
AX =X — X
Ici, et par exemple pour (1.28.1), la fonction flux numérique coincide avec celle de Godunov

{pu} Iy = {oud(w(0F:vI VI,
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Au terme de ce dernier pas, nous avons avec des notations claires le résultat suivant :

Lemme 1.10
Sous la condition CFL (1.26), Uinégalité d’énergie précisée suivante a lieu :

At nl— R
(PE)(PF ()™ (pS)IHY) = (BN + o A{ (0B + p)udifljy — MO (uudyu); =

x
—&r — &, (1.29)
0U NOUS aAVONS Posé
. ” 1 Tit1/2
& =B )+ 5 [ BN A de — X (—alpB]+ (0B + p)ul) > 0.
Ti—1/2 chocs

lci, o désigne la vitesse de propagation des solutions onde de choc éventuellement pré-
sentes dans le volume de controle (x,_1/2, Tiy1/2) ¥ (1", "),

Remarque 1.11

Le nouveau terme d’erreur £ est appelé dans la suite: erreur de projection L2. Deux
contributions a ce terme d’erreur doivent étre distinguées. La premiere résulte de la résolu-
tion du probleme de Riemann (1.24) ou pFE joue le rdle d’une entropie de Lax. La seconde
résulte de 'opération de projection L? des variables d’évolution p, pu et pS. En vertu
de la stricte convexité de 1’énergie totale, comprise comme une fonction de ces variables,
I'inégalité de Jensen assure que cette derniere contribution est, en général, strictement
positive. En conséquence, l’erreur £ s’additionne bien a U'erreur L? de représentation des
dérivées discretes et ne peut en aucun cas la compenser.

Nous ne donnons pas la preuve de ce résultat qui s’obtient de maniere classique, par
exemple lors de la démonstration de la consistance du schéma de Godunov avec toutes
les inégalités d’entropie ([29]).

Nous ne démontrons pas ici que 'algorithme proposé préserve en réalité la positivité
des grandeurs concernées. Nous renvoyons pour cela le lecteur aux prochaines sections
ou nous établirons de tels résultats de positivité sous la condition CFL (1.26) pour un
systeme d’EDP généralisant le systeme (1.3). Les preuves que nous proposerons s’adaptent
ici immédiatement.

En conséquence de ces résultats de positivité et du signe des erreurs exhibées surve-
nant a chaque pas de temps, la norme L! de ’énergie totale est une fonction (strictement)
décroissante du temps et ce contrairement a la propriété de conservation exigée. Souli-
gnons, simplement, qu’a cette propriété de conservation est associée la condition de saut
de Rankine-Hugoniot portant sur I’énergie totale. I.’énergie totale étant non conservée au
niveau discret, la relation de saut attendue ne peut en aucun cas étre vérifiée.

Par ailleurs, il ne peut résulter de la propriété de décroissance en temps établie qu’une
erreur numérique s’amplifiant avec le temps. Les exemples numériques, que nous montrons
dans cette section, illustreront qu’une telle erreur devient rapidement inacceptable a un
niveau de raffinement donné.
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1.5 Meéthode de projection L? pour le systéme équivalent (1.4)

Nous décrivons ici une approche de pas fractionnaires associée a la discrétisation du
systeme (1.4). Cette approche est constituée de deux pas, le premier pas coincidant avec
celui adopté dans le contexte du systeme équivalent (1.3). A l'issue de ce premier pas,
lalgorithme proposé conduit donc & une erreur L? de représentation des dérivées discretes.
Nous décrivons ci-dessous le second pas et exhibons 'erreur L? consécutive a la projection
linéaire de la variable de pression.

Second pas: Opérateur du premier ordre extrait (t"t1~ — 1)

La solution discrete v (z,t"t17), définie a I'instant ¢"*1~ étant constante par mor-
ceaux, considérons le probleme de Cauchy suivant :

Oip + Ozpu = 0, (1.30.i)
Oipu + Dp(pu* + p) = 0, (1.30.i1)
Op + Oppu + (v — 1)pdyu = 0, (1.30.iii)

associé au choix de la donnée initiale v (x,t"T17). Les solutions du systéme hyperbolique
(1.30) sont en général discontinues. Il s’avere que les discontinuités de type choc conduisent
le produit pdyu a étre ambigu au sens des distributions (cf. [2] et voir également dans
les sections suivantes). Notre propos n’est pas ici de donner un sens a ce produit et
nous renvoyons pour cela le lecteur & Dal Maso-Le Floch-Murat [13]. Il ressort de ces
travaux qu’il est possible de donner un sens a cette derniere équation pour des solutions
discontinues assurant 1’équivalence du systeme ainsi défini et du systeme Euler 3 x
3 conservatif dans un cadre (a préciser) de solutions faibles incluant les solutions du
probleme de Riemann.

Ce résultat d’équivalence nous assure qu’il suffit de considérer la solution du probleme
de Riemann associé au systeme habituel

Op + Oppu = 0, (1.31.i)
Oipu + Oy (pu® + p) = 0, (1.31.i1)
Ok + 0.(pFE + p)u =0, (1.31.1ii)

fermé par les inégalités d’entropie usuelles.

Soulignons, bien entendu, que 'opération de projection L? doit ici porter sur p, pu et
p et non sur les variables d’évolution p, pu et pE ou nous avons par construction I'identité
suivante vraie presque partout :

plo ) = (= 1) (o) a0y - (GO0 SIE (132
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L’opération de projection L? de p, pu et p conduit & définir sous la condition CFL

(1.26) :

1 Tit1/2 1 Tit1/2

n+l n+1l __

Pt = —/ pla, At) de, (pu)!™ = —/ pu)(z, At) dzx,
Al‘ 1’1'_1/2 ( ) ( ) Al‘ 1’@‘—1/2 ( )( )

et

1 Tit1/
it = [ e, A1) da.
Al‘ Ti—1/2

Ce qui conclut I’algorithme.

Il résulte de ces formules qu’au terme de ce second et dernier pas:

Lemme 1.12
Sous la condition CFL (1.26), Uinégalité d’énergie précisée suivante a lieu :

Al T —
(PEYPI* (pu)i* pi ) = (BN + AL (pE 4 plulif)y — Atde(pudeu); =
—& — &4,

ou par construction
(PE) (P (pu)i ™, pi ™) = 0

et ou le terme d’erreur trouve la forme suivante :

o UL e (e 30
no WP )L WAL 21 > .
& 2p0t! + Az Jo_y,  2p(x, At) vz20

Nous ne donnons pas la preuve de ce résultat qui s’obtient aisément a partir du Lemme
1.7 et de la formule définition (1.32).

Notons que, la encore, 'opération de projection L? d’une variable non conservative
s’accompagne d’une erreur en général strictement positive en raison de la convexité de
Iapplication (pu)?/(2p). Les erreurs L2, exhibées au Lemme 1.12, survenant & chaque pas
de temps, impliquent que la norme L' de I’énergie totale est une fonction (strictement)
décroissante du temps et ce contrairement a la propriété de conservation attendue. Il ne
peut en résulter qu’une erreur numérique allant s’amplifiant avec le temps.

Les lemmes 1.10 et 1.12 respectivement consacrés aux systemes (1.3) et (1.4) assurent
que les solutions discrétes que nous leurs avons associés par projection L? sont distinctes
des solutions discretes que nous aurions obtenu en discrétisant le systeme (1.1): ces der-
nieres solutions conservent nécessairement 1’énergie totale. En ce sens 1’équivalence des
systemes (1.3) et (1.4) avec (1.1) est perdue au niveau discret.
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1.6 Mise en oeuvre numérique

Nous illustrons ici numériquement la stratégie de projection L? que nous avons associée
a la discrétisation du systeme (1.3).

Afin d’éviter le calcul d’un probleme de Riemann a chaque interface, et par souci de
consistance avec les développements numériques proposés ultérieurement, nous utilisons
une linéarisation de Roe. La méthode de Roe, ici considérée, peut étre comprise comme
un cas particulier de la méthode de Roe que nous développerons dans le contexte des
équations de Navier-Stokes a deux pressions et nous renvoyons le lecteur aux sections
concernées pour les détails.

Par ailleurs, nous avons utilisé lors du premier pas dédié a "approximation de 1’opé-
rateur du second ordre une stratégie aux différences finies que nous introduirons par la
suite et qui présente I'avantage d’annuler I’erreur L? de représentation des dérivées de la
solution discretes (au sens de la remarque 1.9). Dans ce test, seule subsiste I'erreur de
projection L? survenant lors de la discrétisation de I'opérateur du premier ordre extrait.

Nous considérons ici ’approximation numérique de la solution du probleme de Cauchy
(1.3) associée a la donnée initiale suivante:

pr =1 up =2 pr, = 0.014550672
pr =20 up=0.05 pr=0.96455067

pour un nombre de Reynolds de 10°.

Lorsqu’une telle donnée initiale est associée au systeme du premier ordre extrait de
(1.3) et non de (1.1) (rappelons que ces systemes hyperboliques ne sont pas équivalents
pour les solutions discontinues), la solution du probleme de Riemann obtenue correspond
a un l-choc stationnaire alors que la solution du probleme de Riemann associé au systeme
(1.1) est composée de trois ondes simples.

Nous avons choisi ce test dans un souci de validation informatique. En effet, la méthode
de Roe est connue pour capturer exactement les chocs stationnaires et nous avons vérifié
cette propriété en faisant choix d’une viscosité nulle pour le systeme (1.3).

La solution exacte rapportée sur la figure 4.1 n’est autre que la solution du probleme
de Riemann associée au systeme (1.1). La décomposition en trois ondes simples doit des
lors étre engendrée par le terme de dissipation sous forme non conservative présent dans
(1.3).

La figure 4.1 présente la solution numérique de (1.3) pour différents niveaux de raffi-
nement. Notons que I’erreur numérique décroit avec le pas d’espace. Toutefois, il importe
de souligner que cette erreur, petite au temps considéré et pour un niveau de raffinement
élevé, va se dégrader pour des temps ultérieurs. Enfin, le niveau de raffinement requis
a l'instant considéré est beaucoup trop élevé pour que la méthode présentée trouve un
intérét pratique.

Il nous a semblé utile sinon nécessaire de rapporter de tels résultats qui prendront
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Fi1G. 4.1 - Solution discréte du systéme (1.3) pour différents niveaux de raffinement

leur véritable importance dans les sections suivantes ou les équations d’évolution non
conservatives sur une pression ou une entropie spécifique ne pourront pas étre évitées.
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Section 2

Modele de fluides a deux lois de pres-
sion
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2 Modele de fluides a deux lois de pression

Nous considérons dans cette section une extension naturelle des équations de Navier-
Stokes usuelles & un modele de fluide & une vitesse moyenne et a deux pressions (ou encore
a deux températures). Il serait préférable de désigner un tel modele par celui d’un fluide
a deux entropies spécifiques mais nous ne dérogerons pas a une regle a priori établie.
Ainsi que nous le verrons, un tel modele, et par opposition avec les équations de Navier-
Stokes usuelles, n’admet pas sans hypothese de modélisation restrictive de formulation
équivalente completement conservative dans le cadre de solutions régulieres. En ce sens,
le systeme d’EDP nonlinéaire le gouvernant est sous forme vraiment non conservative.
Il implique des produits non conservatifs du premier ordre (i.e. entre I'inconnue et ses
dérivées premieres) ainsi que du second ordre (i.e. entre I'inconnue et ses dérivées secondes,
ou encore entre I'inconnue et des produits de dérivées premieres).

Ce modele peut étre compris comme une version simplifiée des systemes de convection-
diffusion régissant les modeles de turbulence compressibles communément qualifiés de
modeles a deux lois de transport. La simplification apportée ici résulte de ’hypothese de
constance des viscosités et des conductivités thermiques. Les modeles de turbulence font
I’objet des prochains chapitres mais ils partagent tous avec le présent systeme simplifié une
difficulté générique: 'approximation numérique des solutions onde progressive associées.
Due précisément a la nature vraiment non conservative des équations considérées, la perte
d’équivalence discrete résultant de I'usage d’opérateurs de projection L2, telle qu’illustrée
dans la précédente section, prendra ici toute son importance.

Notre objectif est ici d’étendre les éléments d’analyse numérique succinctement intro-
duits lors de la précédente section au présent contexte pour mettre en évidence la nécessité
d’une condition de compatibilité discrete dont I'introduction deviendra naturelle des la fin
de cette section. La satisfaction de cette condition de compatibilité motivera I'introduc-
tion d’un opérateur de projection nonlinéaire, élément clef d’une méthode d’approximation
dont l'illustration numérique soulignera le bien fondé.

Répondant a la structure de la précédente section, les développements que nous pro-
posons ici visent a définir plusieurs familles de systemes équivalents dans la classe des
solutions C? par morceaux : en I'occurrence trois familles. L'importance et les différences
qu’entretiennent chacune des familles considérées seront discutées et nous serons conduit
a privilégier de maniere naturelle I'une de ces trois familles en la rapprochant d’une condi-
tion de saut généralisée que nous préciserons. Soulignons par ailleurs que la restriction des
résultats d’équivalence énoncés a la classe des solutions C? par morceaux nous autorise
bien ’acces aux solutions onde progressive, de premiere importance dans nos illustrations
numeériques, puisque nous donnerons des résultats d’existence en conséquence des études
réalisées dans Berthon-Coquel [16], [17].

Le lecteur pourra enfin étre surpris de notre acharnement a vouloir définir chacune
des familles de systemes équivalents en invoquant systématiquement des changements de
variable qui assureront des propriétés de convexité pour des fonctions privilégiées de ces
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mémes variables. De telles applications seront montrées conduire a des couples d’entropie
de Lax pour le systeme du premier ordre extrait. Cette notion est certes étrangere au
présent contexte puisque nous ne ferons jamais tendre simultanément les deux viscosités
(ainsi que les conductivités) vers zéro. La encore, pour des raisons exclusivement d’ordre
numeérique, nous aurons besoin de propriétés de convexité et nous commettrons ’abus
de langage (toutefois précisée en temps utile, cf. remarques 2.11 et 2.12) de continuer a
appeler de tels couples: couples d’entropie de Lax.

2.1 Modele mathématique

Nous considérons un modele de fluide caractérisé par sa masse volumique p, sa vitesse
moyenne u et deux pressions, notées p et p, et associées a deux coefficients adiabatiques
constants, respectivement v et v, avec v > 1 et v, > 1. Le modele de fluide considéré est
régi par le systeme suivant :

Op + Oppu = 0, r € IR, t>0,

Oipu+ 0:(pu® + p+ pr) = O (1 + p1r) Ozut)

Oip + Oppu+ (v — Dpdou = (v — D (9pu) + (7 = 1) (940, T),

Oipr + Oup- u+ (3 — D)prdou = (3, — Ve (00u)” + (37 — 1) (0050, T)

(2.1)

ou les températures impliquées trouvent les définitions suivantes: T'= p/p et T, = p, /p.

Il est important de noter que les équations composant le précédent systeme seront
toujours supposées étre sous forme adimensionnée. Il s’ensuit donc que les nota-
tions p, ftr, £ et K, désignent respectivement de nombres de Reynolds et des nombres de
Prandtl. Par abus de langage, nous continuerons a les appeler viscosités et conductivités
thermiques puisque que nous continuerons a appeler les inconnues par leur dénomination
dimensionnée.

Ici et afin d’illustrer notre propos, les viscosités, notées p et u,, ainsi que les conducti-
vités thermiques, notées k et k., sont supposées étre des constantes réelles positives. Nous
supposerons dans toute la suite que les viscosités p et p, ne sont jamais simultanément
toutes deux nulles.

Nous proposons ci-dessous ce qui peut étre compris comme un dictionnaire de formules
satisfaites par les solutions C*(IR x IRy ) du systeme (2.1) et utiles & 'établissement de cer-
tains résultats laissés au lecteur. Nous les donnons sans démonstration car leur obtention
est aisée a partir de la forme donnée aux EDP composant le systeme (2.1).

Les solutions C*(IR x IRy) de (2.1) vérifient loin du vide les équations sous forme non
conservative suivantes :

Op + pOzru + udyp = 0,

p (O + udpu) + Oop + Oppr = Ou (1 + p17)0u)

Dip + ypOpu + udep = (v = Vi (Do) + (v = 1) (8,60, T) ,

Oipr + Yep-Ouu + udop: = (v — Ve (ou)” + (32 — 1) (9,50, T) .

(2.2)
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Nous avons des lors classiquement en introduisant les entropies spécifiques

Y
B p'V’ T p’V‘r7

les lois d’évolution symétriques suivantes :
(=1 .
O + udyps = T{” (Deu)’ + (0,10, T) }. (2.3.)
1 )
Ousr + uduss = L0 (0,0 + (Ou(n0.T) ). (2.3.ii)

p T

Il importe alors de noter I’identité suivante déduite des deux précédentes relations et qui
jouera un role central dans les développements menés ci-apres
P
{Os + udps} — p X ﬁ{&f& + udys,} =
Vr—

p”
Hr X
(v—1)

Or(ptr k0T — i 0, Ty), (2.4)

valable sous ’hypothese de constance des viscosités u et ..

Grace a la forme conservative trouvée par le membre de gauche de la précédente
identité, nous menerons I'exposé des propriétés des solutions C? par morceaux du systeme
(2.1) sous I'hypothese simplificatrice k = k, = 0. Cette hypothese n’est pas a proprement
parler restrictive ainsi que nous le verrons a la fin de cette section mais elle autorise de
fait la mise en évidence de la principale difficulté liée a I"approximation numérique des
solutions de (2.1) sans la dénaturer et ce tout en simplifiant de maniere substantielle
I’écriture des équations proposées ci apres. Nous nous concentrons donc dans la suite sur
les propriétés du systeme suivant

Op + Oppu = 0, reIR, t>0,

Oipu+ O:(pu® + p+ pr) = O (1 + p1r)Ozut)

Oip + Oop w + (v = Dpdou = (y = i (Opu)”,

Oipr + Oopr u+ (v — 1)prOpu = (v — Vpir (Jpu)”

(2.5)

pour revenir au systeme complet (2.1) a la fin de la présente section.

2.2 Quelques propriétés du systéeme (2.5)

L’énergie totale du fluide considéré est définie par le résultat suivant, dont la dé-
monstration repose sur un calcul direct, exploitant la symétrie et le découplage des lois
d’évolution sur les pressions:

Lemme 2.1
Les solutions réguliéres de (2.5) satisfont la loi de conservation suivante :

OpE + 0u(pE + p+ pr)u = 9u((p + pr Judsu), (2.6)
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ou pl, énergie totale du gaz, est définie par la lov d’état :

p pr (pu)?
E = . 2.7
pE= g+ Ity (2.7)

En notant u = T(p, pu, p, p,), 'espace des états admissibles est donné par
Q:{UEIR4; p>0, puec IR, p>0, p7>0}.
Le systeme (2.5) trouve la forme condensée suivante:
du + A(u)d,u = 9, (Do(u)dz(u)) + (9,u| Dy(u)d,u), (2.8)

ott la forme développée (2.5) donne I’expression des applications A, Dy, D; : Q@ — R
L’application (.|.) : IR* x IR* — IR* est définie par le produit contracté.
Dans un premier temps, nous énoncons les principales propriétés du systeme du pre-

mier ordre extrait de (2.5).

Lemme 2.2
(1) Le systéme du premier ordre extrait de (2.5):

Ju+ A(u)d,u=0 (2.9)

est hyperboliqgue sur Q). Il admet les valeurs propres

U—c, U, U+c avec czzﬁ—l—%pT.
P P

Les valeurs propres w £+ ¢ sont simples et associées a des champs vraiment nonlinéaires
tandis que la valeur propre u est double et associée a des champs linéairement dégénérés.
(11) Les quantités u et p+p, sont conservées a la traversée d’une discontinuité associée
auxr champs linéairement dégénérés.
(1i1) Les solutions réguliéres du systéme (2.9) satisfont, outre (2.6) avec y = p, = 0,
les lois de conservation supplémentaires :

OU(u) + 9,F(u) =0,  Uu)=pF (p% 5;) . F(u) = ul(u),

ou F : IR* — IR désigne une application réguliére.

Nous omettons, ici, la preuve de ce résultat qui s’obtient aisément a partir des formules
(2.2) et (2.3) (cf. Serre [12] et Godlewski-Raviart [28], [29] dans le cadre de la dynamique
des gaz).

Les solutions régulieres du systeme hyperbolique extrait (2.9) satisfont ainsi une in-
finité de lois de conservation non triviales. Trois classes de lois doivent étre distinguées
pour I'importance centrale qu’elles trouveront dans les développements menés ci-apres.
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Ces classes relevent respectivement de la conservation de ’énergie totale pF, de la

conservation de I'entropie pg(s) avec s = % et de son homologue ph(s;) ou s, = pTT Ici,
h et g désignent deux fonctions régulieres précisées dans la suite.

Rappelons simplement que la conservation simultanée de la densité, du débit et de ces
trois lois ne vaut, en général, que pour les solutions régulieres du systeme extrait (2.9).
Le devenir de ces lois pour les solutions éventuellement discontinues du systeme complet
(2.5) fait I'objet de la prochaine section mais nous devons des a présent préciser quelques
propriétés algébriques les liant.

Dans ce but, imposons ici et dans toute la suite (sauf mention explicite du contraire)
les deux types de conditions suivantes sur les fonctions i et g. En désignant par f 'une
d’entre elles:

Hy): est de classe C*(IR. ., IR,), strictement décroissante et vérifie pour a =
( ) f + + /9 p

max(¥,y-)
17 (x) a—1

< — x, pour tout x > 0.

f'(x) a

ou

(Hy):  f est de classe C*(IRy, IR, ), strictement croissante et vérifie pour a =

max(¥,y-)
17 (x) a—1

< — x, pour tout x > 0.

f'(x) a

Remarque 2.3

[écriture des conditions (Hy) et (Hsz) pourra surprendre mais nous n’avons pas voulu
impliquer la composition habituelle par la fonction log (cf. Godlewsky-Raviart [29]), uni-
quement dans le souci de simplifier les expressions qui interviendront le plus fréquemment
dans ce travail. Les inégalités rapportées dans (Hy), respectivement (Hy), expriment que
la fonction f est dans les faits convexe (respectivement concave).

Sous ces hypotheses et en introduisant les notations
S =g(s) et S, = h(s;),

les propriétés de convexité suivantes ont lieu:

Lemme 2.4
Supposons v > 1 el v, > 1.

(i) Supposons les fonctions g et h vérifier (Hy) ou (Hy), alors Uapplication {pE} :
Oy — IRy avec

0 = {(p,pu,pS, pS;) € IRY; p>0,pu € IR, pS > 0,pS, > 0},
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définie par

U 2 Y _ S Y B ST
{pE}(p, pu, pS, pSy) = ('02) + '0_19 ' ('0—) + p_lh ' ('0 ) (2.10)
P p) p

est convere.
(it) Supposons la fonction g satisfaire (Hy) et la fonction h vérifier (Hy) ou (Hz), alors
Uapplication {pS} : Qs — IRy avec

O3 = {(,o,pu,,oE,,oST) c IRY
2

V7 ST
,0>0,,0u€1R,,0E—('0u) _ h_l(pp)>0,,057>0},

2/0 77_1

définie par

{pSHp, pu,pE, pS:) = pg (7 — (/’E - (21;)2 St (pST)))

P Y- —1 P

est convexre. Inversement si g satisfait (Hy), alors cette méme application est concave.
(iii) Supposons la fonction h satisfaire (Hy) et la fonction g vérifier (Hy) ou (Hz),
alors Uapplication {pS-} : Quy — R4 avec

Oy = {(p,,ou,,oE,,oS) c IrR%;

p>0,puec iR pl—
2p ~v—1

p

2 ¥

définie par

{pS:}Hp. pu, pE, pS) = ph (%ﬂ%l (PE Bl g (é)))

2p -1 P

est convexre. Inversement si h satisfait (Hz), alors cette méme application est concave.

Remarque 2.5

Notons que, puisque par hypothese o = max(v,v,) > 1, les hypotheses (H;) et (Hs)
excluent le choix pourtant naturel de la paire de fonctions i = g = ;. Soulignons des a
présent que les hypotheses de convexité joueront un role central dans ’analyse numérique
des méthodes d’approximation proposées dans les sections suivantes.

Remarque 2.6

Un abus de langage a été commis a 1’occasion de 1’énoncé de ce résultat de convexité puis-
qu’il aurait fallu, par exemple, indexer chacune des applications énergie totale {p £}, don-
nées par (2.10), par référence au choix d’un couple de fonctions (g, k). Bien entendu, c’est
par souci de simplicité que nous n’avons pas adopté une telle notation. Nous préciserons
toutefois, lorsque cela deviendra nécessaire, la dépendance des applications concernées
relativement a ¢ et h.
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La preuve de ce résultat technique est reportée a la section 2.5 ou nous établirons en
fait que les propriétés de convexité, respectivement concavité, sont en réalité strictes.

Puisque le systeme (2.9) est hyperbolique, ses solutions peuvent développer des dis-
continuités en temps fini. La forme non conservative du systeme (2.9) rend inopérante la
théorie classique des distributions et nous renvoyons le lecteur a Dal Maso-LeFloch-Murat
[13] et Colombeau-Leroux [14] pour la définition et I’étude des solutions discontinues pour
des systemes hyperboliques sous forme non conservative, a Raviart-Sainsaulieu [8] dans
le cadre de modeles diphasiques et a Berthon-Coquel [16] dans le cadre du modele (&, €).

Il faut distinguer parmi les discontinuités que peuvent exhiber les solutions de (2.5),
les discontinuités associées aux champs linéairement dégénérés (i.e. pour la valeur propre
double u) des discontinuités relevant des deux autres champs, eux vraiment nonlinéaires.

Nous appellerons les premieres discontinuités de contact puisqu’en vertu de (ii) Lemme
2.2, 0 = uy, = ug, les secondes seront dites de type choc.

Notons que les discontinuités de contact ne conduisent a aucune ambiguité dans les
produits non conservatifs impliqués dans (2.9), i.e. (v —1)pdyu et (. — 1)p,Ozu: la vitesse
est en effet nécessairement continue. Une telle propriété est perdue pour les discontinui-
tés de type choc de sorte que les solutions onde de choc de (2.9) ne sont pas définies
contrairement aux solutions onde de contact.

Notre propos étant I'approximation du systeme complet (2.5) et non des solutions du
systeme extrait (2.9), nous précisons ci-dessous le devenir de ces discontinuités en présence
des viscosités p et p,. Nous montrons en substance que les discontinuités de type choc de
(2.9) sont régularisées et conduisent a des solutions onde progressive du systeme (2.5) et
ce contrairement aux discontinuités de contact qui persistent. Les seules solutions C? par
morceaux naturellement discontinues associées a (2.5) seront encore dites solutions onde
de contact par abus de langage et seront montrées ne conduire a aucune ambiguité au
sens des distributions dans les différents produits impliqués dans (2.5). Nous comprenons
ici C? par morceaux au sens de la définition 1.4.

Concernant les solutions onde de contact de (2.9), nous avons par une extension aisée
du Théoreme 1.5, laissée au lecteur:

Théoreme 2.7
Soit u une solution C*(IR x IR, ,8) par morceaux de (2.5). Les discontinuités éventuelles
de u vérifient nécessairement

u-=up el (po+p ) = (e +pry) = (0 +pe)(Opu) - = (4 p2)(Gou) 4, (2.11)

et le saut de densité est arbitraire. Par ailleurs les identités sutvantes sont simultanément
satisfaites sans condition sur Sy, S_, Sy, et S._:

oo B+ [ + p+ pyul = [(1 + o Judeud], (2.12.)
—olpS]+ [pSul =0, (2.12.1)
—olpS:] + [pS-u] = 0, (2.12.ii1)
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ou o =u_ = uy désigne la vitesse de propagation de la discontinuité de contact.

Soulignons simplement que la symétrie par rapport aux pressions des propriétés obte-
nues résulte du découplage des lois d’évolution sur les pressions.

Concernant les solutions onde progressive de (2.5), le résultat suivant assure qu’elles
appartiennent & la classe des solutions C? par morceaux :

Théoreme 2.8
Supposons les viscosités p et p, non toutes deux nulles. Soit up € Q un état donné et soit
o une constante réelle donnée supposés vérifier l'inégalité suivante :

uyp — 0

> 1 avec c% = IPL + m (2.13)

Cr, PL PL

Alors ils existent un unique état ug € Q et une solution réguliére de (2.5) de la forme
u(x,t) =u(x — ot) vérifiant

lim u(z,t)=u et lim u(z,t) =ug.

r—ot——o00 ( ’ ) L r—ot——+oo ( ’ ) R

Cette solution est unique a une translation pres.

Symétriqguement, soit up € Q) un état donné et soit o une constante réelle donnée supposés
vérifier l'inégalité suivante :

i < —1 avec c%: Wi—l—m. (2.14)

CR PR PR

Alors ils existent un unique état uyp € Q et une solution réguliére de (2.5) de la forme
u(x,t) =u(x — ot) vérifiant

x_ﬁin_oo u(z,t) =u; et x_ﬁin%o u(z,t) = ug.

Cette solution est unique a une translation pres.

Nous ne donnons pas la démonstration de ce résultat qui peut étre entendu comme un
simple corollaire des travaux menés dans [16] ou la viscosité u, est variable. Précisons
que le précédent théoreme est vrai quelque soit les viscosités p et p, constantes des que
celles-ci sont non toutes deux nulles.

Nous soulignons maintenant une propriété partagée par les triplets (o; ur, ur), exhibés
au précédent théoreme, et qualifiés dans la suite de relations de saut (pour une onde
progressive). Cette propriété trouvera une conséquence fondamentale dans les prochaines
sections dédiées a I'approximation numérique des solutions du systeme (2.5).

En raison des produits non conservatifs présents dans le systeme (2.5), les relations
de saut (o;ur,up), bien que parfaitement défini et univoque sous la condition (2.13)
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ou (2.14), ne sont pas explicitement connues. En effet, sans hypothese de modélisation
supplémentaire, il n’est pas possible de les expliciter, par exemple, sous la forme:

UuRr = UR(U; UL)-

Toutefois, et ce point est crucial, les relations de saut (o;ur,ur) ne dépendent que
du rapport des viscosités p et p, et non des amplitudes respectives des viscosités p et
(-, méme si, bien entendu, la solution onde progressive en dépend. Cette propriété est a
la base de travaux récents, consacré aux systemes hyperboliques non conservatifs. Nous
renvoyons le lecteur a Le Floch [2], Raviart-Sainsaulieu [8]. Bien que (2.5) ne soit pas
un systeme hyperbolique, cette propriété est précisée étant donné I'importance centrale
qu’elle occupe dans les développements menés ci-apres.

Afin de préciser cette propriété, considérons la solution onde progressive u(x — ot)
associée aux relations de saut (o;uy, ug) et introduisons, apres [2] et [8], la fonction

us(e,t) = a (57,

ou 4 désigne un parametre réel strictement positif.

Pour tout § > 0, us(x,t) est solution onde progressive du systeme (2.5) mais pour des
viscosités pd et p.® données par:

po=bp, pe =,

et est associée aux mémes relations de saut (o, ur, ug).

Cette indépendance du profil visqueux par rapport au rescaling trouve la conséquence
suivante dont une preuve peut étre adaptée de [16] (voir également la remarque 2.16):

Théoreme 2.9
Considérons les relations de saut (o,up,ur) au sens du théoréme 2.8, définies pour des
viscosités (et p, toutes deux non nulles. Alors nécessairement,

—olp] + [pu] = 0, (2.15.1)
—olpu] + [pu® + p+ p,] =0, (2.15.i1)
—olpE]+ [(pE 4+ p+ pr)u] =0, (2.15.1i1)
et nécessairement
~ologls)] + lpg(s)ul #0, (216.)
—olph(s:)] + [ph(s;)u] # 0. (2.16.i1)

De maniére a préciser (2.16), considérons pour tout § > 0, us une solution onde pro-
gressive rescalée associée aux relations de saut (o;up,ur). Définissons avec des notations
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claires :

pi' ! 1 — —
——— (0i(pS)s + 0u(pSu)s ) (§) d€ = ¢, (2.17)
R’Y—lg/(gq(@ﬁ)) ( P P )

Ps

1

ik 1 - N )
R 7y — 1 h/(h_l((/g:)é)) (at('oST)é + aQU(pSTu)(g) (5) df - G—- (218)

Ps

Alors, les masses totales ( et (. des bilans d’entropie concernés sont bornées et sont
indépendantes du parameétre & > 0. De plus, elles ne dépendent pas du choix des fonctions
h et g. Elles ne dépendent que des viscosités p et p, au travers de l'identité :

(-C(osur, ug) = p¢ (o5 ug, up). (2.19)

En paraphrasant ce résultat, les relations de saut (o;ur,ugr) peuvent étre définies
par les relations de saut (2.15.1), (2.15.ii), (2.15.iii) et par la relation de saut généralisée
implicite (2.19). Il est immédiat que cette derniere relation ne dépend que du rapport des
viscosités p et ur et qu’il en est donc de méme pour (o;ur, ug).

La relation de saut (2.19) ne peut, bien entendu, pas étre explicitée plus avant mais
moyennant des hypotheses de modélisation supplémentaires, nous en proposerons dans la
prochaine section une forme explicite ainsi qu’un développement asymptotique en échelle
du rapport des viscosités.

2.3 Systemes équivalents

Fort de ces résultats, nous présentons trois changements de variable préservant les
solutions C? par morceaux au sens de la Définition 1.4.

Le premier (i) utilise, de maniere classique et naturelle, la loi de conservation de I’éner-
gie totale exhibée au Lemme 2.1 et dont la conséquence est la relation de saut (2.15.iii).
Choisir I’énergie totale au nombre des inconnues réduit ainsi le nombre d’équations non
conservatives a une seule. Puisque (2.5) n’admet pas, sans hypothese de modélisation sup-
plémentaire, de formulation completement conservative, les deux changements de variable
(ii) et (iii) trouveront respectivement leur intérét dans une formulation conservative de
I'opérateur du premier ordre, respectivement une formulation conservative de 'opérateur
du second ordre, directement motivée par la relation de saut généralisée (2.19).

Présentons tout d’abord les changements de variable (i) et (ii). L’équivalence pour les
solutions C* par morceaux entre (2.5) et les systémes résultants est une extension simple
du Théoreme 1.5 assurant pour ces derniers que la vitesse est nécessairement continue a
la traversée d’une surface de discontinuité. Ils peuvent donc étre compris sans ambiguité
au sens des distributions. Nous énoncons ainsi sans démonstration :
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Lemme 2.10
Les deux systémes swivants sont équivalents a (2.5) pour les solutions de classe C* par

morceaus.
(1) Soit Uapplication ¥y : Q — U,(Q), définie par

u="(p, pu, p, pr) = v="Us(u)="(p, pu, pE, p),

ot pE est définie par (2.7). En notant Qy = VU1(Q) défini par

2
QIZ{UER4;p>07pu€R7pE_(pU)_ b >07p7'>0}7

2/0 77_1

si u est une solution C*(IR x IRy,Q) par morceaux de (2.5), alors v est une solution
C*(IR x IRy, Q) par morceaur du systéme suivant et réciproquement :

Op + Oppu = 0, x € IR, t>0,
pu 4 0. (pu® + p + pr) = 0o (10 + pr)O0put)
OpE + 0:(pE + p+ pr)u = 0x (1 + prJudpu)

) (2.20)
atPT + axpﬂ' u—+ (77’ - 1)p7'aacu = (77’ - 1),“7’ (axu)2 .

(12) Soit Uapplication Wy : Q — Wy(Q) définie par

u="(p, pu, p, p-) = v ="Us(u) ="(p, pu, pk, pS,),

ou S, =h (p; ) avec h : IRy — IRy une fonction C' strictement monotone. En notant
p T
Oy = Uy (Q) défini par

— 4. _ (pu)Z_ IOWT -1
Qy=quelR; p>0, pu € IR, pF 5 1h (S;) >0, pS; >0¢,
P Yr =

si u est une solution C*(IR x IRy ,Q) par morceaux de (2.5), alors v est une solution
C*(IR x IRy,Qy) par morceaur du systéme suivant et réciproquement :

Oip + Oppu = 0, r e IR, t>0,
Opu + Op(pu® + p + pr) = Ou (10 + pr)0put)

Ohpll + Ou(pl + p+ pr)u = 0o (1 + pr Judzu) (2.21)
T 1 7 —
at/)Sr + axIOSTu = Pyp%__l /’LTh (h I(ST)) (al’u)2 :

Remarque 2.11

Il est important de noter que les changements de variable proposés dissymétrisent le role
de I'entropie pS qui doit étre comprise comme une fonction des inconnues (p, pu, pE, p;)
pour le premier et (p, pu, pF, pS;) pour le second. En conséquence des lois d’évolutions



136 Résolution numérique de systémes convectifs-dissipatifs non conservatifs

gouvernant les inconnues considérées, cette fonction satisfait sans ambiguité et sans condi-
tion supplémentaire la loi d’évolution suivante :

~1
OipS + OppSu = %ug’(g‘l(S))(axU)z-

Sous les hypotheses du lemme de convexité 2.4, le couple (pS, pSu) peut étre compris
comme un couple d’entropie de Lax mais pour lequel le bilan d’entropie est non seulement
signé puisque sa valeur est en réalité ici imposé.

Cette constatation simple trouve une conséquence centrale dans les méthodes numé-
riques exposées ci-apres, entierement liée a la nature non conservative du probleme.

Remarque 2.12

Il est bien entendu possible de faire jouer, sous les hypotheses du lemme de convexité 2.4,
un role dual soit a I'entropie pS; soit a I’énergie plJ pour définir autant de changements
de variables préservant les solutions C? par morceaux de (2.5). Le dernier choix conduit,
des lors, le couple d’entropie de Lax (pF,(pE + p + p-)u) a devoir satisfaire un bilan
d’entropie imposé, a savoir conservatif, ce que nous avons vu étre irréaliste au niveau
discret lors de la section 1.

Le troisieme changement de variable (iii), que nous introduisons ci-dessous, évite toute
dissymétrie entre les quantités thermodynamiques pE, pS et pS;. Son écriture est a priori
ambigué au sens des distributions. Afin de lever cette ambiguité, nous adoptons la défini-
tion des produits non conservatifs de Dal Maso, LeFloch et Murat [13]. Nous ne rappelons
pas dans le détail cette définition désormais classique et renvoyons pour cela le lecteur a

[13].

Faisons donc choix d’une famille fixe de chemins @ : [0, 1] x Q3* — Q3 avec

O3 = {(,o,pu,,oE,,oST) € Ir%;

2 Y
p>0, puc iR, pE— ('21;) — 7'0_ 1h_1(57) >0, hH(S,) > 0} :

Cette famille @ est choisie sous la forme (®,,®,,, ®,5, P,5.) ou chacun des chemins ®yx,
avec des notations claires, est supposé Lipschitz et satisfaire les conditions de consistance:

1) &x(0; X_, X4) = X_ et &x(1; X, Xy) = X pour tous les X_, X; concernés,
2) ®x(& X, X) = X pour tout £ € [0,1] et tout X,

ainsi que
(&5 p-u,
3) pul & -t p4u) = u pour tout ¢ dans [0,1], p_,py >0 et u € IR.
®,(&p-,py)

Une telle famille vérifie les hypotheses (Hy)-(Hs) énoncées dans [13]. Soient deux états
u_ et ug pris dans un compact K de Q3% Suivant ces auteurs, nous définissons a la
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traversée d’une discontinuité éventuelle (u_,u;) de vitesse de propagation o, le produit
non conservatif suivant par la mesure:

(G (D () + Oep ()] (1) = [ @ o p ) GB(E M uy)

OH ot o ®,u(&; (pu)-, (pu)y) OH
(_U 7 (G me)) + (& poypy) O

ou G et H désignent deux applications suffisamment régulieres de Q3 a valeur dans IR.

(®(¢; u_,u+))) d€ 8pmory,(2.22)

En désignant par u une solution réguliere de (2.5) et en remarquant I'identité suivante :
() (DupH (w) + DupH(w)r) = pG(w) (D (w) + ud H(w))
nous assurons la consistance de la précédente définition.

Armés de celle-ci, nous pouvons alors énoncer

Lemme 2.13
Soit Uapplication U3 : Q — W3(Q) définie par

u="(p, pu, p, pr) = v ="Us(u) ="(p, pu, pE, pS-),

ou S, = h (p;) avec h : IRy — IRy une fonction C' strictement monotone. Notant
p T
Qs = U5(Q) défini par

o 4. _ (Pu)z_ P
Qs=<Suec kR p>0, pue IR, pkE 5 1h (S;) >0, pS; >0¢.
P Yr—

Posons

P 20 -1
ou g: IRy — IRy est une fonction C satisfaisant (Hy) ou (H,).

S=g (M) pv) =(y = 1) (,OE— (o __ev h—1<57>)7

Alors, si u est une solution C*(IR x IRy,Q) par morceaux de (2.5), alors v esl une
solution C*(IR x IRy ,8)3) par morceaux du systéme suivant et réciproquement :

Op + Oppu = 0, re IR, t>0, (2.23.1)
dpu + Oo(pu® + p+p,) = 0. (1t + pr)0put) (2.23.i1)
OwpE + 0:(pFE + p+ pr)u = 0, (1 + pr)udpu), (2.23.ii1)

pr ! 1 (

opS; + ax,oSTu)] —
! — Sr

B LW (1)) )

[/ﬂ‘l fir
7= 1g'(g71(2))

et ce indépendamment du choix de la famille de chemins ® définissant les produits concer-

(908 + ax,oSu)] =0, (2.23.v)

d

nés
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Avant de donner la preuve de ce résultat d’équivalence, les remarques suivantes s’im-
posent.

Remarque 2.14

La propriété d’indépendance relativement a ®, énoncée ci-dessus, doit étre rapprochée des
identités (2.12.i1) et (2.12.iii) vérifiées sans condition a la traversée d’une discontinuité de
contact. Elle est donc naturellement attendue.

Notons par ailleurs que nous aurions du écrire la loi d’évolution (2.23.iv) sous la forme :

gt 1 (

opS; + 81,,05711) —
! — Sr

ptpr | = LR(RH(EE)) o

fr
[

LA (0pS + dopsu) | = 0. (2.24)
) pSu = 0. (2.
v =1g(g7 (%) o

Puisque nous ne feront jamais tendre les deux viscosités p et p, simultanément vers
zéro, leur rapport étant fixé, nous avons privilégié la premiere écriture dans un souci de

simplicité.

Remarque 2.15

[l importe de noter que, contrairement a (2.21) et par extension toutes autres formulations
conduisant soit pE. soit pS, soit pS, a étre exclue du systeme d’équations et donc a jouer
le role d’une entropie de Lax sous les hypotheses du lemme de convexité 2.4, il est possible
de comprendre tour a tour pS, puis pS,, puis en réalité p£ comme fonction des inconnues
sans jamais modifier la forme de (2.23). La dissymétrie observée dans la définition de W5
n’est donc qu’artificielle.

La derniere EDP (2.23.iv) peut, deés lors, étre comprise non comme ’imposition
d’un bilan de création d’entropie soit a (pS, pSu) soit au couple (pS:, pS;u), puisque
leur role est symétrique, mais comme I'imposition d’une vitesse comparée (au sens des
dérivées particulaires) de création d’entropie.

Démonstration du Lemme 2.10
Nous montrons qu’a la traversée d’une surface de discontinuité, notée X, les solutions
discontinues non triviales de (2.23) sont caractérisées par (2.11).

Un raisonnement similaire a celui mené sur les équations de Navier-Stokes (1.1) dans
la démonstration du Théoreme 1.5 assure que les équations régissant la densité p, la
quantité de mouvement pu et I’énergie totale pE conduisent a des solutions discontinues
non triviales si et seulement si (2.11) est satisfait.

En conséquence, il reste a étudier ’équation

p%—l 1
v — W 1(S,)

(0hpS. + OupSou) — j !

— 1”79’(9—1(5)) (8,5,05 + 8xp5u) =0,(2.25)
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a la traversée d’une surface de discontinuité et a établir qu’elle est satisfaite, dans un sens
a préciser, sous les conditions (2.11).

Appliquons la définition (2.22) pour obtenir

['0%_1 B (DipS. + DS, )]
, 3, tP -+ zPOrU —
T, — L( (552))

/1 (I)P(f;/o—vlo-l-)w ( 5.0 s, (& (pS7)-, (p57)+)
ol (et ZS; =lesel) ®,(& o, p4)
(I)Pu(ga ( ) (,ou) ) d (I)/)Sr(ga ( ) ( ) )
T Eppe) D6 (Epipy) ) & Oomry

La continuité de u a la traversée d’une surface de discontinuité implique
o=uU_ = u.

Il résulte alors de la condition de consistance 3) sur les chemins @ :

[/ﬂf‘l p

ve — Lh'/(R1(S,)) (@0S: + ax"’ST“)] =0, (2.26)

d

et ce quelque soit le choix de la famille de chemin ®. De méme, nous avons

P s B
lv —14'(971(5)) (8,5,05 + a@’psu)] . 0, (2.27)

pour toute famille de chemin ®. En conséquence, les solutions discontinues non triviales
de (2.23) sont caractérisées par (2.11).

Ces identités et leur indépendance par rapport a ® doivent, bien entendu, étre rappro-
chées des relations de saut (2.12.i1) et (2.12.iii) satisfaites a la traversée d’une discontinuité.
|

Remarque 2.16
Les solutions régulieres de (2.5) vérifient
p'V‘r_l ILL yr—1

P
DpSr + DupSzu) = Orps- + 0. 2.28
e )y 05+ oo =i 4 o), (229

car S; = h(s;). De méme, les solutions régulieres de (2.5) vérifient

P fir P
(OipS + OppSu) = MTV — (Owps + Oppsu), (2.29)

A G)
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car S = g(s). Ces relations sont satisfaites pour toutes fonctions g et h vérifiant (H;) ou
(Hz). En conséquence, I'équation (2.23.iv) s’identifie a

Yr—1 y—1

(Ohpsr + Dupsstt) — ir L2
Vr = 1 Y= 1

1l (Oeps + Dupsu) = 0,

qui lorsque spécialisée au cas d’une solution onde progressive, solution réguliere de (2.5),
conduit a:

M/R (7,077__1 (Opsr + &U,OSTU)) (&) d€ — s /B (5:1 (Ops + &g,OSU)) (&) d¢ =0,

qui n’est autre que la relation de saut généralisée (2.19).
Plus généralement, nous énoncons

Lemme 2.17
Les solutions C* par morceaux de (2.23), et donc de (2.5), vérifient indépendamment du
choix de la famille de chemin ® :

p ! 1
T ()

pour toute fonction h vérifiant (Hy) ou (Hy), ainsi que Uidentité

e

pour toute fonction g vérifiant (Hy) ou (Hsy).

r—1
(OS> + 890,057u)] = [7'0 1 (Ops- + 81,,05711)] . (2.30)
T o
@

v—1
(OipS + &mSu)] = i, lj_ 1 (Owps + &Upsu)] , (2.31)
o
o

Démonstration du Lemme 2.17
Ces identités sont vraies dans les zones de régularités. Il suffit de remarquer, en vertu de
(2.26) et (2.27), qu’elles restent trivialement vraies a la traversée d’une discontinuité.

A la vue de ces résultats, le lecteur pourra paraitre surpris puisque chacun des deux
produits non conservatifs pris séparément est indépendant du choix de I’échelle d’entropie
h ou g, ce qui est bien sur plus fort que le résultat d’équivalence énoncé au Lemme 2.13.
La formulation (2.23) apparait intrinseque puisqu’elle ne privilégie aucune entropie de
Lax, ni pE, ni pg(s), ni ph(s;), pour tout choix de g et h vérifiant (H;) ou (Hz). Une telle
propriété d’indépendance était en réalité attendue.

En réalité et pour des raisons d’ordre numérique, nous aurons besoin de propriétés
de convexité qui sont perdues pour le couple ¢ = [; et h = I;. De plus, la relation de
saut généralisée (2.19), satisfaite par ce couple privilégié, demeurera inchangée lorsque les
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conductivités thermiques « et k, seront choisies non nulles et ce contrairement a toute
autre formulation (g, h)-dépendante, par exemple:

e =1 IS
Hr [ P J (9—1 ('0_)) (OS> + ax,OSTu)] —
V=1 p o

v—1
[y l Py (h_l (&)) (OepS + &mSu)] =0,
y—1 P ®

pourtant totalement équivalente a celle que nous avons privilégiée dans le cas k = k., = 0.

Notons que les produits pris séparément ne vérifient plus les formules attendues du lemme

2.17.

Pour ces deux raisons, il était nécessaire de vérifier 'indépendance de la formulation
équivalente (2.23) relativement au choix d’un couple (g, k) particulier.

Nous concluons la présente section par 1’énoncé de deux conséquences, résultant de
deux hypotheses de modélisation, de la formulation équivalente (2.23) du systeme (2.5).
Ces conséquences permettent de donner a la relation de saut généralisée (2.19) soit une
forme explicite, soit une forme approchée en terme de développement en échelle du rapport
des viscosités p et p,. Ces conséquences permettront en outre la définition de problemes
de validation numérique agréables dans les sections concernées.

La premiere, valable sous I’hypothese de modélisation v = v;, conduit le systeme (2.5)
a étre, dans ce cas particulier, équivalent a un systeme completement conservatif. La seule
équation non conservative composant (2.23) trouve, en effet, pour le choix g = h = I, la
forme conservative :

Owp (psr — pr8) + Opp (uSr — prs)u = 0. (2.32)
Nous avons, en conséquence,

Lemme 2.18
Supposons v = ~, et les fonctions h : IRy — IRy et g : IRy — IRy du Lemme 2.10,
€gales a Uidentité. Les relations de saut (o;up,ur), associées au systéme (2.5), satisfont
les relations de Rankine-Hugoniot suivante :
—alpu] + [pu® + p + p;] = 0,
—olpE]+ [(pE + p+ pr)u] = 0,
u( = olps) + [pssul) — - (= olps] + [psul) = 0,
ot [X] = Xr — X, désigne le saut de la quantité X, ainsi que les inégalités d’entropie
sutvantes :
—alpg(s)] + [pg(s)ul <0,
—olph(s:)] + [ph(s,)u] < 0,

pour toutes fonctions g et h vérifiant (Hy ).
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Dans cet énoncé et a I'instar de la remarque 2.15, il faut comprendre I'une des trois
grandeurs thermodynamiques pFE, ps ou ps, comme fonction des quatre autres incon-
nues. Il est des lors possible d’expliciter la relation ug = ug(o;uz) sous la condition
d’admissibilité (2.16). Notons que la derniere relation de saut exprime la loi

tt-(sp —sp) = p(s-gr — s-g) # 0,
dans le cas d’'une onde progressive.

Plus généralement, lorsque v # +;, le systeme (2.5), bien que non conservatif, admet
deux systemes limites équivalents sous forme completement conservative.

En effet, le fluide modélisé admet deux régimes limites distincts obtenus en faisant
tendre le rapport des viscosités p et p, vers zéro. Dans ces deux cas limites, les solutions
onde progressive existent en vertu du Théoreme 2.8 et le résultat suivant établi leur lien
avec les solutions onde progressive du systeme (2.5):

Théoreme 2.19
En faisant tendre BT vers z€ro, les solutions onde progressive du systéme (2.5) convergent

uniformément sur IR vers les solutions onde progressive du systéme de lois de conservation
suivant :

Oip + Oppu = 0, r € IR, t>0,

Opu + Ou(pu® + p + pr) = 9p (pOpu)

OwpE + 0. (pE + p + pr)u = 0, (pudyu) , (2.33)
Opsr + Opps,u =0,

dipg(s) + Oepg(s)u <0,

ou s, =h (p; ) avec h une fonction vérifiant (Hy) ou (Hy) et g satisfaisant (Hy).
p T

e . H . . . R
Symétriqguement, en faisant tendre — vers zéro, les solutions onde progressive du systéme

i
(2.5) convergent uniformément sur IR vers les solutions onde progressive du systéme de
lois de conservation suivant :

Op + Oppu = 0, re IR, t>0,

Opu + Ou(pu® + p+ pr) = 0p (500u)

Ol + 0.(pFE + p + pr)u = 0y (prudpu) , (2.34)
Oips + Oppsu = 0,

Oph(s;) + Opph(s:)u <0,

ous =g (%) avec g une fonction vérifiant (Hy) ou (Hy) et h satisfaisant (Hy).
p

La preuve du Théoreme 2.19 s’obtient par une simple adaptation des démonstrations
proposées dans [17] ou la viscosité p, est variable (cf. en particulier les Théoremes 3.9et

3.10 de [17]).
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Les relations de saut étant explicitement connues dans les deux cas limites, ce Théo-
reme suggere d’approcher la relation de saut généralisée (2.19) par un développement en

échelle de &, respectivement ﬂ, dont la validité est prouvé dans [17]. Nous renvoyons

le lecteur a [17] pour I'expression d’un tel développement.

2.4 A propos des conductivités thermiques

Nous nous sommes, jusqu’a présent, consacrés aux propriétés des solutions du systeme
(2.1) sous I’hypothese de deux conductivités thermiques nulles. Il est important de noter
que, contrairement a ce qui précede, privilégier des conductivités thermiques non nulles
tout en supposant les deux viscosités simultanément nulles conduit les solutions onde
progressive a développer des discontinuités dites de choc isotherme (cf. Zel’dovich-Raizer
[40], Gilbarg [27] dans le cadre Navier-Stokes usuel). Il s’avere que sans hypothese de
modélisation restrictive (y = v;), les produits non conservatifs impliqués présentent des
ambiguités au sens des distributions.

Il est, de plus, connu au moins dans le contexte des équations de Navier-Stokes usuelles
que la prise en compte d’une conductivité thermique non nulle en supplément de la vis-
cosité préserve le résultat d’existence global des solutions onde progressive associées (cf.
Gilbarg [27]) tant que le rapport u/k ne tend pas vers zéro. Dans le présent travail,
nous n’avons pas cherché a confirmer une telle propriété dans le contexte des équations
de Navier-Stokes a deux températures. La nature vraiment non conservative du systeme
obligerait a devoir considérer un espace des phases de grande dimension (supérieur a cing
en général).

En conséquence, nous n’énoncerons pas ici de résultat d’équivalence entre diverses
formulations du systéme (2.1) dans la classe des solutions C? par morceaux. Notre propos
est simplement ici d "indiquer formellement que si les solutions onde progressive existent
globalement des lors la relation de saut généralisée mise en avant au Théoreme 2.9 subsiste
sans modification sous I’hypothese de constance des viscosités u et p,.

Rappelons en effet que les solutions C? de (2.1) vérifient :

)
pir L (s + udus} = piope (D) + (Dopir,T) (2.35.)
-

Yr
[ p ! {08 + u0ps:} = pirpt (al,u)2 + (Oppti- 0, T;) (2.35.i1)

T

qui lorsque spécialisées dans le cas d’une solution onde progressive (si elle est réguliere)
conduisent a

e [ A+ s} (€ d = o [ (00" (6) (2.36)

iy g A0+ s () d = g [ (00" (©) (2.37)
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D’ou il résulte formellement la condition de saut généralisée (analogue a (2.19)):

o f P A0+ s} (© de = [

P

S {0ks7 + udys.} (€) dE. (2.38)

1

2.5 Preuve du lemme de convexité 2.4

L’objet de cette section est d’établir le lemme de convexité 2.4. Sa validité résulte d’une
succession de lemmes techniques que nous détaillons ci-apres. Soulignons que toutes les
notions de stricte convexité discutées ici sont locales, en particulier nous nous placerons
toujours loin du vide.

Nous commencons par établir le premier résultat suivant. De maniere a simplifier son
écriture, nous réexprimons les hypotheses (H;) et (Hy) en réécrivant g(a) = Goln(a) pour
x positif afin d’obtenir respectivement les conditions équivalentes

" 1
(HY) G(y) <0 et g’((yy)) < > VyelR, (2.39)
respectivement
" 1
(Hy) G(y) >0 et g’((yy)) < > VyeclR. (2.40)

[’équivalence des conditions ainsi réexprimées avec leurs homologues (H;) et (Hy)
résulte des identités suivantes:

1

g(z) = ;G’(ln(:p)) pour tout = > 0,
g(z) 1 (G fln@) our tout
o = (G 1) pewena>o

Fort de cette équivalence nous énoncons :

Lemme 2.20
Supposons v > 1. Considérons Uapplication {pS} : IRZ — IR définie par

3
53021 =6 (10 (- DZ] ) (241)
ou G désigne une application réguliere de IR dans IR.

i) L’application (2.41) est strictement convere st el seulement si Uapplication G sa-
pp pp
tisfait (Hy).

(it) Cette application est strictement concave si et seulement si Uapplication G satisfait

(H3).
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Démonstration du Lemme 2.20
Un calcul direct conduit a:

Dii= 0}, {pS} = — (67 (y) = ') (2:42)
D= (02, % 02— 02,7) 08) = Ll -6 < 0670 - ). 1)
oll nous avons posé
—In Y
y=1 ((’7 1)/ﬂ) :

Nous rappelons que I'application {pS}(p, pe) est strictement convexe si et seulement si les
mineurs principaux Dy et Dy sont tous deux strictement positifs, respectivement concave
si et seulement si Dy < 0 et Dy > 0. Ceci acheve la démonstration. B

En conséquence de ce résultat nous avons:

Lemme 2.21
Supposons v > 1. Considérons Uapplication {pe} : IR} — IR définie par
P (pS
(pop8) = L (2 (2.44)

ot g désigne une application vérifiant soit (Hy) soit (Hz). Alors Uapplication (2.44) est
(toujours) strictement convexe.

Démonstration du Lemme 2.21

Pour fixer les idées nous adoptons ici I'hypothese (Hy) de sorte que I'application {pS}(p,
pe) est strictement convexe. Nous indiquerons en temps utile comment établir ce résultat
lorsque I’hypothese (Hz) est invoquée.

La convexité de 'application {pS}(p, pe), établie au Lemme 2.20 implique par défini-
tion la validité de I'inégalité suivante pour toute paire d’états (ur,upr) dans R? :

{pSH(er, (pe)r) = {pSH(pL, (PE)L) <
I{pSHur)(pr — pr) + 9pe{pSH ur)((pe)r — (pe)L); (2.45)

cette inégalité étant généralement stricte en vertu de la stricte convexité. Réécrivons
I’inégalité précédente selon :

—0pe{pSt(ur)((pe)r — (pe)L) <
Ip{pS}(ur)(pr — pr) — {pSHur) = {pS}(ur)). (2.46)

Par ailleurs, I’hypothese de stricte décroissance faite sur g assure que I'application {pe}(p,
pS), est bien définie et qu’en outre nous avons le principe de décroissance suivant :

0,0 (S} (u) = %g%g*(%)) <0,
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Il résulte des lors de (2.46) 'inégalité suivante:

((pe)r — (pe)r) <
~ 0p{pSHur) {pS}(ur) — {pS}(ur)
Dpe{pS}(ur) Dpe{pS}H(ur)

ou 'on peut comprendre désormais pS en tant que variable et 1’énergie pe en tant que

(Pr — pr) + (2.47)

fonction de (p, pS) puisque

dp{pS}(ur) _
Ope{pSHur) Plredlen ()
1
9, {pSH(ur) — dpsipetpr, (pS)1L)-

Nous concluons donc a la stricte convexité de 'application {pz}(p, p5).

Plagons-nous, a présent, sous 1’hypothese (Hy) ou la propriété de stricte concavité
implique que 'inégalité (2.45) est inversée. Cette fois I’hypothese de stricte croissance
faite sur ¢ assure qu’au final I'inégalité attendue (2.47) a bien lieu, ce qui acheve la
démonstration. B

Ce second résultat implique immédiatement :

Lemme 2.22
Supposons v > 1 el v, > 1.

i) Considérons Uapplication {pe} : IR3 — IR définie par
P +

Y _ S Y B ST
{pe}(p7p57 /OST) = P 19 ! (IO_) + pilh ! (IO—) ’ (248)
v - p Vr — p

ot g et h désignent deuxr fonctions supposées satisfaire soit (Hy) ou soit (Hy). Alors
Uapplication (2.48) est (toujours) strictement convexe.

(i) Considérons Uapplication {pE} : Q@ — IR définie par

u)? X S i Sy
P LY (p, pu, pS, pS;) = ('02 ) + p_ T ('0—) + '0_ T ('0—) , (2.49)
P p Vr p

ot g et h désignent deuxr fonctions supposées satisfaire soit (Hy) ou soit (Hy). Alors
Uapplication (2.49) est (toujours) strictement convexe.

Ce dernier résultat nous permet enfin de conclure a la validité du lemme de convexité
2.4 en vertu de Lemme suivant établi pour {pS} (le réle de {pS,} étant totalement
symétrique).
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Lemme 2.23
Supposons v > 1 et v, > 1. Considérons Uapplication {pS} : Q — IR définie par

{pS}p, pu, pE,pS;) = pg (7/;1 (,OE VL) A (&))) . (2.50)

20 -1 P

(i) Supposons la fonction g satisfaire (Hy) et la fonction h satisfaire soit Uhypothése
(Hy) soit Uhypothése (Hy). Alors Uapplication (2.50) est strictement convexe.

(it) Inversement, supposons la fonction g satisfaire (Hy) et la fonction h satisfaire soit
Uhypotheése (Hy) soit Uhypothése (Hy). Alors Uapplication (2.50) est strictement concave.

Démonstration du Lemme 2.23
La convexité de 'application {pE}(p, pu, pS, pS;) établie au Lemme 2.22 implique par
définition la validité de I'inégalité suivante pour toute paire d’états (ur,ur) dans Q*:

{PE}Y(pr, (pu)r, (pS)Rr, (pS7)R) — {pE} pL, (p)r, (PS)L, (PSF)L) <
I {p Lt (ur)(pr — pr) + OpdpE}(ur)((pu)r — (pu)r) +
DpstipE (L) ((pS)r — (pS)1) + Ops, {pEH ur)((pS7)r — (pS-)L),

cette inégalité étant généralement stricte en vertu de la stricte convexité. Réécrivons
I'inégalité précédente :

—0ps{pL}(ur)((pS)r — (pS)L) <
I{pE(ur)(pr — pr) + Opud{pE} (ur)((pu)r — (pu)r) +
s, ApE(ar)((pS:)r — (pS7)r) — ({pE} (ur) — {pE}(ur)). (2.51)

Par ailleurs, I’hypothese de stricte décroissance (respectivement croissance) faite sur g
dans le cadre de ’hypothese (H;) (respectivement (Hy)) assure que I'application {pS}(p,
pu, pE, pS;), est bien définie et qu’en outre nous avons le principe de monotonie suivant :

p 1
v —1g'(g7(5))

Il en résulte des lors de (2.51) I'inégalité suivante:

Ips{pE}(u) =

< 0 (respectivement > 0).

((pS)r — (pS)) < (respectivement >)
AL o ) = LR (i (i) +
OpuipE}(ur) B _A{pE}(ugr) —{pE}(ur)
By {p B} ug) PR S )E) = T B ()

ou l'on peut comprendre désormais pF en tant que variable et ’entropie pS en tant que
fonction de (p, pu, pE, pS;) en concluant comme lors du Lemme 2.21. B
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Section 3

Equations et inéquations pour les so-
lutions discretes: Condition de com-
patibilité avec la relation de saut gé-
néralisée
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3 Equations et inéquations pour les solutions dis-
cretes : Condition de compatibilité avec la relation
de saut généralisée

Les quatre prochaines sections sont dédiées a I’approximation numérique des solutions
C? par morceaux des équations de Navier-Stokes a deux températures (2.1). A cette fin,
il est des maintenant indispensable de préciser les propriétés que nous imposerons de
satisfaire aux solutions discretes que nous aurons a construire.

En effet, rapportons des a présent les principales conclusions des résultats numériques
obtenus ci-apres. La comparaison de solutions discretes a une classe de solutions exactes
nous conduira, apres examen des résultats numériques, a rejeter des méthodes d’approxi-
mation a priori naturelles mais dont les erreurs L! numériques apparaitront inacceptables
a un degré de raffinement donné et ce a un instant donné. Soulignons que nous établirons
pour ces mémes méthodes que si ’erreur L! est acceptable a I'instant considérée, elle ne
saurait le rester aux dates ultérieures puisque, dans un sens a préciser, I’erreur sera mon-
trée étre une fonction généralement strictement croissante du temps et ce, conformément
au préambule numérique 1, dans le contexte d’une stratégie de projection purement L2
En outre et a un instant fixé, le degré de raffinement requis pour cette méme stratégie afin
d’obtenir une erreur acceptable apparaitra de nouveau étre trop important pour que la
méthode puisse prétendre a une quelconque utilité pratique. Enfin lorsque ces difficultés
seront exacerbées dans les sections consacrées aux modeles de turbulence compressible
par des viscosités fonctions fortement nonlinéaires des inconnues, nous constaterons nu-
mériquement des phénomenes de croissance linéaire de 1’erreur par rapport a 1/Axz, ou
avec des notations usuelles Az désigne le pas d’espace.

Pour autant, la méthode de type Godunov n’impliquant que des projections L? et
que nous construirons pour la rejeter, sera montrée vérifier (par opposition a I'approche
“classique”) toutes les conditions de stabilité et de précision habituelles dans le contexte
des équations de Navier-Stokes a une température: i.e. sous forme conservative. En ce
sens, cette méthode pourrait paraitre naturelle: la nature vraiment non conservative du
systeme (2.1) fait d’elle en réalité une hérésie.

Ces conditions sont en substance:
- les propriétés de stabilité suivantes :

i) la préservation de la positivité de la densité et des pressions p et p, (des que le vide
est absent de la solution exacte),

ii) la satisfaction d’un ensemble complet d’inégalités d’entropie discretes,
iii) la satisfaction d’un principe du maximum sur les entropies spécifiques s et s,

- la propriété de précision exigeant ’exacte capture des discontinuités de contact sta-
tionnaire.
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Notons que I’ensemble des conditions de stabilité ainsi énoncées n’a de sens que lorsque
les conductivités thermiques sont identiquement nulles puisque autrement seules les entro-
pies plog s et plog s, restent compatible avec le second principe de la thermodynamique.

Dans D’espoir de rendre 'erreur L! acceptable pour un degré de raffinement usuel et
ce indépendamment du temps, nous sommes donc conduits a contraindre plus séverement
I’ensemble des précédentes exigences et bien siir a montrer comment des lors le satisfaire
dans le contexte d’'une méthode de volumes finis concretement implémentable.

Nous imposerons dans les faits un troisieme type d’exigence, a savoir une condition
de compatibilité avec la vitesse comparée de création d’entropie discrete (cf. remarque
2.15), directement motivée par la relation de saut généralisée (2.19). Cette condition de
compatibilité trouvera une définition précise ci-apres et nous la qualifierons dans toute
la suite de condition de compatibilité avec la relation de saut généralisée (2.19) ou toute
autre extension de cette relation de saut telles que celles que nous aurons a considérer
dans d’autres sections.

Au méme titre que les erreurs L? de projection ainsi que de représentation des dérivées
discretes exhibées lors du préambule numérique 1 ont été illustrées numériquement s’op-
poser a la conservation de 1’énergie totale et donc de la condition de Rankine-Hugoniot
associée, nous montrerons que ces meémes erreurs s’opposeront ici a la satisfaction de la
condition de compatibilité que nous aurons introduite. L’examen des résultats numériques
suffira & attester la violation de la relation de saut généralisée (2.19). Soulignons si besoin
est, que ces erreurs L? sont indissociablement responsables certes de la violation de la
condition de compatibilité mais également indissociablement responsables de toutes les
propriétés de stabilité mises en avant ci-dessus.

En fait, nous proposerons dans un premier temps une discrétisation des opérateurs du
second ordre exempte de toute erreur L? de représentation des dérivées discretes tout en
préservant ’ensemble des propriétés de stabilité précédentes.

Subsistera donc uniquement ’erreur de projection L? induite par le choix des variables
d’évolution, celle-ci s’avérant étre incontournable dans une stratégie de projection pure-
ment linéaire puisque ici il n’existe pas de choix de variables purement conservatives.

Nous montrerons dans un second temps comment corriger une méthode de type Go-
dunov par projection L? par 'introduction d’une technique de projection nonlinéaire,
venant s’adjoindre de maniere simple et effective a I'issue de chaque pas de temps. Nous
établirons 'existence et 1'unicité du résultat de la projection nonlinéaire en invoquant pré-
cisément le fait que la méthode par projection L? est une bonne méthode: i.e. elle satisfait
des conditions d’entropie discretes ainsi que des principes du maximum sur les entropies
spécifiques s et s, discretes. Nous montrerons alors que la méthode par projection non-
linéaire préserve a son tour toutes ces propriétés de stabilité. De maniere heuristique, la
projection nonlinéaire que nous proposons redistribue les erreurs L2, qu’elles soient de
type projection ou de type représentation des dérivées, de maniere a forcer au niveau
discret une vitesse comparée de création d’entropie discrete compatible avec la relation
de saut généralisée (2.19).
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n pourrait étre géné a l’idée que la technique de correction des erreurs ue nous
O t ét I'id la tech d tion d L?
proposons prétend corriger en redistribuant seulement ces mémes erreurs. Nous proposons
dans ce cas une autre heuristique, celle-ci ne s’adressant pas au lecteur familier de ’analyse
numérique des méthodes par projection L2.

L’approximation numérique des systemes hyperboliques de lois de conservation est
grandement facilitée par la propriété que possedent les relations de saut (o,ur,ur) as-
sociée a une solution onde progressive (et donc a la solution onde de choc sous-jacente)
d’étre indépendante de la forme du tenseur associé a 'opérateur du second ordre. La
solution onde progressive n’a de sens que si elle existe: i.e. si a 'opérateur du second
ordre correspond un bon tenseur de dissipation. Numériquement parlant, une méthode de
projection L? sous forme conservative et satisfaisant toutes les conditions de stabilité
requises possede également un bon tenseur de dissipation. Toutefois, ce dernier n’a aucune
raison d’admettre la méme forme que le tenseur ayant sur le plan continu permis d’établir
I’existence des solutions onde progressive. Il suffit en particulier de noter dans le contexte
des équations de Navier-Stokes habituelles qu'une méthode de type Godunov dissipe la
densité lors de son évolution en temps et ce contrairement aux équations exactes. Cette
absence de proportionnalité entre tenseur numérique et physique ne porte pas (trop) a
conséquence dans le cas de systemes sous forme completement conservative puisque les
relations de saut en sont indépendantes et ce plus précisément au sens ou si la méthode
discrete converge, alors elle ne peut que converger vers une solution faible du systeme
exact.

La situation est toutefois radicalement différente lorsque le systeme a approcher nu-
mériquement est sous forme non conservative. Cette fois, les solutions onde progressive,
des qu’elles existent pour le choix d’un bon tenseur exact, satisfont des conditions de saut
généralisées qui dépendent intrinsequement de la forme du tenseur choisi. Il faut donc
heuristiquement forcer le tenseur de dissipation numérique, responsable des propriétés de
stabilité attendues, a étre proportionnel au moins a la partie du tenseur exacte ayant
conduit a des conditions de saut généralisées mais pas nécessairement a la partie impli-
quée dans les équations completement conservatives. A défaut d’assurer cette condition
de proportionnalité, on s’expose a exhiber par le calcul des solutions discretes donnant
toutes les assurances de converger vers une fonction mais qui lorsque comparée a la solu-
tion exacte des que disponible, conduit a I’effroi. Nous donnerons dans ce travail de telles
illustrations numériques. La fonction limite ainsi obtenue est probablement solution faible
du systeme du premier ordre extrait mais pour un autre choix de tenseur exact et donc
pour un autre probleme.

3.1 Equations et inéquations pour les solutions discretes

Nous décrivons ici les équations ainsi que les inéquations que nous imposerons aux
solutions discretes de satisfaire en un sens discret a préciser.

De maniere a motiver la distinction que nous opérerons au niveau discret entre des
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équations pourtant satisfaites simultanément et sans condition supplémentaire par les so-
lutions C* par morceaux du systéme (2.5), nous proposons de résumer ici les principaux
résultats établis lors de la précédente section. Indiquons toutefois qu’il est possible au lec-
teur de se dispenser de la lecture de ces rappels pour directement considérer les équations
et inéquations présentées a la fin de ce paragraphe.

Rappelons dans un premier temps que toute solution C* par morceaux du systeme (2.5)
satisfait simultanément et sans condition supplémentaire les trois lois de conservation :

Oip + Oppu = 0, r € IR, t>0,
Oipu + Ox(pu® + p + pr) = O (1 + p1-)0uut) (3.1)
plE + 0 (pE + p+ pr)u = Op((p + pir )udpu),

ainsi que les identités, que nous qualifierons dans la suite d'inégalités d’entropie pré-
cisées:

—1 ,
Opg(s) + Oupg(s)u = VH 1g'(s) (Dou)” <0, 5.9
3.2
T 1 7
Ouph(ss) + Duph(s-Ju = To—Fush'(s7) (B)* - <0,

pour tout choix de fonctions ¢ et h satisfaisant (H;) et donc toutes les égalités définies
au sens du Lemme 2.13:

= (G

22 (5 o ]

ou F : IR: — IR} désigne une application réguliere.

) (Deph(s+) + al,,oh(ST)u)] _

d

Sous les hypotheses faites sur g, h et F, les systemes constitués des trois premieres lois
de conservation et complétés de 'une quelconque des EDP précédentes sont équivalents
dans la classe des solutions C? par morceaux.

Nous montrerons ci-apres que 1'un de ces systemes étant fixé, i.e. un choix de ¢, h
et F étant privilégié, les solutions discretes que nous lui associerons violeront en regle
générale et en sens a préciser toutes les autres identités. En d’autres termes, nous aurons
perdu au niveau discret la propriété d’équivalence précédemment indiquée. Soulignons
des maintenant que dans le travail rapporté dans le présent mémoire, il en sera a priori
de méme pour 'opérateur de projection nonlinéaire que nous introduirons mais avec des
conséquences de plusieurs ordres de grandeur inférieurs que pour les autres méthodes que
nous aurons a considérer. L’expérience numérique en attestera.

Si I’équivalence est généralement perdue au niveau discret, il s’agit en conséquence de
privilégier 'un des systemes précédents en particularisant un choix de fonctions ¢, h et
F. Ce faisant, les équations supplémentaires ne peuvent plus des lors étre satisfaites avec
égalité stricte au niveau discret. En conséquence, il s’agit également de s’assurer que les
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erreurs occasionnées ne viendront pas s’opposer ni a la stabilité de la méthode d’approxi-
mation numérique devant étre associée au systeme privilégié ni méme a l'existence de la
solution discrete.

La remarque 2.16 suggere fortement de particulariser g = h := Id et F := 1 pour
ainsi privilégier le systeme composé des trois lois de conservation et complété par la loi
d’évolution :

yr—1 y—1

1%
a T aac T - Mr
%_1(7:,08+ psru) L

i (Oips + Oppsu) = 0.

Rappelons que celle-ci est associée de maniere intrinseque a la relation de saut généralisée
devant compléter les trois relations de saut de Rankine-Hugoniot.

Cependant et pour un tel choix, il s’avere que nous ne savons pas garantir ’existence
d’une solution discrete. En effet, le défaut de convexité trouvé par la paire g = h := [Id
(cf. le lemme de convexité 2.4) ne nous autorisera plus certains arguments classiques dont
la validité releve essentiellement de la propriété de convexité.

Toutefois et en adoptant le choix F := 1 que nous ne quitterons plus, le lemme 2.17
assure les identités suivantes, valables indépendamment du choix de la famille de chemin

b

p ! 1
T ()

P

yr—1
(OS> + 890,057u)] =1 [7'0 1 (Ops- + 81,,05711)] , (3.3
T o
@

pour toute fonction h vérifiant (Hy) ou (Hz), ainsi que

[ p fir

1 (2)

pour toute fonction g vérifiant (Hy) ou (Hz).

v—1
(OipS + &mSu)] = (i, lj_ 1 (Oips + &Upsu)] ) (3.4)
®

Cette propriété d’indépendance nous assure qu’il est possible, tout en préservant de
maniere intrinseque le lien avec la relation de saut généralisée, d’exclure le choix simple
g = h = Id pour particulariser des fonctions ¢g et h relevant des hypotheses du lemme
de convexité 2.4. 1l se trouve qu’une autre raison technique, cette fois liée au signe d’une
dérivée partielle thermodynamique précisée par exemple au lemme 6.2, nous conduit dans
toute la suite a privilégier des fonctions g et i relevant toutes deux de la méme hypothese :
i.e. soit I’hypothese (Hy) soit 'hypothese (Hz).

Le cadre de travail étant posé, nous imposerons aux solutions discretes d’étre consis-
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tantes en un sens a préciser avec le systeme suivant :

Op + Oppu = 0, re IR, t>0,
Opu + Ou(pu’ +p + pr) = O, ((/«H'/«Lr)a u),

Oipll + 0, ,oE+p+pTU— (1 + prJudpu),

,0%‘1 (3.5)
[ " (OipSr + OppS-u)| —

T ®

" l:l( T 1(5)))@”5 rapsal o

ou ¢ désigne une famille de chemins arbitraire, vérifiant les hypotheses du lemme d’équi-
valence 2.13. Ici, g et h désignent un couple de fonctions particulieres vérifiant toutes deux

soit (Hy) soit (Hy).

En outre et de maniere a garantir 1’existence des solutions discretes, nous exigerons de
ces solutions d’étre consistantes en un sens a préciser avec toutes les inégalités d’entropies
suivantes :

ipp(s) + Oup(s)u <0, (3.6)
ip(s7) + Ouptp(s-)u <0, '

pour tout choix de fonctions ¢ et ¢ satisfaisant (Hy).

Il importe de rapprocher le choix de ces équations et inéquations, dont nous exigerons
la satisfaction au niveau discret, des égalités et inégalités établies aux théoremes 2.7 et

2.9.

Enfin, il est nécessaire de préciser explicitement les quatre inconnues du probleme
qui nous préoccupe. Ces inconnues satisfont les quatre lois d’évolution composant le sys-
teme (3.5) et seront astreintes au niveau discret a satisfaire les deux types d’inégalités
précédentes.

Il faut donc comprendre {pp(s)} et {ptr(s;)} comme des fonctions de ces quatre in-
connues. Par ailleurs et dans 1’écriture du systeme (3.5), il est bien entendu nécessaire
de comprendre également soit pF, soit pS., soit pS, comme une fonction des inconnues
restantes (sous les hypotheses du lemme de convexité 2.4).

De maniere a fixer les idées, nous définissons conformément a 1’énoncé du lemme
d’équivalence 2.13 relatif au systeme (3.5), le vecteur des inconnues par :

=" (p,pu, pE, pS-), (3.7)

sur l'espace des états précisé lors de ce lemme. Nous proposons donc de dissymétriser
artificiellement le role de pS, devant étre ici compris comme fonction de v. Nous renvoyons
le lecteur a la remarque 2.15 soulignant qu’un tel choix est arbitraire et ne porte pas a
conséquence ni sur le plan continu ni sur le plan discret a la condition d’utiliser 'opérateur
de projection nonlinéaire. Il s’agissait toutefois de faire un choix d’inconnues.

Remarque 3.1
Il pourrait paraitre génant de ne plus exiger d’égalité dans 1’énoncé des inégalités d’en-
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tropie précisées pour leur préférer une simple condition de consistance avec le signe des
membres de droite. Toutefois et ainsi que nous ’avons déja souligné, il semble impossible
au niveau discret d’assurer, dans le contexte d’une méthode de projection, simultanément
la conservation de 1’énergie totale et les deux inégalités d’entropie telles que précisées.
Il faudra des lors comprendre, au niveau discret, les membres de gauche des inégalités
d’entropie non précisées comme réalisant des approximations des membres de droite des
inégalités d’entropie précisées, consistantes avec leur signe fixe. Il s’agira donc de discré-
tisations des termes de dissipation visqueuse, certes a une erreur pres, mais compatibles
avec la relation de saut généralisée imposée en conséquence des deux inégalités d’entropie
précisées. Enfin, il est l1égitime de chercher a quantifier une telle erreur et nous ne répon-
drons que partiellement a ce point dans la suite (cf. remarque 6.18 et le lemme associé

6.17).

3.2 Conditions de consistance et condition de compatibilité

Nous énoncons ici les conditions de consistance permettant de préciser en quel sens les
solutions discretes que nous aurons a construire satisferont les équations et inéquations
décrites au terme du précédent paragraphe.

Nous adoptons ici le formalisme des méthodes de volumes finis explicites en temps tel
que détaillé dans les ouvrages de Godlewski-Raviart [28] et [29]. Par souci de simplicité,
nous ne considérons ici qu’une seule dimension d’espace. Toutefois, il sera clair que 1’ex-
tension a plusieurs variables d’espace de la condition de compatibilité énoncée ci-dessous
est immédiate. Nous renvoyons par exemple a Coquel-LeFloch [46] pour la réécriture
d’une méthode de volumes finis a plusieurs variables d’espace en terme de décomposition
convexe de schémas quasi-monodimensionnels.

Toujours par souci de simplicité, nous adoptons sans restriction I’hypothese d’un pas
d’espace constant noté Ax, le pas de temps noté At sera choisi sous une restriction de
type CFL globale en espace et a préciser.

Les solutions discretes, notées dans la suite v, (x,1), seront toujours supposées étre
constantes par morceaux, telles que:

Vh(xvt) = V?v (l’,t) S (xi—l/vai-I-l/?) X (tnvtn+1)7 1 € Z7 n e N7

ol nous avons posé i1/ = (1 + 1/2)Ax et " = nAl.

Soulignons que nous ne décrirons "approximation de la donnée initiale exacte qu’a
I’occasion de I'introduction de la méthode par projection nonlinéaire. Ici, nous supposons
donc la donnée initiale discrete connue pour n’avoir a considérer que 'instant courant
t" = nAt avec n > 1.

Disposant de la solution discrete vi,(x, ") a cet instant, nous proposons de faire avancer
cette solution jusqu’a la date ¢"*! en adoptant la méthode de volumes finis suivante.
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Définissons dans un premier temps, la réactualisation des trois variables conservatives :

At

P =t = A, (VEVEL). (3.8.0)

()t — 2L, n oyt ) — AL dpu); 3.8.i

(pu); (pu)i = R Aifou (VI Vil =((p + pr ) Or); (3.8.1)
At

(PE)T = (pB); — “—=Aifor (VI VL) = Ao ((5 + e Judyu); . (3.8.0i)

Az

Ici, les quantités

n
7

0o(( + 1)) et Du((p + pirJudo)

désignent des formules aux différences consistantes qui seront précisées dans la suite. Nous
exigeons d’elles de préserver bien entendu la propriété de conservation des inconnues pu
et pk.

Les fonctions flux numériques, impliquées dans (3.8), sont supposées satisfaire les
conditions habituelles de consistance et de régularité Lipschitzienne telles que définies dans
Godlewski-Raviart [29]. Ainsi et par exemple en considérant la fonction flux numérique
associée a la variable densité, nous supposerons toujours la satisfaction des deux conditions
suivantes :

i) f,(v,v) = pu pour tout v € Q,
ii) pour toutes paires d’états (vp,vg) et (wp,wg) appartenant a un compact fixe
K C €, il existe une constante (' ne dépendant que de K telle que:

[fo(ve,vr) = (W, wr)| < C(| v —wr [ + ][ ve —wr ).

La derniere variable d’évolution du probleme, pS., est réactualisée par la relation :
At
Ax

ou la fonction flux numérique impliquée est supposée consistante et Lipschitzienne. Nous

(pS I = (pS:) — A fs, (VI VEL) +E1

avons posé:
&1 =& (Vv Vi)

ou par hypothese, la fonction dissipation d’entropie discrete &, est
i) négative ou nulle des que h vérifie (Hy),

ii) respectivement positive ou nulle des que h vérifie (H,).

Remarque 3.2

Nous ne tenterons pas ici de définir la régularité minimale exigée de cette fonction. FEn
effet, il faut comprendre ici cette fonction dissipation d’entropie discrete comme réalisant
une discrétisation de 'opérateur

= L (hY(S,)) (Byu),

p’V-r—l
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mais en général a une erreur pres. Nous imposons toutefois a cette erreur d’étre consistante
avec le signe fixe de 'opérateur exact impliqué. Dans le contexte des méthodes de pro-
jection purement L%, une telle erreur n’existe pas par construction et ceci contrairement
a la méthode par projection nonlinéaire ou cette erreur signée résulte de la redistribution
des erreurs 1.2 entre pS, et une entropie privilégiée pS. Il s’ensuit donc que cette fonction
dépend explicitement, outre des inconnues discretes a la date ¢", de puissances de 1/Ax

(cf. Coquel-LeFloch [46]).

Par consistance avec les inégalités d’entropie (3.6), nous entendons conformément a
I'usage (cf. Godlewski-Raviart [28] et [29] par exemple) que les solutions discretes vérifient
les inégalités suivantes:

{po(s)} (021 (o) (Y, (pS, ) —
A
(po(s))i + A—iAifm(s) (viovig) =& (3.9
{005} (000 (o), (B, (S, 1)
At

(p¥(s:))i + Eﬁifpw(sf) (V?,Vﬁrl) =&,7, (3.10)

ou les fonctions flux d’entropie numériques sont encore supposées étre consistantes et
Lipschitziennes. Ici les fonctions dissipation d’entropie numériques définissant :

Et =& (VL VIV )L & =& (VL VIV

sont supposées étre négatives ou nulles puisque ici ¢ et ¢ vérifient I’hypothese (Hy).

Armé de ces conditions de consistance, nous introduisons la condition de compatibilité
attendue. A cette fin, il est nécessaire de préciser la définition des moyennes que nous avons
a opérer dans les deux produits non conservatifs impliqués dans la loi d’évolution associée
a la relation de saut généralisée (2.19). Nous écrivons ici cette loi pour deux fonctions ¢
et 1) supposées satisfaire I’hypothese (Hy).

De maniere a définir par exemple la moyenne :

prto
v—1¢(s),’
nous introduisons la fonction A(y, #;.,.) : IRy x IR,® — IR pour poser
pt 1
= A s o nopt 7? nogh
v — 1 Qb/(S)Z» (77 Qb, Pi—15P; 7/02-|—17 Si—155; 752-|—1) ”

p’V‘r_l 1 T T T e e n
v, — 1 ¢/(57)i =A (777¢;pi—1vloi 7/0i-|—1757'i—1757'i 757'i-|—1) .

Cette fonction est supposée étre continue par rapport aux variables discretes p et s (et
donc respectivement p et s;) et vérifier de plus les conditions de consistance suivantes:
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i) Pour tout triplet (pr., pc, pr) de IR, et tout triplet (sz,sc, sr) de IR, nous avons

Ay, ;5 pr,pcs PR, SL, SC, SR) < 0,

des que la fonction ¢ vérifie I'hypothese (H;). Notons que nous avons exigé la stricte
négativité de cette fonction et que bien entendu nous aurions exigé la stricte positivité de
cette méme fonction sous 'hypothese: ¢ vérifie (Hz).

ii) Pour tout p > 0 et s > 0, nous avons

Av, 0 ) i
77 ;p?p?p787878 = *
v—1¢(s)

iii) Faisant choix de ¢ = ¢ = I; et ¥ = v, = o > 1, nous avons pour tout triplet
(pr,pc, pr) de IRL, tous triplets (sz,sc,sgr) de IRy> et (5,1, 8,¢,5,p) de IR,
Ao, 1a; prs po, PRy SL, 5¢, SR)
A, Li; pr, pos PRy S7 15 S2C> StR)

= 1.

Cette derniere condition est bien entendu motivée par ’existence du systeme équivalent
completement conservatif rapporté au lemme 2.18 sous ’hypothese v = ~,.

Nous imposerons aux solutions discretes de satisfaire la

Condition de compatibilité discrete:

Il existe deux fonctions ¢ et ¢ répondant a 'hypothese (H;) et une définition de la
moyenne A satisfaisant les conditions de consistance i), ii) et iii) telles que les inégalités
d’entropie discretes respectivement pour pg(s) et pi(s,) vérifient:

.on n n n n n
MTA (77 Qb, Pi—1 P 7/0i-|—17 Si—1555 Si-l—l) X

LIpd I = (000! + XSt (V Vi) =

.on non n n n
MA (777¢7pi—17pi 7/02'4.17572'_17572' 787'i-|—1) X

LIpp sl = (o) + oA oV Vi) } = 0 (310

Ici, nous avons posé:

{po(s) i = {pe(s)} i+, (pu)i*h, (pE)IHY, (pS7)PFY),

avec une définition analogue pour {pi(s,)}+.

Bien entendu, cette condition de compatibilité demande expressément aux fonctions
de dissipation d’entropie numérique associées a ¢ et ¥ de vérifier la relation de propor-
tionnalité suivante :

e A (5, 03 1 00 Pl STy ST ST ) X gl —
HA (Y03 Py P Pl Seigs 527382141 ) X € = 0,
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exprimant le respect au niveau discret de la vitesse comparée de création d’entropie.
Soulignons enfin que la relation (3.11) exige des deux bilans d’entropie discrets de ne
pouvoir s’annuler que simultanément conformément a I’hypothese de stricte négativité de
I'opérateur de moyenne A.

Remarque 3.3

Nous n’avons ici considéré que des méthodes completement explicites en temps par souci
de simplicité dans les notations. En réalité et de maniere a éviter une condition CFL trop
contraignante, la discrétisation des opérateurs du second ordre sera choisie implicite en
temps. Le domaine de dépendance des fonctions dissipation d’entropie numérique s’en
trouve modifié en conséquence.

Remarque 3.4
Nous établirons dans la suite que la méthode par projection L? ne satisfait pas la condition
de compatibilité précédemment énoncée: il n’existe pas de couples d’entropies

(po(s), po(s)u) et (p(ss), pro(s:)u)

vérifiant avec égalité a zéro la relation discrete (3.11). L’examen des résultats numériques
montrera qu’une telle méthode ne permet généralement pas la capture des solutions onde
progressive.

Nous montrerons ensuite que la technique de projection nonlinéaire, comprise comme
correction de la précédente méthode de projection L%, force la validité de la relation de
compatibilité pour un couple de fonctions ¢ et ¢ particulier. Un tel couple sera obtenu
en faisant choix de ¢» = h, i.e. la fonction associée a la variable projetée pS,. Le choix de
la fonction ¢ = g est arbitraire tant qu’il vérifie la méme hypothese que h (a savoir soit
(Hy) soit (Hz)). L’examen des résultats numériques montrera que les solutions discretes
trouvent un bien meilleur accord (sinon excellent, le lecteur en jugera) avec les solutions
onde progressive exactes.

Le lecteur pourra étre surpris que nous menions de front les hypotheses (Hy) et (Hy)
plutot que de privilégier seulement I’hypothese (Hy) assurant la convexité des applications
concernées. Toutefois, I'hypothese de décroissance des fonctions vérifiant (Hy) conduit a
des inversions répétées d’inégalités dans les démonstrations que nous aurons a proposer.
Afin d’éviter de telles inversions, nous faisons choix de fonctions croissantes et donc rele-
vant de I’hypothese (Hy), dans la section consacrée a 1'opérateur de projection nonlinéaire.
Mémesi les applications concernées sont des lors concaves contrairement a I’habitude, nous
avons estimé que les démonstrations paraissaient plus lisibles sous I’hypothese (Hy).
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Section 4

Schéma classique
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4 Schéma classique

Nous présentons succinctement "approche la plus communément, sinon systématique-
ment, adoptée pour I"approximation numérique du systeme équivalent (2.20) (voir toute-
fois la remarque 4.2 ci-dessous). Selon cette approche, que nous qualifierons de classique,
le produit non conservatif (v, — 1)p,0yu est rejeté au second membre pour étre considéré
en tant que terme source et discrétisé par une formule aux différences finies ad hoc. Le
principal intérét d’une telle stratégie est, bien entendu, que 'opérateur du premier ordre
extrait résultant trouve des lors une formulation conservative.

Cette derniere est donnée par

Oip + Ozpu = 0, r € IR, t>0,
dpu + dx(pu’ + p +pr) =0,

dpll + 0p(pE + p+ pr)u =0,
Opr + Oppru =0,

(4.1)

avec la relation de fermeture habituelle

p=G-n(pr-BL ),

Notons qu’en accord avec cette approche, la quantité p, /p s’apparente a une grandeur
convectée satisfaisant pour les solutions régulieres de (4.1):

o= +uo, = =o. (4.2)
p p

Le systeme (4.1) est hyperbolique mais nous préciserons, toutefois, les inconvénients qui
y sont attachés.

Suivant cette approche, nous discrétisons le systeme (2.20) en adoptant deux pas que
nous décrivons ci-dessous.

4.1 Premier pas: Opérateur du second ordre (t" — t"*17)

Supposant connue une solution approchée vy (x,1") a la date t", choisie constante par
morceaux, nous considérons le probleme de Cauchy suivant :

Op =0, re IR, t>0,
Orpu = 0 (1 + pr)Oput)
OpE = 0. ((p + pr)udsu)
Oip- = (- = Dt (Do)*

(4.3)

pour la donnée initiale vy (x,1").
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La densité demeurant constante et par souci de consistance avec les méthodes numé-
riques développées dans les sections suivantes, nous résolvons en lieu et place de (4.3) le
systeme équivalent :

Op =0, r € IR, t>0,

Opu = 0 (1 + pr)Orut)

OpE = 0: (1 + pr)Judsu),

DipS, = = b (™ (S0)) s (9w’

pV‘r—l

ST:h(pT).
p’V‘r

Nous renvoyons le lecteur a la section 5.1 ot nous proposerons des formules aux différences
finies pour (4.4) assurant 1’équivalence au niveau discret avec (4.3) et ce quelque soit le
choix de la fonction h vérifiant (Hy) ou (Hy).

(4.4)

avec

4.2 Second pas: Opérateur du premier ordre extrait (t"™'= —
tn+1’_)

En désignant u = T(p, pu, pE, p,), avec des notations classiques, le systeme considéré
lors du second pas trouve la forme condensée suivante :

ou + 0,f(u) = 0.
Le résultat suivant met en avant les inconsistances engendrées par une telle approche:

Lemme 4.1
(1) Le systéme (4.1) est hyperbolique. Il admet les valeurs propres

u—a, u, u+ta avec azzl(p—l—pT).

Les valeurs propres w &+ a sont simples et associées a des champs vraiment nonlinéaires
tandis que la valeur propre u est double et associée a des champs linéairement dégénérés.
(11) Les quantités u et p + p,; sont conservées a la traversée d’une discontinuité de
contact.
(1i7) Les solutions régulieres du systéme (4.1) satisfont les lois de conservation sup-
plémentaires :

OU(u) + 0. F(u)=0, Ulu)=pF (p ;pT) . F(u) = ul(u),

ou F : IRy — IR est une application réguliére.
(1v) La solution du probléme de Riemann associ€ a (4.1) satisfait

pla,t)+ pr(x,t) >0, p-(x,1) >0,
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mais ne satisfait pas nécessairement

plx,t) > 0.

Nous omettons, ici, la preuve de ce résultat qui s’obtient de facon usuelle (cf. [12], [28], [29]
dans le cadre de la dynamique des gaz). Notons que (iv) résulte d’une étude du probleme
de Riemann de (4.1) proposée par J. M. Hérard [47].

A la lecture du Lemme 4.1, la vitesse du son associée a (4.1) apparait étre toujours
inférieure a la vraie vitesse de son ¢ avec

Pr
¢ —a= (77' - 7)?7
ou nous avons supposé 1 < v < v, et ceci sans restriction puisque les réles de p et p, sont
symétriques. Cette inconsistance viole la condition sous caractéristique de Whitam [37]
et peut des lors, dans la pratique, aboutir a des instabilités numériques.

Par ailleurs, les entropies de Lax du systeme (4.1) ne coincident avec aucune des
entropies de Lax du véritable systeme du premier ordre extrait de (2.20) lorsque v # ~
(i.e. des que le systeme (2.20) est vraiment non conservatif). Cette derniere inconsistance
fait que nous ne chercherons pas a établir pour cette approche la violation de la condition
de compatibilité (3.11). La lecture des résultats numériques suffira a notre propos.

Remarque 4.2

Contrairement a "approche classique, nous aurions pu préférer traiter 1’équation d’évo-
lution sur p dans son intégrité afin d’éviter toutes les inconsistances liées au rejet des pro-
duits non conservatifs au second membre. Cette approche consistante sur le plan continu
a par exemple été proposée indépendamment par Forestier-Hérard-Louis [1] et LeRoux-
Vatel [3]. Pour des raisons analogues a celles que nous avons développées dans le contexte
des équations de Navier-Stokes a une température et que nous développerons dans les
sections suivantes, la consistance avec la condition de compatibilité (3.11) ne semble pas
pouvoir étre espérée. Par ailleurs, il nous a semblé utile d’illustrer numériquement les
erreurs liées aux inconsistances dues a I'approche classique (presque) systématiquement
mise en oeuvre.

La discrétisation de (4.1) est facilitée par le résultat agréable suivant du a Larrouturou

[9]:

Lemme 4.3
Constdérons le systéeme

Oip + Ozpu =0, r € IR, t>0,
Oipu + Ox(pu” + p) =0,

dhpbE + 0x(pk + plu =0,

Oipr + Oppru =0,

(4.5)
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ou

~ 2
~ U
pE:_g_+@)
y—1 " 2
En posant
p=p+ps,
ol =pE+Z—1p..
~v—1

alors les systémes (4.1) et (4.5) admettent les mémes solutions faibles et sont donc équi-
valents.

En d’autres termes, (4.1) est équivalent au systeme Euler 3 x 3 habituel pour la loi de
pression totale apparente p entierement découplée de 1’équation de transport (4.2).

Fort de ce résultat, il est possible d’appliquer les techniques d’approximation des équa-
tions d’Euler pour la résolution numérique de (4.1). Nous renvoyons le lecteur a Lar-
roututrou [9] pour les détails, a Godlewski-Raviart [29] pour une présentation générale
des méthodes d’approximation numérique associées aux systemes hyperboliques de loi de
conservation.

Ici, nous faisons choix d’'une méthode de Roe puisque celle-ci reste la plus couramment
utilisée dans les applications, notre propos étant précisément d’illustrer numériquement
I’approche que nous avons qualifiée de classique.

4.3 Troisiéme pas: Prise en compte du “terme source” (t"*1~ —
tn—l-l)

Pour conclure ’algorithme, nous avons fait choix d’une formule aux différences finies
consistante avec le “terme source” (v, —1)p,0zu ad hoc qui n’a conduit a aucune instabilité
numérique de type L? dans la pratique.



Section 5

Méthode de type (Godunov par pro-
jection L2
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5 Meéthode de type Godunov par projection L’

Nous proposons ci-dessous une méthode de pas fractionnaires dédiée a la discrétisa-
tion du systeme équivalent (2.21). Nous démontrerons que cette méthode satisfait toutes
les propriétés de stabilité et de précision mises en avant dans l'introduction générale de
cette partie. Toutefois, I’analyse détaillée des bilans d’entropie discrets nous permettra de
conclure a I'impossibilité de satisfaire la consistance de la présente méthode, “bien que
naturelle”, avec la condition de compatibilité (3.11).

Les résultats numériques illustreront clairement que la présente méthode conduit, en
général, a des erreurs numériques L! inacceptables & un degré de raffinement donné.

La violation de la condition de compatibilité sera montrée étre exclusivement due
a Derreur de projection L? de la variable d’évolution en temps lors du pas consacré a
I’approximation du systeme du premier ordre extrait. En effet, nous proposons ci-dessous
une approximation de I'opérateur du second ordre extrait, exempte de toute erreur L2
dans la représentation des dérivées de la solution discrete (au sens de la remarque 1.9).

5.1 Premier pas: Opérateur dissipatif extrait (t" — t"+t57)

Supposons connue a la date ¢" la solution discrete vy (x,1"), choisie constante par
morceaux. Nous proposons d’approcher la solution du probleme de Cauchy :

dip = 0, (5.1.1)
Orpu = Ou((pt + pir)Ozur), (5.1.ii)
OpE = 0,((pt + pr)udypu), (5.1.1i1)
DpS. = 7,;:—11 B (S0 )) o (Dau), (5.1.iv)

associée a la donnée initiale v (x,t"), a 'aide d’'une discrétisation aux différences finies
consistante. Celle-ci est choisie implicite en temps afin de s’affranchir d’une limitation de
type CFL trop contraignante.

Considérons pour tout 1 € 7 :

P = (5.2.0)
(pu) I = (pu) + At ((p + i) Dot (5.2.ii)
(pE)HY = (pE)" + Atd, (1 + i )udpu) (5.2.ii)
_ ;1 (i '
(pS)ITHT = (pS )l + Aﬁ%_l WS (D)L (524

ou les opérateurs aux différences finies impliqués trouvent les expressions consistantes
suivantes :

ll-l—l,— 1

81,((# + //l/q—)axul = (/,L + /,LT)@ (M”uH_l — 2M”u2 + M”ui_l) 5 (531)
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i 1,— 1 n n n .o
Dot + pr)udpu " = (p + He)5x (M7 i) = 2(M™ ) + (M™u;_y)?) L (5.3.0i)
v, — 1 (ani |
e TS By = e RS
1 n n n n b
TAL? ((M Uipr — M™ ;) + (M u; — M ui_1)2) , (5.3.1i1)
avec
g b= _gn
— 1 i T ,osi S thT L g
WS = A (ST) — heY(s)T) AR (5-4)
R'(R=H(S 20 TY), sinon,
L’opérateur M™ désigne, ici, une moyenne en temps définie par
Xn—l—l,— Xn
M"X = % (5.5)

Il importe de noter que (5.3.i) et (5.3.ii) préservent la propriété de conservation des
opérateurs exacts concernés. De plus, la formule (5.3.iii) possede bien, et toujours, le signe
de B'(h71(S,)).

La densité p demeurant inchangée, les équations discretes (5.2.ii) se trouvent étre
découplées des autres. Dans la pratique et donc en présence de conditions aux limites, il
s’agit de résoudre un probleme (matriciel) symétrique défini positif en I'inconnu M™u. Ici
et donc pour le probleme ou 7 parcourt Z en entier, nous ne cherchons pas a énoncer des
conditions assurant 1’existence de M™u et nous ’admettrons. Les inconnues (,OE)?H’_ et
(pS)Mth™ sont ensuite explicitement déterminées.

En effet, la condition ST?-H’_ # 5,7, exprimée en (5.4), est équivalente & exiger
((M”uH_l — ]\4nu2)2 —|— (M”uZ - Mnui_l)z) 7£ 0
Ainsi dans tous les cas, S,/ est solution de:

ST = k(s ),

+17_

ou par construction s;; est donné par la relation explicite :

n — T 1 T n n n n
1T gy At(szrL_)% 2gx2 ((M™uis — M i) + (M™u; — M™uiy)?) . (5.6)

En conséquence, les formules proposées sont indépendantes du choix de h et donc de
la variable d’évolution choisie pS;. Cet intérét est conforté par le résultat suivant :
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Lemme 5.1
En adoptant les formules aux différences finies (5.3), les identités suivantes ont lieu si-

multanément :
s(pi T (pu)i T (,O‘E)”+1 (pS-)ithT) =
s+ At (IOZ_I__I_ TN ( (M" w1 — ZW”ui)2 + (M"u; — M”ui_l)z) , (5.7)

et pour toute fonction g vérifiant (Hy) ou (Hy)

(PSP (pu) ™7 (BT, (08T T) = (pS)] +

T 1 S —ironeth- M n n n n
Ath/(Q I(S))z S AL ((M Uip1 — M ui)z + (M u, — M Ui—1)2) , (58)

K3

0U NOUS aAVONS Posé

SnH_ S”
g(g=(8);, T =3 ¢ S”“ ) g )’

. n+l,—
st S; # S (5.9)

sinon.

Remarque 5.2

Nous aurons a considérer ultérieurement des viscosités fonctions des inconnues. Nous
précisons des maintenant que les résultats obtenus dans cette section au titre de viscosités
constantes s’étendent sans difficulté au cas général en adoptant les formules aux différences
finies suivantes immédiatement déduites des formules (5.3):

+l,— 1
D, o T =
(1 + pir) A2
(4 1) oM iy = M)+ (e i)y o = MMuih)) (5.10.i)
ll-l—l - 1

Dol + pir Judau,

N
((M + MT)?—I—I/Q((M”UH—l)Q _ (Mnu2)2) o (/~L + MT)?—l/Q((Mnui)2) . (Mnui—l)z) 7 (5.10.ii)
ll-l—l,—
T 2 __ ol easeyytt,
prr=1 h (A=1(5:))(0xu) : - (,O?H’_)%_lh (h=1(55)) /~572sz
(it oM i = M i) iy o (Mg = M uia)?) (5.10.iii)

olt nous utilisons encore la définition (5.4). Nous avons posé ici (1 —+ )7y /9 = Hihy /g +

e
Hrit1/2-

Démonstration du Lemme 5.1
En arguant de I'identité pt"~ = p?, nous calculons directement

n — n 1 n — n
s(viThT) — st = ) (p(vi™ ) = p7)

K3
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Y 1 n+1,— n n+l,— arn n+l,— n
= ey ((PE) = (0B)7 = oM (™ = )

(p?-l—l’_)%— (h—l ((PST);H—L_) o h—l ((pST)?)))
v —1 pith P ’
ou M™ est défini en (5.5).

Le choix des formules aux différences (5.10) assure la relation

( n+17—)%

nrl,— n n n+1,— n pZ 1 — .
(PETHT = (pE)! = MPui((pu)f ™ = (pu)}) = 2= (5™ = s?) =
At . . : ) )

2Ax? (M”l/?(M uigr — M7u)” + iy (M u; — M Uz’—l)Q) )

qui n’est autre que la relation attendue. L’identité (5.8) se déduit de (5.7) par un simple

jeu d’écriture conduisant a introduire la moyenne consistante (5.9). Ceci conclut la preuve.
|

Nous avons donc prouvé

Lemme 5.3
Les solutions discrétes de tous les systémes équivalents a (5.1) coincident dés qu’elles sont

construites sur les formules aux différences (5.3), (5.7) ou (5.8).

Remarque 5.4
n+1,—

La précédente preuve indique clairement qu’une autre définition de h/(h=1(S;)),

ne
permet plus de linéariser en s, la nonlinéarité :

(S, 2T — RS,

Elle indique, de plus, que I'identité

1 ((pu Z’H—L_ 1 ((pw)f)? n ntl— n
5((:0,0;“7_ > 5(('0/); u; ((/JU)Z' - (Pu)z’)

est responsable de I’apparition de la moyenne en temps (5.5) dans les formules aux dif-
férences (5.3). L’extension des formules (1.17) décrites dans le cadre du systeme Navier-
Stokes a une pression (cf. section 1) est, bien entendu, possible mais il faut alors invoquer
la convexité de I'application {pS} pour conclure a la décroissance de {pS} et donc faire
apparaitre une erreur L? dans la représentation discrete de 'opérateur (9,.)*. Cette erreur
fait perdre le principe d’équivalence discrete énoncé au Lemme 5.3.

Remarque 5.5
La précédente preuve indique, enfin, que c¢’est I'invariance en temps de la densité au cours
de ce pas qui permet d’éviter le recours a la convexité de {pS} en “figeant” plusieurs des
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nonlinéarités et en autorisant la linéarisation, par le choix de la moyenne (5.9), de la
relation définissant ’entropie spécifique s. C’est la raison pour laquelle nous adopterons
dans ce travail (presque) systématiquement une stratégie de pas fractionnaires séparant
I'opérateur du premier ordre des autres opérateurs avec pour souci de minimiser les sources
d’erreur L2,

Nous disposons donc, au terme de ce premier pas, d'une approximation de 'opérateur
du second ordre extrait préservant I’équivalence au niveau discret et vérifiant les propriétés
suivantes, énoncées sans démonstration :

Lemme 5.6
Supposons h et g satisfaire (Hy), respectivement (Hz), alors les inégalités suivantes ont
liew :

ST = S(vithTy < 57, (5.11.1)

ST <8, (5.1L.i)
respectivement

ST = S(vithTy > 51, (5.12.1)

St > 50 (5.12.ii)

5.2 Second pas: Opérateur du premier ordre extrait (t"*~ —
tn—l-l)

La solution discrete v (z,t"t17), définie a I'instant ¢"*1~ étant constante par mor-
ceaux, considérons le probleme de Cauchy suivant :

Oip + Ozpu =0, (5.13.i)
dipu + 0y (pu® +p+pr) =0, (5.13.i1)
Ol + 0,(pE+p+p-)u=0, (5.13.1ii)
OpS; + 0ppSru =0, (5.13.iv)

associé au choix de la donnée initiale vy (x, "1 7). Les solutions discontinues du précédent
systeme sont, ici, sélectionnées par les conditions d’entropie suivantes:

OpS + OppSu <0, (5.14)

ou l'application {pS} vérifie les hypotheses du Lemme de convexité 2.4. Ici, nous exigeons
les précédentes inégalités relatives aux entropies de Lax (pS, pSu) pour tout choix de g
vérifiant (Hy) mais la fonction h, devant vérifier (H;) et définissant S; = h(s,), doit étre
comprise comme fixée puisque nous allons projeter I'inconnue pS;. Nous reviendrons sur
ce point ultérieurement.
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Désignons par v(x,t) la solution faible entropique de (5.13)-(5.14), constituée, pour
des temps suffisamment petits, de la juxtaposition sans interaction de la solution, notée

1,— 1,— N . PN .
= vith ,V?_:—l "), des problemes de Riemann posé a chaque interface.

Sous la condition CFL

w(

At 1

définissons les valeurs moyennes pour 7 € 7 :

1 Tiy1/2
Vit E/x, *// v(z, At) de. (5.16)

Nous achevons ainsi la description de 1’algorithme :
At 1 :
it = pt = o A{pu ity (5.17.i)
n+1 n At 2 nt1,— n+1,— ..
(pu)i™t = (pu)? — EAZ'{,OU +p+ pT}i-I—l/? + At0,((p + pr)Opu); , (5.17.i1)
n n At n — IZ+17—
(pE)Itt = (pE)! — EAi{(pE +p+ pT)u}i_I-_i'll/’2 + At0.((p + pr )udzu), , (5.17.1ii)
n+l . Al ntl,— 1 -1 2“"‘17— ;

(pSHIt = (pSH)F — EAZ'{,OSTU 112 T AL e h(h=1(S:))pr(Ozu)? —, (5.17.0v)

ou A; trouve la définition suivante:
AX =X — X
Ici, et par exemple pour (5.17.1), la fonction flux numérique coincide avec celle de Godunov
{pu}ifijs = {pud(w(0F viTH7 Vi),
ntl— -

ou w(.;v, , Vit 7)) désigne la solution du probleme de Riemann posé a l'interface
Lit1/2-
Au terme de ce dernier pas, nous énoncons avec des notations claires le résultat suivant

en précisant de nouveau que la fonction h définissant S, et vérifiant (H;) (ou (Hz)) doit
étre comprise comme fixée alors que le choix de g est libre tant que ¢ satisfait (H;) (ou

(Hz)):
Théoréme 5.7

Sous la condition CFL (5.15), les principes du mazimum suivants sont satisfaits :

1 .
St i= o lpS) (o1, ()i, (pB)IH (pS-)iHY) < max (S7,, 87,57 ) 5 (5.18.0)

St < max (8.0, 87,80 ) S (5.18.ii)
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dés que h et g satisfont (Hy). St h et g satisfont (Hy), alors elles doivent étre remplacées
par

Set > min (7, 57,87, ) - (5.19.1)
St > min (S0, 840 S0 ) (5.19.ii)

Par ailleurs, les inégalités d’entropie précisées suivantes ont lieu :

n n At n+1,— n 7 1 e
(SIS + S pSIEE = —€8 + AL (S o (5:20)
ot nous avons utilisé les formules (5.8) et (5.9), et les définitions

{pSu} iy = {pSu(w(0F5viThm Vi), (5.21)

et

1 Tip1/2

& = ~{pSHvit) + [ oS, A de = X (=olpS] + [pSul), (5.22)

Ti—1.2 choc

ou o désigne la vitesse des ondes de choc éventuellement concernées.
Avant de donner la preuve de ce résultat, nous assurons la positivité des pressions par

Lemme 5.8
Sous la condition CFL (5.15), le schéma par projection 1.2 préserve la positivité des pres-
sions p et p, dés que la densité est positive.

Démonstration du Lemme 5.8
Supposons h et g satisfaire (Hy), la preuve dans le cas ou (Hsy) est satisfaite par h et g
étant similaire. En invoquant (5.18), la décroissance de h et g implique

it = (it gt (max (ST, ST, S ) )
pritt = (pr TR (max (S, S S ) ) -

qui n’est autre que le résultat attendu en raison de la positivité de A=t et g71. W
Nous donnons a présent la preuve du Lemme 5.7 :

Démonstration du Lemme 5.7

Nous ne donnons pas la preuve des inégalités d’entropie précisées (5.20) car sous cette
forme elles sont classiques. Soulignons simplement que I'identité (5.8) est responsable de
I’expression de £ : i.e. I'erreur dans le bilan d’entropie n’est due qu’au choix de la variable
d’évolution v et de sa projection L* (5.16).

Montrons les principes du maximum attendus.
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Les entropies pS, et pS jouant des roles dissymétriques lors du second pas, la premiere
est conservée, la seconde ne 'est pas; les preuves s’appuieront sur des arguments diffé-
rents. Le premier fait appel a la propriété de S, d’étre une grandeur transportée et a des
propriétés exhibées a ce titre par Larrouturou [20]. Le second fait appel a une propriété
exhibée par Tadmor [35] qui assure en substance un principe du maximum, respective-
ment minimum, pour S des que 'application {pS} est convexe, respectivement concave
(voir également Perthame [36]).

Bien que désormais classiques, nous rappelons ces deux principes ainsi que leur consé-
quence pour une méthode de Godunov car nous aurons a “combiner” ces deux principes
lors de la prochaine section ou nous devrons re-symétriser les roles de pS et pS;.

Concernant, dans un premier temps, l’entropie pS,, S, possede d’apres le choix du
systeme (5.13) la propriété d’étre solution d’une équation de transport :
OepX + 0ppXu =0,
i.€.
atX —|— uaxX = 0,

ou il n’y a pas d’ambiguité puisque [X] = 0 a la traversée d'une k-onde de choc avec k=1
ou 3 et [u] = 0 a la traversée de la discontinuité de contact.

Nous avons en conséquence, le résultat suivant, que nous invoquerons par la suite:

Lemme 5.9
Soient v el vi deux élals firés. Désignons par w(7;vr,VR) la solution du probléme de
Riemann associée au systéme (5.13). Alors, Uentropie spécifique S, associée a w(.; vy, VR)

vérifie
[E‘ B XL7
X (?’V[”VR) N { XR7

ot u*(vy,VR) désigne la vitesse de la discontinuité de contact éventuelle et X(7;vr,VR)
vaut S-($;vrL, VR).

< u*(vL, VR),
> u*(vL, VR),

BN

Une conséquence de ce résultat est que sous la condition CFL (5.15), les moyennes:

XL = AZJ} /0 (Xt VL’VR)X (At VL’VR) da
= (X)X ) (0% v, va) — (pXu))

et

Ax

S 2 3
PXR= @/o (At V”R) X (A ’VLvVR) de
2At

= (Xr- < ((pXu)r = (pXu)(w(0F: Vi, vR)))



Méthode de type Godunov par projection L* 179

vérifient le principe du maximum suivant :

min( Xy, Xg) < X, et X < max(Xy, Xg), (5.23)
oll nous avons posé
Y=L e Xp=EE
PL PR

avec, bien entendu,

Az

=g [ (Spven) a7 (Gvevn) 4
= — —V,V x e = VL,V £

PL= Ax Joae PAAP Y VE PE= Az Jo PA\ApYVE

De plus, nous avons la formule suivante, due a Larrouturou [20] :

X si (pu)(w(0t; vy, vr)) > 0,
Xpg sinon.

(pXu) ({075 ve, V) = (pu)(w(0%: VL. vR)) { (5.24)

La preuve des principes (5.18.ii) et (5.19.ii), relatifs a S, se déduit aisément de (5.23)
sous la condition CFL (5.15) en invoquant les inégalités (5.11.i1) et (5.12.ii) obtenues lors
du premier pas.

Nous donnons maintenant la preuve des inégalités analogues portant sur S.

Nous calquons, ici, une preuve due a Coquel-Perthame [30] dont nous aurons a re-
prendre plus loin certains éléments.

Pour toute paire d’états (v, vg), S reste constante dans les régions de régularité de
la solution du probleme de Riemann. Par ailleurs, a la traversée d’une discontinuité nous
avons (cf. Lemme 2.9)

M(S-l- - S—) < 07
ou nous avons supposé 'application {pS} convexe. lci,
M= pi(us —0) = p_(u_ o)

désigne le débit exprimé dans le repere de la discontinuité. Rappelons, en vertu des théo-
remes 2.7 et 2.8, que M = 0 pour une discontinuité de type contact, M > 0 pour une
1-onde de choc et M < 0 pour une 3-onde de choc. Nous avons donc clairement

S(vy) pour & < u”, (5.25.1)
S(vr) pour & > u”, (5.25.i1)

ou u” désigne la vitesse de propagation de la discontinuité de contact éventuelle.

Des lors, sous la condition CFL (5.15), nous avons

S(v(z,At)) < maX(S?——I—lL_a S?H’_a 5?4-—'—117_)7 UAES (51?2'—1/2, $i+1/2)7
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et puisque la densité reste positive:

{pStv(z,At)) < p(a, At) maX(Sf_-I'll’_, SZ»H_L_, Sfjll’_), r € (Ti—1)2, Tit1/2)-

En invoquant la convexité de {pS}, nous déduisons donc que pour chaque cellule

(51?2'—1/27 51?i+1/2)

1 Tit1/2
prttsrtt < — [ S (v, AY) de,
Az Ti—1/2

1,— 1,— 1,—
< o max(STTL ST SET),

K3 K3

d’ou la conclusion attendue en vertu du Lemme 5.6. B

Notre propos est, a présent, d’établir que le schéma par projection L2, que nous venons
d’introduire, vérifie un ensemble complet d’inégalités d’entropie discretes. L’examen des
bilans d’entropie précisés nous permettra de conclure que ce schéma viole la condition de
compatibilité (3.11) bien qu’il satisfasse toutes les autres propriétés escomptées.

Au terme du second et dernier pas de la présente méthode, I'inconnue pS., ou 5, est

définie relativement a p; par le choix de la fonction h fixée, vérifie
p T
n n At n+1,— Yr — 1 e
(PSS = (pSo)i + —AxAi{PSTU}Jll/z = Al prr—1 h’(h—l(ST))MT(al,u)?i ’

ot nous avons utilisé la formule aux différences (5.3.iii) ainsi que les fonctions flux numé-
rique dont la définition est donnée par (5.21).

Nous précisons le devenir de cette égalité obtenue par construction et ce pour d’autres
couples (pH (s;), pH(s;)u). Soulignons que nous cherchons a estimer

PIRH(s ) = R H(ss) avee s = hT(SIH),

7 7

c’est & dire pour la méthode numérique définie par projection de la variable ph(s,), et
non par projection de pH(s;) qui est ici fonction des variables (p, pu, pE, pS;).

De maniere a simplifier 'exposé, nous écrivons dans la suite:
H=ypoh,

ou @ devra vérifier les conditions suivantes:
(Hs): ¢ est de classe C*(IR,, IRy), strictement croissante, strictement convexe.

de sorte que nous avons la propriété de convexité suivante ou nous avons posé

Srp = (57)-
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Lemme 5.10
Supposons h satisfaire la condition (Hy).

(i) @ satisfaisant (Hs), Uapplication (p, pu,pE, pS;) — {pS-,} définie par

S,
{pS-o s pus pE, pSy) = pe ('Op ) (5.26)

est convexe (et non strictement).

(ii) ¢ satisfaisant (Hs), Uapplication (p, pu, pl, pSy,) — {pSty définie par

_ U 2 Yr ST
{pS}u(p, pu. pE, pS-y) = pg (7 ! (,oE _ e P (poh)™ (P_w)))
IOW 2/0 Yr 1 1%

ot g vérifie la condition (Hy), est strictement convexe.

Démonstration du Lemme 5.10
Concernant "assertion (i), un calcul direct la matrice hessienne de I'application (5.26) de
montre que les mineurs sont tous positifs ou nuls des que ¢ est (strictement) convexe.

Afin d’établir I'assertion (ii), vérifions que I"application ¢ o h vérifie (Hy) des que h
vérifie (Hy). Un calcul direct conduit en effet a:

(0 h)(x) = ()¢ (h(x)) <0,

(Yoh) h™(x) o, (@) k7 (x)

RPN )= h

wony Ty T ) S iy
pour tout x positif et ce grace a I’hypothese (Hs) ainsi qu’a la décroissance de la fonction
h. Ce qui permet donc de conclure. B

Armés de ces propriétés, nous énoncons le premier résultat suivant :

Lemme 5.11
Sous la condition CFL (5.15), Uinégalité d’entropie précisée suivante a lieu :

At .
(oS-} (A ()i (BN (05 ) = ple(S20) + 5 Acde(Sul s =

2IZ+1,—
7 9

(€ 4 Atm(z;)%(eo o Y (5)) (O]

ot la formule aux différences (5.5.4ii) appliquée a H définit la moyenne utilisée, la fonction
fluz numérique étant définie de fagon analogue a (5.21). Dans (5.27), nous avons par

(5.27)

construction

P (S Y = {pS- it (pu) it (pE)EFY, (pS,)EH)
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et par définition

L yzivie {pS; Hv(x, At)) da
_ o+l n+1 n+1 ’ > 2
(gw) P 99(5 ) + P (Al‘ /l’i—l/z Alx ;;ijll//; ,O(J?,At) dr - 07 (5 8)

v désignant la solution du probléme de Cauchy (5.13).

L’inégalité précédente étant en général stricte, ce résultat exprime que la solution
discrete déduite de la projection de pS; est distincte de la solution discrete que 'on aurait
obtenue en projetant pp(S;). La preuve de ce résultat, donnée ci apres, montrera que les
solutions discontinues du systeme (5.13) vérifient la loi de conservation supplémentaire

Ope(5S-) + Dopip(S-) = 0

qui peut des lors concourir a définir un systeme équivalent en remplacant la variable
pS: par pp(S;). L’équivalence discrete est, toutefois, perdue comme 'indique I'inégalité
précisée (5.27).

Démonstration du Lemme 5.11

La démonstration est donnée en deux temps correspondant aux deux pas composant la
méthode.

A D'issue du premier pas, I'identité (5.7) et le Lemme 5.3 assurent I'inégalité suivante :

ll-l—l b

PGS IHT) = el 80 = A (S

(pp)=!
avec la formule aux différences (5.3.iii) appliquée & H = ¢ o h.

Ecrivons qu’au terme du second pas et par définition :

)t 1 1 Tiy1/2
st = 15T [ S v A do

n+1 1 T,
P Az xif/j p(x7 At) dx Az i—1/2

soit des lors

STn+1
(i L [EA oz, At) dr

Ar JTi—1/2

)= ¢ (m [z {pS, Y (, AT) dw)

En constatant que

pla, At) dx
dl/ = I Tiri)2 ( At d
Ax JTi_1/2 PLE, ) r

définit une mesure de probabilité, i.e. positive et de masse unité sur (z,_/2, ¥iy1/2), l'in-
égalité de Jensen implique, en vertu de la convexité de ¢, I'inégalité suivante :

1 1 Tit1/2
ntly _/
S‘Q(Sﬂ ) — 1 rzZiy1/2 p(l’, At) dl’ Al’ . {pS‘Q(ST)}(V(xv At)) dl’,

Az Jmi_1/2 i=1/2
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soit
Tit1/2
pitle(S-iH) < {pe(5:)}(v(x, At)) dx.

Ti—1/2

Puisque S, est une grandeur transportée, I’application du lemme 5.9 relatif aux gran-
deurs transportées, avec X = ¢(5,), montre que ¢(5;) vérifie en réalité, pour les solutions
du probleme de Cauchy (5.13), la loi de conservation supplémentaire

Oipp(S-) + Oupp(S-)u = 0.
Il vient donc des formules de projection (5.16) et sous la condition CFL (5.15):
At 1=

Tit1/2 n _ n _
/ {pe(SHv(z, At)) de = pi™ o (SH07) = - Adpe(Sulily, - (5.29)
Ti—1/2

ot les flux numériques impliqués sont définis par (5.21). Nous venons donc d’établir (5.27).

Ayant exhibé les inégalités d’entropie précisées (5.27), valables pour tous les couples
d’entropie de Lax (pS:,, pS-,u), nous considérons a présent les couples d’entropie de Lax
({pS}y.{pS}y~7) pour énoncer la tautologie suivante:

Lemme 5.12
Lidentité suivante a lieu :
(S Yo (prt, (pu)it ()i prt (5,0 =
{pSY (P, ()i, (B (pS 1), (5.30)

et plus généralement, pour tout état v € 1,

{pSYu(p, (pu), (pE), pSry) = {05} (p: (), (), (pS5))
Snp = ¢(ST)7

et ce pour toute fonction 1.

Nous avons pris soin d’écrire (5.30) afin de souligner que (pS;,)i*" doit étre dé-
fini par p/t'(S,71) et non par la projection L2 de {p(S,)}(v(x, At)) sur la cellule
(w12, Tig1/2)- Lidentité (5.27) aurait, bien entendu, été fausse.

En conséquence de cette tautologie, nous avons
Corollaire 5.13

Fixons la fonction g, supposée satisfaire (Hy) ou (Hy), alors Uerreur de projection 1.2,
donnée par

(S (5 () (B (S, ) +

é/flp{psb(v(%m)) de — 3 (= ol{pS}al + HpStoul). (5.31)

i—1/2 choc
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est indépendante du choix de la fonction ¢ et ne dépend que de la fonction h. Elle coincide
done avee la formule d’erreur (5.22).

Armé du Lemme 5.12 et du Corollaire 5.13, nous sommes en mesure de conclure par

Théoreme 5.14
Le schéma par projection 12, défini par (5.2)-(5.3)-(5.17) ne satisfait pas la condition de
compatibilité (3.11).

En d’autres termes, il n’existe pas de couple de fonctions ¢ et ¢ vérifiant (H;) ou (Hs)
telle que les bilans d’entropie discrets relatifs aux paires

(IOSTapHOSﬂpu) et ({PS}w7{PS}wU)
s’annulent systématiquement simultanément.

Démonstration du Théoréeme 5.14

Supposons que la solution discrete a l'instant ¢ est telle que dans un voisinage de la cellule
(®i1/2, Tig1/2) pour un ¢ fixé, S, est constant et reste égal a cette valeur sur la cellule
considéré a D'instant ¢"*1. Il suffit par exemple de considérer une donnée initiale pour
laquelle S, et u sont uniformément constants et d’analyser la méthode au premier pas.

Ici, bien entendu, les autres variables ne sont pas supposées constantes sur (2;_1/2, Tit1/2) X
(tn tn—l—l)
) .

Sous de telles hypotheses, nous avons en arguant de la formule de flux de type Lar-
routurou, 'identité suivante valable pour toute fonction ¢:

Al
piT (ST = (S-7) X {,0? - EAZ'{IO“}?H/?} )

puisque a l'issue du premier pas S;(x, At) étant une fonction constante sur la cellule
considérée, 'examen de la formule d’erreur de projection (5.28) relative a (pS;,, pSy,u)
assure que celle-ci s’annule.

Puisque S,/

vertu de la relation précédente:

= 5, par hypothese, 'identité suivante est trivialement vérifiée en

(Do (S = (pp(S))F + S oSl gs = 0.

X

en particulier pour toute fonction ¢ relevant de I'hypothese (Hs) de sorte que pp o h(S;)
est bien une application convexe de ses arguments.

Si la condition de compatibilité (3.11) devait étre satisfaite, il existerait nécessairement
une fonction g telle que le bilan d’entropie discret associé a p.S s’annule également sur la
cellule (2;_1/2, %i41/2) & la date considérée. L’examen du bilan d’entropie discret concerné
montre qu’il n’en est rien sauf a violer les hypotheses de convexité. Ceci conclut la preuve.
|
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5.3 Mise en oeuvre numérique

La méthode de pas fractionnaire précédemment introduite est appliquée a ’obtention
de solutions approchées du systeme équivalent (2.21). Notre propos est de comparer nu-
mériquement ’approche que nous avons qualifiée de classique a la présente stratégie de
projection L2,

Puisque nous avons privilégié la méthode de Roe dans le cadre dit classique, nous
adoptons ici une linéarisation de Roe pour 'approximation de chacun des problemes
de Riemann (5.13). Il est bien connu que sans correction, une méthode de Roe n’est
pas consistante avec les inégalités d’entropie (5.20) et qu’en conséquence 'argumentation
précédemment développée ne s’applique pas. Il aurait été possible d’appliquer a notre
contexte la méthode de relaxation d’énergie proposée récemment par Coquel-Perthame
[30] de maniere a préserver point par point I’argumentation précédente tout en assurant
une propriété de précision de la méthode de Roe: 'exacte capture des discontinuités de
contact stationnaires.

Nous n’avons, volontairement, pas choisi cette direction et ce exclusivement de maniere
a assurer la consistance dans la comparaison de ’ensemble des méthodes d’approximation
proposées dans ce travail. Notons que nous n’avons pas observé de violation de positivité
pour le présent algorithme sur ’ensemble des tests numériques proposés.

Dans ce contexte, nous décrivons la linéarisation de type Roe que nous avons adoptée.
En utilisant les notations classiques

v="(p, pu, pE, pS,),
f(v) = T (pu, pu’ +p+pr, (pE+p+pu, ,oSTu) ,

le systeme (5.13) trouve la forme condensée suivante:

ov + 0,f(v) =0. (5.32)
Nous introduisons les notations
B .
k=~v—1, K;=7v—1 et H:m.
P
De plus, conformément & ce qui précede, nous posons:
p=p"g(5) et p.=pTh(S:). (5.33)

Nous rappelons qu’une linéarisation de type Roe, notée A(vy,vg), doit satisfaire les
trois propriétés suivantes pour tout (vr,vg) € Q% et tout v € Q:

A(vy,vgr) est diagonalisable a valeurs propres réelles, (5.34.1)
A(VL,VR) . (VR — VL) = f(VR) — f(VL), (53411)
A(v,v) = VI(v). (5.34.1ii)
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Sur la base de récents travaux (Coquel-Marmignon [18], Abgrall [19]), nous considérons
la moyenne suivante de la matrice Jacobienne du flux exact:

0 1 0 0

—u* + 8p(pA—|j~pT) 2=r)u £ Dps, @E’ Pr)
_Hﬂ+ﬂap_(p+p7) H—_/iﬂz ’)/ﬂ Hapsq—(p—l_pT)
—uS, Sy 0 u

A(VL,VR) = (535)

La notation X désigne la moyenne de Roe

7_\/EXL—I-\/,@XR
VL + PR

Il est important de rappeler que la moyenne de Roe classique est motivée par 'existence

d’un jeu de variables pour lesquelles les nonlinéarités présentes dans le flux exact trouvent
une forme quadratique. Il est bien connu que 'opération de moyenne des dérivées partielles
thermodynamiques doit conduire a une reconstruction du saut de pression en fonction du
saut des variables conservatives, i.e. vg — vy. En conséquence, nous définissons

Dop + p-) = Tpp + Dop-, (5.36)
05, (P + pr) = 0ps,p + Ops, pr, (5.37)
oll nous avons posé
— /{_ K —
0,p = §u2 — /Q—TappT7 (5.38)
e K
aps‘rp = _K_apSTpT' (539)

T

La matrice de Roe ainsi proposée doit satisfaire les conditions de consistance (5.34).
Un simple calcul met en évidence que la condition (5.34.ii) est réalisée si et seulement si

Ap, = a/pETAp + aprTApST, (5.40)
ou AX = Xp — X désigne le saut de la quantité X, car alors Ap est ipso facto correcte-

ment reconstruit.

Afin de vérifier (5.40), il nous faut déterminer a/p;} et aprT qui représentent des
quantités moyennes de

Dopr = tir (30T h(S:) = Sp7T T (S,)) (5.41)
Dps,pr = Kop " MR (S5). (5.42)

En considérant (xpg, 1) et (yr,yr) deux couples de réels donnés et (g, 77) un couple de
réels donné tel que 7 + 71, # 0, 'opérateur de 7-moyenne suivant est considéré:

T~ TRTR+ TLTr 27 TLYR + TRYL
X =

) Yy
TR + 7L, TR+ TL
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[’identité suivante est alors satisfaite (voir par exemple Abgrall [19], Coquel-Marmignon

[18], Godlewski-Raviart [29]):
T—= &7
Azy =77 Ay + Ty Ax.

Au vu de la loi (5.33), I'identité discrete (5.40) requise peut étre écrite:
AP h(S,) = 0,p77h(S:)Ap + Dy, p7mh( S, ) ApS,. (5.43)

Cette condition de consistance met en jeu les incréments des variables conservatives p et
pS, tandis que les nonlinéarités impliquées sont exprimées en terme de p et S.. Afin de
rendre possible la linéarisation nous proposons une famille de moyenne de (5.41) et (5.42)
mettant en oeuvre la ¢o-moyenne précédemment introduite :

0ppmh(S-) = 72 (P h(S)) = pr WSS et Dy pmh(Ss) = prTR(SL),

avec
)= A i
_ h(S7) A,o si PR # PL,
3 Th(S,)) = z
w(p)=
h(S:) 4rp" ! si pr = pL,
wlp)= AW(S
v
4 (5) si. S:p # S:p,
Wf—l/f?(S - p AS;
P a w(p)—
Py : _
h (ST) S1 STR = STL7
P

oll ¢ est une fonction positive de C°(IR) et p = \/pr\/PE-

Le choix de ces opérateurs de moyenne conduit au résultat suivant :

Lemme 5.15

Pour les opérateurs de moyenne précédemment définis, la matrice linéarisée de Roe, dé-
finie par (5.35), satisfait les propriétés (5.34.ii) et (5.34.iii) quelque soit le choix de la
fonction .

Fort de ce résultat, nous considérons 1’étude de la validité de la condition d’hyperbo-
licité (5.34.i). Nous n’émettons aucune hypothese sur le signe de v, — v et il est possible
de montrer ([18]):

Lemme 5.16
Supposons la fonction @ définie par:
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Alors, pour les opérateurs de moyenne précédemment définis , la matrice linéarisée de
Roe, définie par (5.35), satisfait la propriété (5.34.1). Cette matrice admet les valeurs

propres suivantes :
T2 T a2
u—\Ves, u, u+ e,

o - (P(p)‘_> YT
2= k(T -7) + (1 - i) AEAN AN
Ap

ou

T

Remarque 5.17

Il est important de noter que la propriété (5.34.1) est satisfaite pour toute fonction ¢ si
v < ~,. Cette inégalité, relatives aux coefficients adiabatiques, résulte du fait que nous
avons privilégié I'entropie pS;. Il est clair que, si dans la méthode précédente ’entropie
pS avait été privilégiée, la condition (5.34.1) aurait été satisfaite pour toute fonction ¢
des que v, < 7.

Nous sommes alors en mesure de donner une expression des flux numériques. Ceux-ci
étendent, dans le contexte de cette étude, de récents travaux relatifs a des mélanges de
gaz caloriquement parfait (Larrouturou [20]) et a la dynamique des gaz faiblement ionisés

18],

Afin de simplifier les expressions des flux, nous introduisons les notations suivantes:

ot = '“;g (3t pvann), o= T (@ap—app+p0)
et O =yl (ApE — HAp — BﬂAu) . (5.44)
A T’aide de ces notations et en posant
d=¢ + ¢ +o" et U =gt — o, (5.45)

il peut étre montré que les flux numériques de la méthode de Roe se réexpriment de la
fagcon suivante:

Fo(viova) = 5 {f(ve), + f(va), — @) (5.46.)
foulVe, VR) = % {f(vL)pu +£(VR)pu — (clm + \/0:2\11)} : (5.46.i1)
foe(VE,vR) = % {f(vL)pE +f(Vr)oE — (cbﬁ + Wc:?q; + @) } : (5.46.iii)

1 — — :
Fos: (VL vR) = 5 {£(vi)os, +£(vR)us, — (05, — [@l(S-Ap — ApS:)) }. (5.46.iv)
En conséquence, la solution discrete de (5.13) est donnée par

N Lt
vith _E(f(viﬂ’ Vi) = ST v )) (5:47)

Vv

n+l __
7

La dissipation est introduite en utilisant les formules aux différences finies (5.3) décrites
lors du premier pas.



Section 6

Méthodes de type Godunov par pro-
jection nonlinéaire
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6 Méthodes de type Godunov par projection nonli-
néaire

Les développements proposés lors de la précédente section suggerent clairement les
quelques remarques suivantes.

S’il est possible d’éviter une erreur L? de représentation des dérivées de la solution dis-
crete, il semble en revanche impossible d’éviter, lors du pas dévolu au systeme du premier
ordre extrait, ’erreur de projection L? liée au choix des variables d’évolution (p, pu, pE,.)
ayant nécessairement conduit soit p.S soit pS; a étre une entropie de Lax. Cette erreur a été
montrée s’opposer a la satisfaction de la condition de compatibilité proposée. En ce sens,
nous violons la condition de saut généralisée (2.19) ainsi que 'illustrent les expériences
numeériques présentées ci-apres.

Nous montrons ci-dessous, comment satisfaire cette condition de compatibilité et ob-
tenir un bien meilleur accord entre solution exacte et solution discrete par I'introduction
d’une méthode de projection nonlinéaire. Ainsi que nous l'illustrerons, cette technique est
générale puisqu’elle vient s’adjoindre, au titre du dernier pas et nécessairement dernier
pas, en tant que correction de toutes méthodes de projection L2, i.e. linéaires.

De maniere heuristique, elle re-symétrise les roles des couples d’entropie pS et pS. en
redistribuant I'erreur L? (ou les erreurs 1.?) de facon a satisfaire la condition de compati-
bilité discrete (3.11).

Nous montrons, de plus, que cette correction par projection nonlinéaire préserve toutes
les propriétés de stabilité offertes par une (bonne) stratégie de projection L.

Il faut des maintenant préciser que si 'opération de projection nonlinéaire proposée
permet de satisfaire la condition de compatibilité introduite, elle ne "assure au sens de la
définition 3.11 que pour un couple particulier d’entropie

pS = pg(s) et pS: = ph(s;),

précisément le couple subissant la projection nonlinéaire. Les fonctions h et g, ainsi pri-
vilégiées, satisfont les hypotheses (H;) ou les hypotheses (Hz); le choix est indifférent
qu’en a la conclusion mais affecte les arguments des démonstrations proposées puisque h
et g sont soit décroissantes soit croissantes. Les démonstrations nous sont apparues plus
lisibles sous I’hypothese de croissance (Hg) puisqu’elle évite les inversions d’inégalité.

Cette raison nous a conduit a privilégier (Hy) et en conséquence la concavité de
I’application pS ou pS..

Il convient enfin de souligner que la notion de projection nonlinéaire n’a évidemment
d’utilité que lorsque les deux viscosités p et p, sont toutes deux non nulles. Nous exige-
rons toutefois de cet opérateur de projection d’étre consistant avec les deux cas limites
respectivement exhibés au Théoreme 2.19 (i.e. pur/p — 0 et p/p, — 0): c’est a dire de
coincider dans ces deux cas limites avec un opérateur de projection L% portant sur la
variable conservative résultante.
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6.1 Donnée initiale et projection nonlinéaire

Nous illustrons, ici, la notion de projection nonlinéaire en précisant ’approximation
constante par morceaux v5¢ que nous associons dans la suite & une donnée initiale v :
IR — Q pour le systeme (2.23). Cette donnée initiale est supposée satisfaire les conditions

requises permettant d’assurer I’existence des projections L? introduites ci-apres.

Nous supposons ici les viscosités p et p, toutes deux non nulles. Nous procéderons aux
remarques requises en temps utile.

Etape de projection 1.2

Avec des notations claires, disposant de (po(x), (pu)o(), po(x), pro(x)), définissons les
trois grandeurs thermodynamiques associées: {pE}o(x), {pSto(x) et {pS;}o(x) ot nous
avons fait choix d’un couple de fonctions (h,g) satisfaisant (Hs).

Définissons ensuite les cing projections L? suivantes :

1 Tit1/2 1 Tit1/2

P = E/%_m pola) de, — (pu)i™ = E/%_m (pu)o(z) dx,

avec des définitions analogues pour (,oE)?’_, (,05)?’_ et (,OST)?’_.

0,—
[

Les moyennes p.'~, (pu))™ et (pB)P™ étant privilégiées, il est bien entendu impos-

sible, en général, de faire choix de (pS))"™ et (pS,)Y"” sans introduire d’ambiguité dans
la définition des pressions p)"~ et p..’” puisque par exemple, {pS} étant une application
concave, I'inégalité suivante:

{pSY (P! (pu)? ™ (PN (pS:)77) 2

é / +//(p5> (po(), (pu)o(x), (pE)o(2), (pS,)o()) dx = (pS)}™, (6.1

est en général stricte.

Lever cette ambiguité constitue la motivation du second et dernier pas.

Etape de projection nonlinéaire

De maniere a assurer la conservation de la densité, de la quantité de mouvement et de
I’énergie totale, posons pour 1 € Z:

0,—
[

(pu)] = (pu)
(PE)! = (pE);,

et redéfinissons (par exemple)

(pS)? = {pS} (P, (P, (PE)L, (pS-)7),
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il s’agit donc de redéfinir (pS,)?

;. comme solution de I’équation nonlinéaire :

0,—

-1 1 o o . . .
Hr (,;0)_ 1 g'(g71(5)), ({PS} (Pm(ﬂu)m (,OE)Z»,(pST)i) — (pS); ) _
(p)r ! T " ) o
TGy, (=) =o (6.2

ou les moyennes impliquées dans les produits trouvent par exemple la définition suivante :

(T 1 T (Tt
v=14¢(9);, -1 ¢(g"(SP))’ (6.3)

0

, . . yr—1 v , . .
et une définition analogue pour () 1 . D’autres définitions de ces moyennes

=1 h(h=1(S7));
sont bien entendu possibles et nous reviendrons sur ce point ultérieurement. La relation
définition (6.2) ainsi précisée, nous montrons ci-apres que (pS,)? existe et est unique. Il

en est donc de méme de (pS)?.

Notons que (pS)? et (pS;)? ont désormais un role symétrique puisque par construction
et contrairement a (6.1):

(pS)? = {pS} (P2 (0w, (E)?, (pS-)?),

avec bien entendu
(pS7)% = {pS:}(p2. (pu)2, (pE)2. (pS)?).

Il est donc possible de comprendre la relation définition (6.2) en donnant a pS le role
de variable et donc a pS; celui d’une entropie de Lax. Le résultat de la projection est le
meéme.

Cette seconde étape constitue clairement une opération de projection nonlinéaire qui
’ . o . . 0 0
définit de maniere unique le couple de pressions p; et p.;.

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoreme 6.1
L’opération de projection nonlinéaire (6.2) définit de maniére unique les pressions p? et
p-0 et préserve leur positivité dés que la densité initiale po(x) est positive.

Avant de proposer la preuve de ce théoreme, il convient de préciser la propriété sui-
vante : 'opérateur de projection nonlinéaire (6.2) est par construction consistant avec les
cas limites conservatifs exhibés respectivement au Théoreme 2.19.

En effet, des que la viscosité p, est choisie nulle, (6.2) dégénere en 'identité triviale:

(pS:)7 = (pS-)07
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qui est la définition attendue.

Symétriquement et parce que I'opérateur de projection nonlinéaire (6.2) ne dissymétrise
pas les roles de pS et pS,, lorsque la viscosité u est choisie nulle, (6.2) dégénere en la
définition attendue:

0 __ 0,—
(pS); = (pS)i
Par attendue, nous entendons ici qu’il faut assurer la conservation de la variable a conser-
ver ainsi que la croissance de ’entropie de Lax concave privilégiée.

La technique de démonstration que nous proposons, ici dans le contexte de la donnée
initiale discrete, s’appliquera avec les variantes requises aux pas de temps ultérieurs. Nous
la détaillons des a présent.

La validité du Théoreme 6.1 repose sur la propriété de concavité de 'application
{pS}t(p, pu,pE, pS:) ainsi que la propriété de monotonie mise en évidence dans le résultat
suivant :

Lemme 6.2
Supposons h et g satisfaire (Hy). Alors Uapplication strictement concave

(p, pu, pE, pSy) = {pSt(p, pu, pE, pS;),

est une fonction décroissante de la variable pS; a (p, pu, pE) fixé.

Démonstration du Lemme 6.2
Un calcul immédiat assure que

y—1p77" g(g7'(5))

aps_r{pS} = _77' -1 pw—l h/(h—l(ST))v

d’ou la conclusion puisque h et g possedent la méme monotonie sous les hypotheses (Hy).
Notons que sous les hypotheses (Hy), la conclusion du Lemme précédent subsiste. B

Le principe de la démonstration du Théoreme 6.1 est le suivant.

Ayant fait choix de h et g satisfaisant (Hs), la concavité de I"application {pS}(p, pu, pF,
pS;) implique au terme de ’étape de projection L?, les principes du minima immédiats
suivants :

Lemme 6.3
Supposons h et g vérifier (Hz), alors

0507 = [ S o) dr e i ((pSele)}. (6.4)

i—1/2 r€(®;_1/2:Tiy1/2)
{pS P, (pu)? ™, (pE)P T, (pS:))7) = ()P =
1 Tit1/2
— Sholx) dx > min Sholz) ). 6.4.11
—/ CTeSnle ez min {(pS)o(e)} (64)
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Ensuite, le principe de décroissance énoncé au Lemme 6.2 nous permet d’établir, en
conséquence de ’étape de projection nonlinéaire dont nous justifions la validité ci-apres,
les principes du minima suivants :

Théoreme 6.4
Supposons h et g vérifier (Hz), alors

(pS-)? = (pS:)7, (6.5.1)
(pS)? = (pS)™ (6.5.11)
(PSP (pu)? ™ (PE) ™ (pS7)77) = (pS)7- (6.6)

La preuve du résultat de positivité des pressions se déduit des lors des deux lemmes
précédents en arguant de I’hypothese de croissance de & et g.

En effet, la densité restant inchangée lors de 1’opération de projection nonlinéaire, nous

déduisons, loin du vide, de (6.5):

) . 1 _
p? 2 et L min (S ). (6.7.)
E(@i—1/2:%iq1/2) 7
0 Ovy, —1 - 1 .
W [ min (eSS ). (6.7.i)
T€(Ti_1/2,Tit1/2) i

Afin d’établir les inégalités (6.5), nous montrons qu’il existe un unique nombre M9 > 0,
résultant de la projection nonlinéaire (6.2), tel que

(pS;)? = (pS)P™ + ¢ MY, (6.8)

ou par définition

07_ 07_

oo Mt / (=t 1
' py—1g(g(S); " v — 1RO,

désigne une constante strictement positive. Cette constante est, bien entendu, telle que

{pSIHpY, (pu)?, (pE)Y, (pS-)0™ +C7 MY) = (pS))™ + M? (6.10)

(6.9)

coincide avec (pS)?.

Notons alors que la positivité de M? permettra de conclure aux inégalités (6.5) atten-
dues. Nous avons en effet :

Lemme 6.5

Supposons h et g satisfaire (Hy). Alors pour chaque 1 € Z, il existe un unique M9 positif
satisfaisant (6.8) et (6.10). De plus, M? est strictement positif dés que la donnée initiale
exacte n'est pas constante sur Uintervalle (x;_1/2, Tip1/2).
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Démonstration de Lemme 6.5
Fixons 1 € Z et considérons la fonction 0 : IR, — IR définie par

0(m) = {pSHp?, (pu)?, (pE)Y, (pS-))™ + €~ m) — (pS))~ —m.

En corollaire du lemme technique 6.2 et puisque C"~ > 0 par construction, cette fonction
est continue strictement décroissante et vérifie:

m1—1>r—|r—loo f(m) = —oc.

Afin de conclure la démonstration, il suffit de prouver que 6(0) > 0.

Calculons

0(0) = {pSHpl. (pu), (PE)L. (pS-)77) = (pS);™
= {pSHp! ™ ()™, (PE) ™ (pS-)07) = (S0

puisque par construction

— 0,— 0,—
=07 (pu)! = (pu); et (pE); = (pB);".

Le principe du minimum (6.4.i1) implique I'inégalité désirée et cette inégalité est stricte
des que la donnée initiale n’est pas constante sur (z;_1/2, Tit1/2). B

Remarque 6.6

L’idée de combiner la propriété de convexité a une propriété de monotonie des entropies de
Lax est due, a notre connaissance et dans un contexte certes différent puisque conservatif,
a Coquel-Perthame [30].

Remarque 6.7

A la lecture de la preuve du Théoreme 6.1, il est clair que toute autre définition consistante
des moyennes (6.3) n’impliquant la donnée initiale qu’a U'instant ¢~ et conduisant la
nouvelle constante CNZQ’_ (6.9) a étre strictement positive, assure ipso facto I'existence et
I'unicité de deux pressions positives p? et p.,!.

Il est des lors naturel de rechercher une définition intrinseque des moyennes des pro-
duits a opérer dans la relation définition (6.2). Une telle définition permettrait la consis-
tance discrete avec la propriété d’indépendance de la définition des produits non conser-
vatifs relativement au choix d’une famille de chemins telle qu’énoncée au Lemme 2.17.

Nous pourrions étre tentés, apres lecture de la section 5.1 de faire choix des définitions:

(T T (AT g (S g () 6.11)
y=1g(g (9, -1 SO 807 '
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0

_de telle sorte que nous assurions I’iden-
K3

(p)%——l 1
p IR

avec une définition analogue pour
tité suivante:
0

(bt 1 0 oy _ (p)
=1 g¢'(g71(5)), (p5)F = (oS = v-1

L’opérateur de projection nonlinéaire devient pour ce choix de moyennes:

(52 — s77). (6.12)

(piv_)ﬁ (S? _ S?’_) _ M(pi7_)WT( 0 Q,—)

MT’y—l v —1

ou il faut comprendre des lors
{pE} (L (pu)y, (ps)?, (ps:)7) = (B} = (pB);™.

Il semble, a tort, que grace a la précédente définition des moyennes nous retrouvions
la propriété d’indépendance exhibée au Lemme 2.17. A tort car

si T =g (pS)IT/PYT) et s T =hTH(pSH))T /e,

ont été définies par projection L* de (pS)o(x) et (pS:)o(x) en général non constant
sur U'intervalle de projection (#;_1/2,%i+1/2). Les hypotheses de concavité faites sur g et
h interdisent des lors toute nature intrinseque & la relation (6.12) et ces hypotheses de
concavité sont essentielles a la preuve du Théoreme 6.1.

Cette remarque suffit a expliquer pourquoi et dans le présent travail, nous n’obtien-
drons la consistance avec la condition de compatibilité (3.11) que pour un couple g et h
privilégié. Nous n’aborderons plus ce point dans le travail présenté ici.

Soulignons, enfin, que cette remarque ne met pas en défaut la validité du Lemme 5.3
puisque la donnée initiale discrete, v;(.,t") est supposée constante sur chaque cellule

(902'—1/2, $i+1/2)-

6.2 Une méthode de type Godunov par projection nonlinéaire

Nous montrons ici comment utiliser de maniere tres simple le concept de projection
nonlinéaire que nous venons d’illustrer dans le contexte de la représentation de la donnée
initiale. Dans ce but, nous adjoignons au titre de troisieme et dernier pas cette technique
de correction nonlinéaire & la méthode de Godunov par projection L? que nous avons
décrite lors de la section 5. Par construction, cette troisieme étape permettra d’assurer
la condition de compatibilité (3.11) requise. Notons que les théoremes de positivité que
nous associerons a cette classe de méthodes de type Godunov par projection nonlinéaire
reposent de maniere essentielle sur la positivité des erreurs L? commises lors des opérations
de projections linéaires. Les conditions de convexité nous sont de nouveau utiles, bien
qu’elles soient responsables en ’absence de correction nonlinéaire de la violation de la
condition de compatibilité.
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De maniere a illustrer la souplesse de cette technique de correction nonlinéaire, nous
ne suivrons pas nécessairement point par point 1’algorithme de Godunov par projection L?
tel qu’il a été décrit et ce notamment lors du premier pas ot nous autoriserons ’existence
d’erreurs L? de représentation des dérivées discretes. Par ailleurs, nous appliquerons dans
la prochaine section cette technique de correction nonlinéaire a une autre méthode de
Godunov pour laquelle nous exigerons de I’énergie totale d’étre une entropie de Lax.

Nous rappelons succinctement les principales inégalités obtenues lors de la précédente
section et qui nous seront utiles a I’établissement de résultats d’existence des grandeurs
nonlinéairement projetées ainsi que leur positivité.

Par souci de simplicité dans "'exposé des résultats, nous supposerons toujours les vis-
cosités p et p, toutes deux non nulles.

Premier pas: Opérateur du premier ordre (t" — t"*17)

Supposons connue a la date ¢ la solution discrete vy (x,1"), choisie constante par mor-
ceaux. Nous proposons de faire évoluer en temps cette solution discrete jusqu’a I'instant
{"*1.= en adoptant la méthode de Godunov par projection L? décrite section 5. Contrai-
rement a cette derniere section, le premier pas est ici dédié a la prise en compte de
I'opérateur du premier ordre extrait et ce dans un souci de clarté dans ’exposition.

Nous avons a l'issue de ce premier pas, le résultat suivant énoncé sans démonstration
(voir section 5):

Lemme 6.8
Avec des notations claires et sous la condition CI'L

gmaxp\i(vﬂ < % (6.13)

nous avons les principes du minima suivants:
ST = {SH T (pu) T ()T (pS)TTHT) 2 min(SELy, SF SE), (6.14.0)
S > min(S,7 L, 9,0, S0 (6.14.ii)
Par ailleurs, Uinégalité d’entropie précisée suivante a lieu :

At

(PSP, (pw)TH 7 (p BT (pSH)TTT) = (p9)F + A et e = €
ot la fonction flux d’entropie numérique {{pS}tu} est donnée par
{H{pStutiyye = HpStub(w(07, v, viiy)). (6.15)

Ici, Uerreur de projection 1?2 trouve 'expression suivante :

& = {pSHp T )T BN (08 -

é /ggxi+1/2{PS}(V(:li,At)) dx + Z (_ o[pS]+ [,OSU]) > (),

i—1/2 choc
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ou o désigne la vitesse de propagation des éventuelles ondes de choc.

La précédente inégalité est généralement stricte due a la stricte concavité de 'appli-
cation {pS}.

Il importe de noter que la fonction flux d’entropie numérique donnée par (6.15) ne
répond pas a la formule (5.24) associée a une quantité convectée. Ainsi la dissymétrie
dans le traitement de pS (entropie de Lax) et pS; (grandeur convectée) se traduit par
des fonctions flux numériques de nature différente. Nous proposons de montrer ci-dessous
qu’il est possible de réexprimer I'inégalité d’entropie de Lax discrete en utilisant les fonc-
tions flux numériques répondant aux formules (5.24) en lieu et place de la fonction flux
d’entropie numérique de Godunov. Cette substitution s’accompagne d’une erreur de type
L2 que nous montrons étre positive sous I’hypothese de concavité. Nous avons, en effet :

Lemme 6.9
Sous la condition CFL (6.13), les inégalités d’entropie précisées suivantes sont vérifiées :

] — . AL .
(pS )™ = (p8)! + S APty e = 0 (6.16)
et
{pSY(pi ™=, (pu) i, (pE)TTHT L (pSH)TT) — ()7 + EAi{IOSU}H—I/Z = &7, (6.17)

ot le terme d’erreur &, est positif. Dans (6.16) et (6.17), les fonctions flux numérique
{pSrutly, et {pSutly, y répondent loules deux @ la formule de Larroulurou (5.24).

Nous n’exhibons pas la forme explicite de l'erreur £.7, les notations nécessaires étant
lourdes mais la preuve établira clairement que cette erreur est de type L? et qu’elle est
(strictement) positive.

L’intérét de 'utilisation de la formule de Larrouturou dans les inégalités d’entropie
discretes (6.16) et (6.17) est bien entendu de re-symétriser le membre de gauche des
équations discretes tout en permettant d’établir apres projection nonlinéaire la validité
d’inégalités d’entropie discretes pour pS et pS,. La preuve proposée ci-dessous peut étre
comprise comme étant une maniere d’établir la consistance de la méthode de Godunov
par projection L? avec toutes les inégalités d’entropie de Lax. Son principal avantage est
de faire intervenir des fonctions flux d’entropie numériques de type (5.24) ainsi que nous
I'tllustrerons par la suite.

Démonstration du Lemme 6.9

Nous utilisons ici des éléments de ’argumentation développée pour conclure a la preuve
du Théoreme 5.7; en 'occurrence le principe du maximum sur I'entropie spécifique (5.25)
que nous écrivons ici pour une entropie concave et non pas convexe. Avec les notations
introduites dans la section 5, nous avons:

S(w(&ve,vRr))
S(w(&ve,vRr))

(ve)  pour {<u’, (6.18.1)

> S(vp,
> S(vr) pour & > u”, (6.18.i1)
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ou u” désigne la vitesse de propagation de la discontinuité de contact éventuelle.

Par ailleurs, désignons par X (&; vy, vr) la fonction définie de la maniere suivante :

St, < u*,
X (&, VR) = { 527 g S 5*7 (6.19)

de sorte que la fonction p(&; vy, vr) x X(& vy, vR) vérifie par construction et au sens des
distributions la loi de conservation :

OepX + OppXu = 0.

En vertu du principe du minimum sur I’entropie spécifique (6.18) nous déduisons de

la définition de X :

S(w(& v, vr)) — X (& ve,ve) >0 pour presque tout €.

Des lors, en arguant de la positivité de la densité nous avons la chaine d’inégalités
suivantes valable sous la condition CFL (6.13):

L foisye 1 (w12
E/x. | teSHvie, At do = E/x. PV AO)X (vl A1) de =
VAN .
('OS)i - EAZ'{IOSU}H-Uzv (6.20)

ol, par construction, la fonction flux numérique répond a la formule de Larrouturou (5.24).

Ici, la définition de la fonction X (v(x, At)) se déduit aisément de la définition (6.19).
Il suffit, enfin, d’invoquer la concavité de {pS}(p, pu, pE, pS;) pour obtenir I'inégalité

{pSY(pi ™= (pu)i T (pE )T, (S )T T) — (pS)) + EAi{PSU}iH/z >0

et ainsi conclure la démonstration. B

Ceci acheve la description du premier pas.
Second pas: Opérateur du second ordre (t"*H= — t2+17)
La solution discrete vy (x,t"t1=) étant constante par morceaux, nous proposons de

la faire évoluer en temps jusqu’a la date t"*1~ en adoptant des formules aux différences
finies consistantes:

1 ll-l—l,—

TG i) Bl poud)s " e W (hY(S,) e (D)

p’V-r—l

Par consistance, nous entendons non seulement la consistance au sens des différences
finies mais nous imposons également que les deux premiers opérateurs discrets préservent
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la propriété de conservation des opérateurs exacts impliqués et que le dernier admet
toujours le signe constant de A'(h'(S,)). Des exemples de telles formules aux différences
ont été proposées lors de la précédente section ainsi qu’a l’occasion de la section consacrée
aux équations de Navier-Stokes a une pression. Ce dernier choix, rappelons le, induit une
erreur 1.2 de représentation des dérivées discretes (cf. section 1).

De maniere a fixer les idées, nous faisons choix de ces dernieres formules :

n .= 1 n _ " B . B ‘

Ou((n + /“‘T)al’u)iﬂ = (pu+ /«LT)sz (“iff’ — 2ufthT ) ; (6.21.1)

e —1 nr LT nrl,— n+1,— ..

695((/«0 + MT)UaxU)Z = (M + ILLT)Qsz ((ui-:—ll )2 o Q(UZ +1 )2 T (ui_-l—11 )2) : (62111)

ﬂ}/ _1 ll-l—l,— F}/ _1

pT%——l h/(h_l(ST))luT(axu)2i = Wh/(h_l(sq—?-l—l’_))

—1 B T ntl,— n+l,—

ey (T = a2 4 (T — )P (6.200)

Equipés de ces formules aux différences, nous établissons le résultat suivant valable a
I’issue du second pas:

Lemme 6.10

. R \ 1,—
La solution discréte vt

vérifie les principes du minimum suivants :

ST = (ST o)L BT (pS )T 2 min(SIL 7L S5, (6:224)

7 i+1
ST > min(S, 2y, S0, S ). (6.22.1i)
Par ailleurs l'inégalité d’entropie précisée suivante a lieu :
nt1,— ntl,— ntl,— ntl— VAN .
(ST ()™ ()T (08 T) = (p8)F + o AdpSudiy e =
7 — 1 ll-l—l,—
0+ AL (S0 20, (6.23)

K3

ou la formule aux différences finies impliquée est donnée par l'expression consistante :

ll-l—l,—

7 1 1 =1 2 _ 7 1 10, =1 ontl,—
p,y_l (g (S))/’L(al’u) : - (p?"'l’:)’y—lg (g (SZ ))
1 et — n4l,— nt1,— ntl,—
SN ((uz:f’ AR S (A iy )2) 7

et ou le nouveau terme d’erreur £, trouve Uexpression donnée en (6.25)-(6.26). De plus,
nous avons l'inégalité d’entropie précisée suivante :

] — . Al ”
(pS )it = (pSo)7 + EAZ'{,OSTU}Z»H/Q =

WS- (D) = 0. (6.24)
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Démonstration du Lemme 6.10
Le membre de droite de I'inégalité d’entropie discrete relative au couple de Lax ({pS},
{pSu}) s’écrit clairement & I'issue du second pas:

EX+ 1S (pu) T (pE)T T (pS )T —
(PSP (pu) T = (pE)ITH T (pS7)TH 7).

En invoquant la concavité de application {pS}(p, pu, pE, pS-), écrivons pour & € (2;_1/2,
$i+1/2) :

{pSHvala, 7)) = {pSHvala, ")) =
V{pSHvala, 7)) - (Vala, 0F07) = vala, 7)) +
{vala t"7) = v (o, t07) VS (Vi £7F0) — w2, 47407)) },(6.25)

ou dans le précédent produit scalaire nous avons introduit la valeur moyenne de la hes-
sienne:

V{pS} = /01 VHpS} (yvale, ") + (1= y)val(a, 7)) y(1 —y) dy. (6.26)

Cette derniere matrice est symétrique définie négative en vertu de la stricte concavité de
Iapplication {pS}. Le dernier terme de I'identité (6.25) n’est autre que (—&;F) qui est
donc (strictement) négatif.

En arguant de

V{pSHvale, #07)) - (Vi t7757) = (e, 7407) ) = Do {pSHvala, t77)) %
(o) = ()T (BT ()

e (87 = (s7) )

=1 RS

avec 1
O lpSH(r "7) = e (07 (57T))

(pi )t

un calcul direct conduit a:

—ui T ((pu)i T = (pu)i T T) + ((pE)ITT = (pE);TNT) -

(p?—l—l’:),y‘r_l 1 n+1l,= n+1,—
Sq— : B Sq— : ’ -
Yy — 1 h,(h_l(ST?-I—l,—)) ((p ) (p ) )
1 n+1,— n+1l,—\2 n+1,— n+1,—
—p A (T =T () )

ce qui conclut la preuve. R
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Troisieme pas: Etape de projection nonlinéaire (t"t1~ — t*t1)

Les deux premiers pas de la méthode proposée ont dissymétrisé les roles respectifs des
entropies pS et pS,. Les inégalités d’entropie précisées (6.23) et (6.24) résultant de cette
dissymétrie ne permettent pas la consistance avec la condition de compatibilité (3.11)
recherchée. De maniere a forcer sa validité, nous proposons de redistribuer les erreurs L2
entre (6.23) et (6.24) en invoquant 'opérateur de projection nonlinéaire que nous avons
déja décrit dans le contexte de la projection de la donnée initiale exacte.

Ainsi, posons afin de préserver les propriétés de conservation requises :
Pt =TT ()t = (pu)TTTL (BT = (pE)T (6.27)
et définissons de maniere a forcer le respect de la condition de saut généralisée (2.19)
(pS)*t = {pSHpIt ()i (BT ().

c’est a dire (pS, )"t de sorte que

ll-l—l,—
pt 1

=19 (9)),

(o1 (o (pB) (0 — (5] + 3 e ApSubiye) —

X

X

p’V-,——l 1 n+17_ (( S )n+1 ( S )n _I_ EA{ S }n ) _ 0 (6 28)
1 (h1(S,)) poe) T = pSe ) APy ) =0 (6

7

Nous montrons ci-apres que (pS,)?t! et donc (pS)P*! existent et sont uniques, ils vérifient
par construction simultanément

(pS)itt ={pSHp!™, (pu)i ™, (p )T, (S5,

et
(PS5t = {pS- it (pu)i ™t (pE)H, (pS)H).

Remarque 6.11

De maniere a préciser la validité des deux précédentes écritures, nous soulignons qu’a
Iissue du premier pas, la densité pith™, Iénergie totale (p£)"*" ™ ainsi que l'entropie
(,057)?“’_ désignent bien des grandeurs positives. Nous supposons bien entendu ici que
le vide est absent de la solution du probleme de Cauchy considéré. Ces propriétés de
positivité sont préservées a I'issue du second pas ainsi que I'indique par exemple la formule
discrete équivalente (5.7) établie au lemme 5.1. Nous préserverons donc le domaine de
définition des applications {pS} et {pS.} a lissue de 'étape de projection nonlinéaire a
la condition de montrer que la grandeur nonlinéairement projetée (pS,)"*! est positive.
Ce que nous montrerons.
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A Tissue de ’étape de projection nonlinéaire, nous disposons du résultat suivant :

Théoreme 6.12
Supposons satisfaite la condition CFL (6.13). La projection nonlinéaire (6.28) définit de
maniére unique (pS;) et done (pS)It.

Par ailleurs, les inégalités d’entropie suivantes ont lieu :

{00(S)} (o (pu ) (0B (S0 )i ) —

(065))8 + R AApdS ) <0, (6.29.1)
(o (SO () (B)IH (pS: )7 ) -
(P (S2))i + gAi{p@b(&)u}?ﬂ/Q <0, (6.29.i1)

pour toutes fonctions convexes, strictement décroissantes, ¢ et . Les fonctions flux nu-
mériques d’entropie répondent a la définition (5.24) avec respectivement X = ¢(S) et
X =9(S5;).

Les principes du minimum sutvants sur les entropies spécifiques S et S, sont vérifiés :
ST = min(STy, SFL ST, (6.30.1)
S > min(S, 7, S0, S0 ). (6.30.i1)

, : 1 1
En conséquence, les pressions pit' et p, "t

. restent posilives.

Remarque 6.13

Les inégalités discretes (6.29) doivent étre comprises respectivement comme portant sur
les fonctions G = pog et H = oh. Nous montrerons au Lemme 6.20 que les applications
définies avec un certain abus de langage par {pG/(s)} et {pH(s,)} sont convexes des que
@ et 1) sont convexes décroissantes et que g et h vérifient (Hy). Les inégalités (6.29) sont
dont des inégalités d’entropie de Lax discretes.

Remarque 6.14

De maniere a préciser les principes du minimum (6.30), nous rapportons ici que la preuve
du précédent Théoreme mettra clairement en évidence les inégalités suivantes (voir Théo-
reme 6.4):

St > 5 T majs 5P < g (6.31)

La démonstration de ce théoreme suit les mémes étapes que celles présentées dans le
contexte de la donnée initiale discrete avec les modifications que nous indiquons mainte-
nant. En conséquence de 1’étape de projection nonlinéaire, nous établirons les principes
du minima suivants:
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Lemme 6.15
Sous la condition CFL (6.13), nous avons aprés projection nonlinéaire :

At

(pS)i*H 2 (pS2)! = - Adp Sl (6.32.1)
At )
(pS)i*h = (p9)F = - A{pSutis e, (6.32.ii)

ot les fonctions flux numérique répondent a la formule de Larrouturou (5.24).

En conséquence, nous déduisons tout comme en (6.7) la positivité des pressions p/*' et

P2t en remarquant que les inégalités (6.32) impliquent (voir (5.23) et les commentaires

associés):
ST?—I—l Z min(Sﬂ'?_lv 57?7 57?4-1)7 (6331)
SZH_I > min(S? ,, S, ﬁl—l)' (6.33.i1)

Rappelons que par construction et a 1’issue du premier pas, nous avons :

- VAN "
(pST)i+17 = (pS:)} — EAZ'{PSTU}Z'H/T

De maniere a établir les inégalités (6.32), nous montrons qu’il existe un unique nombre
ML >0, résultant de la projection nonlinéaire (6.28), tel que

(pSo)IFH = (pS )7 + ¢ M, (6.34)

ou par définition

e = (MT T 1 (50) ) / (u L)) ) (6.35)

-1
P i P i

désigne une constante strictement positive. Notons que le choix des formules aux diffé-
rences (6.21) conduit cette constante a satisfaire la relation :

Cn-l-L— _

i _=

-1
P i

(At T L1, r (D) ) / (At L (S (0 ’_)<6.36>

Cette constante est, bien entendu, telle que

{pSHpI ™ (pu)i ™ (p ), (pS- )T + 07707 MiH) =
At
(pS); — EAi{pSU}?—I—I/Q + Mt (6.37)
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coincide avec (pS)"*! solution de la formule de projection nonlinéaire (6.28). Afin de
simplifier les écritures, nous introduisons la notation :

1 VAN "
(PS)Z'—I—L = (pS)f — EAZ'{PSU}Z'H/T

Notons alors que la positivité de Mt permettra de conclure aux inégalités (6.32)
attendues. Nous avons en effet :

Lemme 6.16
Supposons la condition CFL (6.13) satisfaite. Alors pour chaque 1 € Z, il existe un unique
MY positif satisfaisant (6.34) et (6.37).

Démonstration du Lemme 6.16
Fixons ¢ € Z et définissons, comme au Lemme 6.5, la fonction 8§ : IR, — IR définie par

0(m) = {pSIpi ™, (pu)i T (P B (pS- )T+ CF0 7 m) — (p9)1TH — m.

En utilisant les mémes arguments qu’au Lemme 6.5, il suffit en réalité de prouver que
0(0) > 0 pour établir I'existence et I'unicité de M?T1,

Calculons en arguant de (6.27)

00) = {pSHPI (Pl (E)I, (pS,)1T=) — (),
= (PSP (o) ()T (08 ) — (pS)r

Or par construction, I'inégalité d’entropie précisée (6.24), relative a p.S; a I'issue du second
pas, assure que:

K3

(PS> (pS-)T

Des lors la propriété de décroissance de 'application pS; — {pS}H(p, pu, pE, pS;) a (p, pu,
pE) fixé, implique:

(PSP ()™ ()T (08T =
(pSHprt ™ ()™ (B, (pS,)i ).

En conclusion, nous venons d’établir I'inégalité suivante :
bl — . At .
0(0) = (pS)I™ = (p9)7 + ApSubis e

[’inégalité d’entropie discrete (6.23) permet de conclure a la positivité de 6(0), cette
positivité étant généralement stricte.
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De la stricte décroissance de I'application {pS} par rapport a la variable pS;, il ré-
sulte I'existence et 1'unicité d'un réel (strictement) positif M solution de I’équation
nonlinéaire #(m) = 0. Ceci acheve la preuve. B

Avant de conclure quant a la preuve du Théoreme 6.12, nous démontrons a présent la
validité des inégalités (6.31) rapportées dans la remarque 6.14.

Lemme 6.17
Supposons la condition CFL (6.13) satisfaite. Pour tout 1 € 7, les inégalités suivantes
ont lieu :

(pSITHT < (pS ) et (pS)ITT = (pS)it.

Démonstration du Lemme 6.17
Puisque la constante positive C/T" trouve la forme (6.36), nous pouvons écrire a I'issue
du second pas:

(pSH)ITHT = (pS)FT T + e mi

K3 K3

oll nous avons posé

. ~ — 1 n+1,—
mi T = At g (g1 (5)) (D)2

K3

Nous réécrivons alors I'inégalité d’entropie précisée (6.23) sous la forme suivante :

{pSHpI ™, (pu)i ™ (p ) (pS )i +C T miThT) —
(P8 = miTh T = &7 4 &} 20,
ou nous avons tenu compte de l'invariance en temps de la densité, de la quantité de
mouvement et de 1’énergie totale lors du troisieme pas de la méthode. Considérons a

présent I'application décroissante m — 6(m) définie lors de la démonstration du Lemme
6.16. 11 est alors immédiat par la définition de I’application m — 8(m) que

Omith ) =8+ &7 > 0.

K3

Puisque O(MI*1) = 0, la décroissance de I'application  assure I'inégalité suivante:
Mn+1 > mn+17—‘

En rappelant que
(pS-)ith = (pS-)iTHT + T M,

I'inégalité attendue relative a pS; est ainsi prouvée. Enfin, la chaine d’inégalités suivantes:

{pSYE ™ ()T (BT (pS, )i T) >
(S (pu) 1 (pE)H T (pS, )i =
{pSHPr " (pu)i ' (PEH, (pS, ) ),
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ce qui assure la derniere inégalité en vertu du Lemme technique 6.2. B

Remarque 6.18

A Tissue de la précédente démonstration, deux points doivent étre soulignés. Le premier
concerne la redistribution des erreurs de type L? entre le bilan d’entropie discret gou-
vernant pS et son homologue portant sur pS,. Cette redistribution est mise en évidence
par les inégalités rapportées au lemme 6.17 assurant, qu’en conséquence de la projection
nonlinéaire, ’entropie réactualisée pS a diminué tandis que ’entropie réactualisée pS.
a augmenté. Le second point, qui n’est autre qu'une conséquence du premier, concerne
Pécart aux lois supplémentaires satisfaites par les solutions C* par morceaux du systeme

(2.5):

T 1 7 —
OhpSr+ OupSru = T b (h7H(S,) )i (D),

p’V-r—l

—1
OipS + OppSu = Fjﬂ_ 997 () 0zu)*.

1

A T’issue du second pas et en ’absence de projection nonlinéaire, il est bien entendu que
la premiere loi est satisfaite au niveau discret alors que la seconde ne I'est pas avec les
erreurs L2 : E.1 + &7,

La redistribution de ces erreurs lors de la projection nonlinéaire conduit a satisfaire
la relation de compatibilité (3.11) mais modifie les bilans discrets associés a chacune des
deux entropies. Une erreur apparait sur le bilan discret gouvernant p.S. alors que 'erreur
relative au bilan discret pour pS s’en trouve diminuer en proportion.

L’erreur due a la projection L? (&.7) apparaissant incontournable, il en résulte donc
clairement que le choix de formules aux différences n’impliquant pas d’erreur L? de re-
présentation des dérivées discretes (&€;"), telles que présentées dans la section précédente
par exemple, conduiront a une meilleure satisfaction des deux bilans d’entropie au niveau
discret. Ce choix est adopté dans la seconde méthode par projection nonlinéaire présen-
tée dans la section suivante. Il est bien entendu recommander au titre d’alternative a la
présente méthode.

Remarque 6.19

Dans (6.28), la moyenne des produits impliqués peut étre définie a partir des formules
proposées ci-dessus, mais il est possible de faire choix de toute autre définition des que
celle-ci préserve le signe de ¢'(g7*(S5)), respectivement A'(h=*(S;)) (voir remarque 6.7).
Toutefois, la démonstration du résultat précédent met clairement en avant que la définition
de la constante C/T" doive étre consistante avec les moyennes opérées au sens de la
relation (6.36), tout autre choix ne conduisant pas nécessairement a la validité du lemme
6.17 et ce a une approximation pres de 1'unité.

Achevons, fort des inégalités (6.32), la démonstration du Théoreme 6.12 en établissant
les inégalités d’entropie (6.29). Leur validité résulte de la propriété que possedent les fonc-
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tions flux d’entropie numériques de répondre par construction a la formule de Larrouturou
(5.24) (voir lemme 6.9) ainsi que du lemme de convexité que nous établissons & présent.

Nous aurons a considérer dans la suite des fonctions ¢ vérifiant les conditions sui-
vantes :

(Hy): ¢ est de classe C*(IR,, IRy ), strictement décroissante, strictement convexe.
de sorte que nous avons la propriété de convexité suivante:

Lemme 6.20
Supposons g satisfaire la condition (Hy).

(i) ¢ satisfaisant (Hy), Uapplication (p, pu, pE, pS:) — {pp(S)} définie par
pS
{pe(9)}p, pS) = pe s (6.38)

est convexe (et non strictement).

(ii) @ satisfaisant (Hy), Uapplication (p, pu, pE, pS:) — {pp(S)} définie par

{po(S)Y(p, pu, pE,pS.) = ppog (7/;1 (,OE - ('21;)2 - (ﬁ)))

¥ —1 P

est strictement conveze.

Démonstration du Lemme 6.20

Concernant 'assertion (i), un calcul direct la matrice hessienne de I'application (6.38)

montre que les mineurs sont tous positifs ou nuls des que ¢ est (strictement) convexe.
Afin d’établir I'assertion (ii), vérifions que 'application ¢ o g vérifie (H;) des que ¢

vérifie (Hy) et ¢ 'hypothese (Hy). Un calcul direct conduit en effet a:

(pog)(z) =4 ()¢ (g(x)) <0,
o 2 2 T 2 T 2 T
(« g)/ (x g/( ) +g,(x)99/( ) . g/( )
(pog) g'(x) ox)  g(x)
pour tout x positif et ce grace a I’hypothese (Hy) ainsi qu’a la décroissance de la fonction
g. Ce qui permet donc de conclure. B

~—

Armé de ces résultats de convexité, réécrivons le membre de droite du principe du
minimum (6.32.ii) sous la condition CFL (6.42) en invoquant la propriété des fonctions
flux d’entropie numérique de répondre a la formule de Larrouturou (5.24):

. At ” 1 =ity
(pS)} — EAZ'{PSU}H—I/Z Al plx, At) x X(v(z, At)) d,
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ou la fonction X a été définie lors de la démonstration de Lemme 6.9 (voir la formule
définition (6.19)).

Considérons, a présent, une fonction ¢ strictement décroissante, convexe de sorte que
Papplication {pa(S)}Hp, pu, pE, pS;) soit convexe en vertu du lemme 6.20. Le principe du
minimum (6.32.i1) implique

I =iy
p?-l-le‘H > _/ e pla, At) x X(v(z,At)) dz,
Al‘ Ti—1/2

. 4 . . 1 n 17: .
soit en arguant de la décroissance de ¢, puisque p?™' = p'*h= par construction,

s < o 32 2 ANV, A1) s
‘ - L [EA p(z, At) dr

Ax JTi_1/2

La preuve peut étre désormais achevée en invoquant I’hypothese de convexité de ¢
et adoptant exactement les mémes pas que ceux proposés lors de la démonstration du
Lemme 5.11 pour conclure a 'inégalité de Lax:

At
,o?“qb(Sf“) — pro(SH) + EAZ'{M(S)U}?HQ <0,

ot la fonction flux numérique impliquée répond a la formule de Larrouturou (5.24).

L’inégalité d’entropie portant sur ’entropie spécifique S, s’obtient en procédant de
la méme maniere et en invoquant X (v(x, At)) = S.(x, At), solution d’une équation de
transport lors du premier pas. Notons, enfin, que I'application {py>(S;) Hp, pu, pE, pS) est
en fait convexe sous les hypotheses adoptées sur les fonctions ¢, i et . Ceci conclut la
preuve du Théoreme 6.12. B

6.3 Une autre méthode de type Godunov par projection nonli-
néaire

Nous adoptons ici une approche récemment proposée par Coquel et Perthame ([30])
qui se révélera, ci-apres, particulierement adaptée a notre propos. Ces auteurs montrent
comment définir une méthode de type Godunov pour le systeme Euler 3 x 3 en échangeant
les roles respectifs de ’entropie thermodynamique et de 1’énergie totale; cette derniere de-
venant une entropie de Lax. Soulignons que bien entendu la méthode proposée assure la
conservation de I’énergie totale ainsi que la décroissance des entropies en échangeant de
nouveau leur role respectif a 'issue de chaque pas de temps. Cette stratégie, élément clef
d’une méthode de relaxation qu’ils développent ensuite, permet de calquer au niveau dis-
cret les produits effectués au niveau continu. Cette approche autorise de fait une définition
agréable des moyennes discretes a opérer dans les produits non conservatifs impliqués dans
la derniere équation de (2.23). La méthode est composée de trois pas. Nous les décrivons
ci-apres et énoncons les principaux résultats accompagnant chacun des pas. L’algorithme
final trouvera ensuite une présentation résumée et différents résultats de compatibilité
avec les inégalités d’entropie et de positivité sur les pressions seront établis.
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Premier pas: Evolution en temps (t* — t"t1%)

Supposons connue a la date " la solution discrete vp(x,t"), choisie constante par
morceaux. Considérons alors le probleme Cauchy suivant :

Oip + Oppu = 0, (6.39.i
Orpudy(pu® + p+p,) =0, (6.39.ii
OpS; + 0ppSru =0, (6.39.iii
OpS + OppSu =0, (6.39.iv

complété par le choix de la donnée initiale vp(x,t").

Avec la notation w = T(p, pu, pS,, pS), le couple

P EHW), {(pE + p + pr)ut(w)) (6.40)

est une entropie de Lax non triviale (cf. le lemme 2.4) du précédent systeme. Les solutions
discontinues de ce systeme sont donc sélectionnées par les conditions d’entropie suivantes
(cf. section 1.4):

OwpE + 0.(pE + p+ pr)u < 0. (6.41)

Désignons par v(x,t) la solution faible entropique de (6.39)-(6.41), constituée pour
des temps suffisamment petits, de la juxtaposition sans interaction de la solution des
problemes de Riemann posé a chaque interface. Sous la condition CFL

At 1
- )\Z v)| < =
S e () < 1

définissons les valeurs moyennes pour 7 € 7 :

(6.42)

- 1 =ity
vith= = —/ e v(x, At) du.
AJ} Ti—1/2

Au terme de ce premier pas, nous énoncons, avec des notations claires, le résultat
suivant :

Lemme 6.21
Sous la condition CFL (6.42), les principes du mazimum suivants sont satisfaits :
min(Sf_l,Sf, ?—l—l) S SZ'H—L: S maX(S?—hS?v ?—l—l)v

. n+1l,=
mln(ST?—lv ST?? ST?—H) S Sﬂ' S maX(ST?—lv ST?? ST?—l—l)v
et linégalité d’énergie suivante a lieu :

{pE} (0=, (pu) =, (pS)IH=, (05,001 =) = (o) +
At

Ax ({(PE +tp+ pT)u}?-H/Z —{(pE+p+ pT)u}?—Uz) = =& < 06.43)
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avec

1 Tip1/2

n— Lo (vl S
& =By 4 57

{(pEY(v(, A de = 3 (~o[pB] + [(pE + p)u]) = 0.

chocs

lci, o désigne la vitesse de propagation des solutions onde de choc éventuelles.

La validité des principes du maximum énoncés ci-dessus découle de la propriété de S et
S, d’étre solution d’une équation de transport

OepX + 0ppXu =0,

et de vérifier a ce titre les inégalités (5.23). L’inégalité d’énergie précisée est claire (voir
par exemple section 1.4).

Second pas: Prise en compte des opérateurs dissipatifs (t"t1= — t2+17)

Considérons pour tout 1 € 7 :

piThT =it (6.44.1)
(o)™ = (pu)i*= 4+ A + i) Doty (6.44.ii)
n+1,—
n+l,— n+l,= ¥r—1 _
(pS- )i = (pS: )i + Ach’(h NS ur(0su)?, (6.44.i)
_ . —1 (i '
(pS)iTH ™ = (pS)iT T + Atzﬂ_l g9 (SNu(Peu)* (6.44.iv)

ou les opérateurs aux différences finies trouvent respectivement les expressions (5.3.i),

(5.3.ii1) et (5.9).
Nous renvoyons le lecteur aux commentaires donnés lors de I'introduction de ces for-
mules aux différences.

L’intérét des définitions proposées est double.

Dans un premier temps, de telles définitions, analogues a celles utilisées précédemment,
sont bien entendu motivées par I'annulation de I’erreur L? de représentation des dérivées
discretes dans le bilan d’énergie totale (cf. Lemme 6.22).

o, 1,— 1,— s . . N
Dans un second temps, les quantités S, 757 et STV vérifient, par construction i
I’issue de ce second pas, I'identité suivante :

ll-l—l,—
pt 1

S =19 (9)),

ll-l—l,—
p%—_l 1 ( n+1,— At )
T/ = T : —A T -
M,}/T_lh/(h—l(sq_)) (pS )2 (pS )2 —I_ Al’ (pS u)z—l—l/?

=0

bl . Al ”
((PS)F7 = (8)7 + T AS W) —
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qui n’est autre que 'analogue discret de 1’équation non conservative (2.23.iv).

Nous venons, par ce moyen, d’exhiber une définition agréable des moyennes a opérer
dans les produits non conservatifs :

! 1 -
p’V-r—l 1 vt

v — LI/ (h=1(57));

K3

A=Y (S Ty — (S Ty G Hm 4 g =
S n+1,— o S n+1,= 9 S1 T % T 9
T T

7

(pith )t

6.45
Yr — 1 1 ( )

,7_1 ll-l—l,—

—9'(971(5)

Soulignons qu’une telle définition résulte de ’échange des roles respectifs de ’entropie

avec une formule analogue pour
i

thermodynamique et de I'énergie totale, telle que proposée en (6.39).

Au terme de ce second pas, nous avons le résultat suivant :

Lemme 6.22

Supposons satisfaite la condition CFL (6.42). Les principes suivants ont liew :
SZ'H—L_ > SZ'H_L: > min (S?—p S ?4—1) ) (6.46.1)
ST > SN > min (8,0, 80,80 ) S (6.46.1i)

et le bilan d’énergie totale trouve ['expression suivante :

{pE} (I ()i (pS)IH (05,)277) = {pEY; +
At

n n n+
EAl{(/OE +p+ pT)u}H-l/z ==&+ Atal’(/“‘ + MT)uaﬂﬁui

avec la formule aux différences finies, conservative et consistante, suivante :

17

~(6.47)

ll-l—l,— 1
Dt + pir Judzu, = (u+ /«Lr)m

((Mnui+1)2 — 2(M"u;)? + (Mnui—l)z) ’

et ou A; est défini par
AX =X — X,

Démonstration du Lemme 6.22

Les inégalités (6.46) résultent des principes du maximum établis au Lemme 6.21 et de la
définition (6.45) et de son homologue pour S ou par hypothese les fonctions h et g sont
croissantes.

Le second membre du bilan d’énergie totale, a l'issue du second pas, est clairement
donné par:

—e7 4+ (1B} (o () (o) (08,7 =
{pE} (P?H’:, (,ou)?+1’:7 (pS)?-H’:’ (,OST)?H’:)) ‘
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La différence des deux derniers termes trouve I’expression suivante :

1 n — n = n —_ n =

5(%’“’ +ul ) ((pu) T = (pu)i ) +
7,7‘+1’_ vy 77‘+17_ YT

P (g sy — g ) 4 P () )
v Vr —

Les formules aux différences finies (5.3.1), (5.3.iii) et (5.9) assurent la formule finale es-
comptée. R

Troisieme pas : Echange des entropies de Lax et projection nonlinéaire (t"*\~ —
tn—l—l)

Suivant Coquel-Perthame [30], notre propos est ici de redéfinir I’énergie totale de ma-
niere a ce que sa norme L' soit conservée. L’énergie totale figurant de nouveau parmi les
inconnues du probleme, nécessairement p.S ou pS; devient une fonction des autres incon-
nues. Le choix est indifférent et considérons, pour fixer les idées, pS en tant qu’entropie
de Lax. Ainsi, p et pu étant fixés, nous proposons de rendre conservatif le bilan d’énergie
totale en définissant la valeur finale de ’énergie par

At

n n+1,—
i P pFpr)uliy g + At0:(p + prJudsu; ", (6.48)

(PE)IT = (pE)} =

tout en exigeant de {pS}(pr™, (pu)!th, (pE)IT, (pSH)ETY) et done de (pS,)PT! de satis-
faire bien entendu:

ll-l—l,—
P! 1

v—1g'(g7'(5));

At
(oS MO () (BN (p.0) = (pS)] + LAl pSubyya) -
n+1,—

fir

p'V'r—l 1
A =T (h(5,)),

K3

At
(PSP = (807 + ToApSeutirge) =0, (6.49)

ce qui fixe de maniere implicite la valeur finale de I'inconnue (pS,)"*.

Cet échange de bilan d’entropie de Lax, ou la définition (6.45) est utilisée pour la
moyenne des produits, acheve la description de ’algorithme et permet d’établir le résultat
suivant :

Théoreme 6.23
Supposons satisfaite la condition CFL (6.42). La projection nonlinéaire (6.49) définit de

maniére unique (pS;) et done (pS)It.
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Par ailleurs, les inégalités d’entropie suivantes ont lieu :

{00(S)} (o (pu ) (0B (S0 )i ) —

(065))8 + R AApdS ) <0, (6.50.1)
{pv (S} (pf ! ()i (0E)E (pS ) —
(P (57))i + %Ai{p@b(&)u}?ﬂp <0, (6.50.11)

pour toutes fonctions convexes, strictement décroissantes, ¢ et . Les fonctions flux nu-
mériques d’entropie répondent a la définition (5.24) avec respectivement X = ¢(S) et
X =9(S5;).

Les principes du mazimum suivants sur les entropies spécifiques S et S, sont vérifiés :

S > min( S, ST, S, (6.51.1)

K3

ST?—I—l Z min(ST?_17 57?7 ST?+1)‘ (65111)

En conséquence, les pressions pitt et p, "+t

P restent posilives.

Avant de donner la preuve des précédentes assertions, nous résumons succinctement
’
l’algorit (S pI’()p()Sé :

At .
Pt =pf — A Ai{ﬂu}?ﬂ/zv (6.52.1)
. ” At " n+1,— ..
(pu)i™ = (pu)j = EAZ'{PUQ + P4 ety + AO((p + pr)Opu); (6.52.ii)
n n At n n+1,—
(P = (pE)} — oA + p+ poyudiysys + AL+ prudi)) (652
ll-l—l,—
IoW_l 1 ( 1 At
i S = (S + oAU ) -
Mgy, P T e ey,
p%——l 1 n+1,— At

ntl no T AL n _ .
/“L% — 1A' (h=Y(S,)) ((pST)Z (pS7)i + AxAz{,OSTU}ZH/Q) 0. (6.52.iv)

7

Daﬁ la pratique, la derniere équation permet d’exprimer (pS)"*! en fonction de
(pS;)i™ . LVidentité :

w1 ((p)i™O2 (it (ST (et L ((pSs)!
(PE)i™ = + g + h
' 200t v -1 Kl v —1 pitt )7

donnant alors (pS)F*! et donc (pS,)"t! de fagon implicite. Il en résulte que la valeur des
pressions est donnée par

7 n — pS ?—I—l n n T 1 — pST ?-I—l
pi+1 = (Pi“)wg ! (( pn)+1 ) ) pm’“ = (Piﬂ)w Rt ((,0”7}’1 .
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La preuve du Théoreme 6.23 repose sur quelques lemmes techniques que nous détaillons
a présent. La validité de ces lemmes repose sur les propriétés de monotonie de ’application
{pStp, pu,pE, pS:) mise en évidence dans le résultat suivant:

Lemme 6.24
Supposons g et h strictement croissantes concaves, alors Uapplication strictement concave

(p, pu,pE, pS:) = {pSHp, pu, pE, pS-)

est une fonction strictement croissante en la variable pE a (p, pu, pS;) fix€ et décroissante
en la variable pS; a (p, pu,pE) fizé.

Démonstration du Lemme 6.24
La concavité résulte d’'un argument similaire a celui développé au Lemme 2.4. Un calcul
immédiat assure

y—1

y—1p771 ¢ (g7!(9))
Y — 1 p7=t W(h7Y(S,))

(05} = 1 Lo (9)),

Ops, {pS}t = —

(6.53)

d’ou la conclusion. B

Armés de ces propriétés, nous prouvons que le fait d’avoir exigé la conservation de
I’énergie totale implique que les entropies spécifiques vérifient nécessairement :

At

(PS)?H > (PS)?H’: = (pS)! — EAZ'{,OSU}?H/Q, (6.54.1)
n = n At n .
(pS )i = (pSo)HT = (pSo)i = - AH{pSrudih (6.54.ii)

Il en résultera alors des principes du minimum sur les entropies spécifiques énoncés en
(6.51) en vertu du Lemme 5.9 et des inégalités résultantes (5.23). En conséquence, la
positivité des pressions est assurée par les inégalités suivantes:

Pl > (prtiy—lgt (min(Sf_l,Sny Z?ﬁrl)) >0,

e = (Y T (min( S, 807, 8,0)) >0,
en invoquant les hypotheses faites sur g et h (cf. Lemme 2.4).

Afin d’établir les inégalités (6.54), nous montrons qu’il existe un unique nombre
M > 0, résultant de la définition de (6.48), tel que

(pS:)IFH = (pS) = + T M (6.55)

ou, par définition et avec les formules (6.45),

—_—— -

ortim _ e Y =1 () g(g7(9);
Z poye =1 (p = e )T

K3
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désigne une constante strictement positive. Cette constante C;"t"™ est, bien entendu, telle
que

{05} (" (pu) ™ (PE)I (oS )7~ 4 e et =
At

(pS)i = A AAPS Uiy + M, (6.56)

et coincide, des lors, avec (pS)**!. Il en résulte la version discrete (6.52.iv) de 1’équation
non conservative (2.23.iv). Notons alors que la positivité de M?*! permettra de conclure
a l'inégalité attendue:

] VAN " . e N om
SZHI > 5 = (pS); — EAi{PSU}Z'H/z > min(S;_,, ST, ¢+1)-

Nous avons en effet :

Lemme 6.25
Supposons la condition CFL (6.42) satisfaite. Pour chaque @ € 7, il existe un unique
MY satisfaisant (6.55)-(6.56).

Démonstration du Lemme 6.25
Considérons la fonction 8 : IR — IR définie par

0(m) = {pS} (o1 (o)™ (BN (pS )= €1 m) — ()= —m,
ou
(pS)7*7 = {pS} (77 ()=, ()T (p5)71)

et (pE)IT"= est donné par le bilan d’énergie totale (6.43).

En corollaire du lemme technique 6.24 et puisque C't"™ > 0, cette application est
décroissante et vérifie

m1—1>r—|r—loo f(m) = —oc.

Afin de conclure la démonstration, il suffit de prouver que (0) > 0. Calculons

00) = 1{pSH(pr* ()i (BN, (057 7) = (pS)
= {pS} (o7 ()T () (S )FTHT) = (pS)F TS,

Puisque o' = I et (pu) ! = (pu)7H.

Exiger la conservation de I’énergie totale implique, au vu de I'inégalité d’énergie (6.47) :

(pE)IH > (pB)i T,
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La croissance de pE — {pS}(.,.,pFE,.), établie au lemme 6.24, assure donc I'inégalité
suivante :

{08} (P17 (o)™ (BN (pS)7 1) 2
[0S} (5 (o), B (0,

De méme, I'inégalité (6.46.i1) assure

(pS7)i™7 < (pSo)iT,

K3

et puisque Iapplication pS — {pS}(.,.,.,pS;) est décroissante, il en résulte

{053 (7 (o) (BT (pS. )77 2
(8} (6 (pu) ™ (B, ()1,

ou le membre de droite coincide, par définition, avec (,05)?“’_.

En invoquant les hypotheses sur g nous déduisons de la formule (6.46.1) 1'inégalité
suivante :

(oS} (P, ()T (PE)H, (S i1 7) 2 (pS)IH = (p)t =,

S . ;e . n+l . nt+l,— _ ntl,=
d’ou la conclusion désirée puisque pi™ = p/" " = p/T 7.

Notons qu’en regle générale, la précédente chaine d’inégalités est stricte et qu’ainsi

9(0) >0.m

Achevons, fort de ce résultat, la démonstration du Théoreme 6.23 en établissant les
inégalités d’entropie (6.50). Leur validité résulte de la propriété que possedent les entropies
spécifiques thermodynamiques S et S, d’étre solutions d’une équation de transport a
’issue du premier pas. Sous la condition CFL (6.42), nous avons

— 1 Tit1/2
n+1l,=
(pS); —/ S A d,
At
= (pS)} — AxAi{PSU}?H/za (6.57)

ou la fonction flux numérique répond a la définition (5.24).

Considérons, a présent, une fonction ¢ strictement décroissante, strictement convexe
de sorte que I'application {pa(S) }Hp, pu, pE, pS;) est strictement convexe (cf. par exemple
le lemme 6.20). En vertu de la décroissance de ¢, le principe du minimum (6.54.1) implique

_ _ 1 Tit1/
p?-l-lSZn-I—l Z p?-l-l,—SZﬁ-I-lv— — —/ e pS(x,At) dl‘,
Az Ti—1/2
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. . 1.= .
solt, puisque ,0?"'1 = ,0?"’ '~ par construction,

1 rTita)2
Qb(S?H—l) < Qb Az fl’,‘j}p PS(%AZL) dx ‘
7 — 1 rTiqaye P(J?,At) dl‘

Ax JTi_1/2

La preuve peut étre désormais achevée en adoptant exactement les mémes pas que
ceux proposés lors de la démonstration du Lemme 5.11 pour conclure a I'inégalité de
Lax:

At
,o?“qb(Sf“) — pro(SH) + EAZ'{M(S)U}?HQ < 0.

L’inégalité d’entropie portant sur I’entropie spécifique S, s’obtient en procédant de la
méme maniere. Notons, enfin, que 'application {py(5:)}(p, pu, pE, pS) est en fait convexe
sous les hypotheses adoptées sur les fonctions ¢, h et 1. Ceci conclut la preuve du Théo-
reme 6.23. &

6.4 Approximation numérique des termes de conductivité ther-
miques

Notre propos est d’indiquer ici comment discrétiser les lois de Fourier présentes dans
le systeme (2.1) lorsque les conductivités thermiques sont choisies non nulles. Nous mon-
trons ici comment obtenir des formules aux différences assurant 1’équivalence des solutions
discretes lors du pas dédié a la prise en compte des conductivités thermiques. Ces formules
sont bien sur les analogues des formules introduites a la section 5.

Soulignons que de nouveau, la définition des moyennes intervenant dans la défini-
tion des produits non conservatifs discrets impliqués dans la projection nonlinéaire (6.28)
n’est pas arbitraire mais doit étre liée au choix des formules aux différences relatives aux
conductivités, ceci de maniere a assurer formellement la consistance de la méthode dis-
crete avec la condition de saut généralisée (2.38). Décrivons succinctement les différents
pas constituant la méthode.

Premier pas: Prise en compte de ’opérateur du premier ordre (t* — t"*1=)

Le premier pas est identique a ceux développés dans le contexte des méthodes par
projection nonlinéaire : il est nécessairement constitué de la prise en compte de 'opérateur
du premier ordre extrait.

Deuxiéme pas: Prise en compte des conductivités thermiques (t"t1= — t*+1:=)

Supposons donc connue a 'issue du second pas la solution discrete v, (z, "t5=) qui est
par construction constante par morceaux. Approchons la solution du probleme de Cauchy
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sulvant :
dip =0, (6.58.1)
Opu = 0, (6.58.11)
Okl = 0,(k0,T) + 0,(k,0,T), (6.58.1ii)
008 = LW (BN (S,)0u(r, 0T, ), (6.58.iv)
p T

pour le choix de la donnée initiale v, (z,t"t1=). Considérons a cet effet pour i € Z

it = p e,
(pu)i = = (pu)i ™=,

n+1,=

_ - —1 ———ntl,=
(ST = (S E A (g (S) X BT

7

ll-l—l,:
+1,=

_ _ 1
(ST = (pS =+ A (5) BT

ou nous avons utilisé une définition des moyennes identique & (5.4) mais exprimée a
I'instant du pas considéré:

SoithT g = e e
WIS = 4 ST (s e ST E ST (659)
h/(h_l(sv?—l— =), sinon,

et son analogue g’(g—l(S))'H’:.

K3
Les opérateurs aux différences impliqués dans le précédent systeme discret trouvent
par exemple la forme suivante :

T = 1 n = n = e =
060, T, = ks (TIA= — 20+ 4 =) (6.60)
avec une définition analogue pour 0,x,0,1;, =

Du choix des moyennes (6.59) il résulte, tout comme dans la section 5, les identités
suivantes valables pour tout 7 € 7 :

ntl=yy _ _
7 ) 1) (si%= = s7T%) = ALRO, T
/‘}/ j—

soit en arguant de la constance de la densité au cours de ce pas

n+1,=

% (17+= = 1) = ALD,rd, T
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Nous disposons, bien entendu, par construction de la relation analogue

n+1,=

5 - (1,071 = T0F) = AtDw, 0, T,

+1,=

Il s’agit donc de résoudre deux problemes implicites découplés qui dans la pratique
et donc en présence de conditions aux limites ad hoc constituent chacun un probleme
matriciel symétrique défini positif.

Soulignons que les identités obtenues assurent le caractere intrinseque de la méthode
aux différences finies choisie au sens du Lemme 5.3. Notons en effet que la définition
des moyennes opérées en (6.59) permet l'introduction, laissée au lecteur, d’une solution
discrete construite sur (6.58) et équivalente a celle que nous considérons ici.

Nous concluons le second pas par les remarques suivantes énoncées sans démonstration.
La premiere est relative a I'inégalité d’entropie discrete et nous avons immédiatement :

(S ()7 ()T (08 T) = (p8)F + S AdpSubiy e =

T
P 1 n+1,=
Ei + Atm—_lg’(g—l(S))(amaggT)' ; (6.61)
ainsi que
b= . Al ”
(pS-)i T = (pS)! + EAZ'{,OSTU}Z»H/Q =
1 n+1,=
AW (B (S)(0uir 0:TS) (6.62)

prt i

Nous indiquons ici formellement la validité de principes du maximum sur les tempé-
ratures desquels nous déduirons des principes du maximum sur les entropies en vertu de
I'invariance en temps de la densité lors de ce second pas.

Formellement et lorsque ¢ parcourt un ensemble borné de 7, la matrice symétrique
définie positive associée par exemple a (6.60) est tridiagonale et possede pour ligne cou-
rante:

0 At 2At . pith= At (6.63)
R KA:I/'?’KA:E? Y1 liA:Jc?’ ) e .

le second membre ayant pour composante associée:

La matrice considérée est clairement une L-matrice a diagonale dominante sous des condi-
tions aux limites ad hoc. Son inverse existe et possede la propriété de M-matrice: i.e. ses
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coefficients sont tous positifs ou nuls. Pour ces notions classiques nous renvoyons le lecteur
a [44] par exemple.

Fort de cette propriété et en substituant a I'inconnue 77"t"= la nouvelle inconnue

ntl= _ pntl= : nt+l,=
Tmini = Tz T mln(Ti 7 )7
le probleme matriciel considéré est associé a la méme matrice mais pour le nouveau second

membre :
n+1,=

P (1715 — min(T715) > 0.
/‘)/ j—

De la propriété de M-matrice, nous déduisons immédiatement 1’inégalité suivante:

1,= 1,= . 1,=
Tt TH= = T0H0= — mm(Tin-l' =) > 0.

L’invariance en temps de la densité au cours de ce troisieme pas assure donc les inéga-
lités attendues suivantes:

. n+1,=
ntl,= min(77™)
Si e (W) >0, (6.64)
et pour les méme raisons:
_ in(7T,/ =
ST > h L:) > 0. (6.65)
(=

Nous nous sommes bien sur, ici, placé loin du vide.

Troisieme pas: Prise en compte de 'opérateur visqueux (t"t= — t*t17)

Nous choisissons ici et par exemple les formules aux différences finies telles qu’elles
ont été décrites dans la section 5, c’est & dire ne conduisant pas a une erreur L? de
représentation des dérivées discretes. Ces formules impliquent donc les moyennes définies
par (5.4) (voir également section 6.3).

Au terme de ce troisieme pas, les développements proposés lors de la précédente section
assurent le résultat suivant :

Lemme 6.26
Supposons satisfaite la condition CFL (6.42). Les principes suivants ont liew :

SrHhT > grth= (6.66.1)
S,thT > g b= (6.66.1i)

7
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Par ailleurs l'inégalité d’entropie précisée suivante a lieu :

n n — n — n — n At n
[pSHPIH ™ () (pB)EH (07 = (087 + S AdlpSuliyy o —
_1 n+1,= _1 n+1,—
ML (S)ODT) = £+ AL g ()@ 20,667

ou la formule aux différences finies impliguée est donnée par ['expression consistante :
[ [ d plig td par exp tant

ll-l—l,— o 1

~v—1 B v ————n+tl,—
= g (Np(Opu)? = (pn)w_lg’(g H9));:
1
M2A$2 ((u?-l:l—lL_ - U?+17_)2 —I_ (u?—I_L_ - u?——l—ll _) ) Z 0

De plus, nous avons l'inégalité d’entropie précisée suivante :

] At v, —1 =
(ST = (57 + S AdpS ¥y = ML (S))(0.00T) =
w1 (-1 2n+17_

Dernier pas: projection nonlinéaire (t"*H~ — 1)

De maniere a forcer la validité de la condition de saut généralisée (2.38), nous invo-
quons 'opérateur de projection nonlinéaire décrit dans les précédentes sections.

Ainsi, posons afin de préserver les propriétés de conservation requises :
n n-I—l n n-I—l n n—I—l,—
Pt =TT, (pu)iT = (pu)iTT, (pE)IT = (pE)TT,

et définissons

(pS)i+" = {pS}H (oI (pw)i*, (PE)IT (pS-)ith),

c’est a dire (pS, )"t de sorte que

ll-l—l,—
P! 1

v —1g(971(5));

At
- < ((pS1 = (0907 + D pSu) o

—1 nTil,= n+1,=
At(pnzl,ﬁg’(g‘l(é”)) N0Ra T ) -

ll-l—l,—
At

p%—_l 1 n+1
< (S = (pS0)7 + oA pS b

e =T (h1(5,)),

AtLh’(h—l(S Nt

ll-l—l = _
(p;z-l—l )%__1 a KTa T’TZ ) — 0 (668)
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Il apparait clairement a la lecture de 'opération de projection nonlinéaire défini en
(6.68) que la définition des moyennes a opérer est donnée par:

ll-l—l,— -1
pw—l 1 _ ¥ — 1 ———rartl=
¥ —1g'(g7'(9)); [(/J?“)”‘lg T ] ’

T N B e Wy ccnv e PP
N E) I (VS N |

7 7

Tout autre choix conduirait en général les opérateurs de Fourier discrets a engendrer une
contribution résiduelle apres sommation sur 1 € Z et ce de maniere inconsistante avec la
relation de saut généralisée attendue (2.38).

Montrons I'existence et 'unicité de I'opération de projection nonlinéaire de (pS, )+,

en établissant qu’il existe un unique nombre M?*! > 0, résultant de la projection nonli-
néaire (6.68), tel que

(PSS = (pS)TT T M (6.70)
n At n Yr — 1 e
= (IOST)i - EAZ'{IOSTU}H—IQ + At ,0%_1 h/(h_l(ST))(ax/iTaxTﬂ')' +
crrh= Mt (6.71)

ou par définition

n+1l,= n+1,=

nit= _ pr(p) Tt L (pp—1 1
T T, / ¥ — 1 W(hY(S,)), (6.72)

désigne une constante strictement positive. Cette constante est, bien entendu, telle que

{pSHPI ™ ()i (p )+ (pS)iTH7 + 0 MiH) =

At T =
(pS)! = T AAPSuY s o + Mg (g™ (SO, T)  + MIT! (6.73)

-1
P i

coincide avec (pS)?*! solution de la formule de projection nonlinéaire (6.68). Afin de
simplifier les écritures, nous introduisons la notation :

. . At n —1 =
(pS)IHh" = (pS)F — EAZ'{,OSU}HI/Q—I—At:Ym_I g (g7 ()00, T) .

Notons alors que la positivité de M permettra de conclure aux inégalités :

SZ'H_l Z 7 (min(Tin-I—L:)) Z 7 (mln(TZn)) Z 07

) = ey

. n+1,= : n
STn-I-l > h %j) > h % > 07
? (p?+17—)'y7—1 (p?)’yr—l
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qui assurent des lors la positivité des pressions pi'tt et p,"*!

des que la densité p?tt

. reste

positive.

Remarque 6.27

La preuve du résultat énoncé ci-dessous soulignera que la positivité des pressions résulte
de la stratégie de décomposition en opérateurs précédemment décrite et pour laquelle
les phénomenes visqueux sont pris en compte apres les phénomenes de conduction ther-
mique. Nous aurions pu traiter ces derniers phénomenes au titre de dernier pas, i.e. apres
I’étape de projection nonlinéaire, mais a la condition exclusive d’utiliser des formules aux
différences construites sur (6.59) et n’impliquant aucune erreur L.? de représentation des
dérivées discretes. Toutefois et par consistance avec ce qui suivra, ou les viscosités seront
fonctions des inconnues, nous n’avons pas suivi cette approche.

Nous avons:

Lemme 6.28
Supposons la condition CFL (6.13) satisfaite. Alors pour chaque 1 € Z, il existe un unique
MITY positif satisfaisant (6.70) et (6.73).

Démonstration de Lemme 6.28
Fixons ¢ € Z et définissons, comme au Lemme 6.5, la fonction 8§ : IR, — IR définie par

0(m) = {pSHpi ™, (pu) I+, (p ) (pS,)ITHT + €I m) — (pS) T —m.
En utilisant les mémes arguments qu’au Lemme 6.5, il suffit en réalité de prouver que
0(0) > 0 pour établir I'existence et I'unicité de M?*1,

Calculons avec des arguments désormais standards:

00) = {pSHor () (B (S, )177) — (81,
= (oS YT (L BN (08 = (S
> {pSHpi ™ (pu)T T (BT (pS )T T) = (08T

n+1,— n At n v 1 =
= (pS)i™h T = (pS)F + A, Pty — Al i 9'(g7(5)(0:k0:T)

[’inégalité d’entropie discrete (6.67) permet de conclure a la positivité de 6(0), cette
positivité étant généralement stricte.

6.5 Mise en oeuvre numérique

La classe de méthodes précédemment introduite est appliquée pour 'obtention de
solutions approchées de (2.23). Cependant ici, une de nos principales motivations étant
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la comparaison numérique des méthodes classiques a la présente stratégie de projection
nonlinéaire, une linéarisation de Roe est adoptée, celle-ci ayant été privilégiée dans le
cadre des méthodes classiques.

Sur la base de la linéarisation de Roe proposée dans la section 5.3, la densité p, la
quantité de mouvement pu et I’énergie pF sont déterminés par

n+1 n 1

BLK%&+ZQAi@:0’ (6.74.1)
n+1 — ‘ 1 .
(PE)I* = (pB); 1
K3 K3 —AZ n =
At + Az pELi
(5 1) (MMir = M ) 4 (M = M iy )?) (6.74.iii)

avec
Aifl = F(vi Vi) = fvis, vi).

Lopérateur discret M™ est défini par (5.5) et les flux numériques f,, f,. et f,g sont

donnés respectivement par (5.46.1), (5.46.ii) et (5.46.iii).

Seul reste a discrétiser ’équation non conservative

prr=l

7—1mm1

{8,5,05 + ,pSu) — 5”_‘11 o {8,5,05 +0,p5u} =0, (6.75)

Dans cet objectif, nous construisons des flux (conservatifs) pour chacune des entropies:
1 _
Jos,(VL,VR) = —{ (pSru)r + (pSru)r — (‘I)ST — [@|(S-Ap — APST))}7 (6.76)
fos(Vo,vR) = —{ (pSu)r + (pSu)r — (@8 — [T|(SAp — ApS)) } . (6.77)

ou ¢ est définie par (5.45). 1l en résulte la forme discrete suivante de (6.75):

(pi)!
=1 _1/(pSF)2
7 W (h=' (7))

B

(pr) ! [ir _— AL o
v —1 g’(g—l(%)) {(IOS)Z' — (pS); + Ar (fpS(VZ' Vin) = fos(VE, v ))} . (6.78)

L0807 = (05207 + 3 (s VE Vi) = s (Vi) =

En se rappelant que

u? P pr
E—p— =
PE = p3 7_1+7f_y
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il en résulte la relation discrete suivante :

n+1 2 n — n n — n
(pE)r T — (('Ou)l ) _ (it ) 19—1 (pS)i ™ i (i) lh—1 (pS-)it! (6.79)
Z 2pi v—1 pit! v =1 pitt )

En conséquence, puisque p'*t, (pu)?*! et (pE)?"*! sont connus, car donnés par (6.74),
(ps,)T! et (ps)?T! sont obtenus par la résolution d’un systeme implicite formé des équa-
tions (6.78) et (6.79). Notons que dans le cas particulier ou les applications ¢ et h sont
définies par I'identité, le systeme (6.78)-(6.79) devient alors linéaire.

Remarque 6.29
Rappelons que dans le cas particulier ¥ = 7, avec g et h définies par I'identité, le systeme
(2.23) trouve la forme conservative suivante :

Oip + Oppu = 0, r € IR, t>0,

Opu + Ou(pu +p+ pr) = 0 (1 + p1r)0pu)
OpE + 0u(pE + p+ pr)u = 9o (1 + pi-Judzu)
O (ppsr — (ps) + On (pps; — prps)u =0,

(6.80)

ou
b b
S = et S,

p’V - p’V'r )
Il est important de noter que la discrétisation précédente coincide avec la méthode de Roe
pour le systeme conservatif (6.80).
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Section 7

Résultats numériques pour les mode-
les a deux lois de pression
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7 Résultats numériques pour les modeles a deux lois
de pression

Les trois schémas, discutés lors des précédentes sections, sont ici appliqués a 'ap-
proximation numérique des solutions C* par morceaux du systeme (2.5). Les problemes
de Cauchy considérés correspondent aux choix d’une donnée initiale discontinue composée
de deux états constants, la discontinuité ayant lieu en = = 0.

Les calculs rapportés ci-dessous ont été menés, dans leur totalité, avec la stratégie
suivante : le nombre CFL est fixé a la valeur constante 0.5 pour des discrétisations uni-
formes en espace. Ces dernieres sont constituées de 100 a 2000 cellules dans le cas du
schéma classique et du schéma par projection L2 La méthode par projection nonlinéaire
est systématiquement associée a une grille uniforme composée de 300 cellules.

Les solutions discretes ainsi obtenues sont toujours comparées a la solution exacte du
probleme de Cauchy associé a ’opérateur du premier ordre extrait (2.9). La solution exacte
n’est donc autre que la solution du probleme de Riemann associé. Si il est bien entendu
que nous résolvons numériquement (2.5) et non (2.9), mais pour un nombre de Reynolds
grand (Reynolds=10°) dans tous les tests, notre propos est ici de qualifier ’aptitude des
trois méthodes numériques a la capture des relations de saut (pour les solutions onde
progressive et donc pour la solution onde de choc associée, cf. Théoreme 2.9) (o;ur, ug).
Nous renvoyons le lecteur a ’annexe A pour la construction de telles solutions exactes.

Remarquons que les problemes proposés conduisent toujours a des solutions constituées
de trois ondes simples et non seulement d’une seule, nous testons ainsi 'aptitude des
méthodes a restituer la bonne décomposition en ondes simples avec pour chaque onde
discrete le respect des relations de saut généralisées.

Nous renvoyons le lecteur aux tables 4.1 et 4.2 présentées a la fin de cette section pour
le choix des états gauches et droits ainsi que les valeurs précisées des parametres ~, v,
et du rapport p,/u, le nombre de Reynolds étant fixé a la valeur constante 10° qui est
typique d’un probleme d’aérodynamique.

Ici et de maniere a éviter I'inflation du nombre de cas test numérique, nous n’avons
délibérément pas traité le modele de fluide a deux températures pour des conductivités
thermiques non nulles. Notre propos est d’illustrer que les difficultés exhibées dans le cas
de viscosités constantes (voir les cas A B C D E) se trouvent étre exacerbées dans le cas de
viscosités variables, i.e. fonctions des inconnues (voir les problemes F G H I), dans les cas
du schéma classique et du schéma par projection L2. Nous renvoyons le lecteur a la section
8, section dévolue aux modeles de turbulence compressible, ou nous présentons des tests
numériques incluant des viscosités ainsi que des conductivités variables et uniquement
dans le cas du schéma par projection nonlinéaire, les deux autres méthodes ayant été
disqualifiées.

Cas test A:
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Le premier probleme est proposé dans un souci de validation informatique. Nous adop-
tons ici ’hypothese de modélisation v = 7, conduisant le systeme (2.5) a admettre une
formulation conservative équivalente (cf. Lemme 2.18).

Puisque v = ~,, le systeme équivalent ainsi défini peut étre compris comme le systeme
Euler 3 x 3 habituel mais pour la pression totale p + p, et complété d’une équation de
transport découplée (2.32) régissant la quantité (us, — p,s). En conséquence, les trois
méthodes discutées doivent impérativement restituer une approximation correcte des in-
connues p, pu et pk, la seule inconsistance ne pouvant étre trouvée que sur la prédiction
des pressions p et p, lorsque considérées séparément (leur somme devant étre correcte).
La lecture des résultats numériques obtenus répond a cette exigence et en ce sens les
méthodes sont désormais informatiquement validées.

Ici, nous avons fait choix de u = i, de sorte a nous placer loin, numériquement parlant,
des deux cas limites conservatifs exhibés au Théoreme 2.19. Il ressort d’un tel choix que
la méthode classique et la méthode par projection L? conduisent a des erreurs L', quant &
la prédiction des pressions p et p., inacceptables au niveau de raffinement proposé (2000
cellules) et ce contrairement a la méthode d’approximation par projection nonlinéaire qui
par construction est ici purement conservative.

Cas tests B C D:

Nous adoptons pour ne plus la quitter 'hypothese de modélisation générale v # ~,. Le
systeme (2.5) est en conséquence vraiment non conservatif puisque ici les deux viscosités
i et g, sont toutes deux non nulles. Notre propos est d’étudier 'aptitude des méthodes
numériques a restituer une décomposition en ondes simples correcte pour trois régimes
types de modélisation relatifs a la valeur du rapport des viscosités i, /u, respectivement
1, grand devant 1 puis petit devant 1. Dans ces deux derniers cas, le systeme (2.5) est
asymptotiquement équivalent a un systeme sous forme conservative au sens du théoreme
2.19 et ce contrairement au cas “= = 1. Le cas B relevant de ce régime est particulierement
sévere non pas parce que 'amplitude de la 1-onde de choc ou de la 3-onde de choc est
grande, elle est en fait ici modérée, mais bien parce que les pressions p et p, sont constantes
entre la 1-onde et la 3-onde de choc.

L’examen des résultats obtenus pour ces trois régimes en utilisant la méthode clas-
sique suffit a disqualifier définitivement cette approche: les erreurs sont systématiquement
inacceptables. La méthode par projection L% ne conduit a une approximation numérique
acceptable que dans le cas limite *L—T < 1, ce qui est attendu a 'instant considéré puisqu’il
est fait choix de la variable d’évolution p.S; et qu’asymptotiquement (en p,/u) celle-ci doit
étre conservée. Soulignons que l’erreur observée, faible a 'instant considéré, ne peut que
s’amplifier avec le temps puisque 'erreur de projection L? est une fonction croissante du
temps et que contrairement a la méthode par projection nonlinéaire, celle-ci n’est jamais
redistribuée de maniere & forcer la consistance avec la relation de saut généralisée (2.9).

Dans les trois cas test proposés, la méthode par projection nonlinéaire conduit a des
solutions discretes que nous jugeons acceptables méme si dans le cas B (cas sévere), il est
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possible de distinguer une faible erreur a la constance des pressions p et p, entre les 1 et
3 ondes discretes.

Cas test E:

Le choix de la donnée initiale conduit & une solution C° du probléme de Riemann pour
(2.9), constituée d’une 1-onde et d’une 3-onde de détente (de faible amplitude), les pres-
sions p et p, restant constantes a la traversée de la discontinuité de contact (celle-ci est
donc triviale). Le rapport des viscosités est fixé a 1, régime le plus défavorable.

La méthode par projection nonlinéaire ainsi que par projection L? conduisent a une
solution discrete acceptable. Il faut comprendre ici que la solution exacte étant C°, I’erreur
de projection L? est faible et ne pénalise donc pas la méthode par projection linéaire
(rappelons que les détentes sont ici de faible amplitude). L’examen de la formule d’erreur
(5.22) le suggere et nous renvoyons le lecteur aux expériences numériques proposées dans
[43] pour une illustration numérique de "amplitude du bilan d’entropie discret (5.20) dans
le contexte Euler 3 x 3 répondant a cette intuition.

Il ressort de ce test peu sévere que la méthode classique commet de nouveau une erreur
inacceptable sur la prédiction du niveau des pressions p et p,.

Application a une viscosité laminaire non constante

Les résultats précédents sont étendus a un modele de fluide a deux pressions en suppo-
sant qu'une des deux viscosités est fonction des inconnues. En conséquence, 1’écoulement
du fluide est supposé étre régi par le systeme d’équations aux dérivées partielles (2.5). Le
fluide satisfait les lois d’état (2.7). La viscosité laminaire p associée a la pression p est
supposée constante tandis que la viscosité p, satisfait la loi suivante:

Pr
fir(pspr) = CML/)\/? (7.1)

ou C, est une constante et L désigne un réel positif fixé et est associé a une longueur
caractéristique.

Un tel modele peut étre compris comme un modele de longueur de mélange imposée.
Il constitue en réalité un modele de turbulence simplifié.

Cette forme particuliere de la viscosité introduit une nouvelle nonlinéarité dans 1"opé-
rateur du second ordre alors que l'opérateur du premier ordre reste inchangé. Cependant,
le théoreme 2.8, le lemme 2.10 et le lemme 2.19 demeurent valables. Nous ne donnons
pas, ici, la démonstration de ces résultats qui sont une extension immeédiate des travaux
menés dans [16] et [17].

Le schéma classique, par projection L? et par projection nonlinéaire sont utilisés pour
approcher les solutions du systeme (2.5) ot nous avons adopté I’expression discrete sui-
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vante de fi; :

n n pT?
piri = Culp; n

Nous renvoyons le lecteur a la remarque 5.2 ou des formules aux différences en présence
d’une viscosité fonction des inconnues sont détaillées.

Les schémas proposés sont appliqués a "approximation des solutions de problemes de
Cauchy obtenus pour les données initiales détaillées dans la table 4.2 donnée a la fin de
cette section. L’ensemble des calculs a été réalisé avec un nombre CFL de 0.5 sur des grilles
uniformes constituées de 100 a 2000 cellules pour les schémas classique et par projection
L2 et de 300 cellules pour le schéma par projection nonlinéaire. La constante C,L est
choisie égale & 1.16 10~ pour les cas F et G, 1.16 107° pour le cas H et 1.16 1072 pour le
cas 1. Enfin, en adimensionnant les équations, le nombre de Reynolds vaut 1.11 10* pour
les cas F et H, 1.11 10® pour le cas G et 1.11 10° pour le cas 1.

Les solutions discretes sont systématiquement comparées a la solution exacte des pro-
blemes Riemann associés. Nous renvoyons le lecteur a I’annexe A pour les détails relatifs
a la construction de la solution du probleme de Riemann.

Cas tests FF G H:

Répondant aux tests B, C et D dans le cas d’une viscosité variable, notre propos est
ici d’étudier 'aptitude des méthodes numériques a restituer une décomposition en ondes
simples correcte pour trois régimes types de modélisation relatifs a ’ordre de grandeur du
rapport des viscosités p, /p, respectivement 1, grand devant 1 puis petit devant 1. Dans
ces deux derniers cas, le systeme (2.5) est asymptotiquement équivalent a un systeme sous
forme conservative au sens du théoreme 2.19 et ce méme si la viscosité p., est fonction des
inconnues (cf. [17], voir également la section suivante dédiée au modeles de turbulence

a deux équations de transport). Le cas F, relevant du régime ou £= est voisin de 1, est

particulierement sévere puisque les pressions p et p, et donc le rapport des viscosités *L—T

doivent demeurer constants entre la 1-onde et la 3-onde de choc.

[’examen des résultats obtenus pour ces trois régimes ne fait que confirmer que la
méthode classique exhibe des erreurs systématiquement inacceptables. La méthode par
projection L? ne conduit de nouveau a une approximation numérique acceptable que dans
le cas ou le rapport des viscosités £= est petit devant 1. Ce résultat est rappelons le attendu
puisqu’il est fait choix de la variable d’évolution p.S, et qu’asymptotiquement celle-ci doit
étre conservée.

Dans les trois cas test proposés, la méthode par projection nonlinéaire conduit a des
solutions discretes que nous jugeons acceptables méme si dans le cas F (cas le plus défa-
vorable), il est possible de distinguer une faible erreur & la constance des pressions p et
p, et donc du rapport des viscosités.

Cas test I:
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Le choix de la donnée initiale conduit & une solution C° du probléme de Riemann pour
(2.9), constituée d’une 1-onde et d’une 3-onde de détente (de faible amplitude), les pres-
sions p et p, restant constantes a la traversée de la discontinuité de contact.

La méthode par projection nonlinéaire ainsi que par projection L? conduisent a une
solution discrete acceptable en proposant un profil discret du rapport des viscosités p, /u
en accord avec le profil exact. Dans ce test peu sévere, la méthode classique commet de
nouveau une erreur inacceptable sur la prédiction du niveau des pressions p et p, et en
conséquence sur la prédiction du rapport des viscosités.

Notons, pour achever I’examen de ces expériences numériques, que les solutions discretes
obtenues par la méthode classique ne semblent pas vouloir tendre a l'instant considéré
vers la solution exacte lorsque le pas d’espace tend vers zéro (cf. par exemple les cas B, C,
D, E et leurs homologues en viscosité variable). Cette constatation s’applique de méme
au schéma par projection L? hormis dans le cas d’un rapport u,/u petit devant 1 et ce,
soulignons le, a I'instant considéré.

Test | v | 97 | pe/p p u p P
A [14]14] 1 1 1 1 0.4
0.57114 | -1.58823 | 0.40217 | 0.12826
B |[14[16] 1 1 1 1 0.6
1.92678 | -1.25451 | 2.74247 | 2.09561
C [14[1.6] 100 1 1 1 0.6
1.01595 | -0.93415 | 0.24142 | 0.15528
D |1.4[1.6] 0.01 1 1 1 0.6
1.05518 | -0.88895 | 0.15031 | 0.33869
E [14]16] 1 1 1 1 0.6
0.76 | 1.06170 | 0.68098 | 0.38677

Table 4.1 - Viscosités j1 et p, constantes
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Test | v | % p u p pr fir [
F [14]1.6 1 5 1 0.6 1
1.40647 | -2.62456 | 2.23173 2.6216 2.47898
G |[14]16 1 1 1 0.6 10000
1.01626 | -0.93061 | 0.24308 | 0.075179 5053.0683
H [14]16 1 1 1 610" 107
1.14893 | -0.88573 | 1.42807 | 9.46293 10~ ° | 4.25681 10~ °
I (1416 1 1 1 61073 1072
1.258 | 1.25676 | 1.37896 | 8.66244 102 | 1.34767 102

Table 4.2 - Viscosité u, fonction des inconnues




Section 8

Applications aux modeles de turbu-
lence compressible homogene isotrope



238 Résolution numérique de systémes convectifs-dissipatifs non conservatifs



Applications aux modéles de turbulence compressible homogéene isotrope 239

8 Applications aux modeles de turbulence compres-
sible homogene isotrope

Dans cette section, nous appliquons les développements numériques proposés pour les
équations de Navier-Stokes a deux températures a une classe de modeles de turbulence
compressible isotrope. La motivation de ces modeles de turbulence qualifiée de moyennée
est de s’affranchir de la description de petites échelles, (ici les petits tourbillons por-
teurs d’énergie cinétique devant étre rapidement dissipée par la viscosité), en opérant
une moyenne a définir des équations de Navier-Stokes a une température. La classe de
modeles ici considérée est génériquement dite “a deux équations de transport”. Ces deux
équations constituent des lois d’évolution pour deux grandeurs moyennes turbulentes dont
la modélisation vise essentiellement a modifier le tenseur des contraintes laminaires sous
I’hypothese dite de Boussinesq (cf. Mohammadi-Pironneau [6] par exemple). En consé-
quence de cette hypothese, une pression turbulente p, puis une viscosité turbulente p,,
comprises comme fonctions des deux grandeurs moyennes turbulentes, viennent s’addi-
tionner respectivement a la pression laminaire p et a la viscosité laminaire p. La viscosité
turbulente dépend, ainsi que nous le verrons, fortement nonlinéairement des deux gran-
deurs modélisées. Leur évolution conduit généralement le rapport des viscosités p et p, a
subir en temps et en espace de tres grandes variations: typiquement de tres petit devant
un a tres grand devant un.

Ainsi que nous le soulignerons a 1’occasion d’un préambule, la terminologie d’équa-
tions de transport n’est en fait pleinement justifiée que dans le cadre incompressible:
i.e. div(u) = 0. En réalité, ces modeles peuvent étre compris comme des équations de
Navier-Stokes a deux températures, la température moyenne et la température turbulente,
chacune étant associée a son propre exposant adiabatique. Ces équations sont complétées
d’une équation d’évolution relative a une deuxieme grandeur moyenne turbulente a préci-
ser. Les systemes d’EDP résultants impliquent des produits non conservatifs du premier
ordre (i.e. entre les inconnues et leurs dérivées premieres) et du second ordre (i.e. entre
les inconnues et leurs dérivées secondes). Les produits impliqués entretiennent une étroite
parenté avec les produits étudiés a ’'occasion des équations de Navier-Stokes a deux tem-
pératures. Il y a toutefois une difficulté supplémentaire, intrinseque a la modélisation ici
retenue, a savoir la coexistence de viscosités fonctions des inconnues et de lois de Fourier
proposées au titre de lois de fermeture pour des quantités difficiles & modéliser (cf. la
section 2 pour les conséquences).

La distinction de terminologie que nous opérons, entierement liée au cadre compressible
qui nous préoccupe icl, est probablement connue. Mais a deux exceptions pres, rapportées
a la remarque (4.2) lors de I'exposé de la méthode numérique classique, les conséquences
qu’elle implique sur le plan numérique n’ont pas été rapportées dans la littérature portée
a notre connaissance. Bien entendu, nous ne prétendons pas connaitre toute la littérature
afférente au calcul scientifique en turbulence compressible: elle est immense. 11 semble
étre systématiquement fait choix de la méthode classique pour laquelle les termes source
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de production de turbulence, i.e. les produits non conservatifs du premier et second ordre,
sont traités en tant que termes source. Une telle stratégie induit les inconsistances que
nous avons illustrées a la section 7 dédiée a I'exposé des résultats numériques dans le
contexte de deux viscosités constantes.

Si ces produits trouvent la méme parenté que ceux étudiés lors des précédentes sections,
le nombre et la nature des produits du second ordre varient d’un modele turbulent a un
autre en ce qui concerne la loi d’évolution de la deuxieme grandeur moyenne turbulente.
La premiere est le plus souvent associée a la température turbulente k. Nous distinguerons
dans cette section, le modele le plus célebre dit (k, €) ainsi que deux variantes, a savoir les
modeles (k,[) et (k,w). Nous indiquerons succinctement lors du préambule la signification
de chacune de ces grandeurs moyennes turbulentes pour ensuite étudier brievement les
relations d’équivalence liant éventuellement ces trois modeles. L’étude de ces propriétés
d’équivalence, motivée par l'existence d’une écriture générique pour ’ensemble des trois
modeles, ne sera menée par souci de simplicité que dans la classe des solutions C? et ne
recevra donc pas d’énoncé formel.

Cette écriture générique motivera ensuite la présentation d’un algorithme de calcul
dédié a 'approximation numérique des solutions relevant de chacun des trois modeles.
Cet algorithme repose bien entendu fortement sur la méthode par projection nonlinéaire
introduite lors de la section 6 et ce grace a une stratégie de décomposition en opérateurs
développée de maniere a préserver la positivité requise des grandeurs moyennes turbu-
lentes.

Nous acheverons la présente section applicatrice par ’examen de quelques cas tests
numeériques.

8.1 Préambule aux modeles de turbulence dits a “deux équa-
tions de transport”

Notre propos est ici d’indiquer que les modeles de turbulence compressible homogene
isotrope dits a deux équations de transport sont en réalité des modeles a deux entropies
spécifiques, complétés d’une équation d’évolution sur une grandeur turbulente moyenne
a préciser. A notre connaissance, la distinction que nous nous proposons d’opérer n’a pas
été rapportée dans la littérature et c’est la raison de ce préambule.

Nous privilégions ici un modele de turbulence dit a “deux équations de transport”
le plus usité dans les applications: le modele (k, €). Il existe de nombreuses variantes de
ce modele, nous préciserons dans la prochaine section les similitudes et les différences
qu’entretiennent trois de ces modeles d’utilisation courante. Ce préambule peut d’ailleurs
étre compris comme un dictionnaire de formules nécessaires aux développements qui y
seront menés. Il est donc présenté en "absence d’énoncé formel. Nous renvoyons toutefois
le lecteur aux travaux [16], [17], [41] présentés dans cette these ou nous analysons le
modele (k, €) en 'absence de conductivité thermique. Le dictionnaire de formules proposé
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ci-dessous prend en compte les lois de Fourier.

Remarque 8.1

En aucun cas, ce préambule ne peut constituer une présentation ni méme une intro-
duction aux modeles de turbulence compressible isotrope, nous renvoyons pour cela a
Mohammadi-Pironneau [6] pour une présentation dans les cas incompressible et com-
pressible. Soulignons enfin que les équations que nous énoncerons ci-dessous sont des
équations effectivement satisfaites par les solutions C* du modele (k, ¢) standard. Il n’y
a pas d’autre hypothese de modélisation que celles du modele standard tel qu’il est
proposé pour les grands nombres de Reynolds: i.e. loin de tout obstacle.

Présentation des équations

Sous I’hypothese de grands nombres de Reynolds, le modele (k,€) est décrit par le
systeme d’EDP nonlinéaire suivant :

Op + Oppu = 0,
pu + Ou(pu® +p + (77 — 1)pk) = Op (1t + p1r)Oput)
OipE + 0:(pE + p+ (- — V)pk)u = 0u((pt + pir )udpu) + 0u(£0:T + £,0:K), (8.1)

Ok + Oppku = — (v, — 1)pkOyu + - (agb,u)2 + 0, (k-0:k) — pe,
Oipe + Oppeu = —Co (v, — 1)pedou + Co Lpir (&Uu)2 + 0y (KeOp€) — Cegp%,

ou dans les dernieres équations, les produits {—(y, — 1)pkd,u + 1, (&Uu)z} et {—Cal(y, —
D)pedpu 4+ Capptr (&Uu)Z} sont usuellement qualifiés de terme source de production. Les
fonctions d’ordre zéro (—pe) et (—Cegp%), i.e. fonctions seulement des inconnues, sont
dites termes source de destruction.

Dans ce modele, les inconnues pk et pe sont respectivement appelées énergie cinétique
turbulente et taux de dissipation turbulente. Une analyse dimensionnelle nous apprend
que k est associé & une température, vk étant alors associé & une vitesse; que par ailleurs
nécessairement :

— est associé a un temps,
3

et que des lors
k3/2
——  est associé a une longueur.
€

Il est important de noter que les équations composant le précédent systeme seront tou-
jours supposées étre sous forme adimensionnée. Il s’ensuit donc que les notations
Wy [y K, K; et K. désignent respectivement des nombres de Reynolds et des nombres de
Prandtl. Par abus de langage, nous continuerons a les appeler viscosités et conductivi-
tés thermiques puisque nous continuerons a appeler les inconnues par leur dénomination
dimensionnée: i.e. densité, pression, etc.
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La viscosité turbulente notée i, est habituellement définie par le produit

k3/2
Hr = CMpT\/E, (82)

ou (), est une constante positive du modele. Nous détaillerons ultérieurement l'expression
des conductivités thermiques. Par ailleurs, la pression p est donnée par la loi d’énergie
totale suivante:
2
u
ol = (pu) p

— + pk

ou ~ désigne une constante supérieure a 1.

Nous renvoyons le lecteur a Mohammadi-Pironneau [6] pour 1'origine et 'obtention
d’un tel modele a partir des équations de Navier-Stokes instantanées tridimensionnelles.
Ici, le systeme d’équations correspond a la formulation monodimensionnelle du modele
mais obtenu en dimension d d’espace. Cette dépendance par rapport a la dimension figure
dans la définition de la constante ~; :

2
v, =14—=, d>1.

Il est possible de reconnaitre ici ’exposant adiabatique d’un gaz monoatomique en dimen-
sion d d’espace et cette similitude est pleinement consistante avec 'obtention du modele
(k,e) ou la température turbulente k& résulte de ’écart a la moyenne de chacune des
d composantes de la vitesse instantanée, sous une hypothese d’isotropie essentielle a la
modélisation des phénomenes turbulents ici considérés.

Il est utile de donner une formulation équivalente non conservative du systeme (8.1)
valable pour les solutions C*(IR x IRy ) dont nous laissons I'obtention aisée au lecteur:

Owp + u0pp + pdru = 0,

p (O + udou) + 0op + Ou(vr — L)pk = 0: (1 + pr)Oou)

Oip + Oopu + (v = 1)pdou = (v = V) (3eu)* + (v = 1) (0er8:T) + (v = )pe,
Ok + Oppku + (v, — 1)pkdpu = - (al,u)2 + (0pk-0:k) — pe,

Oipe + Ozpeu + Coy (v — L)pedou = Cagptr (&Uu)2 + (0pR0z€) — Cegp%,

qui suggere l'introduction des notations suivantes:
Pr = (77 - 1),0k, =1+

Ye — 1= CEI(VT - 1)7
Re = (Ve — 1)ke.

87

Avec ces notations, les précédentes équations trouvent la forme:
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Op + udpp + pdyu = 0, (8.3.i)
p (O + u0yu) + Opp + Oppr = 0x (10 + 1) 0ru) (8.3.1)
Op + YpOu + ud,p = (v — D (9ou)* + (7 — 1) (0.,60,T) + (v — 1)pe,  (8.3.iii)
Oepr + Vrpr O + udyp, =

(v = Dz (0p0)” + (7 = 1) (Durir0ok) = (77 = 1)pe, (8.3.iv)
Ope + Oppeu + (ve — 1)pedyu =

(7 — 1)]%#7 (0:10)" + (7 = 1) (OericOs€) = Craly- — 1) (Ijoi)z'

(8.3.v)

Remarque 8.2

La derniere équation pourrait suggérer d’introduire la notation p. = (y. — 1)pe. Volon-
tairement nous n’adopterons pas cette notation puisque pe ne contribue pas a la pression
totale; cette variable n’a pas la dimension d’une pression mais d’une pression sur un temps.
La forme de cette derniere équation résulte d’une hypothese de modélisation, a la base
du modele (k, €), consistant a calquer ’équation gouvernant pe sur I’équation gouvernant
pk. Soulignons que 1’équation gouvernant pk est considérée comme réaliste et ce contrai-

rement a ’EDP gouvernant pe (voir par exemple Mohammadi-Pironneau [6], Gleize [25],
Hérard [42] pour les détails).

Loi d’évolution supplémentaire liant p et p,

Concernant les deux pressions p et p,, associons leurs les entropies spécifiques sui-
vantes :

p Pr

5= et 8y = e (8.4)
Ces notations ont été introduites sous les hypotheses
p>0, p>0, p.>0, pec>0, (8.5)

que nous commenterons dans la remarque 8.4

Armé des notations (8.4), il est immédiat que les deux équations (8.3.iii) et (8.3.iv)
du systeme (8.3) trouvent la forme suivante:

05 + udys = (y—1)
p’V

{1(0u)® + (0050, + pe}. (8.6.1)

0¢s7 + udys, = @{/«LT (al,u)2 + (0x(k,:0,T;) — ,06}. (8.6.ii)
p T

Remarquons que les équations (8.6) impliquent 1'identité suivante :
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VT

-

JTS (( P N {0s + u0ys} — 0,(k0,T) — pc) = 0. (8.7)
/'y JE—

Il importe de noter que la viscosité turbulente i, étant une fonction des inconnues, il n’est

plus possible contrairement a 1'identité (2.4) d’obtenir une relation faisant intervenir de

maniere conservative les lois de Fourier.

Remarque 8.3

Réécrivons de maniere équivalente les équations (8.6.1) et (8.6.i1), satisfaites par les solu-
tions C? du modele (k,€):

Oys + udys = (’Vp; D {1000’ + 0ok 0,T) b — (7 — 1)%(0 —s),  (88.)
Dysr + udys, = Wp%l){,h (0o)? + (D0, T;) } + £<0 — ). (8840

En rappelant que k/e trouve la dimension dun temps, le terme source présent dans
I’équation gouvernant s, s’apparente a un terme de relaxation relaxant s, et donc k vers
zéro. Cette destruction de k alimente en retour I'entropie spécifique s de la quantité (y —

1)p'~7¢ > 0 ou encore comme 'indique (8.8.1) fait croitre s avec le temps caractéristique
P

(v=1)pe

avaient un role symétrique, seule ici la masse totale de 'entropie plog(s) est toujours une

. Ainsi et contrairement a la précédente section ou les entropies spécifiques s et s,

fonction croissante du temps puisque:
Oplog(s) + Opplog(s)u =

. 7 ) {1(000) + pe} + (v = 1) {5 (9 log(1))* + D, (0, log(T') } .

La dissymétrie observée entre s et s, est naturelle dans le présent contexte mais il est
important de souligner que cette dissymétrie n’intervient que par un terme de relaxation,
i.e. une fonction seulement des inconnues.

Remarque 8.4

Les deux premieres hypotheses énoncées dans (8.5) signifient bien entendu que nous
nous placons loin du vide. Les deux dernieres interdisent aux phénomenes de turbulence
de disparaitre, ce qui pourrait paraitre surprenant. Toutefois, deux faits doivent étre
rappelés. Premierement, le modele (k, €) n’est pas un modele de turbulence prédictif au
sens ou il faut “ensemencer” la donnée initiale en faisant choix de valeurs a définir mais
strictement non nulles de pk et pe (cf. Gleize [25]). Deuxiemement, nous avons établi
dans [41] qu’il n’y avait pas unicité de solutions régulieres du systeme (8.1) pour k et €
au voisinage de zéro avec k*/%/e¢ = L, L constant, pour le choix de la fonction viscosité
turbulente donnée par (8.2).
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Lois d’évolution supplémentaires liant & et ¢

Considérons les équations (8.3.iv) et (8.3.v) pour écrire sous les hypotheses (8.5):

Olog(k) + ud; log(k) + (- — 1)0yu = ,/;L_;f (Dpu)}* + ,oik{ (0pk,0:k) — pet,

2

Cerftr 1
(0} + A (Bordee) = Cap )

pk

Multiplions la premiere relation par la constante positive C, pour la soustraire de la

O¢log(e€) 4+ udy, log(e) + (e — 1)0,u =

seconde et ainsi obtenir:
1 €2
;{pe(at log (€) + w0, log (€) ) — (Oyk 0r€) + Cegp?} —
1 Oel Oel o
p—k{pk(at log (k ) + w0, log (k ) ) — (0,CeakcO0g€) — Cd,oe} =0, (8.10)

ou nous avons utilisé la relation définition (y. —1) = Cq (v — 1). Réexprimons enfin cette
derniere identité sous la forme:

€ € 1 Ca ¢
9, log (kT) + ud, log (kc) = () = (D 0.k) = (Ca = Ca) e (811

Notons que lorsque les conductivités thermiques k, et k. sont identiquement nulles,
I’équation précédente implique la relation de saut de type Rankine-Hugoniot suivante:

€ €

_O-[pkcd] + [pkcd u] = 07

en vertu de la loi d’évolution :
€ € €
8,5,010g (kc—el) + &Uplog (m) u = _(062 — Cd)pz

Ceci acheve la description du dictionnaire de formules.

Remarque 8.5
Les équations du systeme (8.1) étant adimensionnées, il aurait été possible de définir la
quantité s,. = pe/pTe de sorte a obtenir grace a la relation (8.3.v) une identité “analogue”

a (8.7):

(o ) Cal)
TR p ((%_1){&5505—|—u8@,3ﬁ5} Oy (KkeOr€) + T b

.
Capr X (( P 1){8,53 + u0ps} — 0u(k0T) — ,06) = 0. (8.12)
v —

Toutefois cette derniere identité coincide clairement avec (8.7) lorsque p = 0 et s’avere

des lors dans ce cas redondante. Il s’agissait donc de proposer une identité satisfaite par
les solutions C*(IR x IR} ) de (8.1) indépendante de ce cas limite (i.e. u/p, — 0 & €/k
fixé).
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Remarque 8.6
En anticipant les développements numériques a venir, il convient de discuter quelle rela-
tion doit étre privilégiée de (8.11) et (8.10).

Dans un premier temps, nous soulignons que dans la stratégie de décomposition en
opérateurs développée lors des précédentes sections, nous avons proposé des formules aux
différences n’introduisant aucune erreur L.? de représentation des dérivées discretes. Nous
préservons ainsi I’équivalence au niveau discret au sens du Lemme 5.3 (cf. section 5 et
section 6.4) qu’ils s’agissent des phénomenes visqueux ou de conduction thermique. Ces
formules s’appliquent ici de la méme maniere. La seule erreur L? qu’il faudra corriger en
invoquant 'opérateur de projection nonlinéaire sera uniquement induite par la projection
L% de I'opérateur du premier ordre extrait.

Il suffit de remarquer dans un second temps que la projection L? du logarithme d’un
quotient coincide avec la différence de la projection L? des logarithmes du numérateur
et du dénominateur. Cette observation suffit a assurer I’équivalence discrete des relations
(8.11) et (8.10). Puisqu’il y a équivalence discrete, nous privilégierons bien entendu la
forme la plus simple: (8.11).

Conclusion au préambule

Nous présentons le systeme d’équations satisfait par les solutions de (8.1) que nous
invoquerons lors de leur approximation numérique:

Op + Oppu = 0, (8.13.i)
dpu + Oo(pu® + p+p,) = 0. (1t + pr)0put) (8.13.ii)
Ol + 0.(pFE + p+ pr)u = 0:((p + pr)udpu) + 0u(£0:T + K,:0:k), (8.13.iii)
-1
JTR ('07{6,5,037 + Opps-u}t — 0p(K,0:k) + ,06) —
(%’ - 1)
P
JT (( 1){875,03 + Oppsu} — 0,(kOT) — ,06) =0, (8.13.iv)
v —
1 Cd ¢
O¢log (s.) + ud, log (s.) = ; (OpkcOz€) — e (0pkr05k) — (Ceg — Cd)? (8.13.v)
Nous avons posé ici
€
e = e

Rappelons que si Cy = 3/2, s, est associée a la dimension de 'inverse d’une longueur.
Dans (8.13), il faut comprendre soit ps, soit ps, soit pE comme une fonction des autres
inconnues. A ce propos, il importe de noter que la variable s. n’est couplée aux autres
équations que par l'intermédiaire du terme de relaxation pe et de la viscosité p,, devant
étre compris comme fonctions des inconnues. En d’autres termes et dans une stratégie de
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décomposition en opérateurs, la derniere équation du systeme (8.13) pourra dans les faits
apparaitre totalement découplée des quatre premieres équations. Ces quatre premieres
équations constituent des lors un systeme en tout point analogue a celui étudié dans les
précédentes sections. Une telle stratégie de décomposition en opérateurs sera bien entendu
mise en oeuvre.

8.2 Trois modeles de turbulence compressible homogene iso-
trope

Nous considérons dans cette section trois modeles de turbulence compressible homo-
gene isotrope dits a deux équations de transport, fréquemment utilisés dans les applica-
tions. Les équations associées a chacun de ces modeles peuvent étre formellement clas-
sées de la facon suivante: d’une part les équations, communes aux modeles, régissant les
grandeurs conservées p, pu et pl et d’autre part les équations gouvernant les quantités
turbulentes modélisées, impliquant des produits non conservatifs du premier ordre (i.e.
entre les inconnues et leurs dérivées premieres) et du second ordre (i.e. entre les inconnues
et des produits de dérivées premieres), dont le nombre et la nature different d’un modele
a 'autre.

Nous indiquons ici que les modeles de turbulence considérés conduisent a des systemes
équivalents dans la classe des solutions C? dont les quatre premieres équations d’évolution
coincident systématiquement avec les équations (8.13.i), (8.13.ii), (8.13.iii) et (8.13.iv)
mises en avant lors du précédent préambule. La derniere équation d’évolution (8.13.v)
trouve une forme analogue mais pour des choix de constantes éventuellement différents
(typiquement 'exposant () ainsi que des modeles de conduction thermique différents.
Ces derniers peuvent en particulier ne pas impliquer de produits non conservatifs.

Nous présentons succinctement les trois modeles retenus pour ensuite préciser pour
quel choix de constantes de modélisation, des relations d’équivalence ou de non équivalence
ont lieu dans le cadre des solutions de classe C2. Nous ne menerons pas ici I'extension d’une
telle étude au cas des solutions C? par morceaux puisque nous n’avons établi 'existence
des solutions onde progressive pour les modeles de turbulence discutés qu’en ’absence de
phénomene de conduction thermique. Ici, les lois de Fourier, résultant d’hypotheses de
modélisation, seront toujours considérées.

Equations relatives aux grandeurs conservées p, pu et pF

Les équations communes aux différents modeles de turbulence considérés sont données
par

Oip + Oppu = 0, r € IR, t>0, (8.14.1)
dipu + Op(pu® +p+pr) = 0. (1t + 1) 0put) (8.14.ii)
OpE + 0,(pE 4+ p+ pr)u = 0, (1t + por)udpu) + 0, (0, T) + 0, (k,0,k) . (8.14.1ii)
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La pression turbulente p, est liée a 1’énergie cinétique k£ par la relation
2
pr=1(v—lpk, ~v.=14+- d>1. (8.15)

La pression thermodynamique p est supposée satisfaire une loi de gaz parfait :

(pu)*  pr
= (y—1)[pE - - 1.
p=(v-1) (,0 0 o1 7

Les conductivités thermiques sont définies par

H Hr Hr
= — 1 s = —,
" Pr—I—Prt ¢ " M+ak

ou P, P., et a; désignent des constantes positives. [’expression de la viscosité turbulente
7 répond a la formule (8.2) et nous supposerons ici et dans toute la suite que la viscosité
laminaire p est une constante positive de maniere a simplifier I’exposé.

Nous décrivons ci-dessous les équations d’évolution gouvernant les grandeurs turbu-
lentes associées a chacun des trois modeles retenus.

Modele (k,¢) [6]

Nous rappelons ici succinctement le modele le plus classique en précisant les constantes
qu’il met en oeuvre. Le systeme (8.14) est complété par les équations régissant ’énergie
cinétique turbulente pk, ici associée a p, au travers de la définition (8.15), et le taux de
dissipation turbulente pe:

Oipr + Oupru + (v — Dpr 0o = (37 — Dty (0pu)? + 0, (5,0:k) — (- — 1)pe,  (8.16.1)

2

Dipe + Duper + Coy (s — 1)pedou = cd,,LT;(axuf + 0, (KeOye) — 052,0%. (8.16.i)

La viscosité turbulente y, (8.2) s’écrit de maniere équivalente :

2
=1 Cu P (8.16.iii)

Yr = 1)2 pe ‘
ou €, est une constante positive classiquement prise égale a 0.09.

Dans (8.16.ii), Cq et Cy désignent deux constantes positives du modele qui usuelle-
ment vérifient C.y < Cp avec Cy €]1,2[ (cf. [6] pour différents choix de valeurs numé-
riques). Lexpression de k. est donnée par

’ie:/i‘l'&v

Qe

ou ¢, désigne une constante positive.
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Modele (k,1) [21]

Dans le modele (k, 1), le systeme (8.14) est complété par les équations régissant I’énergie
cinétique turbulente pk et une échelle de longueur caractéristique [ de la turbulence:

Oipr + Oopru+ (v — D)pr0ou = (47 — D)ptr (0pu)? + 0, (k. 02k) — pe, (8.17.i)
Aupl + Dpplu = 0y (k1 Dl) + r12(8u1) x (8,k) + CipVE, (8.17.i)

ou par abus de langage, nous comprenons k et e comme fonctions des inconnues au travers
de la relation (8.15) et de la définition :

k3/2

€

[

En conséquence, le terme source présent dans 1’équation (8.17.1) s’écrit par exemple comme
dans [21]:

_ k[ P
NG e

La viscosité turbulente 1, définie par (8.2) devient, ici, en variables (k,[):
1y = CplVk, (8.17.i1)

ou €, désigne la méme constante positive que précédemment.

Dans (8.17.ii), C; désigne une constante positive du modele qui n’a pas nécessairement
a trouver de lien entre les constantes Cyy et Cp du modele (k,¢). Enfin, les expressions
de Ky et k3 sont données par

. 2 (v, — 1
kn=p+ LT et kp= —UMT,
ap ap2 Pr

ou oy et ajy sont des constantes positives. Nous renvoyons le lecteur a [21] pour le choix
des différentes constantes.

Modele (k,w) [22]

Dans le modele (k,w), le systeme (8.14) est complété par les équations régissant 1’éner-
gie cinétique turbulente pk et une échelle de temps caractéristique w de la turbulence:

Oipy + Oppru + (v — DprOpu = (45 — D (0pu)? + 8, (k,0,k) — pe, (8.18.i)
at/)w —I' axpwu —I' Cwl (77’ - 1)pwaacu — Cwl,uﬂ'%(axu)z —I' aac (liwlaxw) ‘I’
K2 (Opw) X (k) — Copw?. (8.18.i1)
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ou ’abus de langage est levé en précisant que 1’échelle de temps caractéristique w est liée

aux grandeurs turbulentes k et € par la relation :

¢
W= —.

k
En conséquence, le terme de relaxation présent dans 1’équation (8.18.i) s’écrit dans le
systeme de variables (k,w):
1 Pr
pE= ———pw—.
(%’ - 1) P
La viscosité turbulente . (8.2) s’exprime, ici, en variables (k,w):
pr = Cup—, (8.18.1ii)
w
ou €, désigne la méme constante positive.

Dans (8.18), Cy1 et Cya sont des constantes positives du modele. Les expressions de
Kw1 €t ko2 sont données par

. 2 (v, —1

a1 (079 Pr

ou oy et o,y désignent encore des constantes réelles positives. Nous renvoyons le lecteur

/iwlz,u‘l’

a [22] pour le choix des différentes constantes.

Remarquons que dans le cas particulier ou k., est supposé identiquement nul, nous
obtenons le modele (k,w) original de D.C. Wilcox [24].

8.3 Propriétés d’équivalence des modeles

En notant
u="(p, pu, p&, p,, pX),
ou X désigne respectivement ¢, [ ou w pour les modeles (k, €), (k,[) ou (k,w), 'espace des
états admissibles est donné par

2
QX:{u€R4;p>0,pu€ﬂ%,pE—('02u)— p71>0,p7>0,X>0}.
P Vr —

Avec ces notations, il est possible d’établir en calquant les calculs indiqués a ’occasion du
dictionnaire de formules que les systemes régissant ces différents modeles peuvent trouver
I’écriture générique suivante :

Owp + Oppu = 0, (8.19.
Oipu + Ou(pu’ + p+ (- — Dpk) = 0. (1 + p1:)0ut) (8.19.ii
Ol + 0.(pFE + p+ (v — Dpk)u = 0.((pt + pr)udpu) + 0:(k0, T + £,0.k), (8.19.iii
O + Oupri + (v — Dpeou = (v = 1) {pr (0ou)? + 0 (- 0uk) — pely . (8.19.iv
OpX + OepXu+ Cx, (v, — )X 0u =

Oy, %/,LT(&UU)Q + 0, (kx, 00 X)) + Kix, (0, X)(0uk) — C'y, p%X, (8.19.v)
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ou il faut comprendre € et p, comme fonctions des inconnues telles que définies lors de
I’exposé des trois modeles.

Iei Cx, et Cx, désignent deux constantes réelles ou

(Ce,Ce2)  pour le modele (k,¢),
(Cx,,Cx,) =1 (0,—Cy) pour le modele (&, 1),
(Cu1,Cy,) pour le modele (k,w).

Soulignons que Cy, est bien identiquement nulle dans le cas du modele (k,[) et que le
coefficient Cx, associé coincide bien avec —(C.

Remarquons de nouveau que la derniere équation d’évolution n’est couplée au pré-
cédentes que par l'intermédiaire des applications i, et e. Ce type de couplage suggere
I’étude des propriétés d’équivalence qu’entretiennent chacun des trois modeles.

Propriétés d’équivalence des systémes du premier ordre extrait

Il est immédiat que les solutions régulieres de chacun des systemes du premier ordre
extrait ne sont gouvernées que par les quatre mémes équations: les quatre premieres
équations extraites de (8.19). En effet la derniere équation se trouve dans chaque cas étre
completement découplée pour étre équivalente a une équation de transport sur le traceur
(voir le dictionnaire de formules pour une preuve):

X
Sx = log (kcxl ) . (820){)

En conséquence, le Lemme 2.2 énoncé dans le contexte du systeme Navier-Stokes a
deux températures reste inchangé: la multiplicité de la valeur propre u devient triple.
Les lois de conservation supplémentaires peuvent bien entendu dépendre également de
la quantité (8.20x) mais une telle dépendance apparait étre ici totalement artificielle: le
lemme de convexité 2.4 suffira a notre propos.

Notons enfin, que pour les trois modeles proposés, les lois de conservation supplémen-
taires satisfaites par les solutions régulieres coincident toutes a la condition nécessaire et
suffisante

3
Ca=Ca+1= ) (8.21)

assurant la coincidence des grandeurs transportées (8.20x ) lorsque réexprimées dans les
variables k et e.

Remarque 8.7
Notons que dans le cadre du modele (k,[), la constante C'y, est nulle, la quantité trans-
portée coincide avec X = [ ce qui est le résultat attendu et fixe la valeur de Cy a 3/2.
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Résultats d’équivalence pour les systéemes complets

Les solutions C*(IR x IR, ) de chacun des systemes (8.19) satisfont toutes les quatre
meémes équations suivantes :

Owp + Oppu = 0, (8.22.1)

dipu + 0p(pu® + p+ pr) = 0p (1t + 1)) (8.22.ii)

Ol + 0.(pFE + p+ pr)u = 0: (1 + pr)udpu) + 0p(£0:T + K, 0:k), (8.22.iii)
LA 0,95y + DupSyut) — B, (ks Dok

iy (S +Sen) ~ 000 ) -

p 1 :
Lr OpS + 0ppSu) — 0,(k0,T) — pe | =0, (8.22.iv
(7 —19’(9‘1(%)( t ) (<0T) ( )

ou nous avons défini, a 'instar de la section 2:

S:g(ﬁ) et szh(pT),
p’V p’V'r

les fonctions g et h vérifiant les hypotheses (H;) ou (Hz). Nous renvoyons a la section
2 pour les commentaires liés a ces écritures et au dictionnaire de formules pour leur

établissement.

Concernant la derniere équation d’évolution, nous supposons dans un premier temps
que les conductivités thermiques kx, et kx, sont nulles pour revenir ultérieurement au cas
général. Cette hypothese nous permet d’assurer que les solutions C* du modele (k, X), X
fixé, vérifient la loi d’évolution suivante, déduite du dictionnaire de formules (cf. (8.11)):

X X €
Cette écriture est générique mais ces équations ne coincident bien entendu que sous ’hy-
pothese (8.21) et sous la contrainte:

Cp=—(Coa—Cq), Cpo=Ca+1 (8.23)

ou Cyy sert de parametre, C,y étant imposé par la condition (8.21).

En conséquence, les trois modeles ne sont équivalents que sous la condition nécessaire
et suffisante (8.21) dans le cas kx, = rx, = 0. Il est immédiat qu’une telle propriété
d’équivalence est perdue lorsque les conductivités thermiques sont choisies non nulles. En
effet, la précédente équation fermant dans ce cas général les équations d’évolutions (8.22)
pour définir le systeme que nous considererons dans la suite, devient :

X X
O log (kc—xl) + u0; log <k0X1) =

1 Cx
S [0, 9:X) e 009 ()]~ —

L), (1:0,k) — (Cx, — ch)% (8.24)
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Notre propos résidant dans "approximation numérique des solutions onde progressive
de ces modeles, le Théoreme 3.2énoncé dans [16] assure leur existence dans le cadre du
modele (k,¢€) avec kK = Kk, = kx, = Kx, = 0, les termes de relaxation étant négligés.
Toutefois ce résultat d’existence et d’unicité des solutions onde progressive n’a été établi
que sous la condition C,; €]1,2[, hypothese proposée par les mécaniciens. De telles so-
lutions étant au moins C*(IR x IRy) nous assurons par équivalence avec le modele (k, ¢)
sans conductivité thermique, I’existence de solutions onde progressive pour le systeme gé-
nérique (8.19) des que I'exposant C; compris comme une fonction (affine) de I'exposant
Cx, du modele considéré appartient a Uintervalle |1, 2].

Nous concluons alors la présente section en rappelant que ’extension aux modeles de
turbulence a deux équations du Théoreme 2.19 est donnée dans [17]. En conséquence,
le fluide modélisé admet deux régimes limites distincts tous deux régis par des systemes
completement conservatifs pour lesquels les solutions onde progressive existent.

8.4 Schéma par projection nonlinéaire

Nous ne décrirons pas ici le détail de 'extension du schéma classique et du schéma
par projection L? que nous mettrons en oeuvre dans la prochaine section. Ces extensions
peuvent étre aisément déduites de la lecture de la stratégie de décomposition en opérateurs
que nous décrivons succinctement dans le contexte du schéma par projection nonlinéaire.
Ainsi, dans ces deux schémas, 'opérateur de projection nonlinéaire n’est bien entendu
pas invoqué au titre de dernier pas et concernant le schéma dit classique nous substituons
a la projection L? du véritable opérateur du premier ordre extrait celle de 'opérateur
pseudo-conservatif décrit section 4.

La stratégie de décomposition en opérateurs que nous décrivons ci-dessous tend a
découpler le plus possible la variable d’évolution turbulente X/k“*1 des autres variables
et elle apparaitra dans les faits naturelle. Il résulte que cette stratégie coincide, a des
modifications mineures pres, a celle exposée dans la section dédiée a I'introduction de la
méthode de projection nonlinéaire.

Notre objectif ici est de décrire de telles modifications liées a I'intégration en temps des
termes source de relaxation ainsi que de I’équation de transport gouvernant la quantité

sx = log (X/kcxl) :

Il résulte du découplage obtenu que nous ne réécrirons pas ici d’énoncé formel relatif a
la validité de principes du minimum sur les entropies spécifiques S et S, ni d’inégalités
d’entropie précisées. Nous préciserons toutefois, au titre de remarques a l'issue de 'exposé
de chacun des pas fractionnaires, en quoi les principes précédents sont préservés et indi-
querons un principe de positivité sur la variable discrete sx. La méthode d’approximation
numérique que nous détaillons des a présent a en effet été développée de maniere a forcer
la positivité de cette grandeur turbulente ainsi qu’a préserver toutes les propriétés de sta-
bilité établies en son absence et ce afin d’assurer I’existence du résultat de la projection
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nonlinéaire.

Dans la suite nous désignerons par v le vecteur des inconnues (p, pu, pE, pS;, sx).

Premier pas: Opérateur du premier ordre extrait (t" — t"*1(4)

Supposons connue a 'instant ", une solution discrete vy (x,t") choisie constante par
morceaux. De maniere a la faire évoluer en temps, définissons avec des notations claires

Wh(xv tn) =7 (ph(x7 tn)v (pu)h(x7 tn)v (IOE)h(xv tn)v (,OST);L(J?, tn))

et résolvons le probleme de Cauchy suivant :

Oip + Ozpu =0, (8.25.1)
dipu + 0y (pu® +p+pr) =0, (8.25.ii)
Ol + 0,(pE+p+p-)u=0, (8.25.1ii)
OpS; + 0ppSru =0, (8.25.iv)

pour le choix de la donnée initiale wy(x,?"). Les solutions discontinues du précédent
systeme sont, ici, sélectionnées par les conditions d’entropie décrites section 5. Désignons
par w(z,t) la solution de ce probleme, constituée de la juxtaposition de solutions de
problemes de Riemann sans interaction pour des temps suffisamment petits.

Introduisons alors la fonction sx (z,t) définie pour de tels temps et pour |z — zi41/2| <

Az . .
5P avect € Z par:

n . n r—,; /
sxlaty={ X o () S SR (8.26)
(5x )41 > sinon,

ol u*7 /, désigne la vitesse de la discontinuité de contact associée au probleme de Rie-
mann posé a l'interface x;1,/5. Cette fonction est par construction solution de I’équation
de transport suivante (cf. section 5):

Orsx +udysx =0, (8.27)

ou nous rappelons que nous avons adopté les hypotheses de positivité (8.5) discutées lors
de l'introduction du dictionnaire de formules.

Considérons alors la fonction v(xz,t) = (w(a,t),sx(x,t)): cette fonction n’est autre
que la solution du probleme de Cauchy pour 'opérateur du premier ordre extrait associé
au modele de turbulence considéré avec le choix de la donnée initiale vp(x,t"). Ce résultat
est bien sur attendu puisque 1’équation (8.27) est completement découplée des autres.

Fort de ce résultat, nous concluons ce premier pas en adoptant sous la condition
CFL (5.15), la formule de projection L? habituelle. Notons que nous effectuons bien la
projection L? de la variable d’évolution (cf. remarque 8.6)

X
o = 1o (g5
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pour obtenir grace a la définition (8.26):

n

n+1,(4) W Al ( n A (U¢+1/2)_ X (SX?-I—I - SX?)’

_ n n
SX =SX0 T A, U¢_1/2)+ X (SXZ' - SXi—l) T Ar

ot (y)+ := max(0,y) et (y)- := min(0,y).

Remarque 8.8
Le découplage de I'équation (8.27) des autres équations permet d’affirmer apres 1’étape
de projection L? que toutes les propriétés établies section 5 sont exactement préservées.
Notons que la grandeur turbulente sx vérifie a 'issue de ce premier pas un principe du
maximum puisque sous la condition CFL (5.15), la valeur réactualisée SXn+1’(4

7

) coincide
en réalité avec une décomposition convexe de (sx?_;,sx7,5x74)-
Second pas: Prise en compte des termes de relaxation (t"*'(*) — {r+1.(3))

De maniere a poursuivre 'évolution en temps de la solution discrete, nous résolvons
p p )
le probleme d’EDO suivant a ’issue du pas précédent :

Op =0, (8.28.1)
Opu = 0, (8.28.i1)
opl =0, (8.28.iii)
1 —1
OpS: = — (v, — 1)Mpc, (8.28.iv)
p'V'r—l
8,55;( = —(CX2 — CXl) < (8.28.V)

Ev
ou € et k doivent étre compris comme des fonctions de pS; et sx. Tirant avantage de
I'invariance en temps de la densité au cours de ce pas (cf. remarque 5.5), nous substituons
aux deux équations non triviales de (8.28) les EDO:

dilog k = — Xy, (8.29.i)
dilog X = —\y, (8.29.ii)

ou les parametres de relaxation impliqués trouvent les définitions suivantes :

M=, Ay = CX2£.

T e

Soulignons qu’a 'issue du premier pas, les grandeurs réactualisées k et X sont positives.
Il est des lors licite de les associer en tant que données initiales au précédent systeme

d’EDO.

Nous proposons ci-dessous une intégration brutale car explicite mais préservant la
positivité des grandeurs k et X impliquées en adoptant les formules suivantes:

log (K = log (ki) — Au 0, (8.30.1)

k3

log (X)) = log (XIFH) — Apa [T, (8.30.ii)
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Un simple jeu d’écriture motive I'introduction de moyennes du type (5.4) permettant
d’assurer que la solution discrete ainsi construite est encore solution discrete d’un schéma
consistant avec les équations (8.28). Ainsi et par exemple concernant 'identité (8.28.iv),
définissons:
5777‘+17(3) _ 5777‘+17(4) 1 kﬁ‘l’lv(?’)

_ y |
h—l(STn-I—L(S)) _ h_1(57n+1’(4)) kﬁ+1,(4) log(k?-l_l’(?’)) _ 10g(kﬁ+1’(4))

7 7 7 7

K3

ou il faut comprendre

P Jog (k7)) — log (kM)

k3 k3

comme une approximation de 'unité, de sorte que (8.28.iv) coincide avec la relation
attendue. En effet, rappelons que par I'invariance en temps de la densité, nous avons:

T 1 n n
A8y (g )y = % K (RIFHE) )y
pi )

Remarque 8.9
Toujours en vertu du principe d’équivalence discret que nous venons de souligner, 1’équa-
tion (8.28.iii) peut étre remplacée par 'EDO

dtp = —I_(ﬁy - 1)p67
elle-méme équivalente a

)g’(g‘l(S))pe‘

P
Il résulte que la solution discrete construite lors de ce second pas obéit a une discrétisation
consistante de cette derniere équation obtenue en faisant choix de moyenne du type (5.4).
Cette remarque permet de rétablir I'expression des inégalités d’entropie précisées telles

87:,05 = —|-(’Y —1

qu’énoncées dans la section 5.

Les principes du minimum relatifs & S; (respectivement a sx ) doivent bien entendu étre
corrigés par le facteur multiplicatif exp(—At )\k?+1’(4)) (respectivement exp(—At )\X?+1’(4)))
et assure toujours la positivité des grandeurs k£ et X concernées.

Troisieme pas : Prise en compte des conductivités thermiques (1" — tn+1.(2))

Nous décrivons ici ’algorithme numérique que nous associons a la résolution du pro-
bleme de Cauchy attendu:

dip = 0, (8.31.9)
Opu = 0, (8.31.i1)
OpE = 0.(k0:T) + 0u(k,0:k), (8.31.iii)
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OpS. = ’;ﬁ:} B (h1(S5)) Dk, 0,k), (8.31.iv)
1 Cx,

Osx = 5 106w, 0X) + e X)0u(0)] = —PL0ulrr0uB). (8310)

pk
pour la donnée initiale obtenue en considérant la solution discrete telle que définie a I’issue
du second pas. Nous prendrons bien sur avantage de l'invariance en temps de la densité
au cours de ce nouveau pas pour considérer des systemes équivalents au précédent plus
simples et donc faire le choix de formules aux différences préservant I’équivalence au niveau
discret. Rappelons que, bien que les conductivités soient ici fonctions des inconnues, les
formules aux différences proposées assurent bien I’équivalence discrete (cf. remarque 5.2
section 5 pour I’écriture de telles formules dans le cadre de viscosités variables, I’extension
aux conductivités étant immédiate). Il subsiste toutefois ici une difficulté lorsque, pour
des raisons de modélisation, le coefficient kx, est choisi non nul. Remarquons en effet la
formule:

kv, Op(X)Du (k) = Ok x, kDo X) — kDy(rix, 00X,

ou la température turbulente k est par hypothese positive. De maniere a forcer la positivité
de sx a l'issue du second pas, nous adoptons deux pas intermédiaires lorsque xx, est non
nul, que nous décrivons a présent.

Premier sous-pas
Il est dédié a ’approximation du systeme suivant :

dp =0, (8.32.1)
Opu = 0, (8.32.i1)
DpE = 0,(k,T) + Dy, 0,k), (8.32.1i)
oS = L (b (5)) 0, D), (8.32.iv)
p T
1 Cx,
Dusx = ——0ulkiy, 0 X) — “210, (k,Duk), (8.32.v)
pX pk

ot nous avons exclu le produit des gradients kx,0,(X)0,(k). L'invariance de la densité
nous permet ici de considérer le systeme équivalent suivant :

dip = 0, (8.33.1)
Opu = 0, (8.33.i1)
P T = 0,(r0,T), (8.33.ii)
-
P ~Ohk = Ou(, 0, k), (8.33.iv)
Yr—
PO X = 0,:(kx,0.X). (8.33.v)

que nous intégrons en temps par une méthode aux différences finies implicite du type
(6.60)-(5.10) ou la dépendance en temps des coefficients de conductivité est explicitée a
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I'instant du pas précédent. Il s’agit des lors dans la pratique de résoudre trois problemes
symétriques définis positifs et découplés portant respectivement sur T', k et X. L’utili-
sation des moyennes telles que définies en (6.59) permettra d’assurer par un simple jeu
d’écriture, que nous laissons au lecteur, I’équivalence au niveau discret avec le systeme

(8.32).

Remarque 8.10

Les développements menés lors de la section 6.4 assurent ipso facto la positivité des
grandeurs indépendamment réactualisées T', k et X. L’inégalité d’entropie précisée relative
a S est claire.

Second sous-pas
Il nous reste donc a traiter, conformément a la décomposition opérée, lorsque le coefficient
kx, est choisi non nul:

Op =0, (8.34.1)

Opu = 0, (8.34.i1)

Opl =0, (8.34.iii)

OpS: =0, (8.34.iv)

1
Oisx = p—Xﬁ;XQ(axX)(axk), (8.34.v)
ou nous comprendrons la seule équation non triviale sous la forme équivalente suivante :
X Cx,
Osx + [__KXzax(k)] o8 10g (k‘cxl) = ,O)Ii KX, (axk)zv (835)

c’est a dire comme une équation de transport sur sy avec la “vitesse apparente” :

o= [ L)

en présence d’un terme de relaxation, le temps de relaxation apparent :

Cx 2
A= ! .k
,Ok KX, (a )

étant bien positif ou nul. Une telle interprétation repose bien entendu sur un abus de
langage mais c’est une maniere simple de forcer la positivité de sy a l'issue du pas dédié
a la prise en compte des phénomenes de conduction thermique. Nous traiterons dans la
pratique cette équation de maniere explicite en temps, le prix en étant la condition CFL
contraignante :

At 1
—|- (k)] < 1. .
AR < (3.36)
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Remarque 8.11

Nous n’avons pas cherché dans les applications a éviter cette restriction méme si nous
aurions pu adopter une stratégie implicite conduisant a devoir inverser une M-matrice
tridiagonale toutefois non symétrique comme 'indique clairement la formule ci-dessous
(écrite toutefois lorsque explicitée en temps). Il aurait sinon fallu par exemple implémenter
une méthode de décomposition LU avec pour seul avantage de pouvoir traiter a moindre
cott l'option kx, non nul, ce que nous n’avons pas jugé indispensable.

Le sous-pas de type projection L.? doit porter sur sx, d’ou la relation (8.35), et trouve
la forme discrete suivante:

n - n = At n = n = n =
SXZ'—H’(Q ) _ SXZ}+1,(2 ) N (ai:/,gz )) (SXi_l:I—117(2 ) SX¢+1’(2 )) _
At n+1,(2= n+1,(2= n+1,(2=
E( i—l/g ))_(SXi ( )_SXi—l ( ))7
n+1,(2—)

ou nous avons défini la vitesse moyenne «a de maniere ad hoc, ce sous-pas étant

i+1/2
suivi de l'intégration en temps du terme de relaxation suivante:

SX?-I-I,(?) = SX;H—L(Q_) _ At)\?+1’(2_)7 (8'37)

ou nous rappelons que par définition sx désigne le logarithme de la grandeur positive

X/,

Ceci conclut la description de la prise en compte des phénomenes de conduction ther-
mique.

Remarque 8.12

Les formules discretes obtenues assurent clairement, sous la condition CFL (8.36) la po-
sitivité de la grandeur X, seule variable réactualisée a 'issue de ce second sous-pas.

Quatriéme pas: prise en compte des termes visqueux (t"*(2) — tnt1.(1))

Il s’agit de résoudre ici le probleme de Cauchy suivant :

dip = 0, (8.38.0)

Orpu = ({1 + pr)Ozut), (8.38.i1)

OpE = 0,((pt + pr)udypu), (8.38.iii)

O = (S, ) (Do), (8.38.iv)
p T

Dhsx =0, (8.38.v)

la donnée initiale coincidant avec la solution discrete obtenue a I’issue du troisieme pas.
Notons qu’a l'issue de ce troisieme pas, la variable sy ainsi que la densité ont achevé leur
évolution en temps et se trouvent des lors découplées des autres équations.
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[’approximation de la solution de (8.38) utilise la méthode aux différences finies impli-
cite décrite section 5. Nous explicitons les nonlinéarités de la fonction viscosité turbulente
a I'instant du pas précédent et appliquons les formules (5.10). Ceci acheve la description
du quatrieme pas.

Remarquons simplement que ce pas est strictement identique a celui proposé section
5 et qu’en conséquence les arguments conduisant a réactualiser la validité des principes
du maximum ainsi que les inégalités d’entropie précisées demeurent inchangés

Cinquiéme pas : Etape de projection nonlinéaire (t"+1(1) — {n+1)

Pour les raisons détaillées lors de la section 6, nous invoquons ici 'opérateur de pro-
jection nonlinéaire. Posons, afin de préserver les propriétés de conservation requises :

Pt = ot (pu)itt = (pu) Y (B = (pE)TY,
et posons par construction
SX?-H = SX;»H—L(I).

Définissons alors de maniere a forcer le respect de 'identité (8.22.iv) établie dans la
précédente section,

(pS)i+ = {pSY i, ()i, (P BN, (pS )1,

c’est & dire définissons (pS, ) t! de sorte que

+1,) | P77 1 e 1
i < ((pS)it = (p9S)i™) —
H [’Y 1 g/(g_1(5))i ] ((P ) (pS) )

ll-l—l,(l)

p’V-r—l 1
M =T 1(S,),

K3

] < ((pS i+ = (pS)E™7) = 0. (8.39)

Ici, nous avons introduit les notations

At

(IOS)?—I—L* = (pS)} — EAZ'{PSU}?HM +

7

P T n+1,(2)
At x Fg’(g_l(S)) Ou(r0:T) +

P T n+1,(3)
e 9'(g71(5)) pE ¢

ainsi que

] VAN "
(pST)i+17 = (pS;)} — EAZ'{PSTU}Z'HM +

it 1,(2) it 1,(3)
Al x { [% —Lh(h1(5,)) ] om0 [% —Lhher(s,)) ] m} .

-1 -1
p’V‘r i pry.,. ;
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n4+1,%

. coincide par construction

Notons que contrairement a (pS)F™*, la quantité (pS,)
avec la valeur réactualisée de l'inconnue pS,. a l'issue du troisieme pas. Il en résulte
donc la définition des différentes quantités discretes présentes dans les deux précédentes
équations. De maniere a achever la définition de la formule de projection nonlinéaire, nous

faisons choix de

n+1,(1) nt1,(2)7 71

Pt 1 =t
v=1g(g7(9)), S gle 1(5))2' ’

avec une formule analogue pour la moyenne du poids relatif au bilan d’entropie en 5.
Un tel choix est motivé par les remarques développées lors de la section 6.4 dédiée a la
prise en compte des lois de Fourier dans le contexte de deux viscosités constantes. En
conséquence, nous comprenons donc ici:

n+1,(1) 7 n+1,(3)

P! 1 "ol
v—1g'(g7(5)); : /ﬂ‘lg(g (S))i

comme réalisant une approximation de I'unité. Nous indiquons qu’il aurait été possible de
regrouper termes de relaxation et lois de Fourier en seul et méme pas tout en assurant les
propriétés de positivité requises et ce sans avoir a invoquer la précédente approximation
de 'unité. Nous n’avons délibérément pas décrit ici une telle approche dans un souci de
clarté d’exposition.

Enfin, les éléments indiqués a 'occasion des remarques concluant chacun des pas frac-
tionnaires doivent suffire a permettre d’établir I'existence et I'unicité du résultat de la
projection nonlinéaire opérée sur pS, ainsi que la positivité des différentes grandeurs
concernées des que la densité reste positive. Nous renvoyons pour cela le lecteur a la
section 6.4. Ceci conclut I'exposé de I’algorithme.

8.5 Reésultats numériques

Notre propos est ici de qualifier I'aptitude des méthodes dites classique, par projection
L2 et par projection nonlindaire a I’approximation numérique des solutions associées aux
modeles de turbulence compressible précédemment discutés. Les problemes de Cauchy
considérés correspondent au choix d’une donnée initiale discontinue composée de deux
états constants, la discontinuité survenant en = 0.

Le lecteur pourrait nous demander pourquoi vouloir persister a comparer trois mé-
thodes d’approximation dont nous avons déja disqualifié les deux premieres a 'issue des
expériences numériques menées a viscosités constantes. En réalité, nous ne comparons ci-
dessous ces trois méthodes qu’a 'occasion de quatre problemes numériques pour lesquels
nous disposons de solutions exactes et ce contrairement aux quatre suivants pour lesquels
seule la méthode par projection nonlinéaire sera testée pour sa sensibilité aux raffinements
en espace.
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Nous avons jugé utile de rapporter les quatre premiers problemes pour deux raisons.
La premiere tient a ce que nous voulons que chacun constate que les difficultés exhibées a
I’occasion de viscosités constantes sont ici fortement exacerbées par le comportement tres
nonlinéaire de la viscosité turbulente et que la prédiction numérique du rapport /g,
de premiere importance dans le contexte des modeles discutés, s’en trouve étre entachée
d’erreurs grossieres. La seconde raison tient a ce que nous voulons exhiber, dans le cas de
modeles dégradés (i.e. sans conduction thermique ni relaxation), une difficulté résiduelle
par laquelle nous conclurons dans le cas des modeles généraux.

Soulignons enfin qu’a I'image des problemes numériques déja discutés lors de la précé-
dente section, nous avons apporté un soin particulier aux choix des problemes de Cauchy
a résoudre numériquement : i.e. au choix de la donnée initiale ainsi qu’au choix du nombre
de Reynolds de sorte que le rapport ., /p, ici fonction de I'inconnue, et le nombre de Mach
turbulent

ou ¢ désigne la vitesse du son, restent dans un domaine de variation pertinent, c’est a dire
celui attendu dans la pratique.

Rapportons que nous avons eu suffisamment de difficultés dans le contexte des modeles
dégradés (i.e. sans relaxation ni conduction thermique) a satisfaire cette exigence pour
indiquer que nous n’avons pas cherché a exhiber I'illustration la plus convaincante. Les
problemes discutés ci-apres suffiront toutefois a notre propos.

[’ensemble des quatre premiers problemes (J K L. M) concerne le modele (k, €) en I’ab-
sence de conduction thermique et de relaxation turbulente. Les constantes de modélisation
retenues ici sont les plus couramment admises :

5
y=14, 3 =35 =009, Ca=144

Les nombres de Reynolds ici choisis trouvent les valeurs suivantes:

R.=1.11 10> probléme J et M
R. =2.22 10° probléeme K
R.=1.11 10* probléme L

et s’averent étre modérés dans le contexte d’'un écoulement turbulent. Un nombre de
Reynolds de 10° est en effet typique en aérodynamique.

Les données initiales sont décrites a la table 4.3. Nous renvoyons le lecteur a I’annexe
A pour la construction des solutions des problemes de Riemann associés.

Problemes J K L

Répondant aux cas B C D et F G H déja traités mais pour une viscosité turbulente ou
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la longueur caractéristique L = k%/%/¢ est variable, les problémes considérés conduisent
a juger de 'aptitude des méthodes a restituer une décomposition en ondes simples avec
pour chaque onde la capture correcte des relations de saut dans trois régimes d’écoulement
turbulent : le rapport u./p est respectivement dans un voisinage de 1, reste grand devant
1 et enfin reste petit devant 1.

Examinons dans un premier temps ces deux derniers problemes. [.’examen des figures
illustre clairement que seule la méthode par projection nonlinéaire conduit a des erreurs
acceptables au niveau de raflinement proposé. Pour le régime i, /p > 1, la méthode clas-
sique et la méthode par projection L? semblent “diverger” lorsque le pas d’espace décroit;
Perreur s’amplifiant linéairement avec 1/Ax du moins jusqu’au niveau de raflinement pro-
posé (2000 cellules). Concernant le régime p,/p < 1, la méthode classique semble avoir
“capturé” une fonction toutefois éloignée de la solution exacte, le désaccord étant sensi-
blement moindre pour la méthode par projection L? ceci de maniere consistante, au temps
considéré, avec la propriété que possede la variable d’évolution pS, d’étre asymptotique-
ment une variable conservée. Rappelons qu’une telle erreur ne peut qu’inéluctablement
croitre avec le temps puisqu’elle n’est jamais redistribuée de maniere consistante avec la
relation de saut généralisée sous-jacente.

Examinons désormais le régime le plus défavorable: p, /i dans un voisinage de 1. De
nouveau, les méthodes classique et par projection L? conduisent a des erreurs s’ampli-
fiant linéairement avec 1/Ax, la encore jusqu’au niveau de raffinement le plus fin proposé.
Concernant la méthode par projection nonlinéaire, deux observations s’imposent. Premie-
rement a l'image des deux autres méthodes, un overshoot prononcé s’est développé en x=0,
lieu de la discontinuité initiale et reste stationnaire puisque la vitesse est nulle a toutes
dates en ce point. Deuxiemement et en faisant abstraction de cette anomalie, la méthode
par projection nonlinéaire conduit cette fois a une erreur qui n’est plus négligeable : I’écart
relatif a la constance de pk étant approximativement de 5% en norme sup. Nous souli-
gnons que les tests numériques que nous avons menés sembleraient indiquer que ces deux
difficultés ne seraient pas directement corrélées sans toutefois que nous puissions affirmer
que la seconde difficulté est completement étrangere a la premiere. Quoiqu’il en soit, 'er-
reur observée dans la prédiction de la relation de saut sous-jacente est parfaitement stable
par raffinement ainsi que I'indique la figure 4.2.
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Fic. 4.2 - Influence du dregré de raffinement pour la méthode par projection nonlinéaire

A cette heure nous ne savons pas expliquer cette deuxieme anomalie; quant a la pre-
miere, elle est générique dans le contexte de la dynamique des gaz numérique (cf. par
exemple Montagné-Yee-Vinokur [48] dans le contexte du systeme Euler 3 x 3 pour I'exa-
men de leur cas F).

Probleme M

Ce probleme est ’analogue des problemes E et I déja discutés: la solution exacte du
probleme de Riemann associé est globalement continue et nous nous plagons donc déli-
bérément en dehors de toute problématique de capture de solutions onde progressive. Si
il est possible d’observer de nouveau I’anomalie en x=0 déja rapportée précédemment (la
vitesse est encore nulle en ce point), notons que le schéma classique conduit de nouveau
a “capturer” une fonction éloignée de la solution exacte.

Au terme de 'examen des quatre premiers problemes, nous disqualifions la méthode clas-
sique et la méthode par projection L? pour ne plus considérer que la méthode par pro-
jection nonlinéaire. Notre propos est ici de tester ’aptitude de cette derniere méthode a
I’approximation numérique des solutions relevant des modeles de turbulence compressible
discutés dans cette section: a savoir les modeles (k, 1), (k,w) et (k,€).

Nous ne disposons pas de solution exacte pour les quatre problemes examinés ci-
apres. Nous évaluerons ’aptitude numérique de la méthode par projection nonlinéaire en
testant sa sensibilité au raffinement en espace, en utilisant deux maillages respectivement
constitués de 300 et 500 cellules.

Les modeles considérés ici impliquent les différents phénomenes de conduction ther-
mique et de relaxation tels qu’ils ont été décrits précédemment. Les constantes de modé-
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lisation retenues sont d’une utilisation courante:

5
v=14, v, ==, C,=009, P.=072, P,=09, oap=]1,

37
et

Probleme N: modele (k,[) C;=0.044, on =13, ap=1.3,
Probleme O: modele (k,w) C,1 =044, Cue=0.92, a, =117, g =117,
Probleme P et Q: modele (k,e) Coq =144, Cnup =192, a.=1.3

Le nombre de Reynolds choisi pour ces quatre modeles est

R, =222 10°

Les constantes de modélisation telles que définies sont celles proposées respectivement
dans Smith [21], Menter [22], Gleize [25]. Ces choix assurent que les modeles (k,¢) et
(k,w), dégradés en omettant les phénomenes de conduction mais en incluant les termes
de relaxation, sont équivalent pour les solutions C?. En revanche, le modele (k,[) considéré
n’est pas équivalent aux deux précédents puisque les opérateurs du premier ordre extraits
ne le sont pas pour les solutions régulieres, la condition (8.21) n’étant pas satisfaite.

Soulignons que la donnée initiale associée aux problemes N, O et P est identique,
les tables 4.4, 4.5 et 4.6 ne font que réexprimer cette méme donnée mais pour un choix
différent de variables turbulentes.

Remarque 8.13

Notre souci de garantir la pertinence du domaine de variation du nombre de Mach turbu-
lent, ici astreint a demeurer inférieur a 0.1 (ce dernier nous ayant été rapporté ne “devoir”
jamais excéder la valeur 0.4), nous a conduit a devoir adopter un rapport des viscosités
pr/ o tres petit devant 1 et ce pour une pression turbulente p, tres petite devant 1. Les
problemes présentés, contrairement a ce que suggererait I'intuition, sont numériquement
délicats: le bilan d’entropie relatif a p est certes pondéré par le poids i,/ mais doit étre
équilibré par le bilan d’entropie portant sur p,. En d’autres termes, deux expressions tres
petites devant 1 doivent se compenser. En aucun cas, la proximité asymptotique d’un cas
limite ne peut étre ici utile et nous I'illustrerons numériquement par un exemple. Il est
inutile de préciser que tous les problemes traités par 'ordinateur dans ce mémoire, I’'ont
été en double précision.

Nous avons préféré nous en tenir a cette difficulté calculatoire plutoét que d’avoir a
affronter les foudres justifiées d’un spécialiste de la turbulence compressible.

Problemes N O P
Nous comparons successivement, pour un modele donné, 'influence relative des phéno-
menes de conduction thermique et des phénomenes de relaxation. L’examen des résultats
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numériques illustre que la méthode par projection nonlinéaire est peu sensible sinon in-
sensible aux deux niveaux de raffinement proposés en ’absence de conduction thermique
et de relaxation. La prise en compte des lois de type Fourier n’apporte ici aucune modi-
fication contrairement aux phénomenes de relaxation qui s’averent étre raides ainsi que
I'illustre la comparaison des solutions respectivement obtenues pour 300 et 500 cellules.
Enfin, la comparaison des profils discrets associés au rapport p./p ne met en évidence
aucune différence notable entre les trois modeles, méme si la non-équivalence du modele
(k,l) respectivement avec (k,w) et (k,¢€) conduit apres relaxation a un profil discret de
pression turbulente pk différent.

Probleme Q

Nous tenons a rapporter un cas ou la prise en compte des phénomenes de conduction
thermique induit une forte sensibilité au degré de raffinement dans la capture des solu-
tions onde progressive discretes. Soulignons que cette dégradation peut étre ici observée
précisément parce que les viscosités sont non toutes deux constantes et qu’en conséquence,
la relation de saut généralisée sous jacente implique les lois de Fourier de maniere non
conservative. Notons ensuite qu’en 1’absence de conduction thermique, le profil discret
de pression turbulente reste peu sensible au niveau de raffinement proposé, ce contraire-
ment au profil obtenu en présence de conduction thermique. Cette différence de sensibilité
semble indiquer la raideur numérique qu’induit un produit non conservatif entre une fonc-
tion des inconnues et une dérivée seconde. Soulignons que bien entendu il n’y a pas d’erreur
L2 ni de projection ni de représentation des dérivées discrétes qui puissent étre incriminées
dans ce calcul. Par raideur numérique, nous entendons ici une raideur analogue a celle
rencontrée lors de I'intégration en temps d’un phénomene de relaxation associé a un pa-
rametre proche de zéro: cette intégration en temps est sensible au choix du pas de temps.
Dans le présent contexte, il semblerait donc qu’il faille choisir un pas d’espace suffisam-
ment petit pour contrer cette sensibilité. Toutefois, les quantités moyennes turbulentes
associées a ce présent cas test sont trop petites pour que les erreurs enregistrées puissent
avoir une influence significative dans un calcul industriel. Il serait toutefois nécessaire de
chercher a confirmer ou infirmer la raideur numérique rapportée tout en préservant la
plage de variation pratique des grandeurs turbulentes.
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Test | v | 7 p u p k ¢ fir/ 1t
J |14]16 1 1 1 0.1 1 1
1.07585 | -0.93565 1.1203 0.11396 1.21968 1.14548
K |14]1.6 5 2 10 0.1 1 1000
15.19988 | -0.059159 | 22.10081 0.16054 14.03767 558.1102
L |14]1.6 1 1 1 0.001 10 1074
1.14817 | -0.88627 | 1.42543 | 1.40222 107> | 12.34404 | 1.82887 10~*
M | 14|16 1 -1 1 0.01 1 0.01
1.258 1.25676 | 1.37896 0.0114764 1.23284 0.0134396

Table 4.3 - St les applications Cy, Cy et S identiquement nulles

Test | v | v |plulp| k [ fir/ 1t
N [14|1.6[1]0[1| 107 |7.9245107° 107°
0[5]2107°]2.8284107° | 1.6 107°
Table 4.4 - Modéle (k,1)
Test | v | v | p|u k w e/
O (1411610 107¢ | 200 107°
210 2107° | 50 [ 1.6 107
Table 4.5 - Modéle (k,w)
Test | v | v |plu|p| k ¢ fir/ 1t
P 1416101 | 107% [ 2107 107°
2105210 100* | 1.6107°
Q |14|16|1 (21| 1077 107° 21077
210521077 [410° | 41077

Table 4.6 - Modéle (k,¢)



268 Résolution numérique de systémes convectifs-dissipatifs non conservatifs



Annexe A

Construction des ondes simples
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A Construction des ondes simples

Nous présentons brievement les techniques de constructions des ondes simples, solu-
tions des systemes du premier ordre extrait, utilisées dans les différents résultats numé-
riques a titre comparatif. Nous ne développons ces techniques que dans le cadre du systeme
du premier ordre extrait associé au modele (k,€), 'obtention de ces ondes simples pour
le modele de fluide a deux pressions ainsi que les modeles (k,[) et (k,w) s’en déduisant
alors aisément.

Nous rappelons toutefois qu’il ne s’agit pas ici de résoudre le probleme de Riemann
associé au systeme du premier ordre extrait. Dans la pratique, il s’agira de considérer un
état gauche et pour le choix d’une date T finale et d’une décomposition 1-onde-contact-
3-onde, d’obtenir un état droit.

Construction d’une détente

Bien que le systeme soit non conservatif, les invariants de Riemann permettent de pa-
ramétrer completement les 1-ondes et les 3-ondes de détente. Les quatre invariants de
Riemann associés aux deux champs vraiment nonlinéaires (1-onde et 3-onde) du systeme
du premier ordre extrait de (8.14)-(8.16) trouvent la forme suivante:

p Pr pe - —dp
[1:p_'77 [2:p'y7—7 ISZW et [4:u—5/\/")/[1p'7 1_|_,-)/7_[2p’77' 177
ol 6 = —1 dans une l-onde et § = 1 dans une 3-onde.

Dans la pratique, apres s’étre donné un état gauche vy et avoir choisi une vitesse de
sortie de 'onde de détente définie par

2 _ YPR + VrPrR
pr

ur + ocg, CR

puisque les quantités Iy, [, I3 et 1, sont constantes dans une onde de détente il en résulte
que le systeme

P _ Pr
propr
P Prg
P ppr]
pe  _ (poL

pcel('y‘r_l)‘l‘l - pLOel('VT_l)+17

p d
u=ur— 5/ \/’ﬂly”‘l + %Izy%‘lgy,
oL

complété par

T i S et 0 = —1 dans une l-onde de détente,
o UTee o7 p " 0 =1 dans une 3-onde de détente,
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le choix de la vitesse de sortie de 'onde conduit alors a la détermination du vecteur des
inconnues v dans une l-onde ou une 3-onde de détente.

Construction d’un contact

Une discontinuité de contact est caractérisée par une vitesse u et une pression totale p+p,
continue, le saut des autres inconnues du systeme demeurant arbitraire. Rappelons que
de telles discontinuités sont les seules a persister en présence des termes de dissipation
visqueuse.

Construction d’un choc

Nous ne donnons ici, aucune démonstration et nous renvoyons le lecteur a [16] pour les
détails de calcul. A la traversée d’une discontinuité de type onde de choc, les inconnues
du systeme satisfont les relations de saut suivantes:

M = prlup — o) = pp(ug — o), (A.1.0)
1—011177Lp1 _ -0 (prL)Ol
PR g = o

Yr — 7 PR pL DPrr,
T - T 1
(Pr + prR) " lpR‘|‘(’Y )PL (7 1"‘% 1)"‘

, (A.Lii)

PR M2 1 1
-1l —-—)—(———)—prL —p-z |, AL l.ii
G=00= 2 (A ) (i)
ou o désigne la vitesse de propagation de l'onde. De plus, les criteres d’admissibilité
suivants doivent étre satisfaits:

M?*r;, > vpr, + VrDrr, dans un 1-choc,
M?*mp < YPR + VP dans un 3-choc.

En supposant connu ’état gauche vy et la vitesse de propagation de 1'onde o, seules
restent a déterminer les quantités pr et p,p. Afin de simplifier la présentation, plagons-
nous dans le cadre d’une 1-onde de choc. Les quantités pr et p;p sont alors déterminées
par l'intégration du systeme d’EDO suivant régissant les solutions onde progressive du
systeme convectif-dissipatif complet, i.e. en présence du terme de dissipation visqueuse:

ds;(T) o (7 +1 7L (1) (1 — 1) (T — 7o)
dr M ( 2 ) (v =1 T (prOr=10+1 5 (7))
s:(7)% (s:(7) = (Tpr )71
(77— o 7 T (VT(’VT—l)e‘Fl _I_ZT(T)e) ’

. 1\ v+l i )
s+(Tr) = (TLp-p)TR" — (:; — 7) (7 5 ) M*t7 "N rg — 71.) (TR — 7o), (A.2.i1)

(A.2.0)
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o 1
s5.(71) = (/J‘L;:% et T = P_L7 (A.2.iii)
; 1 .
5;(TR) = b RW et TR = —, (A.2.iv)
(pr)" PR

ou les notations suivantes ont été considérées :

-— 1) ~11 2 i
0: 2_0517 V= Mp[,cd_lﬂ et To 7 . 7 pL —I_p L‘

Cy (prp)©e Ty Hlpr 441 M?

Dans la pratique, apres avoir choisi une vitesse de propagation o et un état gauche

vy = T (va (pu)Lv (IOE)Lv Prrs (IOG)L)v

I’équation différentielle (A.2.i) est résolue numériquement a 'aide d'une méthode de
Runge-Kutta du quatrieme-cinquieme ordre de Fehlberg proposée dans les subroutines
Maple. Cette résolution est réalisée sur un intervalle [7*, 7] ou 7 > 0 est choisi ar-
bitrairement. La solution ainsi obtenue admet deux points d’intersection avec la courbe
suivante :

s.(1) = (rpprp )7 — (:;: : ,ly) (7 -2|- 1) M*77 N — ) (T — 70).

Par construction, un des deux points d’intersection n’est autre que I’état gauche tandis
b
que le second est associé a 1’état droit cherché de sorte que nous connaissons ainsi

(L Prp )

pr’ (pR)

La connaissance de pg et p, p permet alors la détermination 1’état droit cherché en utilisant
les relations (A.1).
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B Raideur numérique des termes de relaxation

Cette annexe est dédiée a I’énoncé ainsi qu’a la preuve d’un résultat illustrant la raideur
des termes de relaxation et en conséquence les difficultés numériques qui s’ensuivent.
Ce résultat est obtenu en constatant qu’il est possible d’intégrer exactement le systeme
considéré d’un point de vue numérique lors du pas fractionnaire consacré a la prise en
compte des termes de relaxation.

En effet, en figeant le terme (0,u)? sur chaque cellule (2;_1/2, %;41/2), hypothese natu-
relle dans un cadre de méthodes numériques du premier ordre, il en résulte qu’a l'issue
du premier pas fractionnaire, dédié a 'opérateur du premier ordre extrait, les équations
suivantes portant sur les variables pS; et ps, sont des lors découplées des autres équations:

a _ Vr — 1h/ h—l S ? . C’el(')/-,——l)-I—ISTC61
ipsr = (h™(S)) { e [(Dow)] = p — .

p’V-r—l Se

atlose = (052 — Cel)(’)/q— _ 1)[0(061—1)(Wr—1)+1h—1(57)061—1‘

Il importe de noter qu'un tel résultat permet également la construction d’autres mé-
thodes numériques préservant ’ensemble des inégalités demandées (inégalité d’entropie
ou positivité des grandeurs physiques).

Lemme B.1
Supposons la fonction h €gale a Uidentité et considérons le systéme suivant :

=1 T Cate-nbr S -
Oips, = = [y {(axu) —p — | (B.1.i)
Opse = (Coa — Cer ) (7 — 1),0(061_1)(%_1)"'137061_1, (B.1.ii)
C
avec fr = ﬁp(cel—1)(1—’VT)+’77872_—051867 (B.1.iii)

ol

— —— n+1/2 .

(D)) (2.) = (0)* . 20 si w€ [emymaipp), tE [
et ou p est une fonction constante du temps. Ce systéeme, munt de la donnée initiale
(5:(0,2),5.(0,2)), admet pour tout t €]0,t'[ et toul x € [x;_1/2, ¥i1/2] unique solution

Sr(t, 23 8:(0,2),8.(0,2)) = sz_)i (a(x,t)ﬁ(x,t))ﬁ , (B.2)
sc(t,235:(0,2),5.(0,2)) = p(x) 7 (v, — D) a(x,t), (B.3)

ou « et B sont deux fonctions réelles positives définies par

1/a?

af@,1) = ag(x) e (ex(t) + Bolx)a*tes(t)) " (B.4)

_ Bolx)er(t) + bPtes(t)
D)= 20 1 olw)attent)’

(B.5)
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avec
1_|_ e—2abt 1 — 6—2abt
at)=——5— o alt)=—0m—,
Ce1—1
5.0,0) e L (5000, 2)playm\
= €l { =
aO(x) (77 o 1)061 ,O(l') € ﬁo(l’) Ozo(l') v, — 1 )

ou a et b sont deux constantes réelles positives définies par

CEQ —1 2
a = m et b = \/CM(CEQ - Cel)(cel - 1) |:(al’u) i|

De plus, si Cey €]6 — /20,6 + /20], alors Uapplication

t — p'yr

77_17

est strictement conveze.

Remarque B.2

Dans un souci de simplification, la fonction h a été choisie égale a 'identité. Il est aisé
de constater que le résultat précédent s’étend sans difficulté a une fonction h strictement
monotone quelle-conque.

Remarque B.3

La condition C.y 6]6—\/%, 6—|—\/%[ est bien entendu tout a fait non standard. Cependant,
la constante C¢y est, dans la pratique, choisie dans un voisinage de 2 ce qui assure que la
condition relative a (' est toujours satisfaite.

Démonstration du lemme B.1

Puisque ¢ €]0, t'[ alors {(axu)Z} (x,t) est une constante du temps. En posant

— T ST — SE Ce_l
S N A

la viscosité laminaire trouve ’expression suivante :

Y

1y = CaX.

En conséquence, le systeme (B.1) s’écrit sous la forme

Oel
b

. X .
0. X = CoaX*C [(9,u)’] - - (B.6.i)
v = (Cog — Oy ) X1, (B.6.ii)
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En dérivant (B.6.ii) par rapport a la variable ¢, il vient

1

maﬁa =(Ce — Cd)XcerzatXa

qui s’écrit sous la forme

1 1
—— O +

- 2 _ _ 7
Ca—1 (Cez — Cd)oz(ata) Cu(Ce2 — Car)a {(al’u) :

En posant d;a = a3, la fonction 3 vérifie I’équation de Riccati suivante:
atﬁ =’ — a2627

dont la solution analytique est donnée par (B.5). L’obtention de la solution analytique de
(B.1) n’est plus alors qu’un simple, mais long, calcul.

De plus, en notant

nous obtenons
OuX = X*7290 (2= Ca)Y? + (Ca = Ca = 2)Y Z + Cn 7).

Il est immédiat que les fonctions « et 3 sont strictement positives pour tout ¢ €]0,¢'[ et
T € [#;_1/2, Tiy1/2]. En conséquence, 'application ¢ — X est strictement positive pour tout
t €]0,t'[ et & € [;_1/2, Tiy1/2)- Un simple calcul assure alors que si Cey €]6—1+/20, 641/20],

alors pour tout C\y €]1,2[ nous avons
aﬁX > 0, \V/t E]O,tl[ T &€ [:1;2'_1/2,:1;24_1/2].

La démonstration est ainsi achevée. B
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Un modele B.G.K. pour le modele (k,¢) compressible
et applications

Résumé

Ce travail est consacré a I'approximation numérique du systeme conservatif du
premier ordre extrait du modele (k,€) compressible. Ce systeme régit 1’écoulement
turbulent de fluides compressibles. Nous montrons comment construire un forma-
lisme cinétique abstrait pour ce modele. Ce formalisme est obtenu en explicitant
la transformée de Fenchel (ou polaire) des couples d’entropies de Lax associés au
systeme. De maniere surprenante, le systeme initial n’admet pas de couple d’entro-
pies "simple”, dans un sens a préciser, qui satisfasse les conditions de Lax. Afin de
contourner cette difficulté, nous proposons une grande famille de changements de
variable permettant d’une part de préserver les solutions faibles du systeme initial
et d’autre part d’assurer la stricte convexité des couples d’entropies. Sur la base de
ces changements de variable, nous montrons que plusieurs formalismes cinétiques
peuvent étre construits. L’un d’entre eux est privilégié et est appliqué a 'extension,
pour le systeme ici considéré, des méthodes numériques proposées par B. Perthame
([1], [2]) pour I'approximation des solutions des équations d’Euler.

1 Introduction

Ce travail est dédié a des extensions de méthodes numériques classiquement déve-
loppées dans le cadre des équations d’FEuler. En particulier, nous nous intéressons ici
aux extensions possibles des schémas cinétiques (Perthame [1], Godlewski-Raviart [15],

Harten-Lax-Van Leer [8]).

De telles méthodes, pour les équations d’Euler, reposent sur 1’équation de Boltzmann

hf+vVf=Q(f. ), (1.1)

régissant les fonctions de répartition des vitesses des particules (Khobalatte [4], Cercignani
[16]). Il est connu ([1], [15]) que cette équation conduit au systeme de la dynamique des
gaz, d’Euler lorsque le nombre de particules tend vers I'infini pour un fluide a ’équilibre
thermodynamique. Puisque la propriété d’équilibre thermodynamique implique

Qf. f) =0,
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il en résulte, formellement, une interprétation cinétique abstraite négligeant ce terme de
collision et conduisant a 1’équation de transport libre suivante:

Of+vVf=0. (1.2)

La prise en compte d’une telle équation de transport libre permet le développement de
méthodes numériques conservatives et stables pour les équations d’Euler (Perthame [2],

Khobalatte-Perthame [3], Khobalatte [4]).

Si Iinterprétation cinétique abstraite (1.2) trouve une justification formelle au sens
de I’équation de Boltzmann, elle est en fait motivée par 'existence d’une symétrisation
des équations d’Euler. En effet, cette symétrisation, dont 'existence est assurée par le
Théoreme de Godunov Mock, peut trouver une formulation intégrale conduisant a 1’in-
terprétation cinétique (1.2) (cf. Croisille [6]).

Cependant, il n’existe pas a priori d’équation de Boltzmann dont la limite fluide
coincide avec le systeme de lois de conservation considéré dans le présent travail. En
conséquence, le formalisme abstrait (1.2) est ici inconnu.

Le principe de symétrisation est adopté pour I'obtention du formalisme (1.2). En vertu
du Théoreme de Godunov Mock, la seule existence d’une entropie de Lax assure ’existence
d’une formulation symétrique. Cependant, le formalisme cinétique, ici recherché, ne peut
en étre déduit que si le systeme symétrique est explicitement connu. Apres avoir constaté
que la dépendance fonctionnelle des couples d’entropies de Lax doit étre, en général, simple
pour pouvoir conduire a une formulation explicite du systeme symétrique, nous montrons
que les entropies naturelles et fonctionnellement simples ne satisfont pas les criteres de
stricte convexité. Nous proposons alors des changements de variable admissibles pour les
solutions faibles. Ceux-ci permettent d’exhiber des couples d’entropies de Lax dont la
dépendance fonctionnelle est simple et conduisant a une symétrisation explicite puis a un
formalisme cinétique analogue a (1.2).

Nous montrons que chacun des systemes équivalents mene a un formalisme cinétique
différent. Apres avoir privilégié une des interprétations cinétiques, nous étendons les mé-
thodes numériques proposées par B. Perthame ([1] et [2]) au systeme de lois de conserva-
tion qui motive notre propos.

2 Formalisme cinétique abstrait

Les principes généraux du formalisme cinétique pour les systemes hyperboliques de
lois de conservation ainsi que ses applications sont brievement décrits. Ici, nous adop-
tons le formalisme proposé par Croisille [6], Villedieu [5], Perthame [1] (voir également
Chen-LeFloch [17] pour un formalisme de décomposition de flux plus général). Si un tel
formalisme est bien connu pour les équations d’FEuler (cf. [1], [6] par exemple), il n’en
est plus de méme pour tout autre systeme de lois de conservation (Villedieu [5]) et en
particulier pour le modele qui nous intéresse dans le présent travail. A partir de ’exemple
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des équations d’Euler, nous rappelons qu’un formalisme cinétique peut étre obtenu sur
la base d’un couple d’entropies de Lax strictement convexe. En constatant qu’une telle
approche nécessite une dépendance fonctionnelle simple des entropies de Lax, nous mon-
trons que pour le systeme, ici considéré, la dépendance fonctionnelle simple des couples
d’entropies n’est pas compatible avec les conditions de convexité imposées par Lax. Nous
proposons alors des changements de variable admissibles préservant les solutions faibles
et assurant la condition de stricte convexité.

2.1 Position du probleme

Nous considererons un systeme hyperbolique de lois de conservation dont la forme
condensée est la suivante :

Opu + div f(u) =0, t>0, zelR? (2.1)

oll le vecteur des états u € Q, ouvert de IR™, et la fonction flux f : Q — IR" x IR? sont pré-
cisés ci-apres. Supposons que ce systeme admet des lois de conservation supplémentaires
de la forme

0U(u) + div F(u) =0, >0, e IR"

ot 'application U : u € Q — IR est supposée réguliere de classe C?. Le couple (U, I') est
qualifié de couple d’entropies de Lax des que l'application U :  — IR est strictement
convexe (cf. Godlewski-Raviart [15]).

L’existence d’un couple d’entropies de Lax assure, en vertu du Théoreme de Godunov
Mock (Godunov [18], Mock [19]), I'existence d’un changement de variable ¢ : Q@ — IR"

qui symétrise le systeme (2.1). En effet, la stricte convexité de I'entropie assure que 1’ap-
plication @ : } — IR", définie par

o(w) = VU(u)
réalise un C!'-difféomorphisme. En considérant la transformée de Fenchel de I'entropie U
définie par

Ur(v) = nax (u-v—U(u)), (2.2)

il résulte de la stricte convexité que
U (®(u)) =u-®(u)—U(u).

En conséquence, un simple calcul conduit a la relation suivante:
VU*(®(u)) = u, uec.

Il en résulte que si u est une solution faible de (2.1) alors u* = ®(u) est une solution

faible du systeme symétrique de lois de conservation suivant :

ONVU*(u) +div VF*(u*) =0, t>0, =€ R, (2.3)
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otl I'application F* : IR" — IR? est définie par

Fo(v) = v - £(®7(v)) — F(®~'(v)). (2.4)

Sous certaines hypotheses, ce principe de symétrisation macroscopique peut étre pro-
longé par un principe de symétrisation cinétique (Perthame [1], Croisille [6], Villedieu [5],
Chen-LeFloch [17]). Soit H : IR — IR une fonction strictement convexe astreinte a des
conditions d’intégrabilité qui seront précisées par la suite. Désignons par H* la transfor-
mée de Fenchel de la fonction H. Le formalisme cinétique est alors obtenu s’il existe une
application K : IR? x (IR™ x IR%) — IR", ol m et ¢ sont des entiers éventuellement nuls,
telle que

Ur(u) = /de(mmi) H*(u* - K (€, 1)) d€ dl, (2.5.0)
Fr(u*) = /de(mxm) EH(u* - K (€, 1)) d€ dl. (2.5.ii)

L’application K peut étre comprise comme un vecteur de moments généralisé.

Le principal intérét d’un tel formalisme réside dans le résultat formel suivant dont la
démonstration peut étre trouvée dans Perthame [1], Croisille [6], Godlewski-Raviart [15]:

Lemme 2.1
Soit u : IR* x IR, — Q une solution faible de (2.1) associée a la donné initiale u(z,0) =
ug(x). Considérons le probléme de transport libre suivant :

atf+§j§¢axif =0, t>0, zc IR, ¢="T(&,---,&) € R, (2.6.)
0,06 1) = fola 1), (26,0
La solution de (2.6) est donnée par
flt,e, 6,1V = folz —&,61),  t>0, z€ R, ¢ec R
Si la donnée initiale est choisie telle que
fol,&, 1) = H* (u*(2,0) - K(, 1)),
alors formellement

/RdX(RmXRi) fo(l’, 57 [)[((57 [) df d[,

et les K-moments de f(At,x, €, 1) vérifient Uestimation suivante :

/ K& D (At e, &, 1) dE dI = u(z, At) + O(A),  At>0, =€ R
Rx(R™xRY)
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Ce résultat est a la base de méthodes numériques présentant d’importantes propriétés
de stabilité pour I'approximation du systeme de lois de conservation (2.1). Un exemple
en est donné dans la section 3.

Un tel formalisme est bien connu pour le systeme des équations d’Euler (Perthame
[1], [2], Khobalatte-Perthame [3]) pour lequel

u="(p,pu, ), f(u)="(pu,pu@u+pls, (E+p)u)

ou @ désigne le produit tensoriel et [; la matrice identité dans R x IR et ot u € IR? et

2
pu
pZ(’V—l)(E—%)v v > 1.

De plus, les couples (U, F'), définis par

U(u) = pF (m (%)) . F(u) = alU(u),

ou 'application F : IR — IR est assez réguliere, sont des couples d’entropie de Lax si

f‘//(y) 1
> —— VyelR.
F'(y) ¥

En conséquence, le Théoreme de Godunov Mock assure l'existence d’un systeme symé-
trique équivalent pour les solutions faibles dont la forme condensée est donnée par (2.3).

Apres Croisille [6], Villedieu [5], posons

F'(y) >0 et

T
V= (Upv Vu,1s 5 Vugd,y UE) )
ou vy < 0, la transformée de Fenchel des entropies de Lax trouve la forme suivante :

d :
U*(v) = %g (Up _ M) 7

QUE

ou G est une application réguliere, en dualité avec la fonction F, astreinte a des conditions
de convexité.

Il est alors possible de montrer ([5]) que si Iapplication H € C°(IRy, IR) N C*(IR"., IR)
est strictement convexe et satisfait

H(0)=0, lim H(x)/x =+o0, et une des deux conditions suivantes:
z—+00

lin% H'(z) = —oo0,
T—r
(a) pour z voisin de 0 avec C' > 0 une constante
H"(x) > C|H'(x)|* 5 d 1 (2.7)
et a > 5 + 5 + ;,

) lin% H'(z) =0,
T—r
H"(x) > CH'(x)* pour x voisin de 0 avec C' > 0 une constante et a < 1,



312 Un modeéle B.G.K. pour le modele (k,€)

alors I'application K : IR? x IR, — IR définie par

wien="(relfer),

conduit aux relations (2.5) si et seulement si

1 1 d
oy —1 2
De plus, les fonctions H et G sont en dualité.

Dans le cadre du systeme Euler, le formalisme cinétique vérifie le Lemme 2.1. L’ana-
logue d’un tel formalisme est en réalité inconnu dans le cadre du systeme qui nous pré-
occupe. C’est la raison pour laquelle nous en recherchons une interprétation cinétique
abstraite au sens du Lemme 2.1. Il s’agit donc de caractériser toutes les entropies de
Lax strictement convexes du systeme (2.1), d’en calculer explicitement la transformée de
Fenchel (au moins pour une famille suffisamment grande) et d’en déduire un principe de
symétrisation cinétique.

Il est important de noter que la caractérisation explicite de la transformée de Fenchel
ne peut étre, en général, obtenue que pour des familles d’entropies dont la dépendance
fonctionnelle est simple, ce qui est le cas pour les équations d’Euler ou

o)

Nous montrons que cette contrainte de simplicité fonctionnelle de 'entropie n’est pas
nécessairement compatible avec la condition de stricte convexité.

2.2 Modele mathématique

Nous considérons I’écoulement turbulent d’un fluide compressible supposé régi par le
modele (k,€) (cf. Mohammadi-Pironneau [12]). Le fluide est caractérisé par sa densité p,
sa vitesse u € IR?, son énergie totale E ainsi que son énergie cinétique turbulente pk et le
taux de dissipation de cette énergie pe. Nous adoptons le systeme du premier ordre extrait
tel qu’il est habituellement considéré, i.e. sous forme conservative. Ce systeme trouve la
forme développée suivante :

Op+div (pu) =0, >0, =€ IR, (2.8.1)
Owpuj + div (puu;) + 0, p=0, j=1,---.d (2.8.ii)
O + div ((E + pu) = 0, (2.8.iii)
Ok + div (pku) = 0, (2.8.iv)
Ope + div (peu) = 0, (2.8.v)
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ol
2

p=p+(v—1)pk avec =1+ e (2.9)

La pression du gaz p est supposée satisfaire une loi de gaz parfait:

2
pu
p=0—-1E - |2p| — pk), > 1.

Le systeme étudié se distingue du systeme Euler 3 x 3 habituel par la présence d’une
pression totale apparente p somme de deux pressions ayant chacune leur propre “coefficient
adiabatique”.

En notant

=7 E, pk
u="(p,pu, &, pk, pc),

I’espace des états admissibles est donné par

0 ={uec R d ~_ . loul® =
= s p>0ue R p=(y—1) | FE 5 + 1,0k >0,k>0,e>0p.
P 7

Le systeme (2.8) trouve la forme condensée suivante:
d
du+> 0. fi(w)=0, >0, z€ R’ (2.10)
=1

ot les applications f; : @ — IR trouvent clairement leur expression a partir de la forme
développée de (2.8).

Le résultat suivant énonce les propriétés fondamentales de (2.8), utiles aux dévelop-
pements menés ci-apres :

Lemme 2.2
i) Le systéme (2.8) est hyperbolique sur Uespace des états Q. En notant

T
n="0ny, --,ng)
un vecteur unitaire de IRY, la matrice S nVEi(u) admet les valeurs propres suivantes :

2 _ 1D
P

u-n—c¢, u-n e wu-n-+ec, c

ii) La valeur propre w-n est d’ordre de multiplicité d 4 2, le champ associ€ est linéai-
rement dégénéré et admet pour invariants de Riemann le couple (v -n, p).

iii) Les valeurs propres u-n =+ ¢ sont simples. Les champs associés sont vraiment non
linéaires et admettent pour invariants de Riemann communs :
Y
p
= k et c.
p

iv) Les quantités k et € sont continues pour les solutions onde de choc de (2.8).
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La démonstration de ce résultat est obtenue de facon usuelle et nous renvoyons le lecteur
a Godlewski-Raviart [15] ou Serre [13] dans le cadre de la dynamique des gaz.

Remarque 2.3

Il est important de noter que dans le cadre des systemes de lois de conservation mul-
tidimentionnels, les notions de champs vraiment nonlinéaires et linéairement dégénérés
ainsi que des invariants de Riemann n’ont en général pas de sens (cf. [13]). Cependant, en
remarquant que le systeme (2.8) est invariant par rotation, au méme titre que le systeme
d’Euler, ces notions admettent une extension immédiate dans le cas des solutions onde
plane.

De plus, il est possible de caractériser 'ensemble des lois de conservation scalaires
supplémentaires satisfaites par les solutions régulieres de (2.8). Le résultat suivant, relatif a
cette caractérisation, est une extension directe des travaux menés dans Coquel-Marmignon
[11] dans le cadre de la dynamique des gaz faiblement ionisés:

Lemme 2.4
Soit u € C*(IR* x IR,,Q) une solution de (2.8). Alors u satisfait les lois de conservation
sutvantes :

Opg(u) 4+ div (pg(u)u) = 0, (2.11)

ou g: Q) — IR est une fonction réguliére arbitraire des trots invariants de Riemann com-
muns auxr deux champs vraiment nonlinéaires.

Remarque 2.5
Par abus de notation et sans que cela puisse porter a confusion, nous notons de nouveau

g(u) =g (%, k, e) : (2.12)

Il résulte du Lemme 2.4 que les éventuels couples d’entropies de Lax du systeme (2.8)
sont nécessairement de la forme

(U, F) = (pg(u), pg(uju),

ou l'application u — pg(u), ou g est donnée par (2.12), doit étre strictement convexe.
Notons qu’il est possible d’extraire des conditions suffisantes de stricte convexité, mais
qu’en raison de leur forme compliquée et presque inexploitable, nous ne les énoncons pas
dans le présent travail.

Rappelons (cf. section 2.1) que 'obtention d’un formalisme cinétique, reposant sur
une symétrisation macroscopique associée au Théoreme de Godunov Mock, nécessite la
connaissance explicite de la transformée de Fenchel des entropies de Lax considérées. La
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forme explicite d’une telle transformation ne peut étre obtenue que pour une dépendance
fonctionnelle simple des entropies de Lax. Pour s’en convaincre, le lecteur pourra se référer
a la démonstration de la Proposition 2.9 et aux commentaires qui s’ensuivent.

Les entropies de (2.8), dont la dépendance fonctionnelle est donnée par (2.12), ne
satisfont pas cette condition de dépendance simple. Cependant, en vertu de la propriété
iv) du Lemme 2.2, les quantités k et € sont constantes a la traversée d’une onde de
choc. En conséquence, puisque les entropies de Lax sont introduites afin de caractériser
I’admissibilité des solutions onde de choc de (2.8), il semble naturel de privilégier les
couples d’entropies de la forme:

(pg(s), pg(s)u),  s= @.

Cependant, le résultat négatif suivant montre que ces couples, fonctionnellement simples,
ne sont pas des entropies de Lax:

Lemme 2.6 .
Soit Uapplication U : Q — IR définie par

P

ou

5 pul® =
= = pk=(y=1)|E— k),
p=p+ (= Dpk=(v )( o a1’
el

0= (0= (p,pu, B, pk) € R p>0,ue R p>0,r>0)

L application vu — U(Q) est convexe mais n’est jamais strictement convexe.

Démonstration du Lemme 2.6

La détermination des mineurs de la matrice hessienne de 'application U met en évidence
que ceux-ci sont soit positifs sur € soit nuls sur Q. En conséquence, 'application U est
convexe mais ne peut jamais étre strictement convexe. B

Il résulte du Lemme 2.6 que le systeme (2.8) ne peut pas étre symétrisé a partir de
cette famille d’entropies.

En fait, il est possible de concilier le besoin de simplicité des entropies considérées
avec l'exigence de stricte convexité en étudiant ’existence de changements de variable
admissibles qui d’une part préservent les solutions faibles de (2.8) et d’autre part assurent
la stricte convexité des entropies.

L’existence de tels changements de variable résulte d’une part du Lemme 2.4 consacré
aux solutions régulieres de (2.8) et d’autre part de la propriété iv) du Lemme 2.2, relative
a la continuité de k et € pour les solutions onde de choc du systeme (2.8). En effet, nous
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montrons dans le résultat suivant que tout C!-difféomorphisme impliquant des nonlinéa-
rités de la forme pp(k, €) permet de définir un nouveau systeme de lois de conservation
possédant les mémes solutions faibles que (2.8):

Lemme 2.7
Soit Uapplication ® : Q — IR, définie par

(I)(ll) =7 (pv PU, VE, PUpk, PUpe) 5 (213)
avec
vp = B + ,OS«QE(k, 6)7 Upk = S‘Ql)k(kv 6) el Vpe = @Pﬁ(kv 6)7

ou les applications o, @1 €l @, sont telles que ® réalise un C'-diffécomorphisme. Alors
v = ®(u) est une solution faible de classe C' par morceaux du systéme suivant :

Dip 4 div (pu) =0, >0, z€ IR, (2.14.0)
Owpuj + div (puu;) + 0p;p=0, j=1,---,d (2.14.i1)
Owg + div ((vg + plu) = 0, (2.14.ii1)
Orpv,k + div (pvypu) =0, (2.14.iv)
Orpv,e + div (pv,eu) = 0, (2.14.v)

ot p est définie par (2.9).

Démonstration du Lemme 2.7
[’équivalence entre les systemes (2.8) et (2.14) est immédiate dans le cadre de solutions
régulieres de classe C! et repose sur un simple calcul.

Soit ¥ une surface de discontinuité dans le plan (x,¢) de normale unitaire

T
n= (nl‘v Ngyy o 7nl’d)‘
Puisque le systeme (2.14) est invariant par rotation, il est toujours possible de supposer
que n = T(ng,n,,,0,--+,0) avec n,, non nul.

En conséquence, la formulation faible usuelle (cf. Godlewski-Raviart [14] ou Serre [13]
dans le cadre de la dynamique des gaz) conduit la solution v de (2.14) a satisfaire les
relations de saut suivantes:

[M] =0, avec M = p(uy — o),
Mlu;] =0, 1=2,---,d
M [”—E + [pu] =0
p
M [Upk] =Y
M [v,] =0,
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ou [X] désigne le saut de la quantité X a la traversée de la surface de discontinuité ¥ et
o 0 = —- désigne la vitesse de propagation de la discontinuite.
x1

Deux cas doivent étre distingués: M =0 et M # 0.

Si M = 0, la discontinuité est de type onde de contact et est caractérisée par la
continuité de u; et p a la traversée d’une telle discontinuité. Il en résulte que u et v
satisfont les mémes conditions pour une discontinuité de contact.

Si M # 0, il en résulte de (2.14) que les quantités ¢, i (k, €) et @,.(k,€) sont conti-
nues a la traversée d'une surface de discontinuité. Puisque application ® est un C!-
difféomorphisme, il est alors immédiat que les quantités k et ¢ sont continues a la traversée
d’une discontinuité.

Puisque vg = E + ppg(k, €), nous en déduisons

-1

En conséquence, les solutions u et v satisfont les mémes relations de saut. ®

Un C!-difféomorphisme particulier est privilégié des qu’il permet de satisfaire la stricte
convexité des entropies sous les conditions les plus générales possibles.

Dans ce but, nous considérons dans la suite les deux C!-difféomorphismes suivants
dont le premier a été mis en évidence par B. Larrouturou et C. Olivier dans [10]:

1) Soit 'application ®; : @ — Q4 définie par

(I)l(u) = T(lov pU, 57 PU, 2)7 (215)
avec ,
£ =E+ apv?, v =k, Z:pe—l—pv—, oz:%_ﬁy,
2 ~v—1
et ou

2 2
le{p>0,geﬂ%d,5—%>o, v >0, Z—p%>0}.

Notons que la pression p trouve alors ’expression suivante :

2
P _ o eyl
y—1 2p

2)  Soit Iapplication @3 : Q@ — Qy définie par

by(u) ="(p, pu, E, pv, pw), (2.16)
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avec
2 2 .
E:E—|—Ozpl)2—|—pv ‘|‘CU7 U:\/E7 w:\/a a:’)/q— 77
2 ~v—1
et ol
2 2 2
92:{p>0,geﬂ%d, E—,o|u_|+++w>0,v>0,w>0}.

Notons que la pression p trouve alors ’expression suivante :

P = leul®  (pv)?  (pw)’
v—1 2p 2p 2p

—_—
—
—

Il est clair que les deux applications précédemment décrites définissent des C'-difféo-
morphismes de la forme (2.13) présentée dans le Lemme 2.7. En conséquence, les chan-
gements de variable (2.15) et (2.16) conduisent a des systemes de lois de conservation
respectivement associés aux fonctions flux suivantes:

TF(v) = (pu, pu@u+ply, (€+plu, pou, Tu), (2.17)
TG(w) = (pu, pu@u+ply, (Z+pu, pou, wu). (2.18)

De plus, ces deux systemes admettent les mémes solutions faibles que le systeme (2.8).

Dans le résultat suivant, nous montrons que ces deux changements de variable condui-
sent a des familles d’entropies strictement convexes et de dépendance fonctionnelle simple :

Lemme 2.8
i) Soit § > 0 un réel. Soit Uapplication U : Q; — IR définie par

1= (0 (= sy * =) 1)

ou g : IR — IR est réguliere. Alors, pour tout réel &, Uapplication U est une entropie

du systéme de lois de conservation (2.15)-(2.17) de flux associé u U. De plus, elle est
strictement convexe sur 0y dés que § > 0 et que g est de classe C* vérifiant

g//(y) _1
; > —

g'y) v +9

ii) Soit Uapplication U : Qy — IR définie par

V) =g (h“ (: e <pw>2}/2p)) (2:21)

ou g : IR — IR est régquliere. Alors, Uapplication U est une entropie du systéme de lois de
conservation (2.16)-(2.18) de flux associé uw U. De plus, elle est strictement convexe sur
Oy dés que g est de classe C* vérifiant

q'(y) >0, Vyc R, (2.20)

" |
SW oLy er (2.22)

Jgly)

q(y) >0,
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Démonstration du Lemme 2.8
[’obtention des résultats i) et i7) étant analogue, nous ne prouvons, ici, que i), la preuve
de 'assertion i7) étant laissée au lecteur.

En vertu du résultat d’équivalence énoncé dans le Lemme 2.7 et de la caractérisation
des lois de conservation supplémentaires, Lemme 2.4, il en résulte que le couple (U, ul)
est un couple d’entropies du systeme (2.15)-(2.17).

La démonstration est alors conclue en remarquant que si ¢ est un réel strictement
positif et que si g : IR — IR satisfait les conditions (2.20) alors la matrice hessienne de
I’application U est définie positive sur ;. H

2.3 Symétrisation cinétique

Sur la base des deux systemes équivalents, (2.15)-(2.17) et (2.16)-(2.18), exhibés précé-
demment, et des familles d’entropies de Lax, présentées dans le Lemme 2.8, qui leur sont
associées, nous sommes en mesure de proposer une symétrisation de ces deux systemes
suivant le formalisme de Godunov Mock.

Dans le résultat suivant, la transformée de Fenchel des familles d’entropies considérées
pour chacun des deux systemes équivalents est déterminée :

Lemme 2.9
i) Soit & > 0 un réel. Soit v € Qq une solution faible de (2.15)—(2.17) et U une
entropie de Lax définie par (2.19) satisfaisant les propriétés de stricte convexité (2.20).
En notant
V' =T(v), 05, 08, 05, 0%) € R
avec
v* :T(U* e * )ERd7

—pu pu1? 7 T pug
supposons Uapplication v* : IR* x R, — IR™ définie par
v =VU(u).

Alors les applications U* et F*, définies par (2.2) et (2.4), trouvent les expressions sui-
vantes :

1 *u 2 * \2

U (v*) = : —0 (U; el () ) , (2.23.1)
(—o) ™ () TN

FH(v*) = — 20 (v¥), (2.23.11)

*
Ve
ot ©: IR — IR est une fonction de classe C* satisfaisant les conditions suivantes :

O'(z)>0, 0"(x)>0, (+6)0(2)0"(x)—(5+1)0'(x)2>0, Yee R (2.24)
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ii) Soit w € Qy une solution faible de (2.16)-(2.18) et U une entropie de Lax définie
par (2.21) satisfaisant les propriétés de stricte convexité (2.22). En notant

*x T * * * * * d+4
w* = (wp,wpng,wv,ww)eﬂ% \

avec
* _ T * * d
w f— (w . 7wpud) E R ,

—pPU pu1?

supposons Uapplication w* : IR* x IRy — IR™™ définie par
w* =VU(w).

Alors les applications U* et F*, définies par (2.2) et (2.4), trouvent les expressions sui-
vantes :

1 1
U(w) = ——— 0 |w) — 5 {|w),[* + (w),)* + (w;,)*} ], (2.25.0)
(_wé)v_l P Dk pu P P
wr, ..
Fr(w*) = =220 (w*), (2.25.ii)
Wz

ot ©: IR — IR est une fonction de classe C* satisfaisant les conditions suivantes :

O'(z) >0, O"(x)>0, v0(z)0"(z)—0'(z)* >0, VrelR. (2.26)

Démonstration du Lemme 2.9
La preuve des assertions ¢) et i7) étant analogue seule la premiere est ici démontrée.

Puisque v* satisfait

v =VU(v),
il en résulte les relations suivantes :

. o leul/2e%) o (p)?/(207) i
v, =9y)+p ((7 +0)/p— o a2/ 2p) S5 (,ov)2/(2,0)) J(y), (2.27.0)
Vow = g |p'f|2/(2p)g’(y), (2.27.i)
VE= — e |p£|2/(2p)g’(y), (2.27.ii)
Vi = (pZI;Q/(Qp)g’(y), (2.27.iv)
vs = —52 — (,05)2/(2,0) J'(y), (2.27.v)

ol

V= (E “ouP/2p (- (ﬂv)z/Qﬂ)é) |
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Puisque "application U est strictement convexe il en résulte que g est strictement crois-
sante. Nous en déduisons alors que

vy <0 et vy < 0,

car v € ).

Le systeme (2.27) conduit aux relations suivantes:

ot */ * 12 - (,01))2/(2,0)

ng/vg = —u, vzv/vg = —v ve/vs = 5 & ol (2p) (2.28)
De plus, puisque v* satisfait
v =VU(v),
nous avons
U(v)=v-v:=U(v), (2.29)
qui trouve la forme développée suivante :
U(v") = —vi(€ — |pul*/(2p)). (2.30)
Il est immédiat que (2.29) conduit a:
v = VU*(v").
En conséquence, les équations (2.28) et (2.30) conduisent au systeme suivant :
%Z;Q;y + Vi (UF)vg =0, (2.31.1)
L o

P

LfoUur 1 .
Sv ( 5of 2 [V, (07)

2 (U _ L (our 1 (Ut ourT
(61);) ) = Uy (6U§ 9 (avzv) (%;) ) ,(2.31.1ii)

2 (OU\ ! |
(av;) ) (2.31.iv)

La résolution de ce systeme par les intégrales premieres conduit a (2.23.i) ou © : IR — IR
est une fonction réguliere en dualité avec U. L’obtention de (2.23.ii) s’en déduit alors
aisément en remarquant que

* * * aU* 1 *
U (v):_vg(av2 —ﬂw (U*)

Lou

ol
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Il est aisé de montrer que la transformée de Fenchel d’une application strictement
convexe est encore une application strictement convexe. En conséquence, ’application
U* : R™ — IR est strictement convexe. Un calcul direct assure que cette condition est
satisfaite si la fonction © vérifie les conditions (2.24). B

Remarque 2.10

Il est important de noter qu'une dépendance fonctionnelle simple de 'entropie est, en
général, nécessaire dans la preuve précédente. En effet, dans le cas ou la famille d’entropies
considérée est plus complexe, le systeme d’EDO (2.31) ne peut plus, en général, étre résolu.

Remarque 2.11
En vertu du Théoreme de Godunov Mock et du Lemme 2.7, les systemes (2.8), (2.3)-(2.23)
et (2.3)-(2.25) sont équivalents pour les solutions faibles.

Remarque 2.12

Nous pouvons constater que le deuxieme changement de variable (®3) conduit a une
transformée de Fenchel de I'entropie (2.25.1) qui coincide avec la transformée de Fenchel
des entropies des équations d’Euler en dimension d+ 2. Il en résulte qu'un tel changement
de variable permet d’associer les variables k et ¢ a des vitesses au méme titre que wu.

Remarque 2.13
De méme que dans la remarque précédente, le premier changement de variable (®;) peut
trouver une interprétation physique. En effet, il ressort de (2.23.i) que les couples (vg, v7, )

et (v%,vy,) ont des roles symétriques. En conséquence, les couples (£,u) et (X, v) peuvent
étre entendus comme des couples (énergie, vitesse) au méme titre que (F, u).

Nous sommes alors en mesure de proposer une interprétation cinétique pour chacun
des deux systemes symétriques (2.3)-(2.23) et (2.3)-(2.25). Dans un premier temps nous
énoncons le formalisme cinétique obtenu pour le systeme (2.3)-(2.23).

Théoreme 2.14
Soit § > 0 un réel différent de (y — 1)/2. Soit Uapplication Ky: ¥y — IR™™ on Wy =
(IR* x IRT) x (IR x IRY) définie par

2 T 2 Ji
[(1(57 [7 C’ ‘]):T(lv 57 %‘I’?v Cv %‘I’?)v

avec 1 > 0 el 3 > 0. Soit H € C°(IR4,IR) N C*(IRY, IR) une application strictement
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convere satisfaisant

H(0)=0, lim H(x)/x =400, et une des deux conditions suivantes :
z—+00

lin% H'(z) = —o0,
T—r
(a) pour x voisin de 0 avec C > 0 une constante
" ! a d 1 1
H"(z) > C|H'(x)] eta>g+§+_+_7 (2.32)
to ]

) lin% H'(z) =0,
T—r
H"(x) > CH'(2)* pour x voisin de 0 avec C > 0 une constante et a < 1.

En désignant par H* la transformée de Fenchel de Uapplication H, si

1 1 d 1
Al J

alors le couple (U*, F*), défini par
Ur(v) = / H* (v - Ky)dédIdCd,  Fr(v*) = / EH* (v Ky)dedIdCdT,  (2.33)
‘lJl ‘ljl

trouve Uexpression (2.23) ou la fonction © est en dualité avec H. De plus, puisque 1 > 0
alors v < % + 1.

Remarque 2.15

La remarque 2.13 trouve, dans le résultat précédent, une interprétation cinétique. En effet,
le vecteur des moments K7 fait intervenir deux énergies abstraites indépendantes (1, .J) et
deux vecteurs de vitesses microscopiques (&, (). Ceci traduit, d'un point de vue cinétique,
les roles joués pour les couples (£, u) et (X, v).

Notons que dans le Théoreme 2.14, une restriction sur le parametre § est imposée
puisque

1
57&77‘

Toutefois, ce résultat peut étre étendu aisément au cas

de la facon suivante:

Théoreme 2.16
Soit Uapplication Ky: Wy — IR, ou Uy = (IR? x IRT) x IR, définie par

2 L 2
A71(§7 [7 g):T(lv 57 %—I'?v §7 ?)7
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avec 1 > 0. Soit H € C°(IR4, IR) N C*(IR},, IR) une application strictement convexe satis-
faisant

H(0)=0, lim H(x)/x =400, et une des deux conditions suivantes :
z—+00

lin% H'(z) = —oo0,
T—r
(a) pour x voisin de 0 avec C > 0 une constante
H"(x) > C|H'(x)|* 5 d 1 (2.34)
et a > 5 + 5 + ;,

; lin% H'(z) =0,
T—r
H"(x) > CH'(2)* pour x voisin de 0 avec C > 0 une constante et a < 1.

En désignant par H* la transformée de Fenchel de Uapplication H, si
1 1 d
2

alors le couple (U*, F*), défini par

U*(v) = /q, NV BTG, P () = /q, (- Ky)deddCd). (235)

trouve Uexpression (2.23) ou la fonction © est en dualité avec H. De plus, puisque 1 > 0
alors v < % + 1.

Remarque 2.17
Le choix § = (v — 1)/2 conduit & un formalisme cinétique plus simple dans le sens ou le
vecteur des moments ne met en jeu, cette fois, qu’une seule énergie abstraite 1.

De méme, dans le résultat suivant, nous donnons le formalisme cinétique obtenu pour

le systeme (2.3)-(2.25) :
Théoreme 2.18
Soit Uapplication Ky: Uy — R o0 Uy, = R x IRT définie par

2 L
[(2(57 [) =T (17 §7 %‘I’?v gd-l—lv §d+2) ot sz(flv"'vgd)

avec 1 > 0. Soit H € C°(IRy, IR) N C*(IR%., IR) une application strictement convexe satis-
faisant

H(0)=0, lim H(x)/x =400, et une des deux conditions suivantes :
z—+00

lin% H'(z) = —oo0,
T—r
(a) pour x voisin de 0 avec C' > 0 une constante
H"(x) > C|H'(x)|* 7T d 1 (2.36)
et a > 5 + 5 + ;,

) lin% H'(z) =0,
T—r
H"(x) > CH'(x)*pour x voisin de 0 avec C' > 0 une constante et a < 1.
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En désignant par H* la transformée de Fenchel de Uapplication H, si

1 1 d+2

alors le couple (U*, F*) défini par
U*(w*) = / He(w* - Ky)dedl,  Fr(w*) = / EH(w* - Ky)dedl, (2.37)
‘IJQ ‘IJ2 -

trouve Uexpression (2.25) ou la fonction © est en dualité avec H. De plus, puisque 1 > 0

alors v < d_l_%—l—l.

Remarque 2.19

La remarque 2.12 trouve, dans le résultat précédent, une interprétation cinétique. En effet,
le vecteur des moments K, fait intervenir une unique énergie abstraite [ et un vecteur de
vitesses microscopiques ¢ € IR?. Puisque la vitesse macroscopique appartient & IR?, il
en résulte, d'un point de vue cinétique, la présence de deux composantes supplémentaires
de vitesse respectivement associées aux roles joués par v et w.

Les trois résultats précédents sont obtenus de facon classique et nous renvoyons le lec-
teur a Perthame [1], Villedieu [5] pour de plus amples détails. Cependant, nous rappelons
que les conditions d’intégrabilité sur H, énoncées en (a) ou (b) dans les deux Théoremes
2.14, 2.16 et 2.18, permettent la dérivation des relations (2.33) ou (2.35) ou (2.37). En

COI’lSéqllel’lce7 nous avons
v=VUrv) = [ K HY (V- K dedTded,
v
ou

w=VU (W)= | K H"(wW" Ky)dédldidl,

Wo

avec U* respectivement définie par (2.23.1) et (2.25.i). Il en résulte que ’application
(2,t) = H” (v Ky)

peut étre comprise comme une fonction de répartition des vitesses.

Il est important de noter que le support de cette fonction de répartition des vitesses
est non borné, respectivement compact, sous la condition (a), respectivement (b) (cf. [5]).

Il résulte des Théoremes 2.14, 2.16 et 2.18 la non-unicité du formalisme cinétique du
systeme de lois de conservation (2.8). Cependant, chacune des interprétations cinétiques
précédentes étend le Lemme 2.1 au cadre du systeme (2.8).
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3 Application aux schémas de Perthame ([1], [2])

Les formalismes cinétiques précédents sont appliqués a I’extension de méthodes numé-
riques, proposées par B. Perthame ([1], [2]) dans le cadre des équations d’Euler, pour le
systeme (2.8).

Seul le formalisme (2.35) est ici considéré (cf. Théoreme 2.16). En effet, il admet une
condition sur le coefficient adiabatique v moins restrictive que le formalisme (2.37) (cf.
Théoreme 2.18). De plus, il implique un vecteur des moments admettant une unique
énergie abstraite et ce a la différence du formalisme (2.33) (cf. Théoreme 2.18) qui met
en jeu deux énergies abstraites.

3.1 Schémas cinétiques

Dans un souci de simplicité, une seule dimension d’espace est considérée (d = 1). En
conséquence, les vitesses u € IR? sont notées u € IR. L’ensemble des résultats présentés
ci-apres trouve une extension pour une dimension d’espace quelconque.

Nous montrons que le formalisme cinétique (2.35) permet d’obtenir une approximation
numérique de (2.15)-(2.17) qui constitue un systeme équivalent au systeme initial (2.8).

Supposons la donnée initiale suivante :
v(z,0) =T (p(,0), (pu)(z,0), E(z,0), (pv)(x,0), X(,0)).
La fonction d’équilibre
fola, 6 1,¢) = M(€ —u(x,0),1,¢5v(x,0)),

est définie de sorte que
v(x,0) = / FO(e, &, 1,0 Ky dé dI d,
vy

ou K et Uy sont définis dans le Théoreme 2.16. Dans le cadre des équations d’Euler,
I’application M est en fait associée a la Maxwellienne.

Il résulte alors du Lemme 2.1 que la solution de I’équation de transport libre suivante:

of +£0.f =0, t €]0,At], =€ IR,
f(()?x?g?[?C):fo(x7§7[7<ﬂ)7 xeR?

définit une application
viot)= [ flta & LOK dEdldl,  telo,Al], e R,
vy

qui est une approximation d’ordre un en temps de (2.15)-(2.17).
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Il est possible de supprimer le parametre d’intégration [ en définissant les deux fonc-
tions suivantes:

fole €0 = [ M(E = u(2.0),1,Gv(w,0)) d1.

+

go(z,€,0) :/B M(E — u(2,0),1,¢v(x,0))1 dI.

+
En conséquence, en posant
2 2
oot (1 KPP
X ( 757 2 7C7 2 b
k="7(0,0,1,0,0),

nous avomns

v(@.0)= [ ol & OB +gol. & Ok de de.

En supposant connu les fonctions f,, et g, nous pouvons définir un pas général en
résolvant les deux équations suivantes:

Of +€0,f =0, telt, 1", x e IR, (3.1.1)

f(tn—l_()?x?f? C) :fn(x7§7 C)? € E R? (3'1'ii)
et

0rg + £0,g = 0, t et "tz € IR, (3.2.1)

g(tn —I_()?x?f? C) :gn(x7§7 C)? € E R? (3'2'ii)

dont les solutions sont données par

S, 60 = fule = EL=17),6,¢) et g(t,2,6,0) = galz = £(L = 1"),£,0).

Nous définissons alors

1% fn

e fwry= [ | Ehrg |-t —megdd (33
pU Cfa

R e

Les fonctions f,11 et g,41 sont alors définies de la facon suivante:

frr (0,60 = [ M(E = ula, ). 1, Giv(a 47 d,

+

gn-l-l(xva g) = /R M(f - u(xvtn-l—l)v[7§;V(x7tn+1))[ df.

+
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Le résultat suivant, dont la démonstration est classique et peut étre trouvée dans [15]
dans le cadre des équations d’Euler, assure que la méthode précédente permet d’approcher

les solutions de (2.15)-(2.17):

Lemme 3.1
les quantités

plz, "™, pu(z, "), E(x, "), pv(x, ") et N(x,t"th),

définies par (3.3), sont une approximation du premier ordre en temps de la solution du

systéme (2.15)-(2.17).

Dans un contexte numérique, il est intéressant de remplacer [ M dI par une ex-
pression plus aisée a utiliser. Dans la pratique, B. Perthame ([1]) considere des fonctions
d’équilibre a support compact. De telles fonctions sont déduites du résultat suivant :

Théoréme 3.2
Considérons

"o = (p(,0),0,++,0,p(,0)/(y = 1), v(x,0), ¥(x,0)) € R,

une donnée initiale du systéme de lois de conservation (2.15)—(2.17) pour une vitesse
de Uécoulement nulle. Soit n > 0 un paramétre réel et soit H : IRy x IR, — IR} une
application définie par

1 P

=ty

H(z,y) = (3.4)

ou p et g sont des constantes réelles vérifiant

pg(p—q—1)>0 et p(p—1) >0,

de sorte que lapplication H soit strictement convexe. Le probléme de minimisation sous
contraintes suivant :

min{ [ H(f(0.6,0.g(0,6.0)dedSs f(2,6,¢) 20, g(2,£,0) 20,

N ) (3.5)
[ (7 € ORIEC) + gl & OR)dedC = b}

admet un unique minimum, noté U(dy), atteint en (feq, geq). Les fonctions fe(x,€,() et
Jeq(2, &, () sont respectivement définies par

q+1

M2, 2 1 2\ p—q—1 :
Jealw.£:€) = Co (m1 = P = 5(¢ = wlw,0))") 777 (3.6.1)

m b

2.0 1 2\ p=¢=T ..
geq(xva C) = C10 }%z(ml - 7|§| - §(C - U(J?,O)) )+ 5 (3611)
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= (= 0= 2 (30000 = Ot2)
' d(p—q—1) p(z,0) ’
I (d(p —qg—1)+ 2(]) (Z(:L‘,O) — ,0(:1;,0)1)(:1;,0)2/2)
’ dip—q—1) px,0)/(y —1) ’
Co= | =% ;0(:1;70) ) ng L Tt )
(2%5(;;;) o

ot nous avons noté ay = max(0,a) el p(a) = [pan (1 — |z]?)Sda.
De plus, la fonction

Ulvo) = /BdXBH(feq(x,f—u(x,()),o,geq(:li,f—u(:li,()),())dfd(

_ Zd;_l C P—q p q g d;_l—l—p—(’;—l q_g 3 7
T 0 qb(p_—q—l) (];) my My (3.7)
est une entropie de (2.15)—(2.17) si et seulement si
2—d(y—-1)
= ——=(p—1). 3.8
q 7(2—d)+d(p ) (3.8)

Remarque 3.3
Le résultat précédent est énoncé pour une dimension d’espace d quelconque. Dans le
contexte qui nous préoccupe ici, il suffit de considérer d = 1. De plus, en notant

) ('0]‘5(@700);)# (E(%O) - Zgzggv(x,())?/Q)Q&?l) ’

nous avons sous la condition (3.8)

Uvo) = e(p.y)p(x,0)s¢~Y, (3.9)

ou ¢(p, ) désigne une constante dépendant du parametre p et du coefficient adiabatique ~.
Nous ne donnons pas ’expression de cette constante qui trouve une forme tres complexe.
Enfin, il est important de noter que les contraintes de stricte convexité sur ’application

H et la condition (3.8) impliquent
2
1 14 -.
<y <1+ p

Il est immédiat que les fonctions f.,(x,& — u(x,0),() et gey(x, & — u(a,0),(), définies
par (3.6), peuvent étre substituées aux fonctions d’équilibre fo(x, €, () et go(x,&, () pré-
cédemment introduites. Il est alors possible de prouver que le résultat d’approximation,
énoncé dans le Lemme 3.1, est préservé pour ce nouveau choix des fonctions d’équilibre.
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En suivant les idées du schéma de Godunov, nous sommes en mesure de proposer
un schéma cinétique. Supposons que la donnée initiale v(x,0) soit constante sur chaque
cellule (z;_1/2, Tit1/2)-

En résolvant (3.1) et (3.2), nous obtenons une fonction v(x,t) définie par (3.3). Cette
fonction est projetée de la facon suivante:

1 /l’z‘+1/2

1

v, = — v(x, At) dx.
AJ} Ti—1/2 ( )

En conséquence, le schéma cinétique se décompose en trois étapes distinctes. Suppo-
sons v(x,t") constante sur chaque cellule (2;_1/2, ziy1/2) alors:

(i) construction des fonctions d’équilibre f.," et g.,” définies par (3.6),

(ii) évolution des fonctions d’équilibre f.," et g.,” par résolution de (3.1) et (3.2),

(iii) projection de I'application v(x,t) définie par (3.3).

Cependant, un tel schéma trouve la formulation de type volumes finis suivante:

Lemme 3.4
Supposons la condition (3.8) satisfaite. Soit w(x) C IR* le support des fonctions d’équilibre
feg"(2,6,C) €t geg™(, &, () définies par (3.6). Sous la condition CFL

At
< max (|u?| + ()] 7;—) <1, (3.10)

le schéma cinétique trouve la forme suivante :

Vj+1 =V, = Ax (f(Vi 7V¢+1) —f(vi,,vi )) ) (3.11)

ot les flur numériques f(vp,vR) sont donnés par
f(vy,vr) = (vy) +f (vg), V(vr,vr) € (3.12)
3.13)

avec

f=(vi) = /RQ(f)i (feo™ (i € —ul, VK + gog™ (w1, € — ul', )k dEdC. (3.14)

La démonstration de ce résultat est usuelle et nous renvoyons le lecteur a [4] ou [15] dans
le cadre de la dynamique des gaz.

Remarque 3.5

Il est aisé de constater que le résultat précédent conduit, en fait, a une famille de schémas
cinétiques indexés par le parametre p € IR. Dans la section suivante, nous montrons qu’un
choix judicieux de ce parametre conduit le schéma, ainsi considéré, a satisfaire un principe
du maximum sur ’entropie spécifique.
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Une importante conséquence de ce schéma réside dans les propriétés de stabilité sui-
vantes :

Théoreme 3.6
Sous les hypotheéses du Lemme 3.4, supposons que pour tout 1 € 7

pd >0 et E>0.

Alors le schéma cinétique (3.11) satisfait pour tout n € N et tout 1 € 7

n 2
Y T R U0 S )
et est L'-stable.

Remarque 3.7

Il est important de noter que dans le résultat précédent seule la positivité de la pression
totale p est assurée. En effet, I’étude du probleme de Riemann du systeme (2.15)-(2.17)
met en évidence la positivité de p mais pas celle de la pression du gaz p. Des contre
exemples peuvent étre trouvés.

Démonstration du Théoréme 3.6
Puisque les fonctions d’équilibre sont positives, il en résulte que

1 Tit1/2 " "
ol = E/Mﬁ /B2 Fud (2 — EALE — il C) dE dC d > 0.

De méme, nous avons

1 Tiy1/2 2
=[] (%feq”(w—§At,§—u?,C)+geq”(w—§At,§—u?,§)) d d¢ da.

i—1/2

1 Tit1/2 n n
2 a0 (=l Bl o 26— ) S = €A E = ) G
11
> ——pi|uf]?. 3.15
De maniere analogue, nous obtenons I'inégalité suivante:
1)2
g O 3.16

En se rappelant que p/(y — 1) = € — |pu|?/2 et que pe = ¥ — pv?/2 nous déduisons de
(3.15) et (3.16) la positivité de p; et de €.

Puisque le schéma (3.11) est conservatif, la positivité de p', &' et X! implique:

1o lemy=Il 2° Iy 1€ o=l €% iy et | lumy=Il ° i) -
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Il en résulte alors

IA

1/2

lo'u! oy < (12" Il o' (@)? )
1/2

< Il € )

1% ey + 11 E° Nl m)

IA

De méme, nous avons
| o ot [l <Il o vy + 1| 2 L m)

ce qui conclut la démonstration. ®

Le choix particulier des fonctions d’équilibre f., et g.,, solutions d’un probleme de
minimisation sous contraintes dont le minimum définit une entropie du systeme (2.15)-
(2.17), permet de satisfaire les inégalités d’entropie discretes.

Lemme 3.8
Sous les hypothéses du Lemme 3.4, considérons Uapplication U : Qy — IR définie par (3.7).
Supposons la condition (3.8) vérifiée de sorte que U définisse une entropie du systéme

(2.15)-(2.17). Sous la condition CFL (3.10) et en posant

le schéma cinétique (3.11) satisfait les inégalités d’entropie suivantes :

U = U7+ o (PO Vi) = PV V) <0, (3.17)
avec
F(VL,VR) = F+(VL) + F_(VR),
ot

PO = [ (OeH(f" g™ i = AUEE = uF.€) de dC.

Démonstration du Lemme 3.8
Dans un souci de clarté, nous notons

feq?(f, C) = feqn(xivg_u?véc) et geq?(fa C) :geqn(xiaf_u?véa)'
En posant

1

Tl (60 = = /_+// Jog (1 — At € —ul () du

Tit1/2

T 60 = 1 [ g e - At 0) da

i—1/2
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nous avomns

Vit = [ (RTLT(E Q) + kgt (6,0)) de de.

Sous la condition CFL (3.10) et puisque les fonctions d’équilibre sont a support com-
pact, en notant

At
A= —
Az’
les fonctions En et gy trouvent l'expression d’une combinaison convexe:
fqu - )‘( 5 )feq?_H + (1 - )‘f-l- + Af—)feql + )\(5 )fqu 19 (318)
gqu )‘( £ )geq?_H + (1 — A&y + AE- )geqi + )‘(f-l—)geqi_y (3'19)
L’application H, définie par (3.4), étant strictement convexe, il en résulte I'inégalité sui-
vante:
H(feg Gea ) S M€V H (Feqlyy Geaiyy) +
(1= Ay + A H (g5 geqf ) + ME H (fegi_ys Geqiy)- (3.20)
Puisque

[ H el ) dE G = U,
ou l'application U est définie par (3.7), et en posant

F(VvaR) = F+(VL) + F_(VR)v
ol

= eq 7geq )(xz — Atfaf - u?v C:) df d§7

R2

alors I'intégration de (3.20) sur IR* conduit a:
[ BT 46 d¢ < UVE) =X (F(vE Vi) = FIVELE)
De plus, en vertu du Théoreme 3.2, nous avons

U (viH) = /B2 H(f g ) de de < / Foar Teal) dE dC,

qui conduit a 'inégalité d’entropie (3.17). W

3.2 Principe du maximum sur P’entropie spécifique

Dans le cadre des équations d’Euler, considérons ’application s : ) — IR définie par

1

p\ T
S:p; .
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Cette application satisfait 'inégalité d’entropie suivante:
Oips + Ozpsu < 0.
De plus, E. Tadmor ([9]) prouve que cette entropie satisfait un principe du maximum:

s(x,t+ At) < max{s(y,t); ly — x| < At | w||re }

Dans le cadre du systeme (2.15)-(2.17), une propriété analogue est obtenue en consta-
tant que 'application s : )y — IR, définie par

1 -1
pW y+1 p 2(v+1)
0T P Y —pv?/2 ’

satisfait I'inégalité d’entropie suivante:

Oips + Ozpsu < 0.

Nous montrons, dans le résultat suivant, que I"analogue discret du principe du maxi-
mum sur I'entropie spécifique s peut étre obtenu pour le schéma cinétique (3.11):

Théoreme 3.9
Considérons le schéma cinétique (3.11) ou les fonctions d’équilibre f., et ge,, définies par
(3.6), sont choisies pour des paramétres p et q satisfaisant (3.8) avec p = oo. Alors

st < max (S?_H, s7, 3?_1) . (3.21)

Démonstration du Théoréeme 3.9
Dans un souci de clarté, nous considérons les notations introduites dans la démonstration
du Lemme 3.8. Nous notons

feq?(f, C) = feqn(xivf - u?v C) et geq?(fa C) — geqn(wiag - u?v C)

En posant

Fa(e0 =57 [ e - At g =)o

1

60 = 1

Tit1/2
[ gt = M1 € = wp,¢) de

i—1/2

nous avomns

vt = [ (KT (6,0 + kgt (€,0)) dé de.

Sous la condition CFL (3.10) et puisque les fonctions d’équilibre sont a support com-
pact, en notant
At

= 0
Ax’
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les fonctions feq et ey trouvent l'expression d’une combinaison convexe:

Neqipy (1 =2 + M) feg! + MEx) feqiys (3.22)
)geqH_l + (1 — Ay + AL )geqi + )‘(f-l-)geqi_y (3'23)

L’application H, définie par (3.4), étant strictement convexe, il en résulte I'inégalité sui-
vante:

o

H(fqu 7geq2 ) < )‘( 5 )H(feq?+1vgeq?+1) +
(1= A& + AV H (feq]'s 9o ) + MEH (fegiy Geaiy ). (3.24)

Puisque
(1 = SEIeP - —< —u(@0)°), Smi, V(6 € R

la définition de f,” et g, implique

H(feq?vgeq?) S ( V)pz( 2) (p 1)7

ou ¢(p,7y) est une constante positive dont la forme explicite est connue. Nous en déduisons
alors la relation suivante:

T n o .n 2(p—1)
H(fqu gqu ) < C(p, 7) max (Sz 1 Sz 9 2—|—1) . (325)

Considérons le probleme de minimisation sous contraintes suivant :

2

m=mind [ (54, & O+ gle, & O)) dé des
R\ 2

frg
F>0,g>0, H(f,g) < e(p,y) max (s}, s/, sly
[ 1 deac = prtt, [ dgdc =,
R? R?

_ ..ntl §2 _ yn+l1
| crdedc=vrt, [ Sfded; = it }

)2(p—1)

(3.26)

Par application du Théoreme des multiplicateurs de Lagrange, ce probleme de mini-
misation admet un unique minimum défini par

2(p—9q)

pn-l-l ptq
— C n+1 n+1 2
m (p7Q77)pz (pz Z?-H p;z-l—l( n—|—1)2/2

2
n o _n 2(p=1)\ " p¥e
(C(p, 7) max (82 1 Sz ? Z-|—1) ) o

ou C(p, q,7) est une constante positive dont la forme explicite est connue.
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En remarquant que les fonctions f_eq? et ey satisfont les contraintes du probleme

(3.26) et puisque
~n+1

G Pi
ST g dede = P
/&# ( Q‘fqz + Geq; £ d¢ ]
nous en déduisons 'inégalité suivante :
~n+1

y—17

Y

expression qui trouve la forme développée suivante :

2(p—9q)

n n + —
(7 - 1)0(]37(]77) P; i pn-l—l P i ™ < max (Sn P )4(15+q1)
cpms e NS Tz ST e )

Sous la condition (3.8) liant p et ¢, nous avons
2(p —q)

4(p—1
limbz’y—l—l et lim —— =~ — 1.
P ptgq p=oo p+q
De plus, un calcul long et fastidieux assure que
(v = DCP,4:7)
e(p,y)7

= 1.

lim
pP—0oO

En conséquence, nous obtenons

(s 1y

e Sn Sn ,V—I—l
=197 9 14+1

< max (3

Puisque v > 1, nous en déduisons I'inégalité (3.21) recherchée. B

Ce résultat nous conduit a considérer des fonctions d’équilibre f.," et g.,” définies
pour des parametres p et ¢ satisfaisant la relation (3.8) mais avec p tendant vers I'infini.

En posant

3y—1p
o=-—"-— et 0= 7 P
~y—12m y—1p

Y

et en notant

en(1 — € — ()T g,

(6-%)>0€R

A
BE= [ €1 — € — T ded.
L.

(6-%)>0€R

EnCH(1— € — T dgd

(6-%)>0(€R
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les flux numériques du schéma cinétique ainsi défini trouvent les expressions suivantes :

fi(v) = a(BAT 4+ uAZ), (3.27.1)
£ (v) = (8% A7 + 20uAf + uPAF), (3.27.ii)
a(%BAi 36 “Ai + 35“ AE 4 Ai + 3—5 (BBE + uB¥)). (3.27.iii)

f;(v) - ag(mf + uAg), (3.27.iv)
() = a2 == PP 0k ) + AT+ uAd)). (3.27.v)

Il est important de noter que si [ est un entier strictement positif alors pour tout + tel
que
2041
2=

les intégrales AX, B et C'F peuvent étre calculées exactement. Nous aurons par exemple
~ = 1.4 pour [ = 3.

La figure 5.1 présente les résultats obtenus pour la résolution d’un probleme de tube
a choc de Sod, avec un coefficient adiabatique v de 1.4, pour la donnée initiale suivante :

,OL:1 uL:() pLzl kLzl 6L21
PR = 0.125 UR PR = 0.1 kR = 0.1 ctrR = 0.1

|
o

Nous constatons le bon accord entre la solution approchée et la solution exacte du
probleme de Riemann considéré.

Densité Pression
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Vitesse Energie

-

L L ! L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fic. 5.1 - Tube a choc de Sod sous CFL de 1 pour 200 noeuds
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