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Chapitre 1

Les séries :

1.1 Sur la convergence des suites de Cauchy

Définition 1.1.1. Soit (un) une suite de nombres complexes, on dit que (un) est
une suite de Cauchy 1 si pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N tel que

n,m ≥ n0 ⇒ |un − um| < ε .

Quelques exercices
i) Démontrer qu’une suite convergente est une suite de Cauchy.

ii) Soit (un) une suite de nombres complexes, on définit xn = Re(un) et yn =
Im(un) afin que un = xn+ iyn alors montrer les deux propositions suivantes
sont équivalentes :
— La suite (un) converge si et seulement si les suites (xn) et (yn) sont

convergentes.
— (un) est une suite de Cauchy si et seulement si (xn) et (yn) sont des suites

de Cauchy.

Théorème 1.1.2. Toute suite de Cauchy converge.

Démonstration. On se contente de démontrer cela pour des suites à valeurs réelles,
le cas général s’en suit à l’aide des exercices proposées plus haut. On considère
donc une suite de Cauchy (un) :
Fait 1 : la suite (un) est bornée.
En effet, on sait que 3 > 0, il y a donc un rang n0 tel que n,m ≥ n0 ⇒ |un−um| <
3. En particulier pour n ≥ n0, nous avons

|un| = |un − un0 + un0 | ≤ |un − un0 |+ |un0 | ≤ 3 + |un0 |

Si on pose M = max{|u0|, |u1], . . . , |un0 |, |un0 | + 3}, on montre aisément l’im-
plication n ∈ N⇒ |un| ≤M . La suite (un) est bien bornée.

1. Mathématicien français (1789-1857)
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Pour chaque entier n ∈ N, on considère l’ensemble des valeurs prises par la
suite (un) à partir du rang n :

An = {u`; ` ∈ N et ` ≥ n} = {un, un+1, un+2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .}

C’est une partie non vide majorée par M et minorée par −M , elle admet donc une
borne inférieure et une borne supérieure :

an = inf An et bn = supAn.

Remarquons que An+1 ⊂ An donc an est également un minorant de An+1 et
puisque par définition an+1 = inf An+1 est le plus grand des minorants de An+1,
nous en déduisons

an ≤ an+1.

De la même façon, bn est un majorant de An+1 et puisque par définition bn+1 =
supAn+1 est le plus petit des majorants de An+1, nous en déduisons

bn+1 ≤ bn.

Il est par ailleurs évident que an ≤ bn. Nous avons donc obtenu

a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn . . . b1 ≤ b0 ;

La suite (an) est donc croissante majorée par b0, elle est donc convergente, on pose
α = limn→+∞ an. De même, la suite (bn) est donc décroissante minorée par a0,
elle est donc convergente, on pose β = limn→+∞ bn.

Nous avons également pour tout entier n : un ∈ An ⊂ [an, bn] donc

an ≤ un ≤ bn. (1.1.1)

Par ailleurs si l’on a une inclusionAn ⊂ [m,M ] nous en déduisons que 2 [an, bn] ⊂
[m,M ].
Fait 2 : α = limn→+∞ an = limn→+∞ bn = β
On concluera alors avec l’inégalité 1.1.1 C’est ici, dans la preuve de ce fait 2, que
l’on utilise le critère de Cauchy. Nous avons :

— soit β − α = 0
— soit β − α > 0.

Si la seconde propriété est vérifiée alors ε = β−α
10000 > 0 et il y a un entier n0 tel que

pour tout
n,m ≥ n0 ⇒ |un − um| < ε.

Ainsi pour tout entier ` ≥ n ≥ n0, nous avons 3 u` ∈ [un0 − ε, un0 + ε] et donc
An ⊂ [un0 − ε, un0 + ε], on a donc

[an, bn] ⊂ [un0 − ε, un0 + ε].

2. car alors M est un majorant de An et m est un minorant de An.
3. Car ∀` ≥ n : u` ∈ [un0 − ε, un0 + ε].
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Ce qui équivaut à
un0 − ε ≤ an ≤ bn ≤, un0 + ε

Inégalités dont on déduit

n ≥ n0 ⇒ bn − an ≤ 2ε.

En passant à la limite dans cette inégalité large, on en déduit

0 ≤ β − α ≤ 2ε =
β − α
5000

.

Ce qui n’est pas possible donc forcément β = α.

1.2 Définitions

1.2.1 Définitions et notations

Si (un)n∈N est une suite de nombres réels ou complexes, on note pour p ≤ q :

q∑
n=p

un = up + up+1 + . . .+ uq

et lorsque p > q, on convient que

q∑
n=p

un = 0.

On remarque que si p ≤ r ≤ q alors

q∑
n=p

un =

r∑
n=p

un +

q∑
n=r+1

un.

Et de la même façon si p = r0 + 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ r` ≤ q = r`+1, alors

q∑
n=p

un =
∑̀
i=0

ri+1∑
n=ri+1

un.

On associe à cette suite une nouvelle suite (Sn)n∈N définie par

Sn =
n∑
k=0

uk = u0 + u1 + . . .+ un,

cette suite est la suite définie par la relation de récurrence :

Sn = Sn−1 + un, et S0 = u0.
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Symboliquement, cette suite est aussi parfois notée
∑
un, mais on essayera ici

d’éviter le recours à cette notation que vous pourrez néanmoins trouver dans cer-
tains ouvrages.

On appelle série associée à la suite (un)n∈N la suite (Sn)n∈N ainsi définie ;
alors Sn est la nieme somme partielle de cette série et un est le terme général de
la série. On dira aussi que (Sn)n∈N est la série de terme général un.

On remarquera alors la formule suivante : si p ≤ q alors

Sq − Sp =

q∑
n=p+1

un.

Lorsque la suite (Sn)n∈N converge vers s ∈ C on dira que la série de terme général
un converge et que s est la somme de cette série ; on notera alors

s = lim
n→+∞

Sn =
+∞∑
n=0

un.

Et également

∑
k≥n

uk =
+∞∑
k=n

uk = lim
N→+∞

N∑
n=n

uk = lim
N→+∞

SN − Sn−1 = s− Sn−1

Lorsque la série de terme général un ne converge pas, on parlera de série di-
vergente.

1.2.2 Quelques exemples

i) La série de terme général 1
n(n+1) , n ≥ 1 est convergente. En effet nous étu-

dions la suite (Sn) définie par Sn =
∑n

k=1
1

k(k+1) Grâce à la décomposition
en éléments simples :

1

X(X + 1)
=

1

X
− 1

X + 1
.

On peut écrire

Sn =
n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
=

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k + 1

=

n∑
k=1

1

k
−
n+1∑
k=2

1

k
= 1− 1

n+ 1
.

La série de terme général 1
n(n+1) , n ≥ 1 converge donc et

+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1.
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ii) La série de terme général 1
n2 , n ≥ 1 est convergente. En effet la suite (Sn)

définie par Sn =
∑n

k=1
1
k2

est croissante et de plus pour tout k = 2, . . . , n
nous avons

1

k2
≤ 1

k(k − 1)
=

1

k − 1
− 1

k
.

On en déduit :

Sn = 1+
n∑
k=2

1

k2
≤ 1+

n∑
k=2

1

k(k − 1)
= 1+

n∑
k=2

1

k − 1
−

n∑
k=2

1

k
= 1+1− 1

n
≤ 2

Ainsi la suite (Sn) est croissante majorée par 2, elle est donc convergente.
Vous verrez plus tard, au moins en L3, que

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

iii) La série harmonique : il s’agit de la série de terme général 1
n , n ≥ 1. C’est

une série divergente. En effet, posons

Hn =

n∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Il est évident que la suite (Hn) est croissante.
Fait 1 : H2n −Hn ≥ 1

2 .
En effet on a

H2n = 1+
1

2
+

1

3
+· · ·+ 1

n
+

1

n+ 1
· · ·+ 1

2n
= Hn+

1

n+ 1
· · ·+ 1

2n
= Hn+

2n∑
k=n+1

1

k

soit

H2n −Hn =

2n∑
k=n+1

1

k

Mais
∑2n

k=n+1
1
k = 1

n+1 · · · +
1

2n est une somme de n termes chacun plus
grand que 1

2n ainsi

H2n −Hn =
2n∑

k=n+1

1

k
≥ n× 1

2n
=

1

2

On peut alors en déduire que la suite (Hn) ne converge pas et cela de plusieurs
façons.
Première façon Par l’absurde, on suppose que la suite (Hn) converge vers `.
Puisque 1

4 > 0 il y a un entier n0 telle que pour tout n ≥ n0 : |Hn − `| < 1
4 .

Puisque la suite (Hn) est croissante, on a en fait :

n ≥ n0 ⇒ `− 1

4
< Hn ≤ `
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En particulier on a

`− 1

4
< Hn0 ≤ H2n0 ≤ `

ce qui implique que

H2n0 −Hn0 ≤
1

4
ce qui est en contradiction avec le fait 1.
Seconde façon : on montre que H2n ≥ n

2 + 1

On a

H2n −H1 =
1

2

+
1

3
+

1

4

+
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

+
1

9
+ · · ·+ 1

16
...

+
1

2n−1 + 1
+ · · ·+ 1

2n

C’est à dire

H2n −H1 =H2 −H1

+H4 −H2

+H8 −H4

+H16 −H8

...

+H2n −H2n−1

ou encore

H2n = H1 +
n∑
k=1

(H2k −H2k−1)

Puisque pour tout entier k : H2k −H2k−1 ≥ 1
2 et H1 = 1, nous obtenons 4

H2n ≥ H1 +

n∑
k=1

1

2
≥ n

2
+ 1.

4. Une autre façon de démontrer cette inégalité est de considerer la suite (Vn) définie par

Vn = H2n −
(n

2
+ 1
)
.

On calcule V0 = 0 puis on calcule

Vn+1 − Vn = H2n+1 −H2n −
1

2
= H2×2n −H2n −

1

2
≥ 0.

La suite (Vn) est donc croissante et V0 = 0, elle est donc toujours positive.
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Il est alors facile de conclure que la suite (Hn) n’est pas majorée 5 donc elle
ne peut pas converger.

1.2.3 Une remarque générale

Proposition 1.2.1. Soit (un) une suite de nombre complexe. On suppose que la
série de terme général (un) converge, alors

lim
n→+∞

un = 0.

Démonstration. On considère donc une suite (un) et on suppose que la série de
terme général (un) converge. La suite (Sn) définie par

Sn =

n∑
`=0

u`

est convergente donc de Cauchy.
Soit ε > 0 il y a alors un entier n0(ε) ∈ N telle que

n,m ≥ n0(ε)⇒ |Sn − Sm| < ε.

Alors si n ≥ n0(ε) + 1 nous avons n− 1 ≥ n0(ε) et

|un| = |Sn − Sn−1| < ε.

Pour chaque réel strictement positif ε, nous avons un rang N(ε) = n0(ε) + 1
tel que

n ≥ N(ε)⇒ |un| < ε.

Nous avons bien montré que la suite (un) converge vers 0.

Corollaire 1.2.2. Si la suite (un) ne converge pas vers 0, alors la série de terme
général un diverge.

Par exemple la série de terme général (−1)n est divergente.

1.2.4 Opération sur les séries

Proposition 1.2.3. Soient (un) et (vn) deux suites de nombres complexes, on sup-
pose que les séries de termes généraux un et vn convergent alors

i) La série de terme général un + vn converge et

+∞∑
n=0

(un + vn) =

+∞∑
n=0

un +

+∞∑
n=0

vn.

5. Si M ≥ 0 en posant n0 = E(2M) + 1000, on a H2n0 ≥ n0
2

+ 1 ≥ M + 1, donc M n’est
pas un majorant de la suite (Hn). Donc aucun réel ne peut être un majorant de la suite (Hn).
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ii) Si λ ∈ C alors la série de terme général λun converge et

+∞∑
n=0

(λun) = λ
+∞∑
n=0

un.

La preuve de ces résultats est une conséquence directe des résultats correspon-
dants sur les limites de sommes de suites.

1.3 Quelques séries de références

1.3.1 Les séries géométriques

Proposition 1.3.1. Soit z ∈ C un nombre complexe tel que |z| < 1 alors la série
de terme général zn converge.

Démonstration. En effet, on sait que

n∑
k=0

zk =
1− zn+1

1− z
,

et puisque |z| < 1, nous avons limn→+∞ z
n+1 = 0 donc la suite

(∑n
k=0 z

k
)
n∈N

converge et
+∞∑
n=0

zn =
1

1− z
.

On remarquera ici la formule valable pour ` ∈ N :

+∞∑
n=`

zn =
z`

1− z
.

Remarque 1.3.2.

Si |z| ≥ 1 alors pour tout entier naturel n nous avons

|z|n ≥ 1

et la suite (zn) ne converge pas vers 0, donc la série de terme général zn est alors
divergente.
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1.3.2 Les séries de Riemann

Proposition 1.3.3. Soit α ∈ R, alors la série de terme général 1
nα , n ≥ 1 converge

si et seulement si α > 1.

Démonstration. Nous avons

1

kα
= e−α ln(k).

Cette expression est donc décroissante avec α.

• Si α ≤ 1 : nous avons alors pour tout entier k ≥ 1 :

1

k
≤ 1

kα
.

Et si on en déduit

Hn =

n∑
k=1

1

k
≤

n∑
k=1

1

kα
.

On a vu un peu plus haut que (Hn) est une suite croissante non majorée
qui tend vers +∞ et donc la suite (Sn) définie par Sn =

∑n
k=1

1
kα tend

également vers +∞. La série de terme général 1
nα est donc divergente.

• Si α > 1 : On introduit alors la fonction ϕ(x) = x−α définie sur ]0,+∞[
par

ϕ(x) = x−α

Puisque α est positif, on sait que la fonction ϕ est décroissante en particu-
lier, nous avons pour k ≥ 2 :

x ∈ [k − 1, k]⇒ 1

kα
= ϕ(k) ≤ ϕ(x).

Nous pouvons alors intégrer cette inégalité :

1

kα
=

∫ k

k−1

1

kα
dx ≤

∫ k

k−1
ϕ(x)dx.
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En sommant, nous obtenons :

Sn =
n∑
k=1

1

kα

= 1 +
n∑
k=2

1

kα

≤ 1 +
n∑
k=2

∫ k

k−1
ϕ(x)dx

≤ 1 +

∫ 2

1
ϕ(x)dx+

∫ 3

2
ϕ(x)dx+ · · ·+

∫ n

n−1
ϕ(x)dx

≤ 1 +

∫ n

1
ϕ(x)dx = 1 +

[
xα

−α+ 1

]n
1

≤ 1 +
nα

−α+ 1
− 1

−α+ 1
.

Remarquons que puisque α > 1, nous savons que nα

−α+1 < 0 et nous
obtenons

Sn ≤ 1− 1

−α+ 1
=

α

α− 1
.

La suite (Sn) est donc croissante majorée par α
α−1 , elle est donc conver-

gente.

1.4 Séries à termes généraux positifs

1.4.1 Une remarque générale

Lorsque (un) est une suite de réel positifs alors la suite (Sn) définie par

Sn =
n∑
k=0

uk

est croissante et on obtient :

Proposition 1.4.1. Soit (un)n une suite de réels positifs. La série de terme général
un converge si et seulement si la suite de ces sommes partielles est majorée.

C’est à dire La série de terme général un converge si et seulement si on peut
trouver un réel M tel que pour tout entier n :

∑n
k=0 uk ≤M .

Un exemple : On étudie la série de terme général
(

1
2

)√n. On pose

Sn =

n∑
k=0

(
1

2

)√k
.
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Puisque pour tout entier n nous avons n ≤ n2, nous en déduisons que

Sn ≤ Sn2 .

Posons Vn = Sn2 =
∑n2

k=0

(
1
2

)√k On a donc pour tout entier n : Sn ≤ Vn. Et

Vn+1 − Vn =

(n+1)2∑
k=n2+1

(
1

2

)√k
est une somme de (n+ 1)2− (n2 + 1) + 1 = 2n+ 1 termes dont le plus grand 6est(

1
2

)√n2+1 nous avons donc 7

Vn+1−Vn ≤ (2n+1)×
(

1

2

)√n2+1

≤ (2n+1)×
(

1

2

)√n2

= (2n+1)×
(

1

2

)n
On en déduit

Vn =

(
n−1∑
k=0

Vk+1 − Vk

)
+ V0 ≤

(
n−1∑
k=0

(2k + 1)×
(

1

2

)k)
+ 1.

On calcule maintenant la somme ci dessus en se servant du fait que(
1

2

)k
=

(
1

2

)k−1(
1− 1

2

)
=

(
1

2

)k−1

−
(

1

2

)k
D’où

n−1∑
k=0

(2k + 1).

(
1

2

)k
=

n−1∑
k=0

(2k + 1).

((
1

2

)k−1

−
(

1

2

)k)

=

n−1∑
k=0

(2k + 1).

(
1

2

)k−1

−
n−1∑
k=0

(2k + 1).

(
1

2

)k
.

Mais si (wn) est une suite de nombre complexe, on a

n−1∑
k=0

wk =

n∑
k=1

wk−1,

ainsi la seconde somme peut se réécrire :

n−1∑
k=0

(2k + 1).

(
1

2

)k
=

n∑
k=1

(2k − 1).

(
1

2

)k−1

6. Pensez au fait que la suite n 7→
(
1
2

)√n est décroissante.
7. Encore une fois pour la dernière inégalité, pensez au fait n 7→

(
1
2

)√n est décroissante.
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Et on obtient ainsi :

n−1∑
k=0

(2k + 1).

(
1

2

)k
=

n−1∑
k=0

(2k + 1).

(
1

2

)k−1

−
n∑
k=1

(2k − 1).

(
1

2

)k−1

= 2 +

n−1∑
k=1

(2k + 1).

(
1

2

)k−1

−
n−1∑
k=1

(2k − 1).

(
1

2

)k−1

− (2n− 1)

(
1

2

)n−1

= 2 +
n−1∑
k=1

((2k + 1)− (2k − 1)) .

(
1

2

)k−1

− (2n− 1)

(
1

2

)n−1

= 2 +
n−1∑
k=1

2.

(
1

2

)k−1

− (2n− 1)

(
1

2

)n−1

= 2 + 2

(
1−

(
1
2

)n−1

1− 1
2

)
− (2n− 1)

(
1

2

)n−1

= 2 + 4

(
1−

(
1

2

)n−1
)
−−(2n− 1)

(
1

2

)n−1

.

On obtient donc que pour tout entier n :

Sn ≤ Vn ≤ 7.

La suite des sommes partielles de la série de terme général
(

1
2

)√n est donc majorée,

la série de terme général
(

1
2

)√n converge donc.
Un second exemple : Pour λ ≥ 0, on pose un(λ) = λn

n! . Le cas où λ = 0 est
facile. On suppose donc λ > 0. Nous avons facilement :

un+1(λ)

un(λ)
=

λ

n+ 1

Posons N = E(2λ) + 1, on sait que N > 2λ. Et alors pour n ≥ N , nous avons :

un+1(λ)

un(λ)
≤ 1

2

soit
2n+1un+1(λ)

2nun(λ)
≤ 1.

Ceci montre que la suite (vn(λ)) définie par vn(λ) = 2nun(λ) est décroissante à
partir du rang N . En conséquence on a pour tout n ≥ N :

vn(λ) = 2nun(λ) ≤ vN (λ)

ou encore
un(λ) ≤ 2−nvN (λ)
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et en sommant (toujours pour n ≥ N ) :

n∑
k=0

un(λ) =
N∑
k=0

un(λ) +
n∑

k=N+1

un(λ) ≤
N∑
k=0

un(λ) +
n∑

k=N+1

2−kvN (λ)

Puisque
n∑

k=N+1

2−kvN (λ) = vN (λ)
n∑

k=N+1

2−k ≤ 2vN (λ).

On a pour n ≥ N :

n∑
k=0

un(λ) ≤
N∑
k=0

un(λ) + 2vN (λ).

La suite des sommes partielles de la série terme général un(λ) est donc majorée
par

N∑
k=0

un(λ) + 2vN (λ).

La série de terme général un(λ) est donc convergente.

Remarque 1.4.2. On verra un peu plus loin, dans le cours sur l’intégrale, que

+∞∑
n=0

λn

n!
= eλ.

1.4.2 Comparaison et convergence

Proposition 1.4.3. Soient (un) et (vn) deux suites de nombres positifs, on suppose
qu’à partir d’un certain rang :

un ≤ vn

alors

i) Si la série de terme général vn converge alors la série de terme général un
converge.

ii) Si la série de terme général un diverge alors la série de terme général vn
diverge.

Démonstration. Définissons Sn =
∑n

k=0 uk et Tn =
∑n

k=0 vk. Par hypothèse, il
y a un entier N tel que k ≥ N ⇒ uk ≤ vk. On en déduit que si n ≥ N alors

Sn − SN =

n∑
k=N

uk ≤
n∑

k=N

vk = Tn − TN .
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Si on suppose la série de terme général vn convergente alors la suite (Tn) est ma-
jorée et il y a un réel M telle que pour tout entier n : Tn ≤ M . On en déduit que
pour tout entier n ≥ N :

Sn ≤ SN + Tn − TN ≤ SN +M − TN .

Ceci montre que la suite des sommes partielles de la série terme général un est
donc majorée par SN +M − TN , donc la série de terme général un converge.

Lorsque la série de terme général un diverge, on sait que

lim
n→+∞

Sn = +∞

et puisque pour n ≥ N , on a

Sn − SN + TN ≤ Tn.

on a également limn→+∞ Tn = +∞ ; la série de terme général vn diverge.

Corollaire 1.4.4. Soient (un) et (vn) deux suites de nombres positifs, on suppose
de plus que pour tout n assez grand vn > 0 et que la suite

(
un
vn

)
converge. Si la

série de terme général vn converge alors la série de terme général un converge.

Démonstration. En effet, une suite convergente est bornée donc majorée, il y a
donc un entier N et un réel C tel que pour tout entier n ≥ N

un
vn
≤ C

Puisque vn > 0, on en déduit :

un ≤ Cvn.

Or si la série de terme général vn converge alors la série de terme général Cvn
converge et le critère précédent i) implique que la série de terme général un converge.

Une application : On pose un =
(

1
2

)√n et vn = 1
n(n+1) ; pour n ≥ 1, ce sont des

suites de réels strictement positifs. De plus

un
vn

= n(n+ 1)

(
1

2

)√n
= eln(n)+ln(n+1)−

√
n ln 2 = e

− ln(2)
√
n
(

1− ln(n)√
n ln 2

− ln(n+1)√
n ln 2

)

Puisque lim
n→+∞

− ln(2)
√
n = −∞, lim

n→+∞
1− ln(n)√

n ln 2
− ln(n+ 1)√

n ln 2
= 1 et lim

X→−∞
eX =

0, on déduit que
lim

n→+∞

un
vn

= 0.

On a vu que la série de terme général vn était convergente donc la série de terme
général

(
1
2

)√n converge.
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1.4.3 Critère de convergence

Critère de D’Alembert
8

Proposition 1.4.5. Soit (un)n une suite de nombres strictement positifs.
— S’il existe un réel κ ∈ [0, 1[ tel que à partir d’un certain rang :

un+1

un
≤ κ

alors la série de terme général un converge.
— Supposons que la suite

(
un+1

un

)
n

soit convergente :

lim
n→∞

un+1

un
= `

Si ` < 1 alors la série de terme général un converge et si ` > 1, alors la
série de terme général un diverge.

Démonstration. Plaçons nous dans le premier cas : on considère donc une suite de
réels strictement positifs (un)n et on suppose qu’il y a κ ∈ [0, 1[ et N ∈ N tels que

n ≥ N ⇒ un+1

un
≤ κ

Nous en déduisons que

n ≥ N ⇒ κ−n−1un+1

κ−nun
≤ 1.

La suite (κ−nun)n est donc décroissante à partir du rangN . Elle est donc majorée :
il y a un réel M ≥ 0 tel que pour tout entier n : κ−nun ≤M , c’est à dire :

0 ≤ un ≤Mκn.

Puisque κ ∈ [0, 1[, la série de terme général Mκn converge et ceci implique que la
série de terme général un converge.

Plaçons nous maintenant dans le cas où limn→∞
un+1

un
= ` et ` ∈ [0, 1[. Posons

alors κ = 1+`
2 , nous avons 0 < ` < κ donc nous savons 9 qu’à partir d’un certain

rang, un+1

un
≤ κ. Nous pouvons alors appliquer le résultat que nous venons de

démontrer et conclure que la série de terme général un converge.
Plaçons nous maintenant dans le cas où limn→∞

un+1

un
= ` et ` > 1. En posant

L = 1+`
2 , nous avons 1 < L < `. Donc de la même façon, nous savons qu’à partir

d’un certain rang N :

L <
un+1

un
donc 1 <

L−(n+1)un+1

L−nun
.

8. Jean Rond D’Alembert : (1717-1783) il a participé à la rédaction de l’Encyclopédie de Diderot.
9. On utilise ici un résultat d’Analyse 1 selon lequel si une suite de nombre réel (vn) converge

vers un réel a et que a < b, alors à partir d’un certain rang un < b.



22 CHAPITRE 1. LES SÉRIES :

Ainsi la suite (L−nun)n est croissante à partir d’un certain rang N et donc :

n ≥ N ⇒ L−nun ≥ L−NuN ,

soit
n ≥ N ⇒ un ≥ L−NuNLn.

On en déduit que limn→+∞ un = +∞ et donc la série de terme général un ne peut
pas converger.

Critère de Cauchy

Proposition 1.4.6. Soit (un)n une suite de nombres positifs.
— S’il existe un réel κ ∈ [0, 1[ tel que à partir d’un certain rang :

n
√
un ≤ κ

alors la série de terme général un converge.
— Supposons que la suite

(
n
√
un
)
n

soit convergente :

lim
n→∞

n
√
un = `

Si ` < 1 alors la série de terme général un converge et si ` > 1, alors la
série de terme général un diverge.

Démonstration. Dans le premier cas, nous avons un réel κ ∈ [0, 1 et un entier N
tel que si n ≥ N alors

0 ≤ n
√
un ≤ κ.

Puisque la fonction x 7→ xn est croissante sur R+, nous en déduisons :

0 ≤ un ≤ κn.

Puisque κ ∈ [0, 1[, la série de terme général κn converge et ceci implique que la
série de terme général un converge.

Dans le cas où limn→∞ n
√
un = ` et ` ∈ [0, 1[ alors en posant de même κ =

1+`
2 , nous avons 0 < ` < κ donc nous savons qu’à partir d’un certain rang n

√
un ≤

κ. On peut alors utiliser ce que l’on vient de démontrer et conclure que la série de
terme général un converge.

Supposons maintenant que limn→∞ n
√
un = ` et que ` > 1, posons alors

L = 1+`
2 , nous avons 1 < L < `. Donc de la même façon, nous savons qu’à partir

d’un certain rang N : n
√
un > L. Puisque la fonction x 7→ xn est croissante sur

R+, on en déduit que si n ≥ N alors un > Ln mais limn→+∞ L
n = +∞, on en

conclut donc que limn→+∞ un = +∞ et donc la série de terme général un ne peut
pas converger.

Exemples
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i) Pour λ > 0, on considère la suite (un(λ))n∈N définie par un(λ) = λn

n! , nous
avons un+1

un
= λ

n+1 . Donc limn→+∞
un+1

un
= 0. On conclut avec le critère de

D’Alembert que la série de terme général λ
n

n! converge. Notez que dans ce cas
n
√
un(λ) = λ

n√
n!

; il n’est facile, a priori d’estimer la limite de cette suite et

donc d’utiliser le critère de Cauchy 10.

ii) Si (un) est la suite définie par

un =

{
2−n si n est pair

5−n si n est impair
.

alors
un+1

un
=

{
5−n−12n = 1

5

(
2
5

)n
si n est pair

2−n−15n = 1
2

(
5
2

)n
si n est impair

.

Le critère de d’Alembert ne permet de conclure mais puisque pour tout entier
n : un ≤ 2−n, nous savons que la série de terme général un converge 11

Critère de comparaison aux séries de Riemann

Proposition 1.4.7. Soit (un)n une suite de nombres réels positifs.
— Si pour un réel α > 1 la suite

(nα un)n

est majorée alors la série de terme général un converge.
— Si pour un réel α > 1 la suite (nα un)n est convergente alors la série de

terme général un converge.
— Si pour un réel α ≤ 1 la suite (nα un)n est convergente et si limn→+∞ n

αun = ` 6= 0
alors la série de terme général un est divergente.

Démonstration. Dans le premier cas, nous savons qu’il y a un réel M > 0 tel que

0 ≤ nαun ≤M donc un ≤
M

nα

et puisque α > 1, nous savons que la série de terme général M
nα converge, ainsi la

la série de terme général un converge. Le second cas est une conséquence directe
du premier cas. Notons que nous aurions aussi pu utiliser le corollaire (1.4.4).

Plaçons nous dans le dernier cas. On sait que pour tout entier n : nαun ≥ 0
ainsi par passage à la limite dans les inégalités larges, nous savons que ` ≥ 0.

10. On a en fait

n! ≥ n.(n− 1). . . . E(n/2) ≥ E(n/2)n/2 ≥
(n

2
− 1
)n/2

.

Ce qui permet de conclure que n
√
n! ≥

√
n
2
− 1.

11. Saurez vous montrer que
∑+∞
n=0 un = 4

3
+ 5

24
= 34

24
?
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Puisqu’on suppose que ` 6= 0 alors on a ` > 0 et ` > `/2. Nous savons donc qu’à
partir d’un certain rang :

nαun ≥
`

2
soit un ≥

`

2nα
.

Mais puisque α ≤ 1 et `/2 6= 0, nous savons que la série de terme général `
2nα

diverge et l’on en déduit que la série de terme général un diverge également.

Un exemple la série de terme général sin
(

1
n
√
n

)
converge car on sait que

lim
n→+∞

n3/2 sin

(
1

n
√
n

)
= 1

et que pour tout entier n ≥ 1 : 0 ≤ 1
n
√
n
≤ 1 ≤ π

2 et donc puisque la fonction sin

est croissante sur [0, π/2] : 0 ≤ sin
(

1
n
√
n

)
.

1.4.4 Avertissement

Dans le corollaire (1.4.4), il est important de vérifier que les séries soient à
termes positifs. Par exemple si l’on considère les suites (un)n≥1 et (vn)n≥1 définies
par

un =
(−1)n

n
+

1

n(ln(n) + 1)
et vn =

(−1)n

n
.

Alors on sait que la série de termes général vn converge. On sait que la série de
terme général un − vn diverge 12. De plus

un
vn

= 1 +
(−1)n

(ln(n) + 1)

donc
lim

n→+∞

un
vn

= 1 .

mais
— La série de terme général vn converge.
— La série de terme général un diverge.

12. En effet, puisque un − vn = 1
n(ln(n)+1)

et que la fonction x 7→ 1
x(ln(x)+1)

est décroissante
sur [1,+∞[, on en déduit que si k ≥ 1 alors

1

k(ln(k) + 1)
≥
∫ k+1

k

1

x(ln(x) + 1)
dx

On en déduit
n∑
k=1

1

k(ln(k) + 1)
≥
∫ n+1

1

1

x(ln(x) + 1)
dx = [ln (ln(x) + 1)]n+1

1 = ln (ln(n+ 1)) .

On en déduit que limn→+∞
∑n
k=1

1
k(ln(k)+1)

= +∞.
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1.5 Séries absolument convergentes

1.5.1 Définition

Théorème 1.5.1. Soit (un) une suite de nombres complexes. On suppose que la
série de terme général |un| converge alors la série de terme général un converge
et l’on a : ∣∣∣∣∣

+∞∑
n=0

un

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
n=0

|un|.

Dans ce cas, on dit que la série de terme général un converge absolument.

Démonstration. On donne deux preuves de ce résultat. Dans la première preuve ,
on suppose que la suite (un) est à valeurs réelles. On définit alors deux suites (vn)
et (wn) par

vn = max{un, 0} =
un + |un|

2
=

{
un si un ≥ 0

0 si un < 0

et

wn = max{−un, 0} =
|un| − un

2
=

{
−un si un ≤ 0

0 si un > 0
.

Nous avons un = vn − wn et puisque pour tout entier n : 0 ≤ vn ≤ |un| et
0 ≤ wn ≤ |un|, nous savons que les séries de termes généraux vn etwn convergent.
Nous en déduisons que la série de terme général un converge.

La seconde preuve est valide si (un) est une suite de nombres complexes. On
se sert du critère de Cauchy. On pose donc :

Sn =
n∑
k=0

uk et Tn =
n∑
k=0

|uk|.

On sait que pour tout entiers n ≥ m :

|Sn − Sm| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

uk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=m+1

|uk| = Tn − Tm.

Soit ε > 0. Puisque la suite (Tn) converge, elle est de Cauchy ; il y a donc un entier
n0 tel que

n,m ≥ n0 ⇒ |Tn − Tm| < ε

On en déduit que
n,m ≥ n0 ⇒ |Sn − Sm| < ε

La suite (Sn) est donc de Cauchy, elle converge : la série de terme général un
converge donc.

Il reste à démontrer l’inégalité
∣∣∑+∞

n=0 un
∣∣ ≤∑+∞

n=0 |un|.
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On remarque d’abord que pour tout nombres complexes x, y, nous avons

||x| − |y|| ≤ |x− y|,

ainsi si (zn) est une suite de nombres complexes qui converge vers ` alors pour tout
entier n :

||zn| − |`|| ≤ |un − `|.

On en déduit que la suite (|zn|) converge vers |`|.
Grâce à l’inégalité triangulaire, nous savons alors que pour tout entier n :∣∣∣∣∣

n∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=0

|uk|.

Or par définition limn→+∞
∑n

k=0 |uk| =
∑+∞

n=0 |un| et limn→+∞
∑n

k=0 uk =∑+∞
n=0 un, le point précédent nous informe alors que

lim
n→+∞

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

un

∣∣∣∣∣ ;

par passage à la limite dans les inégalités larges, on en déduit le résultat voulu.

1.5.2 Quelques critères

Ainsi si (un) est une suite de nombres complexes et que la série de terme
général |un| vérifie l’un des critères obtenus dans le chapitre précédent, nous en
déduisons que la série de terme général un converge absolument donc converge.

i) Soient (un)n∈N une suite de nombres complexes et (vn)n∈N une suite de
nombres réels positifs. On suppose que à partir d’un certain rang 13

|un| ≤ vn ;

Si la série de terme général vn converge alors la série de terme général un
converge absolument donc converge.

ii) Soit (un) est une suite de nombres complexes non nuls. Si la suite
(∣∣∣un+1

un

∣∣∣)
n

est convergente et si

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = ` ∈ [0, 1[

alors la série de terme général un converge absolument donc converge 14.

13. C’est à dire : il existe un entier n0 tel que

n ≥ n0 ⇒ |un| ≤ vn.

14. Avec la remarque faite plus haut selon laquelle

lim
n→+∞

zn = `⇒ lim
n→+∞

|zn| = |`|,
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iii) Soit (un) est une suite de nombres complexes. Si la suite
(
n
√
|un|

)
n

est

convergente et que limn→+∞
n
√
|un| ∈ [0, 1[ alors la série de terme général

un converge absolument donc converge.

iv) Soit (un) est une suite de nombres complexes. Si la suite (nα |un|)n est conver-
gente et si α > 1 alors la série de terme général un converge absolument donc
converge 15.

1.5.3 Exemples

α) Si z ∈ C alors la série de terme général zn

n! converge absolument. Vous
verrez en Analyse 3 que c’est ainsi que l’on doit définir l’exponentiel com-
plexe 16 :

ez =

+∞∑
n=0

zn

n!
.

β) Si a > 1 et θ ∈ R alors les séries de termes généraux

cos(nθ)

na
,

sin(nθ)

na
,
einθ

na

sont absolument convergentes 17.
γ) Attention, une série convergente n’est pas forcément absolument conver-

gente : par exemple la série de terme général (−1)n−1

n , n ≥ 1.

1.6 Les séries alternées

1.6.1 Critère de convergence

Théorème 1.6.1. Si (an)n est une suite décroissante de réels positifs convergent
vers 0 :

lim
n→+∞

an = 0

nous savons aussi que si (un) est une suite de nombres complexes non nuls tel que la suite
(
un+1

un

)
n

convergente vers ` et que et que |`| ∈ [0, 1[ alors la série de terme général un converge absolument
donc converge.

15. On peut faire ici la même remarque et conclure que si la suite (nαun)n est convergente et que
si α > 1 alors la série de terme général un converge absolument donc converge.

16. Rappelons qu’au cours de Mathématiques 1,vous avez défini

ex+iy = exeiy = ex (cos(y) + i sin(y)) .

17. En effet on a toujours les inégalités∣∣∣∣cos(nθ)

na

∣∣∣∣ ≤ 1

na
,

∣∣∣∣ sin(nθ)

na

∣∣∣∣ ≤ 1

na
,

∣∣∣∣einθna
∣∣∣∣ ≤ 1

na
.

Et puisque a > 1, la série de terme général 1
na

converge.
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alors la série de terme général
(−1)nan

est convergente.

Démonstration. On considère donc (an)nune suite décroissante de réels positifs
tel que limn→+∞ an = 0. Et on pose

Sn =
n∑
k=0

(−1)kak.

On a donc
S2n+2 = S2n − a2n+1 + a2n+2

et puisque la suite (an)n est décroissante : −a2n+1 + a2n+2 ≤ 0. On en déduit que
la suite (S2n) est décroissante. De la même façon

S2n+3 = S2n+1 + a2n+2 − a2n+3

et puisque la suite (an)n est décroissante : +a2n+2 − a2n+3 ≥ 0, on en déduit que
la suite (S2n+1) est croissante. Par ailleurs, puisque a2n+1 ≥ 0 :

S2n+1 = S2n − a2n+1 ≤ S2n.

On en déduit donc que pour tout entier n :

S1 ≤ S3 ≤ · · · ≤ S2n+1 ≤ S2n ≤ S2n−2 ≤ · · · ≤ S2 ≤ S0.

La suite (S2n) est décroissante, minorée par S1, elle est donc convergente. De
même, la suite (S2n+1) est croissante, majorée par S0, elle est donc convergente.
Par ailleurs S2n+1 = S2n − a2n+1 et on a supposé limn→+∞ a2n+1 = 0 donc

lim
n→+∞

S2n = lim
n→+∞

S2n+1,

ce qui implique que la suite (Sn) est convergente 18. la série de terme général
(−1)nan est donc convergente.

Remarque 1.6.2. Notons que si on poursuit avec les notations de la preuve précé-
dente, nous avons pour

s =

+∞∑
n=0

(−1)nan = sup{S2n+1, n ∈ N} = inf{{S2n, n ∈ N}.

et pour tout entier n :

S2n+1 ≤ s ≤ S2n etS2n+1 ≤ s ≤ S2n+2

18. Il s’agit d’un exercice d’Analyse 1 : Si (un) est une suite de nombres complexes tel que les
suites (u2n) et (u2n+1) converge et limn→+∞ u2n = limn→+∞ u2n+1 = ` alors la suite (un)
converge vers `.
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On en déduit que pour tout entier n, la somme s est comprise entre Sn et Sn+1 et
puisque |Sn+1 − Sn| = |an+1|, on en déduit l’encadrement :

|Sn − s| ≤ |an+1|.

C’est à dire que l’écart de la somme partielle de la série à sa somme est toujours
inférieur au terme suivant.

1.6.2 Quelques exemples

α) La suite (
1

n

)
n≥1

est bien une suite décroissante de réels positif qui converge vers 0, on sait
donc que la série de terme général (−1)n−1

n converge. On a vu que

ln(2) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
.

On en déduit les encadrements :

37

60
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
≤ ln(2) ≤ 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
=

47

60

β) Soit a > 0, la suite (
1

na

)
n≥1

est bien une suite décroissante de réels positif qui converge vers 0, on en
déduit que la série de terme général (−1)n−1

na converge.
γ) Montrons que la suite (un = n+ sin(n))n≥0 est croissante. En effet, l’éga-

lité des accroissements finis implique que si x, y sont deux réels alors il y
a un réel c dans l’intervalle ouvert délimité par x et y tel que

sin(x)− sin(y) = cos(c)(x− y) ;

on en déduit que pour tout réels x, y alors

|sin(x)− sin(y)| ≤ |x− y|.

Ainsi pour tout entier n :

| sin(n+ 1)− sin(n)| ≤ 1 et − 1 ≤ sin(n+ 1)− sin(n) ≤ 1.

On en déduit :

un+1 − un = 1 + sin(n+ 1)− sin(n) ≥ 0.
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Ce qui montre que la suite (un = n+ sin(n))n≥0 est croissante. Par ailleurs
0 < 1 < π/2 et la fonction sinus est strictement croissante sur l’intervalle
[0, π/2] donc 0 < sin(1) < 1 et u1 > 0. On en déduit que la suite (an)n≥1

définie par

an =
1

n+ sin(n)

est une suite décroissante de réels strictement positif et pour n ≥ 2 :

0 ≤ an ≤
1

n− 1
.

On en déduit que la suite (an) est décroissante, positive et converge vers 0 :
le critère des séries alternées permet alors d’affirmer que la série de terme
général

(−1)n−1

n+ sin(n)

converge.

1.7 Comportement asymptotique des séries de termes gé-
néraux positifs

Proposition 1.7.1. Soient (un) et (vn) deux suites de réels strictement positifs, on
suppose que

lim
n→∞

un
vn

= 1.

Alors les séries de termes généraux un et vn sont de même nature.

i) Si les séries de termes généraux un et vn convergent, notons s =
∑+∞

n=0 un
et s̃ =

∑+∞
n=0 vn, on introduit les restes de séries à savoir les suites définies

par

Rn = s−
n−1∑
k=0

uk =

+∞∑
k=n

uk et R̃n = s̃−
n−1∑
k=0

vk =

+∞∑
k=n

vk

alors

lim
n→∞

Rn

R̃n
= 1.

ii) Si les séries de termes généraux un et vn divergent, alors

lim
n→∞

∑n
k=0 uk∑n
k=0 vk

= 1.

Si cette proposition est intéressante, mais elle ne donne pas dans le premier cas

une estimation de l’écart entre
n∑
k=0

uk et s.



1.7. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES SÉRIES DE TERMES GÉNÉRAUX POSITIFS31

Démonstration. Pour ε = 1/2, il existe un entier n0 tel que

(
n ≥ n0

)
⇒
∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ < 1

2
.

Pour n ≥ n0, on a donc 19 :(
1− 1

2

)
vn ≤ un ≤

(
1 +

1

2

)
vn

soit
1

2
vn ≤ un ≤

3

2
vn

Ce qui permet de conclure que les séries de termes généraux un et vn sont de même
nature.

Plaçons d’abord dans le premier cas : Soit ε ∈]0, 1[, on sait qu’il existe un
entier n0(ε) tel que

(
n ≥ n0(ε)

)
⇒
∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ < ε/2 .

Pour n ≥ n0(ε), on a donc 20 :

(1− ε/2)vn ≤ un ≤ (1 + ε/2)vn.

Notons Sn =
∑n

k=0 uk et S̃n =
∑n

k=0 vk. Soit N ≥ n ≥ n0(ε) alors on a

(1− ε/2)(S̃N − S̃n−1) =
N∑
k=n

(1− ε/2)vk ≤
N∑
k=n

uk = SN − Sn−1

≤
N∑
k=n

(1 + ε/2)vk = (1 + ε/2)(S̃N − S̃n−1) .

On fait maintenant tendre N vers +∞ dans ces inégalités larges 21 on obtient pour
n ≥ n0(ε)

(1− ε/2)R̃n ≤ Rn ≤ (1 + ε/2)R̃n,

puisque R̃n > 0, nous avons pour n ≥ n0(ε) :∣∣∣∣RnR̃n − 1

∣∣∣∣ ≤ ε/2 < ε .

19. On utilise ici que vn > 0.
20. On utilise encore ici que vn > 0.
21. Remarquons que par définition :

lim
N→+∞

(S̃N − S̃n−1) = R̃n et lim
N→+∞

(SN − Sn−1) = Rn.
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On a bien démontré le résultat voulu.
Plaçons nous maintenant dans le cas où les suites (Sn) et (S̃n) convergent vers

+∞.
Soit ε ∈]0, 1[, on sait qu’il existe un entier n0(ε) tel que(

n ≥ n0(ε)
)
⇒
∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ < ε/2 .

Pour n ≥ n0(ε), on a donc 22 :

|un − vn| ≤
ε

2
vn.

Pour n ≥ n0(ε), on a donc :

Sn − S̃n =

n0(ε)−1∑
k=0

(uk − vk) +

n∑
k=n0(ε)

(uk − vk).

Posons Mε =
∣∣∣∑n0(ε)−1

k=0 (uk − vk)
∣∣∣, on a donc, avec l’inégalité triangulaire :

|Sn − S̃n| ≤Mε +

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=n0(ε)

(uk − vk)

∣∣∣∣∣∣
≤Mε +

n∑
k=n0(ε)

|uk − vk|

≤Mε +
ε

2

n∑
k=n0(ε)

vk

≤Mε +
ε

2
S̃n .

Où on a utilisé que
n∑

k=n0(ε)

vk ≤=
n∑
k=0

vkS̃n

Or S̃n > 0, on en déduit donc que pour n ≥ n0(ε), on a

|Sn − S̃n|
S̃n

≤ Mε

S̃n
+
ε

2
.

Mais limn→+∞
Mε

S̃n
= 0 car limn→+∞ S̃n = +∞. Il y a donc un n1(ε) ∈ N que

l’on peut choisir plus grand que n0(ε) : n1(ε) ≥ n0(ε) tel que(
n ≥ n1(ε)

)
⇒ Mε

S̃n
< ε/2 .

22. On utilise encore ici que vn > 0.
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Alors pour n ≥ n1(ε) on a bien

|Sn − S̃n|
S̃n

< ε.

Applications

— Considéronsα > −1, et les suites (un = nα)n et
(
vn = (n+1)α+1−nα+1

α+1

)
n

.
On a

vn
un

= n

(
1 + 1

n

)α+1 − 1

α+ 1

et puisque (1 + h)α+1 = 1 + (α+ 1)h+ hε(h) où limh→0 ε(h) = 0, on en
déduit que

lim
n→∞

vn
un

= 1.

De plus , on calcule aisément la somme télescopique :

n∑
k=0

vk =
(n+ 1)α+1

α+ 1

on en déduit que la série de terme général vn diverge et donc la série de
terme général un diverge. Et nous savons que :

lim
n→+∞

∑n
k=0 n

α

(n+1)α+1

α+1

= 1 .

Exercice presque corrigé : Soit a ∈]0, 1], on définit une suite (un) par la re-
lation de récurrence :

un+1 = un − u3
n , u0 = a

1. Démontrer que la suite (un) est positive décroissante.
On introduit la fonction f définie par f(x) = x− x3 = x(1− x2), on a pour
x ∈]0, 1[

0 < (1− x2) < 1 et 0 < x < 1

ainsi
x ∈]0, 1][⇒ f(x) ∈]0, 1[.

Ceci garantit par une récurrence immédiate que pour tout entier n : un ∈]0, 1[
et donc que

un+1 − un = −u3n < 0
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2. Démontrer que limn→+∞ un = 0.
La suite (un) est décroissante,minoré par 0 donc converge vers un réel `. De
plus la fonction f est continue donc

` = lim
n→+∞

un+1 = lim
n→+∞

f(un) = f(`)

et donc
` = `− `3

on en déduit que ` = 0.

3. Démontrer que limn→+∞
1

u2n+1
− 1

u2n
= 2.

On a

1

u2n+1

− 1

u2n
=

1

(un − u3n)
2−

1

u2n
=
u2n −

(
un − u3n

)2
(un − u3n)

2
u2n

=
2u4n − u6n

(1− u2n)
2
u4n

=
2− u2n

(1− u2n)
2 .

.
4. En conclure que un ' 1√

2n
.

On introduit la suite (vn) définie par

vn =
1

u2n
− 1

u2n−1
, n ≥ 1.

C’est une suite de réel strictement positif et puisque la série de terme général
2 diverge, on sait que la série de terme général vn diverge et que si (Sn) est
la suite définie par

Sn =

n∑
k=1

vk =
1

u2n
− 1

a2
=

1− a−2u2n
u2n

alors
lim

n→+∞

Sn

2n
= 1.

Puisque la fonction x 7→ 1√
x

est continue en 1, on en déduit que

lim
n→+∞

√
2n un√

1− a−2u2n
= 1.

Il est alors facile de conclure avec l’égalité :

√
2n un =

√
2n un√

1− a−2u2n
×
√

1− a−2u2n

et le fait que la suite (un) converge vers 0.

1.8 Appendice I : Le critère d’Abel

1.8.1 Une formule

On commence par démontrer la formule suivante que l’on peut interpréter
comme une formule d’intégration par partie discrète :
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Lemme 1.8.1. Soient (un)n et (an)n deux suites de nombres complexes, on définit

An =

n∑
k=0

ak

alors
n∑
k=1

akuk = An−1un −
n∑
k=1

Ak−1 (uk − uk−1) .

Démonstration.
n∑
k=1

Ak−1 (uk − uk−1) =

n∑
k=1

Ak−1uk −
n∑
k=1

Ak−1uk−1

=
n∑
k=1

Ak−1uk −
n−1∑
k=0

Akuk

=
n−1∑
k=1

Ak−1uk +An−1un −
n−1∑
k=1

Akuk −A0u0

=

n−1∑
k=1

(Ak−1 −Ak)uk +An−1un −A0u0

=
n−1∑
k=1

(−ak)uk +An−1un − a0u0

= −
n−1∑
k=0

akuk +An−1un

1.8.2 Critère d’Abel

Théorème 1.8.2. Soient (an)n une suite de nombres complexes et (un)n une suite
réelle décroissante positive. On suppose de plus que

lim
n→+∞

un = 0

et que la suite (An =
∑n

k=0 ak)n est bornée alors la série de terme général

an un

est convergente.

Démonstration. On va démontrer que la suite(
Sn =

n∑
k=0

akuk

)
n
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est de Cauchy. Le formule précédente implique que pour n ≥ m on a

Sn − Sm =

n∑
k=m+1

akuk = An−1un −Am−1um −
n∑

k=m+1

Ak−1 (uk − uk−1) .

Puisque la suite (An)n est bornée il y a un réel R > 0 tel que

∀n ∈ N, |An| ≤ R.

On en déduit pour n ≥ m :

|Sn − Sm| ≤ R(|un|+ |um|) +R
n∑

k=m+1

|uk − uk−1| .

La suite (un)n est décroissante positive donc pour n ≥ m on a

|un| = un ≤ um

et
n∑

k=m+1

|uk − uk−1| =
n∑

k=m+1

uk−1 − uk = um − un ≤ um.

On a donc démontrer que pour n ≥ m alors

|Sn − Sm| ≤ 3Rum

Or limn→+∞ un = 0 donc si ε > 0, il y a un entier n0 tel que

n ≥ n0 ⇒ |un| = un ≤
ε

3R+ 1
.

Alors pour n ≥ m ≥ n0, nous avons :

|Sn − Sm| ≤ 3Rum ≤ 3R
ε

3R+ 1
< ε.

Ce qui montre que la suite (Sn)n est de Cauchy, elle converge donc.

1.8.3 Critère des séries alternées

Ce critère est un cas particulier du critère d’Abel :

Théorème 1.8.3. Si (un)n est une suite décroissante de réels positifs convergent
vers 0 :

lim
n→+∞

un = 0

alors la série de terme général
(−1)nun

est convergente.
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En effet avec la suite (an)n définie par

an = (−1)n

on a

An =
n∑
k=0

(−1)k =

{
0 si n est impair

1 si n est pair

est bien une suite bornée.

Un exemple classique d’utilisation du critère d’Abel : Pour tout θ ∈ R alors la
série de terme général

sin(nθ)

n
, n ≥ 1

converge.

En effet c est clair si θ est un multiple de π 23car alors on aura pour tout entier
n

sin(nθ) = 0.

Supposons donc sin(θ) 6= 0. La suite

(
1

n

)
n≥1

est bien une suite décroissante de réels positif qui converge vers 0. posons an =
sin(nθ) et démontrons que la suite

(
An =

n∑
k=1

sin(kθ)

)
n

est bornée. En reconnaissant dans la troisième ligne la somme d’une suite géomé-

23. C’est à dire si sin(θ) = 0.
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trique, on calcule :

n∑
k=1

sin(kθ) =
n∑
k=1

Im
(
eikθ
)

=
n∑
k=1

Im
(
eikθ
)

= Im

(
n∑
k=1

eikθ

)

= Im

(
eiθ

1− einθ

1− eiθ

)
= Im

(
eiθ
einθ/2

(
e−inθ/2 − einθ/2

)
eiθ/2

(
e−iθ/2 − eiθ/2

) )

= Im

(
eiθei(n−1)θ/2 2i sin(nθ/2)

2i sin(θ/2)

)
= Im

(
ei(n+1)θ/2 sin(nθ/2)

sin(θ/2)

)
= sin((n+ 1)θ/2)

sin(nθ/2)

sin(θ/2)

Puisque la fonction sinus ne prend que des valeurs dans [−1, 1], on en déduit que

|An| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin(kθ)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

| sin(θ/2)|
.

La suite (An =
∑n

k=1 sin(kθ))n est donc bornée et le critère d’Abel implique donc
que la série de terme général :

sin(nθ)

n
, n ≥ 1

converge.

1.8.4 Appendice II : un autre critère de Cauchy

On a alors la proposition suivante qui est du à Cauchy :

Proposition 1.8.4. Soit (vn)n une suite décroissante de réels positifs . Alors la
série de terme général vn converge si et seulement la série de terme général

2nv2n

converge.

Démonstration. La suite croissante (Sn)n définie par

Sn =
n∑
k=0

vk
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converge si et seulement si la suite (S2`)` est converge. Or on a

S2` =v0

+ v1 + v2

+ v3 + v4

+ v5 + v6 + v7 + v8

...

v2`−1+1 + v2`−1+2 + . . .+ v2`

C’est à dire

S2` =v0 + v1

S2 − S1

S4 − S2

S8 − S4

...

S2` − S2`−1

ou encore

S2` = v0 + v1 +
∑̀
k=1

(S2k − S2k−1)

On a

S2k − S2k−1 = v2k−1+1 + v2k−1+2 + . . .+ v2k =

2k∑
n=2k−1+1

vn.

Et puisque la suite (vn) est décroissante, on a

2k−1 + 1 ≤ n ≤ 2k ⇒ v2k ≤ vn ≤ v2k−1+1

Puisqu’il y a 2k−1 entiers entre 2k−1 + 1 et 2k on en déduit :

2k−1v2k ≤ S2k − S2k−1 =
2k∑

n=2k−1+1

vn ≤ 2k−1v2k−1+1.

On a donc

v0 + v1 +
∑̀
k=1

2k−1v2k ≤ S2` ≤ v0 + v1 +
∑̀
k=1

2k−1v2k−1+1

Or

v0 + v1 +
∑̀
k=1

2k−1v2k = v0 + v1 +
1

2

∑̀
k=1

2kv2k
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et puisque la suite (vn) est décroissante :

v0 + v1 +
∑̀
k=1

2k−1v2k−1+1 = v0 + v1 + v2 +
∑̀
k=2

2k−1v2k−1+1

≤ v0 + v1 + v2 +
∑̀
k=2

2k−1v2k−1

On a donc les estimations :

v0+v1+
1

2

∑̀
k=1

2kv2k ≤ S2` ≤ v0+v1+v2+
∑̀
k=2

2k−1v2k−1 = v0+v1+v2+

`−1∑
k=1

2kv2k

qui permettent d’en déduire facilement le résultat.
Si la série de terme général 2nv2n converge alors la suite(

v0 + v1 + v2 +

`−1∑
k=1

2kv2k

)
`

est majorée donc la suite croissante (S2`)` est majorée donc convergente.

Vice versa si la suite la suite (S2`)` est majorée, alors la suite
(∑`

k=1 2kv2k

)
`

est majorée donc la série de terme général 2nv2n converge.

Une application aux séries de Riemann : Soit p ∈ R, la série de terme général

1

np
, n ≥ 1

converge si et seulement si

p > 1 .

En effet, on rappelle que le terme général d’une série convergente converge vers 0.
Or pour p ≤ 0 on a

lim
n→+∞

1

np
=

{
+∞ si p < 0

1 si p = 0

Donc si p ≤ 0, la série de terme général 1
np , n ≥ 1 diverge.

Supposons donc que p > 0, alors la suite
(
vn = 1

np

}
n≥1

est positive décroissante.
On peut utiliser le critère de Cauchy (1.8.4) ; or on a

2`v2` =
2`

(2`)
p =

2`

2`p
= 2(1−p)` =

(
2(1−p)

)`
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La série de terme général
(
2(1−p))` , ` ≥ 0 converge 24 si et seulement si∣∣∣2(1−p)

∣∣∣ = 2(1−p) < 1

c’est à dire si et seulement si
p > 1.

1.9 Ce que l’on attend de vous

On se pose les questions suivantes
Le terme général de la série est-il positif ?
— Si c’est le cas :

i) peut on appliquer les critères d’Alembert, de Cauchy, de Riemann?

ii) peut on majorer/minorer de façon élémentaire le terme général par le
terme général d’une série de référence (géométrique, Riemman)?

iii) Ai-je déjà majoré le terme général par le terme général d’une série de
référence (géométrique, Riemman)?

— si ce n’est pas le cas :
-Est ce que la série converge absolument? C’est à dire on se repose les
mêmes questions mais concernant la série de terme général |un|.
- Est ce une série alternée? i.e. est ce que le terme général de la série est
de la forme (−1)nan où (an)n∈N est une suite décroissante de réels positifs
et convergeant vers zéro.

24. On utilise que lorsque ζ ∈ C alors la série de terme général ζn converge si et seulement si
|ζ| < 1 et dans ce cas elle converge absolument et

∞∑
n=0

ζn =
1

1− ζ .
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Chapitre 2

L’intégrale :

Avant Propos

On va ici définir rigoureusement l’intégrale d’une fonction continue sur un seg-
ment. Vous avez apreçu au lycée que si f : [a, b] → R était une fonction continue
positive alors

∫ b
a f(x)dx était une mesure de l’aire du domaine plan délimité par

l’axe des x, le graphe de f et les droites verticales d’équations x = a et x = b.

0 0,25 0,5 0,75 1

0,25

0,5

0,75

1

Lorsque f : [a, b] → R changeait de signe, on vous a expliqué que dans ce cas, il
fallait compter négativement l’aire des portions contenues en dessous de l’axe des
x.

43
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0 0,25 0,5 0,75 1

-0,5

0,5

1

+
-

Cependant une fonction continue peut changer de signe une infinité de fois sur un
segment. C’est par exemple le cas de la fonction f : [0, 1]→ R définie par

f(x) =

{
0 si x = 0
x sin

(
1
x

)
si x ∈]0, 1]

0 0,25 0,5 0,75 1

-0,5

-0,25

0,25

0,5

0,75

1

+
-

Néanmoins dans la pratique, vous n’avez utilisé que le théorème fondamental de
l’analyse suivant lequel :
Théorème : Si f : [a, b] → R est une fonction continue et si F est une primitive 1

de f alors

F (b)− F (a) =

∫ b

a
f(x)dx.

1. C’est à dire F est dérivable et F ′ = f .
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Ce que l’on propose de faire ici est de définir l’intégrale à partir de la notion
d’aire et de vérifier le théorème fondamental de l’analyse qui établit ce lien entre
intégrale et primitive. Pour savoir pourquoi on nomme ce théorème théorème fon-
damental de l’analyse, il faut se souvenir qu’avant l’invention du calcul intégral et
différentiel par Newton et Leibniz, le moindre calcul d’aire, de volume était d’une
complexité qui pouvait faire valoir à son auteur la célébrité ; et après la découverte
de ce théorème fondamental de l’analyse, ces calculs d’aires et de volume deve-
naient accessible au plus grand nombre d’étudiants. Je vous invite à lire les pages
du beau livre de D. Guedj "Le théorème du perroquet" 2, en voici un extrait :

2. Denis Guedj, Le Théorème du Perroquet, Paris, Éditions du Seuil, coll. « Points roman », ?
2000 (1re éd. 1998), 654 p
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2.1 Uniforme continuité

2.1.1 Fonction continue

On rappelle qu’une fonction f : I → C est dite continue en un point x0 ∈ I
si : pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

(x ∈ I & |x− x0| < δ)⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

On dit qu’une fonction définie sur un intervalle y est continue si elle est conti-
nue en chacun des points de cet intervalle.
Un exemple : On considère la fonction f définie sur ]0,+∞[ par

f(x) = sin

(
1

x

)
.

C’est une fonction continue car f = sin ◦u où u : ]0,+∞[→ R est la fonction
définie par u(x) = 1

x et les fonctions u et sin sont continues.
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On peut montrer cela directement. Soit x0 > 0 et ε > 0. On veut trouver δ > 0
tel que si x > 0 & |x− x0| < δ alors

|f(x)− f(x0)| < ε.

Puisque la dérivée de la fonction sin est bornée par 1, on sait, grâce à l’inégalité
des accroissements finis, que pour tout a, b ∈ R :

| sin(a)− sin(b)| ≤ |a− b|.

On en déduit que si x > 0 alors

|f(x)− f(x0)| ≤
∣∣∣∣1x − 1

x0

∣∣∣∣ =
|x− x0|
xx0

.

On veut donc trouver δ > 0 tel que si x > 0 & |x− x0| < δ alors |x−x0|xx0
< ε. On

doit assurer que le dénominateur n’est pas trop petit :

Si x > x0/2 alors |x−x0|xx0
< 2|x−x0|

x20
. On pose alors δ = min{x02 ,

x20
2 ε}, on a

alors

(x > 0 & |x− x0| < δ)⇒
(
x > x0/2 & |x− x0| ≤

x2
0

2
ε

)
.

Ainsi :

(x > 0 & |x− x0| < δ)⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

2.1.2 Définition

On dit qu’une fonction f : I → C est uniformément continue si pour tout
ε > 0 il existe δ > 0 tel que

(x, y ∈ I & |x− y| < δ)⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Remarques 2.1.1. a) Il faut réfléchir à la définition assez longtemps pour qu’il
soit évident qu’une fonction uniformément continue est continue.

b) Une fois ceci compris, il faut bien comprendre d’où vient le qualificatif uni-
forme : c’est le fait que l’on puisse choisir le δ indépendamment de x0.

c) La fonction f définie sur ]0,+∞[ par f(x) = sin
(

1
x

)
. n’est pas uniformément

continue.
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Pour démontrer que f n’est pas uniformément continue, nous devons trouver
un réel ε > 0 tel que pour tout δ > 0, il y a deux réels xδ, yδ > 0 tels que
|xδ − yδ| < δ mais |f(xδ)− f(yδ)| ≥ ε.
Alors pour k ∈ N∗, nous définissons

xk =
1

π
2 + 2kπ

et yk =
1

−π
2 + 2kπ

.

Nous avons

f(xk) = 1 et f(yk) = −1,

de plus 0 < xk < yk donc

|xk − yk| ≤
1

−π
2 + 2kπ

=
2

π(4k − 1)
.

Considérons le réel ε = 1 > 0. Si δ > 0, on trouve un entier non nul k tel
que yk < δ (par exemple k = E

(
2
πδ

)
+ 12345. On a alors |xk − yk| < δ et

|f(yk)− f(xk)| = 2 ≥ 1 = ε.
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2.1.3 Module de continuité

Remarquons que si f : I → C vérifie qu’il existe une fonction ε : R∗+ → R+

telle que

lim
δ→0+

ε(δ) = 0 et (x, y ∈ I ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε(|x− y|) ) ,

alors f est uniformément continue. On en conclut que :

a) s’il existe une constante positive κ telle que

x, y ∈ I ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ κ |x− y|,

alors f est uniformément continue. On dit dans ce cas que la fonction f est
κ-lipschitzienne ou simplement lipschitzienne 3. si on ne veut pas spécifiée la
valeur de la constante κ.

b) En particulier, I étant un intervalle ; si f est dérivable sur I et s’il existe M ≥ 0
tel que pour tout x ∈ I : |f ′(x)| ≤ M . Alors l’inégalité des accroissements
finis 4 : nous apprend que f est M–lipschitzienne donc f est uniformément
continue.

c) s’il existe une constante positive κ et α ∈]0, 1] telle que

x, y ∈ I ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ κ |x− y|α,

3. Du nom de Rudolf Lipschitz (1832-1902) Mathématicien allemand.
4. Il y a une subtilité ici, car l’égalité des accroissements finis n’est pas vrai pour des fonctions à

valeurs complexes mais l’inégalité des accroissements finis est elle valide :

Proposition 2.1.2. Si f : [a, b] → C est une fonction continue, dérivable sur l’intervalle ]a, b[ et si
M ≥ 0 est tel que

pour tout x ∈]a, b[ , |f ′(x)| ≤M
alors

|f(b)− f(a)| ≤M(b− a).

Démonstration. Ce résultat se déduit de l’inégalité des accroissements finis pour les fonctions à
valeurs réelles. le cas où f(b) = f(a) est facile, on suppose donc que f(b) 6= f(a) et on considère
le module ρ et une détermination θ de l’argument de f(b)− f(a) :

f(b)− f(a) = ρeiθ.

On étudie alors la fonction u : [a, b]→ R définie par

u(x) = <
(
f(x)e−iθ

)
.

Cette fonction est continue sur [a, b] et dérivable sur l’intervalle ]a, b[. De plus si x ∈]a, b[ alors

|u′(x)| =
∣∣∣<(f ′(x)e−iθ

)∣∣∣ ≤ |f ′(x)|
∣∣∣e−iθ∣∣∣ = |f ′(x)| ≤M.

On en déduit que |u(b) − u(a)| ≤ M(b − a). Mais un calcul facile donne u(b) − u(a) = ρ =
|f(b)− f(a)|.
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alors f est uniformément continue. On dit dans ce cas que la fonction f est
α-Hölderienne 5 ou Hölderienne d’exposant α ou simplement Hölderienne 6

d) Si f : I → C est uniformément continue, nous pouvons introduire son module
de continuité ω : R∗+ → R+ défini par

ω(δ) = sup{|f(x)− f(y)| ; x, y ∈ I & |x− y| < δ } = supAδ

où Aδ = {|f(x)− f(y)| ; x, y ∈ I & |x− y| < δ }. Si δ < η alors Aδ ⊂ Aη
et donc ω(δ) ≤ ω(η). La fonction ω est croissante et l’uniforme continuité de
f s’exprime par le fait que la fonction ω a pour limite 0 en 0 :

lim
δ→0+

ω(δ) = 0.

2.1.4 Théorème de Heine

7Soit f : [a, b]→ C une fonction continue alors f est uniformément continue.
Nous admettrons ce résultat dont la preuve est donnée dans le premier appen-

dice de cette leçon.

2.2 Somme de Riemann (à pas uniforme) et intégrale

2.2.1 Définition et notation

Soit f : I → C une fonction définie sur un intervalle I et a, b ∈ I . On définit

I+
n (f, a, b) =

b− a
n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
,

et

I−n (f, a, b) =
b− a
n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

)
.

5. Du nom de Ludwig Otto Hölder (1859 -1937) Mathématicien allemand.
6. Démontrer que si f est Hölderienne d’exposant α où α > 1 alors f est constante (I étant un

intervalle).
7. Heinrich Heine (1821-1881) mathématicien allemand, il semblerait que ce théorème se trouve

déjà dans des cours de Dirichlet en 1862 (ces cours ont été publiés en 1904) alors que H. Heine a
publié la preuve en 1872. Avant ces travaux, la différence entre fonction continue et uniformément
continue n’était pas clarifiée.
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Posons ak = a+k b−an . L’intervalle [a, b] est découpé en n sous intervalle de même
longueurs

[a, b] = ∪n−1
k=0 [ak, ak+1].

Si f est à valeurs positives alors I+
n (f, a, b) est l’aire d’un domaine plan formé de

la réunion des rectangles [ak, ak+1] × [0, f(ak+1)] alors que I−n (f, a, b) est l’aire
d’un domaine plan formé de la réunion des rectangles [ak, ak+1]× [0, f(ak)].

Remarque 2.2.1. On a

∣∣I+
n (f, a, b)− I−n (f, a, b)

∣∣ =
|b− a|
n

|f(b)− f(a)| ,

Donc lim
n→+∞

I+
n (f, a, b)− I−n (f, a, b) = 0.

Remarque 2.2.2. On a

I±n (f, a, b) = −I±n (f, b, a).
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2.2.2 Exemples

i) On commence avec l’exemple d’Archimède pour la fonction f(x) = x2 sur
l’intervalle [0, 1], nous avons alors

I+
n (f, 0, 1) =

1

n

n∑
k=1

(
k

n

)2

=
1

n3

n∑
k=1

k2.

Ici on peut procéder de deux façons, la première est de se souvenir d’un exer-
cice de Mathématiques 1 selon lequel

n∑
k=1

k2 =
(2n+ 1)n(n+ 1)

6
.

et donc I+
n (f, 0, 1) = (2n+1)n(n+1)

6n3 = 1
3

(
n+ 1

2n

) (
1 + 1

n

)
et on a

lim
n→+∞

I+
n (f, 0, 1) =

1

3
.

La seconde est d’introduire les suites (un) et (vn) définies par

un = n2 et vn =
1

3

(
(n+ 1)3 − n3

)
=

1

3

(
3n2 + 3n+ 1

)
= n2 + n+

1

3
.

Ces suites sont à valeurs strictement positives et limn→+∞
un
vn

= 1. De plus
les séries de termes généraux un et vn divergent, on sait donc que les suites
(Sn) et (S′n) définies par

Sn =
n∑
k=1

uk =
n∑
k=1

k2 et S′n =
n∑
k=1

vk =
1

3

(
(n+ 1)3 − 1

)
sont équivalentes

lim
n→+∞

Sn
S′n

= 1

Mais

I+
n (f, 0, 1) =

1

n3

n∑
k=1

k2 =
Sn
3S′n

(n+ 1)3 − 1

n3
.

Donc ce calcul mène également à la conclusion :

lim
n→+∞

I+
n (f, 0, 1) =

1

3
.

ii) Considèrons maintenant la fonction f(x) = sin(x) et un réel b :

I+
n (f, 0, b) =

b

n

n∑
k=1

sin

(
kb

n

)
=
b

n

n∑
k=0

sin

(
kb

n

)
=
b

n
Im

(
n∑
k=0

ei
kb
n

)
.
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On calcule alors la somme des termes consécutifs de la suite géométrique de
raison ζ = ei

b
n .

n∑
k=0

ei
kb
n =

n∑
k=0

ζk =
1− ζn+1

1− ζ
=

1− ei(n+1) b
n

1− ei
b
n

=
ei(n+1) b

2n

ei
b
2n

e−i(n+1) b
2n − ei(n+1) b

2n

e−i
b
2n − ei

b
2n

.

Soit
n∑
k=0

ei
kb
n =

ei(n+1) b
2n

ei
b
2n

−2i sin
(
(n+ 1) b

2n

)
−2i sin

(
b

2n

) =
ei
b
2 ei

b
2n

ei
b
2n

sin
(
(n+ 1) b

2n

)
sin
(
b

2n

) = ei
b
2

sin
(
(n+ 1) b

2n

)
sin
(
b

2n

) .

Ceci permet d’obtenir l’égalité :

I+
n (f, 0, b) =

b

n
sin

(
b

2

)
sin
(
(n+ 1) b

2n

)
sin
(
b

2n

) = 2 sin

(
b

2

) b
2n

sin
(
b

2n

) sin

(
(n+ 1)

b

2n

)
.

Compte tenu du fait que limx→0
x

sin(x) = 1, on obtient :

lim
n→+∞

b
2n

sin
(
b

2n

) = 1

et par continuité de la fonction sinus en b/2, nous obtenons

lim
n→+∞

sin

(
(n+ 1)

b

2n

)
= lim

n→+∞
sin

(
b

2
+

b

2n

)
= sin

(
b

2

)
.

Au final, nous obtenons 8 :

lim
n→+∞

I+
n (f, 0, b) = 2 sin2

(
b

2

)
= 1− cos(b).

iii) Soit c ∈ R. On considère la fonction f définie par

f(x) =

{
0 si x ≤ c
1 si x > c

.

Soient a < b deux réels, on a alors :
— si c < a alors I+

n (f, a, b) = 1,
— si c ≥ b alors I+

n (f, a, b) = 0
— si a ≤ c ≤ b alors

I+
n (f, a, b) =

b− a
n

N(n)

où N(n) est le nombre d’entiers k dans l’intervalle [1, n] vérifiant :

a+ k
b− a
n

> c.

8. Avec la formule sin2(θ) = 1−cos(θ)
2

.
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Donc

N(n) = cardAn avec An =

{
k ∈ {1, . . . , n}; a+ k

b− a
n

> c

}
.

Donc

An =

{
k ∈ {1, . . . , n}; k > n

c− a
b− a

}
.

Rappelons ici que si x est un nombre réel alors sa partie entière E(x) est
l’unique entier relatif tel que

E(x) ≤ x < E(x) + 1

Donc

k > n
c− a
b− a

⇒ k ≥ E
(
n
c− a
b− a

)
+ 1,

ainsi

An =

{
E

(
n
c− a
b− a

)
+ 1, E

(
n
c− a
b− a

)
+ 2, . . . , n

}
et

N(n) = n− E
(
n
c− a
b− a

)
en se servant de l’encadrement :

x− 1 < E(x) ≤ x,

Nous en déduisons :

n
b− c
b− a

= n− c− a
b− a

≤ N(n) ≤ n− nc− a
b− a

+ 1 = n
b− c
b− a

+ 1.

À l’aide du théorème des gendarmes, on en déduit donc :

lim
n→+∞

I+
n (f, a, b) = b− c.

Une extension facile de ces arguments montrent :

Proposition 2.2.3. Soient λ ∈ C et c ∈ [a, b], on définit quatres fonctions

f(x) =

{
0 si x ≤ c
λ si x > c

, g(x) =

{
0 si x < c

λ si x ≥ c
,

h(x) =

{
λ si x ≤ c
0 si x > c

et `(x) =

{
λ si x < c

0 si x ≥ c
.

Alors
lim

n→+∞
I+
n (f, a, b) = lim

n→+∞
I+
n (g, a, b) = λ(b− c)

et
lim

n→+∞
I+
n (h, a, b) = lim

n→+∞
I+
n (`, a, b) = λ(c− a).
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2.2.3 Cas des fonctions monotones

Proposition 2.2.4. Si f : I → R une fonction monotone et a, b ∈ I alors les suites
(I+
n (f, a, b))n et (I−n (f, a, b))n sont des suites de Cauchy et convergent vers la

même limite. Cette limite est notée ∫ b

a
f(x)dx,

et elle est appelée l’intégrale de f entre a et b.

Démonstration. On fait la preuve pour une fonction croissante et pour a < b. On
effectue au préalable quelques remarques qui nous seront utiles : Soit n ∈ N∗
et k ∈ {0, 1, . . . , n}, on note ak = a + k b−an . Puisque f est croissante, on a
f(ak) ≤ f(ak+1) et en sommant de k = 0 à n− 1 ces inégalités, nous obtenons :

I−n (f, a, b) =
b− a
n

n−1∑
k=0

f(ak) ≤
b− a
n

n−1∑
k=0

f(ak+1) = I+
n (f, a, b).

Ensuite on a aussi pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n} : f(a) ≤ f(ak) ≤ f(b). Ainsi :

(♥) f(a)(b−a) = I−1 (f, a, b) ≤ I−n (f, a, b) ≤ I+
n (f, a, b) ≤ I+

1 (f, a, b) = f(b)(b−a)

Soit maintenant n,m ∈ N∗, nous allons comparer I−n (f, a, b) et I−mn(f, a, b).
On a

I−n (f, a, b) =

n−1∑
k=0

I−1 (f, ak, ak+1) ≤
n−1∑
k=0

I−m(f, ak, ak+1) = I−mn(f, a, b).

L’inégalité provenant de l’inégalité (♥) et la dernière égalité du fait que pour divi-
ser l’intervalle [a, b] en mn sous intervalle de même longueur, on peut le diviser en
les n sous intervalles de même longueur : [a0, a1] ∪ [a1, a2] ∪ · · · ∪ [an−1, an] et
ensuite diviser chacun de ces intervalles en m sous intervalles de même longueur.

De la même façon, nous obtenons

I+
mn(f, a, b) ≤ I+

n (f, a, b),

D’où
I−n (f, a, b) ≤ I−mn(f, a, b) ≤ I+

mn(f, a, b) ≤ I+
n (f, a, b).

et on obtient

0 ≤ I−mn(f, a, b)−I−n (f, a, b) ≤ I+
n (f, a, b)−I−n (f, a, b) =

b− a
n

(f(b)− f(a)) .

Ainsi si n,m ∈ N∗, on obtient :∣∣I−n (f, a, b)− I−m(f, a, b)
∣∣ ≤ ∣∣I−n (f, a, b)− I−mn(f, a, b)

∣∣+
∣∣I−mn(f, a, b)− I−m(f, a, b)

∣∣
≤ (b− a) (f(b)− f(a))

(
1

n
+

1

m

)
.
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Soit ε > 0. Et posons

N0 = E

(
2 (b− a) (f(b)− f(a))

ε

)
+ 100.

Si n,m ≥ N0 alors

(b− a) (f(b)− f(a))

(
1

n
+

1

m

)
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

et on en déduit :

(n,m ≥ N0)⇒
∣∣I−n (f, a, b)− I−m(f, a, b)

∣∣ < ε.

La suite (I−n (f, a, b))n est donc de Cauchy donc converge. L’égalité obtenue à la
remarque 2.2.1 garantit que le suite (I+

n (f, a, b))n est aussi convergente (donc de
Cauchy) et converge vers la même limite :

lim
n→+∞

I−n (f, a, b) = lim
n→+∞

I+
n (f, a, b).

Remarque 2.2.5. Démontrer dans le cadre de la preuve ci dessus que∫ b

a
f(x)dx = sup{I−n (f, a, b);n ∈ N∗} = inf{I+

n (f, a, b);n ∈ N∗}.

Remarque 2.2.6. Une conséquence est que pour une fonction f qui est la somme
d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante alors les suites (I+

n (f, a, b))n
et (I−n (f, a, b))n sont des suites de Cauchy et convergent vers la même limite que
l’on note aussi

∫ b
a f(x)dx.

2.2.4 Cas des fonctions continues

Proposition 2.2.7. Si f : I → C une fonction continue et a, b ∈ I alors les suites
(I+
n (f, a, b))n et (I−n (f, a, b))n sont des suites de Cauchy et convergent vers la

même limite. Cette limite est notée ∫ b

a
f(x)dx,

et appelée l’intégrale de f entre a et b.

Démonstration. Soit f : I → C une fonction continue. On fait la preuve unique-
ment pour a < b. On va estimer également la différence I−n (f, a, b)− I−mn(f, a, b).

La restriction à l’intervalle [a, b] de la fonction f est continue et donc d’après
le théorème de Heine, elle est uniformément continue. On introduit alors le module
de continuité de la fonction f : [a, b]→ C :

ω(δ) = sup {|f(x)− f(y)| ; x, y ∈ [a, b] & |x− y| < δ } .
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Soient n,m ∈ N∗, pour k ∈ {0, 1, . . . , n}, on note toujours ak = a+ k b−an . On a

I−nm(f, a, b) =

n−1∑
k=0

I−m(f, ak, ak+1)

et

I−n (f, a, b) =
n−1∑
k=0

(ak+1 − ak)f(ak)

Par ailleurs

∣∣I−m(f, ak, ak+1)− (ak+1 − ak)f(ak)
∣∣ =

ak+1 − ak
m

∣∣∣∣∣
m−1∑
`=0

f

(
ak + `

ak+1 − ak
m

)
− f(ak)

∣∣∣∣∣
≤ ak+1 − ak

m

m−1∑
`=0

∣∣∣∣f (ak + `
ak+1 − ak

m

)
− f(ak)

∣∣∣∣
≤ ak+1 − ak

m

m−1∑
`=0

ω

(
`
b− a
nm

)

≤ b− a
nm

m−1∑
`=0

ω

(
m
b− a
nm

)
=
b− a
nm

mω

(
b− a
n

)
.

On en déduit donc

∣∣I−nm(f, a, b)− I−n (f, a, b)
∣∣ ≤ n−1∑

k=0

∣∣I−m(f, ak, ak+1)− (ak+1 − ak)f(ak)
∣∣

≤ nb− a
n

ω

(
b− a
n

)
= (b− a)ω

(
b− a
n

)
.

Soit ε > 0. Alors puisque f : [a, b] → C est uniformément continue, il y a
δ > 0 tel que

x ∈]0, δ]⇒ ω(δ) <
ε

2(b− a) + 1
⇒ (b− a)ω(δ) < (b− a)

ε

2(b− a) + 1
≤ ε

2
.

Posons alors N0 = E
(
b−a
δ

)
+ 10000. Si n,m ≥ N0 alors (b − a)/n < δ et

(b− a)/m < δ donc∣∣I−n (f, a, b)− I−m(f, a, b)
∣∣ ≤ ∣∣I−n (f, a, b)− I−mn(f, a, b)

∣∣+
∣∣I−mn(f, a, b)− I−m(f, a, b)

∣∣
≤ (b− a)ω

(
b− a
n

)
+ (b− a)ω

(
b− a
m

)
<
ε

2
+
ε

2
= ε.
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La suite (I−n (f, a, b))n est donc de Cauchy donc converge. L’égalité obtenue à la
remarque 2.2.1 garantie que le suite (I+

n (f, a, b))n est aussi convergente (donc de
Cauchy) et converge vers la même limite :

lim
n→+∞

I−n (f, a, b) = lim
n→+∞

I+
n (f, a, b).

2.2.5 Cas des fonctions continues par morceaux

Définition 2.2.8. On dit qu’une fonction f : [a, b]→ C est continue par morceaux
s’il existe un ensemble fini de points a1 < a2 < · · · < ad de l’intervalle [a, b]
tel que f soit continue en chaque point x ∈ [a, b] \ {a1, a2, . . . , ad} et admet une
limite à droite et à gauche (si cela à un sens) en a1, a2, . . . , ad. La restriction de f
à chaque intervalle ]a, a1[, ]a1, a2[, ]a2, a3[, . . . , ]ad−1, ad[, ]ad, b[ est continue et
peut être prolongé en une fonction continue sur la fermeture de ces intervalles.

Remarques 2.2.9. i) Si f : I → C est une fonction à valeurs complexes, on dira
que f est continue par morceaux si pour tout segment [a, b] ⊂ I , la restriction
de la fonction f à l’intervalle [a, b] est continue par morceaux.

ii) Question : La composée de fonction continue par morceaux est elle continue
par morceaux 9 ?

iii) Soit u : I → R une fonction continue et f : [a, b] → R une fonction continue
par morceaux telle que

x ∈ [a, b]⇒ u(x) ∈ I.

Montrer que la fonction u ◦ f : [a, b]→ R est une fonction continue par mor-
ceaux.

Proposition 2.2.10. Si f : [a, b] → C une fonction continue par morceaux alors
les suites (I+

n (f, a, b))n et (I−n (f, a, b))n sont des suites de Cauchy et convergent

9. La réponse est non : on considère la fonction H : [−1, 1]→ R définie par

H(x) =

{
0 si x < 0

1 si x ≥ 0.

et u : [0, 1]→ R définie par

u(x) =

{
0 si x = 0

x sin
(
1
x

)
si x > 0.

Puisque
x ∈ [0, 1]⇒ u(x) ∈ [−1, 1],

la fonction H ◦ u est bien définie sur [0, 1] mais elle est discontinue en chaque réel de la forme 1
kπ

où k ∈ N∗ ; elle a une nombre infini de points de discontinuités, elle n’est donc pas continue par
morceaux.
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vers la même limite. Cette limite est notée∫ b

a
f(x)dx,

et appelée l’intégrale de f entre a et b.

Démonstration. On considère donc une fonction f : [a, b] → C continue par mor-
ceaux, par définition,f n’a qu’un nombre fini de points de discontinuité

a1 < a2 < · · · < ad.

On note f(ai−) = limx→ai− f(x) et f(ai+) = limx→ai+ f(x). Si a1 = a, on
posera f(a1−) = f(a) et si ad = b on posera f(ad+) = f(b).

Pour chaque i ∈ {1, 2, . . . , d}, on introduit une fonction de saut hi : [a, b]→ R
qui capture la discontinuité de f en ai :

hi(x) =


f(ai−) si x < ai

f(ai) si x = ai

f(ai+) si x > ai

On définit alors la fonction g = f −
∑d

i=1 hi. C’est une fonction continue sur
[a, b]\{a1, a2, . . . , ad}. Soit i ∈ {1, 2, . . . , d}, on examine maintenant la continuité
de g en ai. Puisque

(f − hi)(ai) = 0 = lim
x→ai−

f(x)− hi(x) = lim
x→ai+

f(x)− hi(x),

la fonction f − hi est continue en ai. De plus si j ∈ {1, 2, . . . , d} et j 6= i alors la
fonction hj est continue 10 en ai. Donc

g = f − hi −
i−1∑
j=1

hj −
d∑

j=j+1

hj

est bien continue en ai.
On a donc démontré que g est continue sur [a, b], on sait donc que la suite

(I+
n (g, a, b))n est de Cauchy. En se servant de la proposition 2.2.3, on peut fa-

cilement démontrer 11 que pour chaque i ∈ {1, 2, . . . , d}, la suite (I+
n (hi, a, b))n

10. Elle est constante sur un intervalle ouvert contenant ai.
11. En effet on a hi = h−i + h+

i + h0
i où

h−i (x) =

{
f(ai−) si x < ai

0 si x ≥ ai
, h+

i (x) =

{
0 si x ≤ ai
f(ai+) si x > ai

et h0
i (x) =


0 si x < ai

f(ai) si x = ai

0 si x > ai

.

On a I+n (hi; a, b) = I+n (h−i ; a, b) + I+n (h+
i ; a, b) + I+n (h0

i ; a, b). La proposition 2.2.3 assure que
les suites

(
I+n (h−i , a, b)

)
n

et
(
I+n (h+

i , a, b)
)
n

convergent. Par ailleurs, il est facile de montrer que
I+n (h−i , a, b) = 0 ou I+n (h−i , a, b) = b−a

n
f(ai), la suite

(
I+n (h0

i , a, b)
)
n

converge donc vers 0.
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converge vers (ai−a)f(ai−)+(b−ai)f(ai+) donc cette suite est aussi de Cauchy.
Puisque pour chaque n > 0 :

I+
n (f, a, b) = I+

n (g, a, b) +

d∑
i=1

I+
n (hi, a, b)

on peut en conclure que la suite (I+
n (f, a, b))n est de Cauchy donc converge.

2.3 Propriétés de l’intégrale ainsi définie

2.3.1 Linéarité

Proposition 2.3.1. Soient u, v : I → C des fonctions continues par morceaux,
λ ∈ C et a, b ∈ I alors

∫ b

a
(u+ λv)(x)dx =

∫ b

a
u(x)dx+ λ

∫ b

a
v(x)dx.

Démonstration. Pour n ∈ N∗, posons k = 0, . . . , n : ak = a + k b−an , alors nous
avons :

I−n (u+λv, a, b) =
b− a
n

n−1∑
k=0

(u(ak) + λv(ak)) =
b− a
n

(
n−1∑
k=0

u(ak) + λ
n−1∑
k=0

v(ak)

)
,

on a donc

I−n (u+ λv, a, b) = I−n (u, a, b) + λI−n (v, a, b),

on conclut alors en passant à la limite dans ces égalités.

2.3.2 Changements de variables linéaires

Proposition 2.3.2. Soient u : I → C une fonction continues par morceaux et a, b ∈
I alors

i)
∫ b
a u(x)dx = −

∫ a
b u(x)dx.

ii) Pour κ ∈ R∗ et α ∈ R :

∫ b

a
u(x)dx = κ

∫ b−α
κ

a−α
κ

u(κt+ α)dt.
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Démonstration. La première identité provient de l’égalité

I−n (u, b, a) =
b− a
n

n−1∑
k=0

u

(
b+ k

a− b
n

)
= −a− b

n

n−1∑
k=0

u

(
b+ k

a− b
n

)

= −a− b
n

n−1∑
k=0

u

(
nb+ ka− kb

n

)
= −a− b

n

n−1∑
k=0

u

(
na+ (n− k)(b− a)

n

)

= −a− b
n

n−1∑
k=0

u

(
a+

(n− k)(b− a)

n

)
= −a− b

n

n∑
`=1

u

(
a+

`(b− a)

n

)
= −I+

n (u, a, b).

On conclut alors en passant à la limite dans ces égalités.
Pour la seconde identité, on suppose a < b et on définit f :

[
a−α
κ , b−ακ

]
→ C

par
f(t) = u(κt+ α).

Notons h = b−α
κ −

a−α
κ = b−a

κ et remarquons que f
(
a−α
κ + kh

)
= u

(
a+ k b−an

)
;

ainsi

I−n

(
f,
a− α
κ

,
b− α
κ

)
=

1

n

(
b− α
κ
− a− α

κ

) n−1∑
k=0

f

(
a− α
κ

+ kh

)

=
1

κ

b− a
n

n−1∑
k=0

u

(
a+ k

b− a
n

)
=

1

κ
I−n (u, a, b).

On conclut alors en passant à la limite dans ces égalités.

2.3.3 Comparaison

Proposition 2.3.3. Soient u, v : [a, b]→ R deux fonctions continues par morceaux
à valeurs réelles. On suppose

∀x ∈ [a, b] , u(x) ≤ v(x),

alors ∫ b

a
u(x)dx ≤

∫ b

a
v(x)dx.

Si de plus il y a un point x0 ∈ [a, b] tel que u − v est continue en x0 et u(x0) <
v(x0) alors ∫ b

a
u(x)dx <

∫ b

a
v(x)dx.

Par contraposition, on en déduit que
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Corollaire 2.3.4. Soient h : [a, b] → R une fonction continue par morceaux à
valeurs réelles. On suppose

∀x ∈ [a, b] , h(x) ≥ 0,

alors
∫ b
a h(x)dx ≥ 0 et ∫ b

a
h(x)dx = 0

si et seulement si il y a un ensemble fini a1, . . . , ad ⊂ [a, b] tel que

∀x ∈ [a, b] \ {a1, . . . , ad}, h(x) = 0.

Démonstration. On considère donc deux fonctions continues par morceaux u, v : [a, b]→
R telles que

∀x ∈ [a, b] , u(x) ≤ v(x),

On pose h(x) = v(x) − u(x). On sait que pour tout x ∈ [a, b], h(x) ≥ 0. On en
déduit que si n ∈ N∗ alors

I−n (h, a, b) =
b− a
n

n−1∑
k=0

h

(
a+ k

b− a
n

)
≥ 0.

On en déduit par passage à la limite dans ces inégalités larges que∫ b

a
h(x)dx =

∫ b

a
v(x)dx−

∫ b

a
u(x)dx ≥ 0.

On suppose de plus que h = u− v est continue en x0 et h(x0) > 0. Par continuité
de h en x0, on sait qu’il existe un intervalle 12 [α, ω] ⊂ [a, b] tel que

x ∈ [α, ω]⇒ h(x) ≥ h(x0)

2
.

On introduit alors la fonction E : [a, b]→ R définie par

E(x) =

{
0 si x 6∈ [α, ω]
h(x0)

2 si x ∈ [α, ω].

12. En effet puisque h(x0)
2

> 0, il y a un réel δ > 0 tel que

(x ∈ [a, b] & |x− x0| < δ)⇒ |h(x)− h(x0)| < h(x0)

2
,

donc

x ∈ [a, b]∩]x0 − δ, x0 + δ[ ⇒ h(x0)

2
= h(x0)− h(x0)

2
< h(x) < h(x0) +

h(x0)

2
=

3h(x0)

2
.

Il suffit de poser α = max
(
a, x0 − δ

2

)
et ω = min

(
b, x0 + δ

2

)
car on aura [α, ω] ⊂ [a, b]∩]x0 −

δ, x0 + δ[. .
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Nous avons
∀x ∈ [a, b], h(x) ≥ E(x).

Ainsi ∫ b

a
h(x)dx ≥

∫ b

a
E(x)dx.

Mais on a E = E− − E+ où

E−(x) =

{
0 si x < α
h(x0)

2 si x ≥ α
et E+(x) =

{
0 si x < ω
h(x0)

2 si x ≥ ω

Donc avec la proposition 2.2.3, nous en déduisons :∫ b

a
E(x)dx =

h(x0)

2
(ω − α) > 0.

Ainsi on a bien démontré que∫ b

a
h(x)dx ≥ h(x0)

2
(ω − α) > 0.

2.3.4 Inégalité triangulaire

Proposition 2.3.5. Soit u : I → C une fonction continue par morceaux et a, b ∈ I
alors ∣∣∣∣∫ b

a
u(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a
|u(x)|dx

∣∣∣∣ .
Démonstration. En effet si u : I → C est une fonction continue par morceaux
alors la fonction |u| : I → R+ définie par |u|(x) = |u(x)| est également continue
par morceaux. Soit n ∈ N∗ et posons ak = a + k(b − a)/n. Nous avons grâce à
l’inégalité triangulaire :

∣∣I−n (u, a, b)
∣∣ =

∣∣∣∣∣b− an
n−1∑
k=0

u(ak)

∣∣∣∣∣ ≤ |b− a|n

n−1∑
k=0

|u(ak)| =
∣∣I−n (|u|, a, b)

∣∣ .
Nous pouvons alors conclure par passage à la limite n → +∞ dans ces inégalités
larges.

2.3.5 Relation de Chasles

Proposition 2.3.6. Soit u : I → C une fonction continue par morceaux et a, b, c ∈
I alors ∫ b

a
u(x)dx =

∫ c

a
u(x)dx+

∫ b

c
u(x)dx.
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Démonstration. On se contente de le montrer pour une fonction continue g : I →
C et pour le cas où a ≤ c ≤ b. En effet le cas général s’en déduira par linéarité
car on sait que u = g +

∑d
i=1 hi où g est continue sur [a, b] et chaque hi est une

fonction de saut pour laquelle on peut appliquer la proposition 2.2.3 et conclure
que

∫ b
a hi(x)dx =

∫ c
a hi(x)dx+

∫ b
c hi(x)dx. On décompose

g = g− + g+

où

g−(x) =

{
g(x) si x < c

0 si x ≥ c
et g+(x) =

{
0 si x < c

g(x) si x ≥ c
.

Ainsi g− et g+ sont des fonctions continues par morceaux et par linéarité on a∫ b

a
g(x)dx =

∫ b

a
g−(x)dx+

∫ b

a
g+(x)dx.

Nous allons démontrer que∫ b

a
g−(x)dx =

∫ c

a
g(x)dx

et ∫ b

a
g+(x)dx =

∫ b

c
g(x)dx.

On aura alors démontré la relation de Chasles. On ne démontre que la première
identité. On a ∫ b

a
g−(x)dx = lim

n→+∞
I−n (g−, a, b)

où en posant toujours ak = a+ (b− a)/n :

I−n (g−, a, b) =
b− a
n

n−1∑
k=0

g−(ak) =
b− a
n

K(n)−1∑
k=0

g(ak)

où K(n) est l’entier défini par

aK(n)−1 < c ≤ aK(n),

car g−(x) = 0 ⇔ x ≥ c ; donc K(n) est le plus petit entier k tel que ak ≥ c. En
utilisant la formule définissant aK(n) on en déduit que si on introduit

γ =
c− a
b− a

alors
γn < K(n) ≤ γn+ 1.
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On en déduit que

lim
n→+∞

K(n)

n
= γ.

On compare alors I−n (g−, a, b) et I−K(n)(g
−, a, c) = I−K(n)(g, a, c) Posons αk =

a+ k c−a
K(n) , on a donc

I−K(n)(g
−, a, c) = I−K(n)(g, a, c) =

c− a
K(n)

K(n)−1∑
k=0

g(αk).

∣∣∣∣I−n (g−, a, b)− K(n)

γn
I−K(n)(g, a, c)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣b− an
K(n)−1∑
k=0

g(ak)−
b− a
n

K(n)−1∑
k=0

g(αk)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣b− an
K(n)−1∑
k=0

g(ak)− g(αk)

∣∣∣∣∣∣
≤ b− a

n

K(n)−1∑
k=0

|g(ak)− g(αk)|

Or g est continue sur le segment [a, b] donc uniformément continue et on peut
considérer son module de continuité

ω(δ) = sup {|g(x)− g(y)| ; x, y ∈ [a, b], |x− y| ≤ δ} .

Et puisque pour k = 0, . . . ,K(n)− 1 :

|ak − αk| = k
b− a
n
− k c− a

K(n)

=
k(b− a)

nK(n)

(
K(n)− c− a

b− a
n

)
=
k(b− a)

nK(n)
(K(n)− γn)

≤ k(b− a)

nK(n)
≤ b− a

n

Où on a utilisé dans la dernière inégalité k ≤ K(n), et dans l’inégalité précédente
γn < K(n) ≤ γn+ 1. On en déduit que

∣∣∣∣I−n (g−, a, b)− K(n)

γn
I−K(n)(g, a, c)

∣∣∣∣ ≤ b− a
n

K(n)−1∑
k=0

ω

(
b− a
n

)
≤ b− a

n
K(n)ω

(
b− a
n

)
≤ b− a

n
(nγ + 1)ω

(
b− a
n

)
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Ce qui permet d’en déduire

lim
n→+∞

I−n (g−, a, b)− K(n)

γn
I−K(n)(g, a, c) = 0

et puisque

lim
n→+∞

K(n)

γn
= 1

on en déduit∫ b

a
g−(x)dx = lim

n→+∞
I−n (g−, a, b) = lim

n→+∞
I−K(n)(g, a, c) =

∫ c

a
g(x)dx.

2.3.6 Théorème fondamental de l’analyse

Proposition 2.3.7. Soit f : I → C une fonction continue et a ∈ I , on définit
F : I → C par

F (x) =

∫ x

a
f(t)dt.

Alors F est dérivable sur l’intervalle I et F ′ = f .

Démonstration. On considère donc x0 ∈ I et h ∈ R tel que x0 +h ∈ I , on a alors,
avec la relation Chasles :

F (x0 + h)− F (x0) =

∫ x0+h

a
f(t)dt−

∫ x0

a
f(t)dt

=

∫ x0

a
f(t)dt+

∫ x0+h

x0

f(t)dt−
∫ x0

a
f(t)dt

=

∫ x0+h

x0

f(t)dt.

Puis hf(x0) =
∫ x0+h
x0

f(x0)dt, d’où

|F (x0 + h)− F (x0)− hf(x0)| =
∣∣∣∣∫ x0+h

x0

(f(t)− f(x0)) dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ x0+h

x0

|f(t)− f(x0)| dt
∣∣∣∣ .

Soit ε > 0 ; par continuité de f en x0, il existe un réel δ > 0, tel que

x ∈ I∩ ]x0 − δ, x0 + δ[⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.
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Soit maintenant h ∈ R tel que |h| < δ et x0 + h ∈ I , on en déduit que si t
appartient à l’intervalle délimité par x0 et x0 + h alors |t − x0| ≤ |h| < δ donc
|f(t)− f(x0)| < ε. On en conclut donc que

|F (x0 + h)− F (x0)− hf(x0)| ≤ |h|ε.

On a démontré que pour tout ε > 0, il existe un réel δ > 0, tel que pour tout réel
h ∈ R vérifiant 0 < |h| < δ et x0 + h ∈ I alors∣∣∣∣F (x0 + h)− F (x0)

h
− f(x0)

∣∣∣∣ ≤ ε.
On a bien démontré que F est dérivable en x0 et que F ′(x0) = f(x0).

Remarque 2.3.8. La même preuve montre que Si f : I → C est une fonction
continue par morceaux et a ∈ I , alors la fonction F : I → C définie par

F (x) =

∫ x

a
f(t)dt

est dérivable à droite et à gauche en tout point de I et

∀x ∈ I, F ′(x+) = f(x+) et F ′(x−) = f(x−).

2.3.7 Applications aux calculs de certaines limites

i) On a limn→+∞
∑2n

k=n
1
k = ln(2), en effet

2n∑
k=n

1

k
=

n∑
`=0

1

n+ `
=

1

2n
+

1

n

n∑
`=0

n

n+ `
=

1

2n
+

1

n

n∑
`=0

1

1 + `
n

.

Donc
2n∑
k=n

1

k
=

1

2n
+ I−n (f, 0, 1)

où f(x) = 1
1+x = d

dx ln(1 + x). Puisque f est continue, on a donc

lim
n→+∞

2n∑
k=n

1

k
= 0 +

∫ 1

0
f(x)dx = [ln(1 + x)]10 = ln(2).

ii) On a limn→+∞
∑n

k=0
n

n2+k2
= π

4 , en effet on a

n∑
k=0

n

n2 + k2
=

n−1∑
k=0

n

n2 + k2
+

1

2n
=

1

n

n−1∑
k=0

1

1 +
(
k
n

)2 +
1

2n
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donc
n∑
k=0

n

n2 + k2
= I−n (g, 0, 1) +

1

2n

où g(x) = 1
1+x2

= d
dx arctan(x). Donc

lim
n→+∞

n∑
k=0

n

n2 + k2
=

∫ 1

0
g(x)dx+ 0 = [arctan(x)]10 = arctan(1) =

π

4
.

iii) On a limn→+∞
1
n
n
√
n! = 1

e .

En effet

ln

(
1

n
n
√
n!

)
= − ln(n)+ln

(
n
√
n!
)

= − ln(n)+
1

n
ln (n!) = − ln(n)+

1

n

n∑
k=1

ln(k).

On a donc

ln

(
1

n
n
√
n!

)
= − ln(n) +

1

n

n∑
k=1

ln(k)

=
1

n

(
n∑
k=1

ln(k)− n ln(n)

)

=
1

n

n∑
k=1

(ln(k)− ln(n))

=
1

n

n∑
k=1

ln

(
k

n

)
= I+

n (ln, 0, 1).

Nous avons ici un problème car la fonction ln n’est pas continue sur [0, 1],
néanmoins en utilisant la fait que cette fonction est croissante sur ]0, 1], nous
obtenons facilement :∫ k

n

k−1
n

ln(x)dx ≤ 1

n
ln

(
k

n

)
≤
∫ k+1

n

k
n

ln(x)dx,

on en déduit l’encadrement :

1

n
ln

(
1

n

)
+

∫ 1

1
n

ln(x)dx ≤ I+
n (ln, 0, 1) ≤

∫ n+1
n

1
n

ln(x)dx

En utilisant ln(x) = d
dx (x ln(x)− x), on a∫ 1

1
n

ln(x)dx = [x ln(x)− x]11
n

= −1 +
1

n
ln(n) +

1

n
.
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On peut alors conclure, avec le théorème des gendarmes, que

lim
n→+∞

ln

(
1

n
n
√
n!

)
= −1,

Le résultat anoncé est alors un corollaire de la continuité de la fonction exp en
−1.

lim
n→+∞

1

n
n
√
n! = lim

n→+∞
eln( 1

n
n√
n!) = elimn→+∞ ln( 1

n
n√
n!) = e−1.

Il existe en fait un résultat plus précis concernant l’asymptotique de la suite
(n!). Il s’agit de la formule de Stirling :

n! ∼n→+∞

(n
e

)n√
2πn.

2.4 Formule de Taylor-Lagrange et quelques applications

On rappelle ici l’égalité des accroissements finis :
Soit f : [a, b]→ R une fonction continue, on suppse f dérivable sur ]a, b[ alors

il existe un réel c ∈]a, b[ tel que

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

La formule de Taylor-Lagrange est une extension de ce résultat

Théorème 2.4.1. Soit f : [a, b]→ R une fonction que l’on suppose n fois dérivable
sur [a, b] tel que f (n) est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ alors il existe un
réel c ∈]a, b[ tel que

f(b) = f(a)+f ′(a)(b−a)+
(b− a)2

2
f ′′(a)+· · ·+(b− a)n

n!
f (n)(a)+

(b− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c).

Démonstration. Soit donc f : [a, b] → R une telle fonction on introduit alors la
fonction

Φ(x) = f(x)− f(a) +
n∑
`=1

(b− x)`

`!
f (`)(x) +A

(b− x)n+1

(n+ 1)!
.

Où le réel A est choisi afin que Φ(a) = Φ(b). C’est à dire :

Φ(b)− Φ(a) = f(b)− f(a)−
n∑
`=1

(b− a)`

`!
f (`)(a)−A (b− a)n+1

(n+ 1)!
.

La fonction Φ est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ alors il existe un réel
c ∈]a, b[ tel que

0 = Φ(b)− Φ(a) = Φ′(c)(b− a).
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Calculons maintenant la dérivée de la fonction Φ. On a

Φ(x) = f(x)− f(a) +
n∑
`=1

v`(x) +A
(b− x)n+1

(n+ 1)!

où

v`(x) =
(b− x)`

`!
f (`)(x).

En particulier

v′`(x) =

(
(b− x)`

`!

)′ (
f (`)(x

)
+

(
(b− x)`

`!

)(
f (`)(x)

)′
= −(b− x)`−1

(`− 1)!
f (`)(x) +

(b− x)`

`!
f (`+1)(x)

= −u`−1(x) + u`(x),

avec u`(x) = (b−x)`

`! f (`+1)(x). De plus

d

dx

(b− x)n+1

(n+ 1)!
= −n(b− x)n

(n+ 1)!
= −(b− x)n

n!
.

Ainsi

Φ′(x) = f ′(x)+

n∑
`=1

(u`(x)− u`−1(x) )−A(b− x)n

n!
= f ′(x)+un(x)−u1(x)−A(b− x)n

n!
,

compte tenu du fait que u1(x) = f ′(x) et que un(x) = (b−x)n

n! f (n+1)(x), on en
déduit

Φ′(x) =
(b− x)n

n!
f (n+1)(x)−A(b− x)n

n!
=

(b− x)n

n!

(
f (n+1)(x)−A

)
.

Ainsi c vérifie l’équation Φ′(c) = 0 et puisque b− c 6= 0, nous en déduisons :

f (n+1)(c) = A

ce qui, compte tenu de la définition de A :

f(b) = f(a) +
n∑
`=1

(b− a)`

`!
f (`)(a) +A

(b− a)n+1

(n+ 1)!
,

montre le résultat voulu.
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2.4.1 Formule et inégalité de Taylor-Lagrange

On en déduit l’inégalité de Taylor-Lagrange :

Théorème 2.4.2. Soit f : [a, b]→ C une fonction que l’on suppose n fois dérivable
sur [a, b] tel que f (n) est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. On suppose que
pour tout réel c ∈]a, b[ :

|f (n+1)(x)| ≤M

alors ∣∣∣∣∣f(b)− f(a)−
n∑
`=1

(b− a)`

`!
f (`)(a)

∣∣∣∣∣ ≤M (b− a)n+1

(n+ 1)!
.

A priori la formule de Taylor-Lagrange ne donne le résultat que pour les fonc-
tions à valeurs réelles. Pour obtenir cette inégalité pour une fonction à valeurs
complexes, on procède comme dans la note en bas de la page 7.

2.4.2 Formule de Taylor avec reste intégrale ou formule de Taylor-
Mac Laurin

Théorème 2.4.3. Soit f : [a, b] → R une fonction que l’on suppose n + 1 fois
dérivable sur [a, b] tel que f (n+1) est continue sur [a, b]. Alors

f(b) = f(a)+f ′(a)(b−a)+
(b− a)2

2
f ′′(a)+· · ·+(b− a)n

n!
f (n)(a)+

∫ b

a

(b− x)n

n!
f (n+1)(x)dx

Démonstration. On introduit la fonction :

Ψ(x) = f(x)− f(a) +

n∑
`=1

(b− x)`

`!
f (`)(x).

Cette fonction est dérivable et le calcul précédent montre que

Ψ′(x) =
(b− x)n

n!
f (n+1)(x).

Ainsi Ψ′ est continue et le théorème fondamental de l’analyse nous apprend que

Ψ(b)−Ψ(a) =

∫ b

a
Ψ′(x)dx =

∫ b

a

(b− x)n

n!
f (n+1)(x)dx.

Or

Ψ(b)−Ψ(a) = f(b)− f(a)−
n∑
`=1

(b− a)`

`!
f (`)(a),

Ces deux dernières identités montrent la formule de Taylor avec reste intégral.
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2.4.3 Un encadrement de
√
2 (d’après L. Euler)

On considère la fonction f : ]−∞, 1[→ R définie par

f(x) =
1√

1− x
= (1− x)−

1
2 .

C’est une fonction C∞ (c’est à dire infiniment dérivable). Et un calcul facile 13

montre que

f ′(x) =
1

2
(1− x)−

3
2 , f ′′(x) =

1

2

3

2
(1− x)−

5
2

f ′′′(x) =
1

2

3

2

5

2
(1− x)−

7
2 , . . .

f (n)(x) =
1

2

3

2
. . .

2n− 1

2
(1− x)−

2n+1
2 .

Soit x ∈ [0, 1[, pour t ∈ [0, x], nous avons

0 ≤ f (n+1)(t) ≤ f (n+1)(x) =
1

2

3

2
. . .

2n+ 1

2
(1−x)−

2n+3
2 ≤ 1× 3× · · · × (2n+ 1)

2n+1
(1−x)−

2n+3
2 .

Pour x = 1
50 , nous avons

f(x) =

(
49

50

)− 1
2

=

(
50

49

) 1
2

=

(
52 × 2

72

) 1
2

=
5

7

√
2 =

√
2

1.4
.

Posons

un =
1

(50)nn!
f (n)(0) =

1

2

3

2
. . .

2n− 1

2

1

(50)nn!
= 1×3×· · ·×(2n−1)

1

n! 100n
.

La formule de Taylor-Lagrange montre donc qu’il existe un réel c ∈
]
0, 1

50

[
tel que

f

(
1

50

)
=

√
2

1.4
=

n∑
`=0

u` + 1× 3× · · · × (2n− 1)
1

n! 100n
(1− c)−

2n+3
2 .

Ceci montre que la série de terme général un converge car pour tout entier n :

0 ≤
n∑
`=0

u` ≤
√

2

1.4
.

De plus

0 ≤
√

2

1.4
−

n∑
`=0

u` ≤ 1× 3× · · · × (2n+ 1)
1

n! 100n

(
1− 1

50

)− 2n+3
2

.

13. basé sur d
dx

(1− x)−α = α(1− x)−α−1..
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Si on définit εn = 1 × 3 × · · · × (2n + 1) 1
n! 100n

(
1− 1

50

)− 2n+3
2 , cela définit une

suite de réels strictement positif et alors on calcule

εn
εn−1

=
2n+ 1

n

1

100

(
1− 1

50

)−1

=
2n+ 1

n

1

100

50

49
≤ 1

25
.

Ceci garantit que la suite (εn) converge vers 0 et donc

√
2

1.4
=

+∞∑
n=0

un.

Pour n = 1, nous avons l’estimation

0 ≤
√

2

1.4
− 1 ≤ 1

49

√
2

1.4

On en déduit √
2

1.4
− 1

49

√
2

1.4
≤ 1

D’où

1 ≤
√

2

1.4
≤ 1 +

1

48
.

2.4.4 L’exponentielle

On sait que exp est une fonction C∞ sur R et que exp′ = exp . Sur l’intervalle
]−∞, R], la dérivée nieme de la fonction exp est borné par eR :

∀x ∈]−∞, R],

∣∣∣∣ dndxn exp(x)

∣∣∣∣ ≤ eR.
Ainsi, on en déduit que si x ∈]−∞, R] alors∣∣∣∣∣ex −

n−1∑
`=0

x`

`!

∣∣∣∣∣ ≤ |x|nn!
eR.

Puisque

lim
n→∞

|x|n

n!
= 0

on en déduit que la série de terme général x
n

n! converge et

+∞∑
`=0

x`

`!
= ex.

Ceci étant valide pour tout R > 0 et tout x ≤ R. On en déduit que l’identité est
valide pour tout x ∈ R.
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2.4.5 Une estimation de (1 + x)n.

Démontrer que si x ∈
]
0, 1

n−1

[
alors 14

1 + nx ≤ (1 + x)n ≤ 1 + x

1− (n− 1)x
.

2.5 Calcul approché des intégrales

Vous avez vu et appris en L1 plusieurs méthodes exactes pour déterminer la
valeur d’une intégrale. Il y a en fait très peu de fonctions dont on peut déterminer
de façon exacte l’intégrale sur un segment et même dans les cas où si cela est
possible il peut être être très long de mener à terme le calcul. Le calcul de l’intégrale
d’une fonction a parfois besoin d’être fait très rapidement et pour cela il convient
d’implémenter dans un ordinateur des méthodes de calcul approché.

2.5.1 Méthode des rectangles

Proposition 2.5.1. Soit f : [a, b]→ C une fonction de classe C1 et

M1 = sup{|f ′(x)| ; x ∈ [a; b]}.

Alors ∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx− b− a

n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

) ∣∣∣∣∣ ≤ M1

2n
(b− a)2 .

Démonstration. Pour k ∈ {0, . . . , n}, on définit ak = a+ k b−an .

∫ b

a
f(x)dx− b− a

n

n−1∑
k=0

f (ak) =

n−1∑
k=0

∫ ak+1

ak

f(x)dx−
n−1∑
k=0

∫ ak+1

ak

f (ak) dx

=
n−1∑
k=0

∫ ak+1

ak

(f(x)− f(ak)) dx.

14. Solution : On utilise juste l’égalité des accroissements finis : si x > 0 il y a un réel c ∈]0, x[
tel que

(1 + x)n = 1 + nx(1 + c)n−1.

On en déduit (1 + x)n ≥ 1 + nx. Et aussi

(1 + x)n ≤ 1 + nx(1 + x)n−1 = 1 + nx
(1 + x)n

1 + x
.

D’où

(1 + x)n − nx (1 + x)n

1 + x
= (1 + x)n

1 + x− nx
1 + x

≤ 1.
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Avec l’inégalité triangulaire, nous en déduisons :∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx− b− a

n

n−1∑
k=0

f (ak)

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

∣∣∣∣∫ ak+1

ak

(f(x)− f(ak)) dx.

∣∣∣∣
≤

n−1∑
k=0

∫ ak+1

ak

|f(x)− f(ak)| dx.

Mais grâce à l’inégalité des accroissements finis, nous savons que |f(x)− f(ak)| ≤
M1|x− ak| d’où∫ ak+1

ak

|f(x)− f(ak)| dx ≤M1

∫ ak+1

ak

M1|x− ak|dx

≤M1

[
(x− ak)2

2

]ak+1

ak

= M1
(ak+1 − ak)2

2

≤ M1(b− a)2

2n2
.

En sommant ces inégalités, nous obtenons :∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx− b− a

n

n−1∑
k=0

f (ak)

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

M1(b− a)2

2n2
=
M1(b− a)2

2n
.

2.5.2 Méthodes des trapèzes

L’idée est ici d’approximmer l’intégrale de f sur l’intervalle [ak, ak+1] par
l’aire du trapèze de base le segment [ak, ak+1] et de sommets les points (ak, f(ak))
et (ak+1, f(ak+1)), ce trapèze a une aire égale à

(ak+1 − ak)
f(ak+1) + f(ak)

2
.
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Soit n ∈ N∗, et on pose pour k = 0, 1, . . . , n : ak = a+ k b−an . On veut comparer∫ b
a f(x)dx à

n−1∑
k=0

(ak+1 − ak)
f(ak+1) + f(ak)

2
=

1

2

(
I−n (f, a, b) + I+

n (f, a, b)
)
.

Proposition 2.5.2. Soit f : [a, b]→ C une fonction de classe C2 et

M2 = sup{|f ′′(x)| ; x ∈ [a; b]}.

Alors∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx− b− a

n

(
f(a) + f(b)

2
−
n−1∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

) ) ∣∣∣∣∣ ≤ M2

12n2
(b− a)3 .

Démonstration. On commence par comparer
∫ ak+1

ak
f(x)dx à (ak+1−ak)f(ak+1)+f(ak)

2 .
Pour cela on introduit les fonctions

ϕ(x) = x− ak + ak+1

2
et Ψ(x) =

∫ x

ak

ϕ(t)dt.

On a en particulier Ψ(ak) = Ψ(ak+1) = 0 et ϕ(ak) = −ϕ(ak+1) =
ak+1−ak

2 . En
intégrant deux fois par parties, nous obtenons :∫ ak+1

ak

f(x)dx = [ϕ(x)f(x)]ak+1
ak
−
∫ ak+1

ak

ϕ(x)f ′(x)dx

= (ak+1 − ak)
f(ak+1) + f(ak)

2
−
∫ ak+1

ak

Ψ′(x)f ′(x)dx

= (ak+1 − ak)
f(ak+1) + f(ak)

2
−
[
Ψ(x)f ′(x)

]ak+1

ak
+

∫ ak+1

ak

Ψ(x)f ′′(x)dx

= (ak+1 − ak)
f(ak+1) + f(ak)

2
+

∫ ak+1

ak

Ψ(x)f ′′(x)dx. (?)

On en déduit∣∣∣∣∫ ak+1

ak

f(x)dx− (ak+1 − ak)
f(ak+1) + f(ak)

2

∣∣∣∣ ≤ ∫ ak+1

ak

|Ψ(x)f ′′(x)|dx

≤M2

∫ ak+1

ak

|Ψ(x)|dx.

Il reste à faire le calcul de
∫ ak+1

ak
|Ψ(x)|dx ; on trouve 15∫ ak+1

ak

|Ψ(x)|dx =
(b− a)3

12n3
.

15. Le plus simple est de remarquer la fonction Ψ est négative et si on applique l’identité (?)
obtenu plus haut à la fonction f(x) = (x− ak)2/2, nous obtenons :

(ak+1 − ak)3

6
=

∫ ak+1

ak

f(x)dx = (ak+1 − ak)
(ak+1 − ak)3

4
+

∫ ak+1

ak

Ψ(x)dx.



2.6. LONGUEUR DES COURBES PLANES 77

On en déduit donc∣∣∣∣∫ ak+1

ak

f(x)dx− (ak+1 − ak)
f(ak+1) + f(ak)

2

∣∣∣∣ ≤M2
(b− a)3

12n3
.

Le résultat est alors une conséquence de l’inégalité triangulaire :

|
∫ b

a
f(x)dx− b− a

2n
( f(a) + f(b) )−

n−1∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
|

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

( ∫ ak+1

ak

f(x)dx− (ak+1 − ak)
f(ak+1) + f(ak)

2

) ∣∣∣∣∣
≤

n−1∑
k=0

∣∣∣∣ ∫ ak+1

ak

f(x)dx− (ak+1 − ak)
f(ak+1) + f(ak)

2

∣∣∣∣
≤ nM2

(b− a)3

12n3
= M2

(b− a)3

12n2

Autres méthodes

Il existe d’autres méthodes, par exemple la méthode dite du point milieu qui
consiste à approximmer

∫ ak+1

ak
f(x)dx par (ak+1 − ak)f

(
ak+1+ak

2

)
. Cette mé-

thode est du même ordre que celle des trapèze.

2.6 Longueur des courbes planes

2.6.1 Vocabulaire

Une application

γ : I → R2

t 7→ (x(t), y(t))

est dite de continue (resp. de classe Ck) si les fonctions x, y : I → R sont continues
(resp. de classe Ck). On dit que γ est un arc paramétré ou une courbe continu(e)
(resp. de classe Ck).

Remarque 2.6.1. Il faut distinguer l’arc paramétré ou la courbe de son image,
par exemple si M0 = (x0, y0) et M1 = (x1, y1) sont deux points du plan on peut
paramétrer le segment [M0,M1] par γ : [0, 1]→ R2 définie par

γ(t) = M0 + t
−−−−→
M0M1 = ((x0 + t(x1 − x0), y0 + t(y1 − y0)) ,
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ou par par γ̂ : [0, 1]→ R2 définie par

γ̂(t) = M0 + t2
−−−−→
M0M1 =

(
(x0 + t2(x1 − x0), y0 + t2(y1 − y0)

)
.

Mais on pourrait aussi faireN -aller-retour sur ce segment, à l’aide de cN : [0, 1]→
R2 défini par

cN (t) = M0 + sin2 (Nπ t)
−−−−→
M0M1

=
(
x0 + sin2 (Nπ t) (x1 − x0), y0 + sin2 (Nπ t) (y1 − y0)

)
.

2.6.2 Définition

Soit γ : [a, b] → R2 un arc paramétré et σ ⊂ [a, b] une subdivision de l’inter-
valle [a, b] : C’est à dire σ = {t0, t1, . . . , td} où a = t0 < t1 < · · · < td−1 < td.
On lui associe la longueur de la ligne polygonale joignant les points γ(ti) :

LP (σ, γ) =

d−1∑
j=0

∥∥∥−−−−−−−−→γ(ti−1)γ(ti)
∥∥∥ =

d−1∑
j=0

d (γ(ti−1), γ(ti)) .

Où si ~u = (a, b) on a noté ‖~u‖ =
√
a2 + b2. Grâce à l’inégalité triangulaire,il n’est

pas difficile 16 de démontrer que si σ′ ⊃ σ est une subdivision plus fine que σ alors

LP (σ, γ) ≤ LP (σ′, γ).
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16. C’est juste pénible à écrire !
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Définition 2.6.2. On dira qu’une courbe γ : [a, b] → R2 est rectifiable si l’en-
semble

{LP (σ, γ) , σ subdivision de [a, b]}

est majoré. Dans ce cas on appelle longueur de γ :

L(γ) = sup {LP (σ, γ) , σ subdivision de [a, b]} .

Remarques 2.6.3. i) Avec cette définition, il est clair que le chemin le plus court
pour aller d’un point A à un point B est la ligne droite. Car si γ : [a, b]→ R2

est une courbe joignant A à B :

γ(a) = A et γ(b) = B ;

alors σ = {a, b} est une subdivision de [a, b] et donc nécessairement :

‖
−−→
AB‖ = LP (σ, γ) ≤ L(γ).

ii) Exercice : Si ϕ : [c, d] → [a, b] est une bijection continue, montrer que
γ : [a, b] → R2 est rectifiable si et seulement si γ ◦ ϕ : [c, d] → R2 est rec-
tifiable 17 et

L(γ) = L(γ ◦ ϕ).

2.6.3 Formule pour une courbe plane de classe C1

Théorème 2.6.4. Soit γ : [a, b] → R2 une courbe de classe C1 alors γ est recti-
fiable et

L(γ) =

∫ b

a
‖γ′(t)‖ dt.

17. En fait, on peut démontrer qu’il suffit pour cela que ϕ : [c, d]→ [a, b] soit continue, monotone
et surjective.
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Cette dernière formule doit être intuitivement évidente, puisque γ′(t) repré-
sente le vecteur vitesse et ‖γ′(t)‖ son intensité, c’est à dire la vitesse instantanée
qui est égale à la dérivée par rapport à t de la longueur parcourue :

‖γ′(t)‖ =
d

dt
L
(

(γ|[a,t]
)
.

Démonstration. Soit donc γ : [a, b] → R2 une courbe de classe C1. Montrons
d’abord que γ est rectifiable.

Soit [α, β] ⊂ [a, b], alors

∥∥∥−−−−−−→γ(α)γ(β)
∥∥∥ ≤ ∫ β

α
‖γ′(t)‖ dt.

Ceci est en effet un corollaire du fait que le module de l’intégrale est inférieure à
l’intégrale du module lorsqu’on identifie le plan R2 à C et que l’on voit que 18

−−−−−−→
γ(α)γ(β) =

∫ β

α
γ′(t) dt.

On peut aussi redémontrer cela d’une autre façon : si γ(α) = γ(β) le résultat est
évident. Supposons donc que γ(α) 6= γ(β) et posons

−−−−−−→
γ(α)γ(β) = ρ~u

où ‖~u‖ = 1 , ainsi ρ =
∥∥∥−−−−−−→γ(α)γ(β)

∥∥∥. On définit alors ϕ : [a, b]→ R par 19

ϕ(t) =
−−−−−→
γ(α)γ(t).~u .

ϕ est de classe C1 et
ϕ′(t) = γ′(t).~u.

Ainsi
ϕ′(t) ≤ |ϕ′(t)| ≤ ‖γ′(t)‖ ‖~u‖ = ‖γ′(t)‖.

Et en intégrant nous trouvons

ϕ(b)− ϕ(a) = ϕ(b) = ρ =
∥∥∥−−−−−−→γ(α)γ(β)

∥∥∥ ≤ ∫ β

α
‖γ′(t)‖ dt.

18. Si γ(t) = (x(t), y(t)) l’intégrale
∫ β
α
γ′(t) dt est calculé composante par composante :∫ β

α

γ′(t) dt =

(∫ β

α

x′(t) dt ,

∫ β

α

y′(t) dt

)
.

19. On note ~v.~u le produit scalaire d’un vecteur ~v et d’un vecteur ~u.
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Cette seconde preuve a l’avantage de fournir le cas d’égalité : on a
∥∥∥−−−−−−→γ(α)γ(β)

∥∥∥ =∫ β
α ‖γ

′(t)‖ dt si et seulement si il y a une fonction ψ : [α, β] → [0, 1] continue
surjective croissante 20 tel que

γ(t) = γ(α) + ψ(t)
−−−−−−→
γ(α)γ(β).

Revenons maintenant à notre problème et démontrons que γ est rectifiable.
Soit σ = {t0, t1, . . . , td} une subdivision de [a, b] ; on a démontré que pour tout
i ∈ {0, 1, . . . , d− 1} :

∥∥∥−−−−−−−−→γ(ti−1)γ(ti)
∥∥∥ ≤ ∫ ti

ti−1

‖γ′(t)‖ dt.

Ainsi en sommant ces inégalités et avec la relation de Chasles, nous obtenons :

LP (σ, γ) =
d−1∑
j=0

∥∥∥−−−−−−−−→γ(ti−1)γ(ti)
∥∥∥ ≤ ∫ b

a
‖γ′(t)‖ dt.

Ainsi le réel
∫ b
a ‖γ

′(t)‖ dt est un majorant de l’ensemble

{LP (σ, γ) , σ subdivision de [a, b]} .

Donc γ est rectifiable et

L(γ) ≤
∫ b

a
‖γ′(t)‖ dt.

Il s’agit maintenant de démontrer l’inégalité inverse. Pour cela on utilise le
fait que γ′ : [a, b] → R2 est continue et donc d’après le théorème de Heine γ′ est
uniformément continue. On introduit alors son module de continuité :

ω(δ) = sup
{
d(γ′(t), γ′(s)) , s, t ∈ [a, b] & |s− t| ≤ δ

}
.

Soit n ∈ N∗ et σn la subdivision régulière de pas (b− a)/n :

σn =

{
ak = a+ k

b− a
n

, k = 0, 1, . . . , n− 1, n

}
On a pour k = 0, 1, . . . , n− 1 :

−−−−−−−−−→
γ(ak)γ(ak+1)− (ak+1 − ak)γ′(ak) =

∫ ak+1

ak

(
γ′(t)− γ′(ak)

)
dt.

20. ici u(t) = 1
ρ

∫ t
α
‖γ′(s)‖ ds.
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Et donc∥∥∥−−−−−−−−−→γ(ak)γ(ak+1)− (ak+1 − ak)γ′(ak)
∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ ak+1

ak

(
γ′(t)− γ′(ak)

)
dt

∥∥∥∥
≤
∫ ak+1

ak

∥∥γ′(t)− γ′(ak)∥∥ dt
≤
∫ ak+1

ak

ω(|t− ak|)dt ≤
∫ ak+1

ak

ω(ak+1 − ak)dt

≤ b− a
n

ω

(
b− a
n

)
.

Mais −‖~u‖+ ‖~v‖ ≤ |‖~u‖ − ‖~v‖| ≤ ‖~u− ~v‖ on en déduit

−
∥∥∥−−−−−−−−−→γ(ak)γ(ak+1)

∥∥∥+
b− a
n
‖γ′(ak)‖ ≤

b− a
n

ω

(
b− a
n

)
.

Posons v(t) = ‖γ′(t)‖. En sommant ces inégalités, nous obtenons alors :

−LP (σn, γ) + I−n (v, a, b) ≤ (b− a)ω

(
b− a
n

)
D’où

I−n (v, a, b) ≤ (b− a)ω

(
b− a
n

)
+ LP (σn, γ) ≤ (b− a)ω

(
b− a
n

)
+ L(γ).

Or γ′ est uniformément continue donc limn→+∞(b− a)ω
(
b−a
n

)
= 0 et en passant

à la limite dans ces inégalités larges, nous obtenons :∫ b

a
‖γ′(t)‖ dt = lim

n→+∞
I−n (v, a, b) ≤ L(γ).

2.6.4 Quelques calculs de longueur

a) Un segment : si A et B sont deux points du plan et si on paramètre le segment
[A,B] par

γ(t) = A+ t
−−→
AB, t ∈ [0, 1]

on a γ′(t) =
−−→
AB et donc L(γ) = ‖

−−→
AB‖ = d(A,B).

b) Un arc de cercle : On paramètre un arc de cercle de rayon R par

c(t) = (x0 +R cos(t), y0 +R sin(t)), t ∈ [θ, ϕ]

où (x0, y0) sont les coordonnées du centre du cercle. On a c′(t) = (−R sin(t), R cos(t))
donc ‖c′(t)‖ = R et donc

L(c) = R(ϕ− θ).
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c) un bout de chaînette : On paramètre un bout du graphe de la fonction cosh
par

f(t) = (t, cosh(t)), t ∈ [−a, a]

alors f ′(t) = (1, sinh(t)) et ‖f ′(t)‖2 = 1 + sinh2(t) = cosh2(t) donc

L(f) =

∫ a

−a
cosh(t)dt = 2 sinh(a).

d) Un bout de cycloïde : La cycloïde est la courbe décrite par la valve d’une roue
de vélo.

g(t) = (Rt−R sin(t), R(1− cos(t))) , t ∈ [0, π]
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Un tour de roue

On a g′(t) = (R(1− cos(t)), R sin(t)) donc

‖g′(t)‖2 = R2
(
(1− cos(t))2 + sin2(t)

)
= R2

(
1− 2 cos(t) + cos2(t) + sin2(t)

)
= 2R2(1− cos(t))

= 4R2 sin2

(
t

2

)
.

Donc

‖g′(t)‖ = 2R

∣∣∣∣sin( t2
)∣∣∣∣ ,

mais sur l’intervalle [0, 2π] la fonction t 7→ sin
(
t
2

)
est positive donc ‖g′(t)‖ =

2R sin
(
t
2

)
et

L(g) = 2R

∫ 2π

0
sin

(
t

2

)
dt = 4R

[
cos

(
t

2

)]2π

0

= 8R.

En conclusion lorsque la roue de vélo fait un tour sur la route et donc le vélo
avance de 2πR, la valve parcourt 8R.
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Appendice 1 : Preuve du théorème de Heine

On considère donc f : [a, b]→ C une fonction continue. On raisonne par l’ab-
surde en supposant que f n’est pas uniformément continue. Il y a alors un réel
ε > 0 tel que pour tout δ > 0, on trouve xδ, yδ ∈ [a, b] tel que |xδ − yδ| < δ mais
|f(xδ)− (yδ)| ≥ ε.

Pour n ∈ N, on trouve donc un = x2−n et vn = x2−n tel que |un − vn| < 2−n

mais |f(un)− f(vn)| ≥ ε.
On reprend alors une partie du schéma de la preuve du théorème de Cauchy.

Pour chaque entier n ∈ N, on considère l’ensemble des valeurs prises par la suite
(un) à partir du rang n :

An = {u`; ` ∈ N et ` ≥ n} = {un, un+1, un+2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .}

C’est une partie non vide majorée par b, elle admet donc une borne supérieure :

bn = supAn.

Remarquons que An+1 ⊂ An, ainsi bn est un majorant de An+1 et puisque par
définition bn+1 = supAn+1 est le plus petit des majorants de An+1, nous en dé-
duisons

bn+1 ≤ bn.

La suite (bn) est donc décroissante minorée par a, elle est donc convergente, on
pose β = limn→+∞ bn.

Soit n ∈ N. Par caractérisation de la borne supérieure, il y a un entier k(n) ≥ n
tel que

bn −
1

2n
< uk(n) ≤ bn.

Posons wn = uk(n) et zn = vk(n). On a donc pour tout entier n

bn −
1

2n
< wn ≤ bn .

Et le théorème des gendarmes assure que la suite (wn) converge vers β :

β = lim
n→+∞

wn.

De plus k(n) ≥ n, et donc nous avons

|wn − zn| ≤
1

2k(n)
≤ 1

2n
.

On en déduit également :
β = lim

n→+∞
zn.

Par continuité de f en β, nous en déduisons

lim
n→+∞

|f(wn)− f(zn)| = 0 ;
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ce qui est en contradiction avec l’hypothèse faite

|f(uk(n))− f(vk(n))| = |f(wn)− f(zn)| ≥ ε.

et le passage à la limite dans les inégalités larges qui impliquerait

lim
n→+∞

|f(wn)− f(zn)| ≥ ε.



86 CHAPITRE 2. L’INTÉGRALE :



Chapitre 3

Espaces vectoriels Normés

Avant propos

Vous avez étudié de façon extensive les limites de suites à valeurs réelles ou
complexes. On va étudier ici les suites à valeurs dans R2,R3, . . . ,Rk. Et la fin
de cette leçon, nous allons démontré un résultat analogue à celui que vous avez
découvert en Analyse 1 :

Une fonction continue sur un intervalle fermé borné y est bornée et atteint ses
bornes.

pour les fonctions définies sur des parties fermées 1 bornées de Rk. Ceci nous per-
mettra de démontrer que si A,B,C sont trois points du plan R2 non alignés alors
il existe un unique point 2 F tel que

∀M ∈ R2, d(M,A) + d(M,B) + d(M,C) ≥ d(F,A) + d(F,B) + d(F,C).

Où on rappelle que si M0 = (x0, y0) et M1 = (x1, y1) alors

d(M0,M1) =
√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 =
∥∥∥−−−−→M0M1

∥∥∥ .
Si (un) est une suite à valeurs dans R3, avec un = (xn, yn, zn). Il est naturel

de dire que la suite (un) converge vers ` = (`1, `2, `3) si et seulement si les suites
(xn), (yn) et (zn) convergent et

lim
n→+∞

xn = `1, lim
n→+∞

yn = `2 et lim
n→+∞

zn = `3.

On peut montrer que cela équivaut au fait que la suite

lim
n→+∞

d(un, `) = lim
n→+∞

√
(xn − `1)2 + (yn − `2)2 + (zn − `3)2 = 0.

Le bon concept qui permet d’étudier la convergence de suites à valeurs vecto-
rielLEs est la notion de norme. Une norme joue le rôle de la valeur absolue sur R
ou du module sur C.

1. terme que nous définirons
2. appelé point de Fermat du triable ABC.

87
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3.1 Normes et distances

3.1.1 Définition

Soit E un R espace vectoriel, on dit qu’une application N : E → R+ est une
norme si elle vérifie les trois conditions suivantes :

i) N(x) = 0⇔ x = 0.
ii) ∀x ∈ E,∀λ ∈ R, N(λx) = |λ|N(x).

iii) ∀x, y ∈ E, N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).
Un espace vectoriel normé (E,N) est un R-espace vectorielE équipé d’une norme
N .

Si (E,N) est un espace vectoriel normé , on définit une distance sur E par

d(x, y) = N(x, y).

Cette distance dépend bien évidement de la norme N . Cette fonction distance vé-
rifie les trois propriétés suivantes :

i) d(x, y) = 0⇔ x = y.
ii) symétrie : ∀x, y ∈ E, d(x, y) = d(y, x).

iii) inégalité triangulaire : ∀x, y, z ∈ E, d(x, z) ≤ d(x, z) + d(z, y).
L’inégalité triangulaire est une conséquence de la troisième propriété de la norme
N ; car si x, y, z ∈ E alors

d(x, z) = N(x−z) = N(x−y+y−z) ≤ N(x−y)+N(y−z) = d(x, y)+d(y, z).

Remarque 3.1.1. Si E est un C-espace vectoriel, une norme sur E serait une
application N : E ⇒ R+ vérifiant

i) N(x) = 0⇔ x = 0.
ii) ∀x ∈ E,∀λ ∈ C, N(λx) = |λ|N(x).

iii) ∀x, y ∈ E, N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).
Notons qu’un C-espace vectoriel est naturellement un R-espace vectoriel et donc
qu’une norme sur un C-espace vectorielE est toujours une norme pour la structure
de R-espace vectoriel sous jacente.

3.1.2 Quelques exemples

a) La valeur absolue sur R ou le module sur C sont des normes.
b) Sur Rk on introduit N1, N2, N∞ : Rk → R+ définis par

N1((x1, . . . , xk)) =

k∑
i=1

|xi| ,

N2((x1, . . . , xk)) =

√√√√ k∑
i=1

x2
i ,

et N∞((x1, . . . , xk)) = max
{
|x1|, |x2|, . . . , |xk|

}
.
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Proposition 3.1.2. N1, N2, N∞ sont des normes sur Rk.

On ne démontre que l’inégalité triangulaire pour N2 et que N∞ est une norme.
Les autres assertions sont laissées à titre d’exercices.

Lemme 3.1.3. Inégalité de Cauchy-Schwartz : Si x = (x1, . . . , xk), y =
(y1, . . . , yk) ∈ Rk alors

|x.y| =

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤ N2(x)N2(y).

Démonstration de l’inégalité de Cauchy-Schwartz : Pour tout λ ∈ R, nous
avons

0 ≤ N2(x+ λy)2 =

k∑
i=1

(xi + λyi)
2 =

k∑
i=1

(
x2
i + 2λxiyi + λ2y2

i

)
.

Ainsi le trinôme du second degré

T (λ) = N2(x+λy)2 =

k∑
i=1

x2
i+2λ

k∑
i=1

xiyi+λ
2

k∑
i=1

y2
i = N2(x)2+2λx.y+λ2N2(y)2.

est de signe constant son discriminant est donc négatif :

(2(x.y))2 − 4N2(x)2N2(y)2 ≤ 0.

Soit
(x.y)2 ≤ N2(x)2N2(y)2

et donc puisque la fonction√ est croissante et que
√

(x.y)2 = |x.y| :

x.y ≤ |x.y| ≤ N2(x)N2(y).

�

Démonstration de l’inégalité triangulaire pourN2 : On en déduit alors l’inéga-
lité triangulaire car, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz pour obtenir la
première inégalité :

T (1) = N2(x+ y)2 = N2(x)2 + 2x.y +N2(y)2

≤ N2(x)2 + 2N2(x)N2(y) +N2(y)2

≤ (N2(x) +N2(y))2

et car la fonction√ est croissante. �

Concernant la norme N∞ : Nous avons évidement N∞(0) = 0 et puisque
pour tout i ∈ {1, 2, . . . , k} :

0 ≤ |xi| ≤ N∞((x1, . . . , xk))
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nous en déduisons que siN∞((x1, . . . , xk)) = 0 alors pour tout i ∈ {1, 2, . . . , k} :
xi = 0.
Si x = (x1, . . . , xk) et λ ∈ R, nous avons

N∞(λx) = max {|λx1|, |λx2|, . . . , |λxn|} = max {|λ| |x1|, |λ| |x2|, . . . , |λ| |xn|} = |λ|N∞(x).

Maintenant si x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yk) ∈ Rk et si i ∈ {1, 2, . . . , k} :
alors

|xi + yi| ≤ |xi|+ |yi| ≤ N∞(x) +N∞(y)

donc

N∞(x+ y) = max
{
|x1 + y1|, |x2 + y2|, . . . , |xk + yk|

}
≤ N∞(x) +N∞(y).

c) Sur Rn[X], on définit

‖P‖ =

n∑
j=0

|P (j)|.

Proposition 3.1.4. ‖ • ‖ est une norme sur Rn[X],

Démonstration : L’inégalité triangulaire est facile à vérifier car si P,Q ∈ Rn[X]
alors

‖P +Q‖ =
n∑
j=0

|P (j) +Q(j)|

≤
n∑
j=0

(|P (j)|+ |Q(j)|) =

n∑
j=0

|P (j)|+
n∑
j=0

|Q(j)| = ‖P‖+ ‖Q‖.

On démontre de même la deuxième propriété : si P ∈ Rn[X] et λ ∈ R alors

‖λP‖ =

n∑
j=0

|λP (j)| =
n∑
j=0

|λ||P (j)| = |λ|
n∑
j=0

|P (j)| = |λ|‖P‖.

Il est évident que ‖0‖ = 0. Considérons maintenant un polynôme P de degré
inférieur à n tel que ‖P‖ = 0, celui ci s’annule en 0, 1, 2, . . . , n, il a donc
n+ 1 racines : c’est le polynôme nul.

d) Un R-espace vectoriel de dimension finie peut être équipé d’une norme. En effet
soitE un R-espace vectoriel de dimension finie k. Considèrons (~e1, . . . , ~ek) une
base de E. Cette base fournit un isomorphisme Ψ: Rk → E donné par

Ψ(λ1, λ2, . . . , λk) =

k∑
j=1

λj~ej .

Ainsi si ~x ∈ E alors Ψ−1 (~x) = (λ1, λ2, . . . , λk) sont les coordonnées du
vecteur ~x dans la base (~e1, . . . , ~ek).
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On peut définir alors plusieurs normes sur E. Par exemple

‖~x‖1 = N1

(
Ψ−1 (~x)

)
,

c’est à dire ∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

λj~ej

∥∥∥∥∥∥
1

=
k∑
j=1

|λj |.

On pourrait aussi définir

‖~x‖2 = N2

(
Ψ−1 (~x)

)
,

c’est à dire ∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

λj~ej

∥∥∥∥∥∥
2

=

√√√√ k∑
j=1

λ2
j .

Et aussi
‖~x‖∞ = N∞

(
Ψ−1 (~x)

)
,

c’est à dire ∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

λj~ej

∥∥∥∥∥∥
2

= max {|λ1|, |λ2|, . . . , |λk|} .

En général si N est une norme sur Rk. Alors on peut associer une norme sur E
par

‖~x‖ = N
(
Ψ−1(~x)

)
.

Par exemple dans l’exemple précédent, on dispose d’un isomorphisme

Φ: Rn[X]→ Rn+1

donné par
Φ(P ) = (P (0), P (1), . . . , P (n)) .

L’isomorphisme Ψ = Φ−1 est associé à la base des polyômes d’interpolation
de Lagrange au points 0, 1, 2, . . . , n :

Lj(X) =

∏
i 6=j(X − i)∏
i 6=j(j − i)

.

On a alors pour P ∈ Rn[X] :

P (X) =

n∑
j=0

P (j)Lj(X),

i.e.

Ψ(λ0, λ2, . . . , λn) =

n∑
j=0

λjLj(X).

et la norme précédente était définie par

‖P‖ = N1(Φ(P )).
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e) Exercice : Sur l’espace des fonctions continues sur [0, 1] et à valeurs complexes
que l’on note C0([0, 1],C) , on définit

‖f‖1 =

∫ 1

0
|f(t)|dt

et

‖f‖2 =

√∫ 1

0
|f(t)|2dt .

Montrer que ce sont deux normes 3.

f) Exercice : Démontrer que si (E1, N1), (E2, N2), . . . , (Ek, Nk) sont des es-
paces vectoriels normés alors N : E1 × E2 × · · · × Ek → R+ défini par

N(x1, x2, . . . , xk) =
k∑
j=1

Nj(xj)

est une norme.

3.2 Convergence de suites dans les espaces vectoriels nor-
més

3.2.1 Définition

Soit (E,N) un espace vectoriel normé et (un) une suite à valeurs dans E et
` ∈ E. On dit que la suite (un) converge vers ` si la suite

(
N(un − `)

)
n

converge
vers zéro :

lim
n→+∞

N(un − `) = 0.

On note alors limn→+∞ un = `. On peut aussi donner une définition équivalente
en termes de "epsilon" : on a limn→+∞ un = ` si et seulement si :

Pour tout ε > 0, il existe un entier n0 tel que :

(n ≥ n0)⇒ N(un − `) < ε.

3. Indication : la seule difficulté est l’inégalité triangulaire pour ‖ • ‖2. Mais ce se démontre de
même façon que pour la norme N2 sur Rk à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwartz : si f et g sont
deux fonctions continues sur l’intervalle [0, 1] alors

Re
(∫ 1

0

f(t)g(t)dt

)
≤ ‖f‖2 ‖g‖2.

.
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3.2.2 Propriétés

Unicité de la limite

Proposition 3.2.1. Une suite dans un espace vectoriel normé ne converge que pour
une seule valeur limite.

Démonstration. En effet si limn→+∞ un = ` et limn→+∞ un = `′ alors pour tout
entier n nous avons, grâce à l’inégalité triangulaire :

0 ≤ N(`− `′) ≤ N(`− un) +N(un − `′) = N(un − `) +N(uu − `′)

et par passage dans ces inégalités larges, nous obtenons 0 ≤ N(`− `′) ≤ 0 et donc
N(`− `′) = 0 c’est à dire ` = `′.

Norme de la limite

Proposition 3.2.2. Soit (E,N) un espace vectoriel normé et (un) une suite à va-
leurs dans E qui converge vers `, alors

lim
n→+∞

N(un) = N(`).

C’est en fait un corollaire de l’inégalité suivante

∀x, y ∈ E,
∣∣N(x)−N(y)

∣∣ ≤ N(x− y).

Que l’on déduit de l’inégalité triangulaire ; car si x, y ∈ E alors

N(x) = N(x− y + y) ≤ N(x− y) +N(y)

et donc
N(x)−N(y) ≤ N(x− y).

On en déduit de la même façon :

N(y)−N(x) ≤ N(x− y).

D’où le résultat car |a| = max{a,−a} et donc∣∣N(x)−N(y)
∣∣ = max{N(x)−N(y), N(y)−N(x)}.

La proposition est alors une conséquence de l’inégalité

0 ≤
∣∣N(un)−N(`)

∣∣ ≤ N(un − `)

et du théorème des gendarmes.
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Linéarité

Proposition 3.2.3. Soit (E,N) un espace vectoriel normé et (un)n∈N et (vn)n∈N
deux suites à valeurs dans E que l’on suppose convergentes :

lim
n→+∞

un = ` et lim
n→+∞

vn = `′

et soit λ ∈ R alors la suite
(
un + λvn

)
n∈N converge vers `+ λ`′.

Démonstration. Soit n ∈ N, nous avons, avec l’inégalité triangulaire :

N
(
(un+λvn)−(`+λ`′)

)
= N

(
(un−`)+λ(vn−`′)

)
≤ N

(
un−`

)
+N

(
λ(vn−`′)

)
,

mais N
(
λ(vn − `′)

)
= |λ|N

(
vn − `′

)
et on en déduit

0 ≤ N
(
(un + λvn)− (`+ λ`′)

)
≤ N

(
un − `

)
+ λ|N

(
vn − `′

)
et puisqu’on suppose

lim
n→+∞

N
(
un − `

)
= 0 et lim

n→+∞
N
(
vn − `′

)
= 0,

nous pouvons conclure.

Exercice : Soit (E, ‖ . ‖) un espace vectoriel normé. On considère (un)n∈N
une suite à valeurs dans E qui converge vers ` ∈ E et (an)n∈N une suite réelle qui
converge vers λ ∈ R.

Montrer que la suite (anun)n∈N converge vers λ` 4 .

3.2.3 Exemples

Proposition 3.2.4. Soit (un) une suite à valeurs dans Rk. On note un = (x1,n, x2,n, . . . , xk,n)
et ` = (`1, `2, . . . , `k). Alors les quatres propriétés suivantes sont équivalentes

i) limn→+∞ un = ` dans (Rk, N1), c’est à dire limn→+∞N1(un − `) = 0,

ii) limn→+∞ un = ` dans (Rk, N2), c’est à dire limn→+∞N2(un − `) = 0,

4. Solution : On a
anun − λ` = (an − λ)`+ an(un − `)

et l’inégalité triangulaire implique que

0 ≤ N(anun − λ`) ≤ N( (an − λ)` ) +N( an(un − `) ) = |an − λ|N(`) + |an|N(un − `).

Or nous avons par hypothèse :

lim
n→+∞

|an − λ| = 0 et lim
n→+∞

|an| = |λ| et lim
n→+∞

N(un − `) = 0

ainsi le théorème des gendarmes implique que

lim
n→+∞

N(anun − λ`) = 0.
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iii) limn→+∞ un = ` dans (Rk, N∞), c’est à dire limn→+∞N∞(un − `) = 0,

iv) Pour tout j ∈ {1, 2, . . . , k} la suite à valeurs réelles (xj,n)n∈N converge vers
`j :

lim
n→+∞

xj,n = `j .

Démonstration. On commence par comparer les normes N1, N2, N∞ :
Soit x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk alors pour tout i ∈ {1, 2, . . . , k} : |xi| ≤

N∞(x) ; et donc N1(x) =
∑k

j=1 |xi| ≤ kN∞(x). On a également pour chaque
i ∈ {1, 2, . . . , k} : |xi| ≤ N1(x) et donc N∞(x) ≤ N1(x). On a donc démontré

(♥) N∞(x) ≤ N1(x) ≤ kN∞(x).

On démontre avec les mêmes arguments que

(♦) N∞(x) ≤ N2(x) ≤
√
kN∞(x).

De l’inégalité (♥) et du théorème des gendarmes, on déduit l’équivalence i)⇔ iii)
et même de l’inégalité (♦) et du théorème des gendarmes, on déduit l’équivalence
ii)⇔ iii). Il reste une équivalence à démontrer par exemple i)⇔ iv). Supposons
que limn→+∞N1(un − `) = 0 et considérons j ∈ {1, 2, . . . , k}. Nous avons

0 ≤ |xj,n − `j | ≤ N1(un − `)

et on conclut alors que limn→+∞ |xj,n − `j | = 0. Réciproquement si pour chaque
j ∈ {1, 2, . . . , k}, nous avons limn→+∞ |xj,n − `j | = 0 alors puisque

N1(un − `) = |x1,n − `1|+ |x2,n − `2|+ · · ·+ |xk,n − `k|

on en déduit 5 limn→+∞N1(un − `) = 0.

3.2.4 Normes équivalentes

Définition 3.2.5. Soit E un R-espace vectoriel et N, ‖ . ‖ : E → R+ deux normes
sur E. On dit que ces deux normes sont équivalentes s’il existe deux constantes
c, C strictement positives telles que

∀x ∈ E, c‖x‖ ≤ N(x) ≤ C‖x‖.

Exercice : Démontrer que deux normes N, ‖ . ‖ : E → R+ sont équivalentes si et
seulement si l’une des deux conditions suivantes est vérifiées :

i) Il existe des constantes c, C > 0 telle que{
(x ∈ E& ‖x‖ ≤ 1)⇒ N(x) ≤ C

}
et
{

(x ∈ E&N(x) ≤ 1)⇒ ‖x‖ ≤ c
}

5. Une somme finie de suites réelles qui convergent vers zéro, converge vers zéro.
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ii) Il existe des constantes c, C > 0 telle que{
(x ∈ E& ‖x‖ = 1)⇒ N(x) ≤ C

}
et
{

(x ∈ E&N(x) = 1)⇒ ‖x‖ ≤ c
}

Ainsi, nous avons dans la sous-section précédente démontré que sur Rk, les
normes N1, N2, N∞ sont équivalentes. Il est clair que des normes équivalentes
sur un R-espace vectoriel induisent les mêmes suites convergentes. Nous avons en
fait

Proposition 3.2.6. Soient deux normes N, ‖ . ‖ : E → R+ sur un R-espace vecto-
riel E. Ces deux normes sont équivalentes si et seulement si :

Pour toute suite (un) à valeurs dans E et ` ∈ E nous avons

lim
n→+∞

un = ` dans (E,N) ⇔ lim
n→+∞

un = ` dans (E, ‖ . ‖). ;

C’est à dire

lim
n→+∞

N(un − `) = 0 ⇔ lim
n→+∞

‖un − `‖ = 0.

Démonstration. Le sens direct est une conséquence du théorème des gendarmes.
Pour montrer le sens réciproque, nous montrons la contraposée du sens réciproque.
Nous supposons donc que les deux normes N, ‖ . ‖ : E → R+ ne sont pas équi-
valentes et nous devons trouver une suite qui converge dans un des deux espaces
vectoriels normés et par dans l’autre. Nous avons deux cas : soit il n’existe pas de
constante réelle strictement positive c telle que

∀x ∈ E, c‖x‖ ≤ N(x) ;

soit il n’existe pas de constante réelle strictement positive C telle que

∀x ∈ E, N(x) ≤ C‖x‖.

Plaçons nous dans le second cas, le premier cas se traiterait de la même façon 6.
Soit n ∈ N∗, il existe donc un vecteur xn ∈ E tel que

N(xn) > n‖xn‖.

Ainsi N(xn) > 0 et nous pouvons définir :

un =
1

N(xn)
xn .

Nous avons

N(un) = N

(
1

N(xn)
xn

)
=

1

N(xn)
N (xn) = 1

6. C’est à dire : vous devez adapter la preuve à ce cas là.
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et par hypothèse nous avons :

‖un‖ =

∥∥∥∥ 1

N(xn)
xn

∥∥∥∥ =
1

N(xn)
‖xn‖ <

1

n
.

Ainsi limn→+∞ ‖un‖ = 0 et la suite (un) converge vers 0 dans (E, ‖ . ‖) mais
puisque pour tout n > 0 :

N(un) = 1,

la suite (un) ne converge pas vers 0 dans (E,N).

Remarque 3.2.7. Il est facile de démontrer que sur R toute les normes sont propor-
tionnelles et donc équivalentes. Sur R2, on peut démontrer que toutes les normes
sont équivalentes à la norme N2 et donc que toutes les normes sont équivalentes
entre elles. Ceci peut se démontrer avec les outils d’analyse 1. Et un des objectifs
de cette leçon est de démontrer que ce résultat vaut sur tout les R-espace vectoriel
de dimension finie.

3.2.5 En dimension 2, toutes les normes sont équivalentes

Soit donc N : R2 → R+ une norme sur R2. On va démontrer qu’elle est équi-
valente à N2. On note γ(θ) =

(
cos(θ), sin(θ)

)
.

a) Démontrons que la fonction θ 7→ N(γ(θ)) est continue.
Notons (~i,~j) la base canonique de R2. Si θ, ϕ ∈ R nous avons

|N(γ(θ))−N(γ(ϕ))| ≤ N(γ(θ)− γ(ϕ))

= N
(

(cos(θ)− cos(ϕ))~i+ (sin(θ)− sin(ϕ))~j
)
.

Et avec l’inégalité triangulaire et le fait que les fonctions cos et sin sont 1-
Lipschitzienne. On en déduit :

|N(γ(θ))−N(γ(ϕ))| ≤ | cos(θ)− cos(ϕ)|N(~i) + | sin(θ)− sin(ϕ)|N(~j)

≤ |θ − ϕ|
(
N(~i) +N(~j)

)
.

Ainsi la fonction θ 7→ N(γ(θ)) est lipschitzienne donc continue.

b) On en déduit que la restriction de cette fonction à l’intervalle [0, 2π] est aussi
continue donc elle y est bornée et atteint ces bornes : il y a donc deux constantes
c, C et θ−, θ+ ∈ [0, 2π] telles que

∀θ ∈ [0, 2π], c = N(γ(θ−)) ≤ N(γ(θ) ≤ C = N(γ(θ+)).

PuisqueN2(γ(θ±)) = 1, nous savons que γ(θ±) 6= 0 et donc c = N(γ(θ−)) >
0 et de même C = N(γ(θ+)) > 0.

c) Or si x ∈ R2 vérifie N2(x) = 1 alors il y a un θ ∈ [0, 2π] tel que x = γ(θ) et
donc on sait que c ≤ N(x) ≤ C.
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d) Ceci permet de démontrer que

∀x ∈ E, cN2(x) ≤ N(x) ≤ CN2(x).

Les normes N et N2 sont donc bien équivalentes.
e) La relation d’être équivalente pour les normes est une relation d’équivalence.

En particulier si ‖ . ‖, N,N : E → R+ sont trois normes sur un R-espace
vectoriel E et si ‖ . ‖, N sont équivalentes et si N,N sont équivalentes alors
‖ . ‖,N sont équivalentes.

3.3 Boules, ouverts, fermés

3.3.1 Boules

Définition 3.3.1. Soit (E,N) un espace vectoriel normé et x ∈ E et r ≥ 0, on
appelle boule ouverte de centre x et de rayon r :

B(x, r) = {z ∈ E, N(z − x) < r }.

Des exemples :
i) Par exemple dans (R, | . |), B(x, ε) =]x− ε, x+ ε[.

ii) Pour (R2, N2) les boules ouvertes correspondent aux disques ouverts : Si Ω =
(a, b) alors

B(Ω, R) =
{

(x, y) ∈ R2, (x− a)2 + (y − b)2 < R2
}
.

-2 -1,6 -1,2 -0,8 -0,4 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2

-1,2

-0,8

-0,4

0,4

0,8

1,2

Boule unité pour la norme N2

x2+y2<1

iii) Pour (R2, N∞). On examine la boule unité B(0, 1). On a

(x, y) ∈ B(0, 1)⇔ N∞((x, y)) = max
{
|x|, |y|

}
< 1⇔ ( |x| < 1 et |y| < 1 ) .

On remarque que l’ensemble des points (x, y) ∈ R2 vérifiant |x| < 1 est le
produit cartésien ] − 1, 1[×R. et l’ensemble des points (x, y) ∈ R2 vérifiant
|y| < 1 est le produit cartésien R×]− 1, 1[. Et la boule unité de (R2, N∞) est
le carré ]− 1, 1[×]− 1, 1[.
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-4 -3,2 -2,4 -1,6 -0,8 0 0,8 1,6 2,4 3,2 4

-2,4

-1,6

-0,8

0,8

1,6

2,4
Boule unité pour la norme N∞

|x|<1

|y|<1

max{ |x| ,|y|} <1

iv) Pour (R2, N1). On examine la boule unité B(0, 1). On a

(x, y) ∈ B(0, 1)⇔ N1((x, y)) = |x|+ |y| < 1.

Cette boule est donc la réunion de quatre domaines du plan{
(x, y) ∈ R2 ; x ≥ 0, y ≥ 0 , x+y < 1

}
,
{

(x, y) ∈ R2 ; x ≤ 0, y ≥ 0 , −x+y < 1
}

{
(x, y) ∈ R2 ; x ≤ 0, y ≤ 0 , −x−y < 1

}
,
{

(x, y) ∈ R2 ; x ≥ 0, y ≤ 0 , x−y < 1
}

Le premier est délimité par le triangle de sommets (0, 0), (1, 0), et (0, 1), le
deuxième est délimité par le triangle de sommets (0, 0), (−1, 0), et (0, 1), le
troisième est délimité par le triangle de sommets (0, 0), (−1, 0), et (0,−1) et
le dernier est délimité par le triangle de sommets (0, 0), (1, 0), et (0,−1).

-2 -1,6 -1,2 -0,8 -0,4 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2

-1,2

-0,8

-0,4

0,4

0,8

1,2Boule unité pour la norme N1

 |x|+|y|<1

On parle parfois aussi de boules fermées ; si x ∈ E et r ≥ 0, la boule fermée de
centre x et de rayon r est l’ensemble

B(x, r] = {z ∈ E, N(z − x) ≤ r }.
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3.3.2 Parties ouvertes

Définition 3.3.2. Soit (E,N) un espace vectoriel normé . On dit qu’une partie
U ⊂ E est ouverte, ou que U est un ouvert de l’espace vectoriel normé (E,N) si
pour tout x ∈ U , il y a un ε > 0 tel que

B(x, ε) ⊂ U .

Si (E,N) est un espace vectoriel normé alors :

i) Démontrer que si I ⊂ R est un intervalle ouvert alors I est un ouvert de
(R, | . |)

ii) ∅ et E sont des ouverts de (E,N).

iii) Si x ∈ E et r ≥ 0, alors la boule ouverte B(x, r) est un ouvert de (E,N). En
effet si z ∈ B(x, r) alors N(z − x) < r donc ρ = r − N(z − x) > 0. Soit
maintenant y ∈ B(z, ρ) alors

N(y−x) = N(y− z+ z−x) ≤ N(y− z) +N(z−x) < ρ+N(z−x) = r.

On a donc démontré

z ∈ B(z, ρ)⇒ z ∈ B(x, r) ,

c’est à dire
B(z, ρ) ⊂ B(x, r).

On a donc bien démontré que B(x, r) est un ouvert de (E,N).

iv) Exercice : Démontrer que si x ∈ E et r ≥ 0 alors démontrer que le complé-
mentaire dans E de la boule fermée de centre x et de rayon r :

{z ∈ E , N(z − x) > r }

est un ouvert de (E,N).

Proposition 3.3.3. Soit E un R-espace vectoriel et N, ‖ . ‖ : E → R+ deux
normes sur E. Si ces deux normes sont équivalentes alors les espaces vectoriels
normés (E,N) et (E, ‖ . ‖) ont les mêmes parties ouvertes.

Démonstration. On se place donc dans les hypothèses de la proposition. Il y a donc
deux constantes strictement positives c, C telles que

∀x ∈ E, c‖x‖ ≤ N(x) ≤ C‖x‖.

On va noter BN (x, r) les boules pour la norme N et B‖ . ‖(x, r) les boules pour la
norme ‖ . ‖. On a facilement

z ∈ BN (x, r)⇒ N(z − x) < r ⇒ ‖x− z‖ < r

c
⇒ z ∈ B‖ . ‖

(
x,
r

c

)
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et

z ∈ B‖ . ‖(x, r)⇒ ‖z − x‖ < r ⇒ N(x− z) < Cr ⇒ z ∈ BN (x,Cr).

On a donc les inclusions

BN (x, r) ⊂ B‖ . ‖
(
x,
r

c

)
et B‖ . ‖(x, r) ⊂ BN (x,Cr).

On démontre alors facilement que si U est un ouvert pour (E,N) alors U est un
ouvert pour (E, ‖ . ‖) : En effet, si x ∈ U alors on sait par définition qu’il y a r > 0
tel que BN (x, r) ⊂ U . Alors

B‖ . ‖

(
x,
r

C

)
⊂ BN (x, r) ⊂ U.

et
r

C
> 0.

On a bien démontré que U est un ouvert de (E, ‖ . ‖).
Les mêmes arguments montrent que si U est un ouvert pour (E, ‖ . ‖) alors U

est un ouvert pour (E,N).

Proposition 3.3.4. Soit (E,N) un espace vectoriel normé , alors :

i) Soit Uα, α ∈ A des ouverts de (E,N) alors U = ∪α∈AUα est un ouvert de
(E,N).

ii) Soit U1, U2, . . . , Uk un nombre fini d’ouverts de (E,N) alors Ω = U1 ∩U2 ∩
· · · ∩ Uk est un ouvert de (E,N).

Démonstration. Soit Uα, α ∈ A des ouverts de (E,N) et

x ∈ U = ∪α∈AUα = {z ∈ E,∃α ∈ A, z ∈ Uα} .

Il y a donc un indice α ∈ A tel que x ∈ Uα mais Uα est un ouvert de (E,N), il
y a donc un réel strictement positif r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Uα or par définition
Uα ⊂ U donc B(x, r) ⊂ U . On a bien démontré que U est un ouvert de (E,N).

Soit U1, U2, . . . , Uk un nombre fini d’ouverts de (E,N) et x ∈ Ω = U1 ∩
U2 ∩ · · · ∩ Uk . Soit i ∈ {1, 2, . . . , k}, on sait x ∈ Ui et que Ui est ouvert, il
y a donc un réel strictement positif ri > 0 tel que B(x, ri) ⊂ Ui. Posons r =
min{r1, r2, . . . , rk}, on a bien r > 0. Si i ∈ {1, 2, . . . , k} alors on a r ≤ ri
et donc B(x, r) ⊂ B(x, ri) ⊂ Ui Ces inclusions impliquent B(x, r) ⊂ Ω =
U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Uk. On a bien démontré que U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Uk est un ouvert de
(E,N).

Proposition 3.3.5. Soit (E,N) un espace vectoriel normé et U un ouvert de (E,N).
Soit (un) une suite à valeurs dans E. On suppose que la suite (un) converge vers
` et que ` ∈ U . Alors à partir d’un certain rang

un ∈ U .
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Ce résultat est l’analogue du résultat du cours d’analyse 1 selon lequel si une
suite de nombres réels (vn) converge vers un réel ` et que ` < b, alors à partir d’un
certain rang un < `. En effet l’intervalle I =] − ∞, `[ est un ouvert de (R, | . |)
et ce résultat d’analyse 1 est donc un cas particulier de cette proposition. Nous
vous invitons à relire la preuve de ce résultat d’analyse 1 et de la comparer avec la
preuve ci-dessous.

Démonstration. On considère donc (E,N) un espace vectoriel normé , U un ou-
vert de (E,N) et (un) une suite à valeurs dans E qui converge vers ` ∈ U . Alors
puisque U est un ouvert de (E,N), il y a un réel ε > 0 tel que B(`, ε) ⊂ U . Or
limn→+∞N(un − `) = 0, il y a donc un entier n0 tel que

(n ≥ n0)⇒ N(un − `) < ε.

C’est à dire
(n ≥ n0)⇒ un ∈ B(`, ε) ⊂ U .

On a bien démontré qu’à partir du rang n0 : un ∈ U .

3.3.3 Parties fermées

Définition 3.3.6. Soit (E,N) un espace vectoriel normé . On dit qu’une partie
F ⊂ E est une partie fermée, ou que F est un fermé de l’espace vectoriel normé
(E,N) si E \ F , le complémentaire de F dans E, est un ouvert de (E,N)

Quelques exemples :

i) Des intervalles fermés de R sont des fermés de (R, | . |).

ii) Une boule fermée d’un espace vectoriel normé est une partie fermée de celui
ci.

On déduit facilement des propriétés des ouverts les propriétés suivantes pour les
fermés :

i) Soit Fα, α ∈ A des fermés d’un espace vectoriel normé (E,N) alors F =
∩α∈AFα est un fermé d’un espace vectoriel normé (E,N).

ii) Soit F1, F2, . . . , Fk un nombre fini de fermés de (E,N) alors Ω = F1 ∪ F2 ∪
· · · ∪ Fk est un fermé de (E,N).

iii) Soit E un R-espace vectoriel et N, ‖ . ‖ : E → R+ deux normes sur E. Si ces
deux normes sont équivalentes alors les espaces vectoriels normés (E,N) et
(E, ‖ . ‖) ont les mêmes parties fermées.

On dispose également de la caractérisation séquentielle des parties fermés d’un
espace vectoriel normé .

Proposition 3.3.7. Soit (E,N) un espace vectoriel normé et F ⊂ E alors : F est
une partie fermée de (E,N) si et seulement si

"Si (un) est une suite à valeurs dans F qui converge vers ` alors ` ∈ F".
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Démonstration. Le sens direct est une conséquence de la proposition 3.3.5. En
effet si F est un fermé de (E,N) alors E \ F est un ouvert de E et si (un) est une
suite à valeurs dans E qui converge vers ` et que ` 6∈ F alors ` ∈ U ainsi à partir
d’un certain rang un ∈ U et donc la suite (un) ne peut être à valeurs dans F .

Concernant le sens réciproque, on le démontre par contraposée. On suppose
que F n’est pas un fermé de (E,N) ainsi la partie U = E \ F n’est pas ouverte.
Il y a donc ` ∈ U tel que pour tout n ∈ N, la boule ouverte B(`, 2−n) n’est pas
incluse dans U : il y a donc un un vecteur de E tel que un ∈ B(`, 2−n) ∩ F On a
donc trouvé une suite (un) à valeurs dans F qui vérifie N(un − `) < 2−n ainsi

lim
n→+∞

un = `

mais ` 6∈ F .

Ceci permet de démontrer que si f : R→ R est une fonction continue et que si
t ∈ R alors la partie

F = {x ∈ R, f(x) ≤ t}

est un fermé de (R, | . |). On utilise pour cela la caractérisation séquentielle des
parties fermées. On considère une suite (un) à valeurs dans F qui converge vers `.
Par continuité de f en `, on sait que

lim
n→+∞

f(un) = f(`).

On a, par définition, que pour tout entier n :

f(un) ≤ t.

Et par passage à la limite dans ces inégalités larges, on en déduit :

f(`) ≤ t.

C’est à dire ` ∈ F .
Il faut comprendre que la notion de parties fermées est celle qui permet de

généraliser ce qu’on appelle le passage à la limite dans les inégalités larges.

3.4 Parties compactes

3.4.1 Définition

Définition 3.4.1. Soit (E,N) un espace vectoriel normé . On dit qu’une partie
K ⊂ E est compacte ou que K est un compact de (E,N) si pour toute suite
(un)n∈N à valeurs dans K, on peut trouver une application strictement croissante
ϕ : N→ N et ` ∈ K tel que la suite

(
uϕ(n)

)
n∈N converge vers `.

lim
n→+∞

uϕ(n) = `.
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Remarques 3.4.2. — Si (un) est une suite à valeurs dans E, les suites de la
forme (uϕ(n)) où ϕ : N → N est strictement croissante, sont dites sous-
suite ou suite extraites de la suite (un).

— Soit (un) une suite. Si A ⊂ N est une partie infinie, on peut lui associer
une suite extraite dont les valeurs sont les {un, n ∈ A}. En effet on peut
énumérer A :

A = {n0 < n1 < n2 < . . . . . .}

et définir ϕ(j) = nj . Par construction ϕ(j) sera le (j + 1)ieme entier de A
et ϕ est bien strictement croissante et A = ϕ(N).

— On remarquera que si ϕ : N→ N est strictement croissante alors pour tout
entier n :

ϕ(n) ≥ n.

— Si (un) est une suite à valeurs dans un espace vectoriel normé (E,N) qui
converge vers `. Alors les suites extraites de (un) converge également vers
`. Il s’agit d’un exercice analogue à l’exercice d’analyse 1 où on démontre
que si (vn) est une suite à valeurs réelles qui converge vers ` alors on a
limn→+∞ v2n = `.

— On peut démontrer que si (un) est une suite à valeurs dans un espace vec-
toriel normé (E,N) et ` ∈ E alors il existe une suite extraite de (un) qui
converge vers ` si et seulement si pour tout ε > 0, il y a une infinité d’en-
tiers tel que un ∈ B(`, ε), c’est à dire si et seulement si pour tout ε > 0,
l’ensemble

Aε = {n ∈ N, N(un − `) < ε}

est infini 7.
— Soit E un R-espace vectoriel et N, ‖ . ‖ : E → R+ deux normes sur E.

Si ces deux normes sont équivalentes alors les espaces vectoriels normés
(E,N) et (E, ‖ . ‖) ont les mêmes parties compactes.

3.4.2 Propriétés

Proposition 3.4.3. Soit (E,N) un espace vectoriel normé et K un compact de
(E,N) alors K est une partie

— fermée,
— bornée, c’est à dire qu’il y a un réelM tel queK ⊂ B(0,M ] i.e. x ∈ K ⇒

N(x) ≤M .

7. Vous devez vous convaincre que le sens direct est facile. Pour le sens réciproque : on suppose
que pour tout ε > 0, l’ensemble Aε est infini alors pour chaque n ∈ N, on peut trouver un entier
k(n) ≥ n tel que N

(
uk(n) − `

)
< 2−n. Puisque limn→+∞ k(n) = +∞, on peut construire

par récurrence une suite strictement croissante ϕ : N ⇒ N par ϕ(0) = k(0) et pour n ≥ 0 :
ϕ(n+ 1) = min{k(m),m ≥ n+ 1 et k(m) > ϕ(n)}. Par construction, on a ϕ(n) ≥ k(n) et donc
pour cette suite extraite :

N
(
uϕ(n) − `

)
< 2−n.
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Démonstration. On montre d’abord qu’une partie compacteK est fermé. Soit donc
(un) un suite convergente à valeurs dans K :

lim
n→+∞

un = `.

Puisque K est compact, il existe une sous suite (uϕ(n)) qui converge vers un éle-
ment `′ ∈ K. Or on sait déjà que

lim
n→+∞

uϕ(n) = `

donc par unicité de la limite, on a ` = `′ ∈ K.
SoitK ⊂ E une partie non bornée. Démontrons que celle ci n’est pas compact.

Soit n ∈ N il y a donc un ∈ K tel que N(un) > n. Si ϕ : N → N est strictement
croissante alors on a

N(uϕ(n)) ≥ ϕ(n) ≥ n

on a
lim

n→+∞
N(uϕ(n)) = +∞

et la suite (uϕ(n)) ne peut pas converger 8. Aucune suite extraite de la suite (un) ne
converge. K n’est donc pas compact.

On peut même démontrer

Proposition 3.4.4. Soit (E,N) un espace vectoriel normé et K un compact de
(E,N) alors il y a un x0 ∈ K tel que

N(x0) = sup{N(x), x ∈ K }

i.e.
x ∈ K ⇒ N(x) ≤ N(x0).

Démonstration. En effet, on sait que la partie

{N(x), x ∈ K }

est majorée non vide, on peut donc considérer :

R = sup{N(x), x ∈ K }.

Soit n ∈ N par caractérisation de la borne supérieure, on trouve un ∈ K tel que

R− 2−n < N(un) ≤ R.

Puisque la suite (un) est à valeurs dans K et que K est compact, il existe x0 ∈ K
et une application strictement croissante ϕ : N→ N tel que

lim
n→+∞

uϕ(n) = x0.

8. on rappelle que si la suite (uϕ(n)) converge alors la suite
(
N(uϕ(n))

)
converge.
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On sait par ailleurs que

lim
n→+∞

N(uϕ(n)) = N(x0).

et que pour tout entier n :

R− 2−n ≤ R− 2−ϕ(n) < N(uϕ(n)) ≤ R,

et par passage à la limite dans les inégalités larges, nous en déduisons N(x0) =
R.

Exercice : Démontrer que si K ⊂ R est une partie compacte non vide de R alors
il y a des réels α ≤ ω tel que α;ω ∈ K et

K ⊂ [α, ω].

Il y a une autre propriété des parties compactes qui est très utile :

Proposition 3.4.5. Soit (E,N) un espace vectoriel normé et K ⊂ E une partie
compacte. Alors si F ⊂ K est une partie fermée alors F est compacte.

Nous ne faisons pas la preuve de ce résultat mais en utilisant la caractérisation
séquentielle des fermés, vous devez vous convaincre que ce résultat est juste la
conséquence d’une loi universerselle : Qui peut le plus, peut le moins.

3.4.3 Exemples

a) Soit [a, b] un intervalle fermé borné alors [a, b] est une partie compacte de R.
Démonstration : Nous devons démontrer que si (un) est une suite à valeurs
dans l’intervalle [a, b] alors une sous suite de cette suite converge vers une li-
mite, limite qui appartient à l’intervalle [a, b]. On reprend ici les arguments déjà
présentés dans la preuve du théorème de Heine : Soit (un) une suite à valeurs
dans l’intervalle [a, b]. Pour chaque entier n ∈ N, on considère l’ensemble des
valeurs prises par la suite (un) à partir du rang n :

An = {u`; ` ∈ N et ` ≥ n} = {un, un+1, un+2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .}

C’est une partie non vide majorée par b, elle admet donc une borne supérieure :

bn = supAn.

Remarquons que An+1 ⊂ An, ainsi bn est un majorant de An+1 et puisque par
définition bn+1 = supAn+1 est le plus petit des majorants de An+1, nous en
déduisons

bn+1 ≤ bn.

La suite (bn) est donc décroissante minorée par a, elle est donc convergente, on
pose β = limn→+∞ bn.
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Soit n ∈ N. Par caractérisation de la borne supérieure, il y a un entier k(n) ≥ n
tel que

bn −
1

2n
< uk(n) ≤ bn.

Posons wn = uk(n). On a donc pour tout entier n

bn −
1

2n
< wn ≤ bn .

Et le théorème des gendarmes assure que la suite (wn) converge vers β :

β = lim
n→+∞

wn.

La fonction n 7→ k(n) n’est peut être pas strictement croissante, pour remédier
à cela on remarque que puisque k(n) ≥ n, la partie

{k(n), n ∈ N}

est infinie. Il y a donc une application strictement croissante ϕ : N→ N tel que
ϕ(N) = {k(n), n ∈ N}. En particulier, nous avons pour tout entier n, il y a
un entier mn ≥ n tel que ϕ(n) = k(mn). Et on a bien limn→+∞ uϕ(n) = β.
Remarquons que le passage à la limite dans les inégalités larges a ≤ uϕ(n) ≤ b
garantit que β ∈ [a, b]. �.

b) De ceci, on en déduit que les parties compactes de R sont les parties fermées
bornées de R.
Démonstration : En effet, on sait déjà que les parties compactes de R sont fer-
més bornés. Il faut donc montrer que si F ⊂ R est une partie fermée , bornée
alors c’est une partie compacte. Puisqu’une telle partie est borné, il y a un réel
R ≥ 0 tel que

F ⊂ [−R,R],

mais on sait que l’intervalle [−R,R] est compact donc F est une partie fermée
d’un compact donc F est compact. �.

c) Soit R ≥ 0 alors [−R,R]× [−R,R] est une partie compacte de R2.
On a vu que sur R2 toutes les normes étaient équivalentes, c’est pourquoi on ne
précise pas ici la norme employée.
Démonstration : On considère donc une suite

(
(xn, yn)

)
n∈N vérifiant

∀n ∈ N, |xn| ≤ R et |yn| ≤ R.

On va extraire de cette suite une sous-suite convergente. La suite (xn)n∈N est à
valeurs dans l’intervalle [−R,R] qui est une partie compacte de R. Il y a donc
une application strictement croissante ϕ1 : N→ N et ` ∈ [−R,R] telle que

lim
n→+∞

xϕ1(n) = `.
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Ensuite la suite
(
yϕ1(n)

)
n∈N est à valeurs dans l’intervalle [−R,R] qui est

une partie compacte de R. Il y a donc une application strictement croissante
ϕ2 : N→ N et κ ∈ [−R,R] telle que

lim
n→+∞

yϕ1(ϕ2(n)) = κ.

La fonctionψ = ϕ1◦ϕ2 : N→ N est strictement croissante et on a limn→+∞ xψ(n) =
` car la suite

(
xψ(n)

)
n∈N est extraite de la suite

(
xϕ1(n)

)
n∈N. On a donc

lim
n→+∞

(xψ(n), yψ(n)

)
= (`, κ).

Et (`, κ) ∈ [−R,R] × [−R,R]. On a bien extrait de la suite
(

(xn, yn)
)

une
sous-suite convergente vers (`, κ) ∈ [−R,R] × [−R,R]. On a bien démontré
que [−R,R]× [−R,R] est une partie compacte de R2. �.

d) Ce dernier résultat montre de la même façon que les parties compactes de R2

sont les fermés bornés.

e) Il est facile mais fastidieux d’adapter ces arguments pour démontrer que si
R ≥ 0 alors [−R,R]k est une partie compacte de (Rk, N∞) et que les par-
ties compactes de (Rk, N∞) sont les parties fermées bornées.

3.4.4 Équivalence des normes en dimension finie

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer un résultat rassurant :

Théorème 3.4.6. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie alors sur E
toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. On considère (e1, . . . , ek) une base de E et on introduit la norme
‖ .‖∞ définie par∥∥∥∥∥∥

k∑
j=1

λjej

∥∥∥∥∥∥
∞

= max{|λ1|, . . . , |λk| } = N∞( (λ1, . . . , λk) ).

On considère

K =


k∑
j=1

λjej , (λ1, . . . , λk) ∈ [−1, 1]k


la boule unité de (E, ‖ .‖∞). Les arguments précédents nous montrent que K est
une partie compacte de (E, ‖ .‖∞). Soit N : E → R+ une autre norme. Soit x =∑k

j=1 λjej ∈ E. En utilisant l’inégalité triangulaire, nous obtenons

(♥) N(x) ≤
k∑
j=1

N (λjej) ≤
k∑
j=1

|λj |N (ej) ≤ C‖x‖∞
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Où C =
∑k

j=1N (ej) .
Il nous reste donc à trouver une constante c > 0 telle que

∀x ∈ E, c‖x‖∞ ≤ N(x).

On raisonne par l’absurde : Si une telle constante n’existait pas, il y aurait pour
chaque entier n un xn ∈ E telle que

2−n‖xn‖∞ > N(xn).

Ainsi en posant un = 1
‖xn‖∞xn, on aurait une suite (un) telle que

‖un‖∞ = 1 et N(un) < 2−n

Ce qui impliquerait que
lim

n→+∞
N(un) = 0

et que
∀n, un ∈ K

Puisque K est une partie compacte de (E, ‖ .‖∞) il y aurait une application stric-
tement croissante ϕ : N→ N et ` ∈ K telles que

lim
n→+∞

‖uϕ(n) − `‖∞ = 0.

Ainsi
lim

n→+∞
‖uϕ(n)‖∞ = 1 = ‖`‖∞.

Donc ` 6= 0 L’inégalité précédente (♥) impliquerait alors

lim
n→+∞

N(uϕ(n) − `) = 0.

Or on sait déjà que limn→+∞N(uϕ(n)) = 0 donc par unicité de la limite on a
` = 0. Ce qui est absurde.

On vient de démontrer qu’une norme N sur E est forcément équivalente à la
norme ‖ . ‖∞. Ceci permet montre que toutes les normes sur E sont équivalentes.

Ceci a la conséquence suivante.

Corollaire 3.4.7. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et (~e1, . . . , ~ek)
une base de E et x1, . . . , xk : E → R les fonctions coordonnées associées à cette
base :

∀~v ∈ E, ~v =
k∑
j=1

xi(~v)~ej .

Si N : E → R+ est une norme sur E et (~un) une suite de E et ~̀ ∈ E alors

lim
n→+∞

N(~un − ~̀) = 0⇔ ∀j ∈ {1, . . . , k}, lim
n→+∞

xj(~un) = xj(~̀).
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3.4.5 Caractérisation des parties compactes dans un espace vectoriel
normé de dimension finie

Puisqu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes la notion de
compact est indépendante du choix d’une norme. Notre étude des compacts de
(Rk, N∞) permet alors d’affirmer 9 que

Théorème 3.4.8. Soit (E,N) un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors
les parties compactes de (E,N) sont les parties fermées bornées.

3.5 Fonctions continues

3.5.1 Image directe/réciproque d’une partie

Définition 3.5.1. Soient E et F deux ensembles et f : E → F une fonction. Si
A ⊂ E, on définit l’image directe de A par f :

f(A) = {f(a), a ∈ A}.

Et si B ⊂ F , on définit l’image réciproque de B par f :

f−1(B) = {x ∈ E, f(x) ∈ B}.

Des exemples :

i) On considère GLn(R) = {M ∈ Mn(R),detM 6= 0} l’ensemble des ma-
trices carrées de taille n inversible. C’est l’image réciproque de R \ {0} par la
fonction det : Mn(R)→ R.

ii) On considère SLn(R) = {M ∈ Mn(R),detM = 1} l’ensemble des ma-
trices carrées de taille n de déterminant 1. C’est l’image réciproque de {1}
par la fonction det : Mn(R)→ R.

iii) On considère le cercle unité

S1 = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 = 1 }

c’est l’image réciproque de {1} par la fonction (x, y) ∈ R2 7→ x2 + y2.

iv) Soit f : R→ R une fonction alors le graphe de f :

{ (x, f(x) ), x ∈ R}

est l’image directe de R par l’application γ : R → R2 définie par γ(x) =
(x, f(x) ). C’est aussi l’image réciproque de {0} par la fonction E : R2 → R
définie par E(x, y) = y − f(x).

9. L’assertion qui suit repose sur le fait que des normes équivalentes ont les mêmes parties bor-
nées : vous devez être capable de démontrer ce résultat.
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v) Soit (E,N) un espace vectoriel normé et τx : E → E la translation de vec-
teurs x :

τx(y) = x+ y.

Alors τx(B(0, r)) = B(x, r) et τ−1
x (B(0, r)) = B(−x, r).

vi) B(x, r) = f−1
x (]−∞, r[) où fx(y) = N(x− y).

Quelques propriétés (à titre d’exercices) : Soient E et F deux ensembles et
f : E → F une fonction.

a) Si B,C ⊂ F alors démontrer que f−1(B ∪C) = f−1(B)∪ f−1(C), f−1(B ∩
C) = f−1(B) ∩ f−1(C) et f−1(F \B) = E \ f−1(B).

b) Les propriétés analogues sont elles vraies pour l’image directe?

c) Démontrer que si A ⊂ E alors A ⊂ f−1(f(A)). A-t-on égalité ?

d) Démontrer que si B ⊂ E alors B ∩ f(E) = f(f−1(B)).

e) Soit A ⊂ B ⊂ E alors démontrer que f(A) ⊂ f(B).

3.5.2 Définition

Définition 3.5.2. Soient (E,N) et (F, ‖ . ‖) deux espaces vectoriels normés etA ⊂
E une partie de E et f : A → F . On dit que f est continue en un point a ∈ A si
pour tout ε > 0, il existe un δ > 0 tel que

(N(x− a) < δ et x ∈ A)⇒ ‖f(x)− f(a)‖ < ε,

ou encore
f(B(a, δ) ∩A) ⊂ B‖ . ‖(f(a), ε).

On dira que f est continue sur A si f est continue en chaque point a de A.
Si Â ⊂ A. On dira que f est continue sur Â si la restriction de f à Â est

continue.

Remarques 3.5.3. i) Il doit être clair que si f : A→ F est continue et si Â ⊂ A
alors f est continue sur Â.

ii) On pourrait définir comme en analyse 1 la notion de limite.

3.5.3 Caractérisation séquentielle de la continuité

Comme en analyse 1, nous disposons d’un critère commode :

Proposition 3.5.4. Soient (E,N) et (F, ‖ . ‖) deux espaces vectoriels normés et
A ⊂ E une partie de E, a ∈ A et f : A→ F .

f est continue en a si et seulement si
"Pour toute suite (un) à valeurs dans A qui converge vers a alors la suite(

f(un)
)

converge vers f(a)".
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Démonstration. Le sens direct est laissé en exercice. On démontre le sens réci-
proque par contraposée. On suppose donc f : A → F non continue en a. Il y a
donc un ε > 0 tel que pour tout réel δ > 0, on trouve xδ ∈ A tel queN(xδ−a) < δ
mais ‖f(xδ)−f(a)‖ ≥ ε. Posons alors un = x2−n . Nous avonsN(un−a) < 2−n

et ‖f(un)−f(a)‖ ≥ ε. Ainsi limn→+∞ un = amais la suite
(
f(un)

)
ne converge

pas vers f(a).

3.5.4 Addition et composition

Proposition 3.5.5. Soient (E,N) et (F, ‖ . ‖) deux espaces vectoriels normés et
A ⊂ E une partie de E, f, g : A → F deux fonctions continues sur A. Alors pour
tout λ ∈ R, la fonction f + λg est continue sur A.

Proposition 3.5.6. Soient (E,N), (F, ‖ . ‖) et (G,N ) trois espaces vectoriels nor-
més etA ⊂ E une partie deE et B ⊂ F une partie de F . On considère f : A → F
et g : B → G deux fonctions continues telle que f(A) ⊂ B. Alors la fonction
g ◦ f : A → G est continue.

Nous pouvons faire deux preuves : Démonstration avec les ε : Soit a ∈ A. On
sait par hypothèse que f(a) ∈ B. Pour les commodités de notations, nous posons
b = f(a) .Soit ε > 0. Puisque g : B → G est continue en b = f(a), il y a un réel
η > 0 tel que

g
(
B‖ . ‖(b, η) ∩ B

)
⊂ BN (g(b), ε).

Puis f : A → F est continue en a. Il y a donc un réel δ > 0 tel que

f (BN (a, δ) ∩ A) ⊂ B‖ . ‖(b, η) = B‖ . ‖(f(a), η).

Par ailleurs, nous avons supposé que f(A) ⊂ B ainsi

f (BN (a, δ) ∩ A) ⊂ B‖ . ‖(b, η) ∩ B.

On en déduit

g ( f (BN (a, δ) ∩ A) ) ⊂ g
(
B‖ . ‖(b, η) ∩ B

)
⊂ BN (g(b), ε).

C’est à dire
g ◦ f (BN (a, δ) ∩ A) ⊂ BN (g ◦ f(a), ε).

On a bien démontré que g ◦ f est continue en a. Et ceci pour tout a ∈ A. Donc
g ◦ f est continue sur A. �

Nous vous invitons à comparer la preuve donnée ci dessus avec la preuve du
résultat analogue du cours d’analyse 1.
Démonstration avec les suites : On utilise la caractérisation séquentielle de la
continuité. Ainsi il suffit de démontrer que si (un)n∈N est une suite à valeurs
dans A qui converge vers a ∈ A alors la suite (g ◦ f(un))n∈N converge vers
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g ◦ f(a) = g(f(a)). On utilise d’abord la continuité de f en a et on en déduit
que

lim
n→+∞

f(un) = f(a).

Maintenant la suite (f(un))n∈N est à valeurs dans B et converge vers f(a). Or g
est continue en f(a) donc

lim
n→+∞

g
(
f(un)

)
= lim

n→+∞
g ◦ f(un) = g(f(a)) = g ◦ f(a).

On a bien démontré le résultat voulu. �

3.5.5 Quelques exemples

a) Soit (E,N) un espace vectoriel normé et x ∈ E, alors la translation de vecteur
x est une fonction continue sur E.

b) Soit (E,N) un espace vectoriel normé , x ∈ E et λ ∈ R, alors l’homothétie de
centre x et de rapport λ :

z 7→ λ(z − x) + x.

est continue.

c) Soient (E,N) et (F, ‖ . ‖) deux espaces vectoriels normés , A ⊂ E une partie
de E et κ ≥ 0. On dit qu’une fonction f : A → F est κ−lipschitzienne ou
lipschitzienne si

x, y ∈ A⇒ ‖f(x)− f(y)‖ ≤ κN(x− y).

Il doit être évident qu’une application lipschitzienne est continue 10.

d) Soit (E,N) un espace vectoriel normé alors N : E → R est continue car 1-
lipschitzienne 11.

e) Soient (E,N) et (F, ‖ . ‖) deux espaces vectoriels normés , on suppose que E
est de dimension finie. Alors toute application linéaire T : E → F est continue.
Démonstration : On considère donc une application linéaire T : E → F et
(~e1, . . . , ~ek) une base de E. On définit comme précédement la norme ‖ .‖∞
associée à cette base :∥∥∥∥∥∥

k∑
j=1

λj~ej

∥∥∥∥∥∥
∞

= max{|λ1|, . . . , |λk| } = N∞( (λ1, . . . , λk) ).

10. En voici la vérification : Soit a ∈ A et ε > 0. Si on pose δ = ε/(κ + 1), il est évident que
l’hypothèse faite sur f entraîne que

(N(x− a) < δ et x ∈ A)⇒ ‖f(x)− f(a)‖ < ε.

11. puisque |N(x)−N(y)| ≤ N(x− y).
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On sait qu’il existe une constante γ ≥ 0 tel que

∀~x ∈ E, ‖~x‖∞ ≤ γN(~x).

Maintenant si ~z =
∑k

j=1 λj~ej , on a

‖T (~z)‖ =

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

λjT (~ej)

∥∥∥∥∥∥ ≤
k∑
j=1

|λj |‖T (~ej)‖ ≤ C‖~z‖∞ ≤ CγN(~z),

où C =
∑k

j=1 ‖T (~ej)‖. Cette dernière inégalité appliquée à ~z = ~x − ~y, en
utilisant que T est linéaire, montre que T est Cγ-lipschitzienne donc continue.
�

f) Soit (E,N) un espace vectoriel normé et A ⊂ E. Démontrer que f : A→ Rk

f(x) = ( f1(x), . . . , fk(x) )

est continue si et seulement si pour tout i ∈ {1, . . . , k}, la fonction fi : A→ E
est continue.

3.5.6 Fonctions Polynomiales

Proposition 3.5.7. Soit (E,N) un espace vectoriel normé de dimension finie et
f : E → R ou f : E → Rp une application polynomiale alors f est continue.

Démonstration. Soit (~e1, . . . , ~ek) une base de E et Ψ: Rk → E l’isomorphisme

Ψ( (λ1, . . . , λk) ) =
k∑
j=1

λj~ej .

Si α = (α1, . . . , αk) ∈ Nk et λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Rk nous notons

|α| = α1 + · · ·+ αk

et
λα = λα1

1 λα2
2 . . . λαkk .

Si f : E → R est une fonction polynomiale, il y a un entier N , et pour chaque
α ∈ Nk tel que |α| ≤ N un réel aα tels que

f(Ψ(λ)) =
∑

α,|α|≤N

aαλ
α.

En utilisant que la somme finie de fonctions continues est continue et que Ψ−1

est continue (car c’est une application linéaire entre espaces vectoriels normés de
dimension finie), on voit qu’il suffit de démontrer que si α ∈ Nk alors l’application

Rk → R
λ 7→ λα
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est continue. En utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité, on voit que
cela est évident 12.

Par exemple
A 7→ Mn(R) 7→ A2

est continue car polynomiale.
De même det est continue surMn(R) car polynomiale.

3.5.7 Caractérisation de la continuité globale

Théorème 3.5.8. Soient (E,N) et (F, ‖ . ‖) deux espaces vectoriels normés .
— Si U ⊂ E est un ouvert de (E,N) et f : U → F une fonction. Alors f est

continue si et seulement si
"Pour tout ouvert O de (F, ‖ . ‖), f−1(O) est un ouvert de (E,N).

— Si F ⊂ E est un fermé de (E,N) et f : F → F une fonction. Alors f est
continue si et seulement si
"Pour tout fermé L de (F, ‖ . ‖), f−1(L) est un fermé de (E,N).

Démonstration. On laisse la preuve de la première assertion en exercice.
Montrons le sens direct de la seconde assertion. On suppose donc que f : F →

F est continue. On considère un fermé L ⊂ F et une suite (un)n∈N à valeurs dans
f−1(L) tel que la suite (un)n∈N converge dans E. Puisque (un)n∈N est une suite à
valeurs dans le ferméF et que cette suite converge, on sait que ` = limn→+∞ un ∈
F . Maintenant puisque f est continue, nous en déduisons

lim
n→+∞

f(un) = f(`).

Ainsi la suite (f(un))n∈N est à valeurs dans le fermé L et converge vers f(`) donc
f(`) ∈ L. Et donc ` ∈ f−1(L). Ainsi f−1(L) est bien un fermé de E.

Montrons maintenant le sens réciproque de la seconde assertion par contrapo-
sition :

On suppose que f n’est pas continue. Il y a donc un ` ∈ F et un réel ε tel
que pour tout entier n, il existe un ∈ B(`, 2−n) ∩ F mais f(un) 6∈ B(f(`), ε) On
considère le fermé

L = F \B(f(`), ε).

12. Mais fastidieux à écrire : soit a = (a1, . . . , ak) ∈ Rk et (un) une suite à valeurs dans Rk
convergeant vers a. On a donc un = (x1,n, x2,n, . . . , xk,n), et pour tout i ∈ {1, 2, . . . , k} :

lim
n→+∞

xi,n = ai.

Les règles de multiplications des suites convergentes montrent que

lim
n→+∞

xα1
1,nx

α2
2,n . . . x

αk
k,n = aα1

1 aα2
2 . . . a

αk
k .

C’est à dire
lim

n→+∞
unα = aα.
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Par construction, la suite (un)n∈N est à valeurs dans f−1(L) et elle converge vers
` mais ` 6∈ f−1(L) car f(`) 6∈ F \B(f(`), ε). Donc f−1(L) n’est pas fermé.

Des exemples : Ces résultats permettent de démontrer facilement que des en-
sembles sont ouverts ou fermés.

i) GLn(R) est un ouvert deMn(R) ' Rn2
. En effet c’est l’image récioproque

de l’ouvert R \ {0} par l’application continue det. En particulier, il existe un
ε > 0 tel que si |a|+ |b|+ |c|+ |d| < ε alors la matrice(

1 + a b
c 1 + d

)
est inversible.

ii) SLn(R) est un fermé deMn(R) car c’est l’image réciproque du fermé {1}
par l’application continue det.

iii) Soit f, g : R→ R des fonctions continues alors

D = {(x, y) ∈ R2, y < f(x) et g(y) < x}

est un ouvert de R2 car D = U1 ∩ U2 où U1 = {(x, y) ∈ R2, y < f(x)} est
l’image réciproque de l’ouvert ]−∞, 0[ par l’application continue 13 (x, y) 7→
y − f(x) et U2 = {(x, y) ∈ R2, g(y) < x} est l’image réciproque de l’ouvert
]−∞, 0[ par l’application continue (x, y) 7→ g(y)−x.Ainsi U1 et U2 sont des
ouverts de R2 et D est une intersection finie d’ouverts donc D est un ouvert
de R2.

3.6 Fonctions continues sur une partie compactes

3.6.1 Images d’un compact par une application continue

Théorème 3.6.1. Soient (E,N) et (F, ‖ . ‖) deux espaces vectoriels normés ,K ⊂
E un compact de (E,N) et f : K → F une fonction continue. Alors f(K) est un
compact de (F, ‖ . ‖).

Démonstration. Soit (vn)n∈N une suite de f(K). Pour chaque entier n, on trouve
un ∈ K tel que

f(un) = vn.

La suite (un)n∈N est à valeurs dans le compact K. Il y a donc un application stric-
tement croissante ϕ : N→ N et ` ∈ K telle que

lim
n→+∞

uϕ(n) = `.

13. Savez démontrer que cette application est continue?
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Puisque f est continue en `, nous en déduisons que

lim
n→+∞

f
(
uϕ(n)

)
= f(`).

C’est à dire
lim

n→+∞
vϕ(n) = f(`),

puisque f(`) ∈ K, nous avons bien démontré que f(K) est un compact de (F, ‖ . ‖).

3.6.2 Applications

Corollaire 3.6.2. Soit (E,N) un espace vectoriel normé , K ⊂ E un compact
de (E,N) et f : K → R une fonction continue, alors f est bornée et atteint ses
bornes : il y a x−, x+ ∈ K tels que

∀x ∈ K, f(x−) ≤ f(x) ≤ f(x+).

Démonstration. En effet, f(K) est un compact de R donc l’exercice proposée en
page 17 montre qu’il y a α ≤ ω des éléments de f(K) tel que

f(K) ⊂ [α, ω]

Puisque α, ω ∈ f(K) il y a x−, x+ ∈ K tels que α = f(x−) et ω = f(x+). Alors

∀x ∈ K ⇒ f(x) ∈ f(K)→ α = f(x−) ≤ f(x) ≤ ω = f(x+).

3.6.3 Exemple :Point de Fermat

Théorème 3.6.3. Soit A,B,C sont trois points du plan R2 non alignés alors il
existe un unique point F , appelé point de Fermat du triable ABC, tel que

∀M ∈ R2, d(M,A) + d(M,B) + d(M,C) ≥ d(F,A) + d(F,B) + d(F,C).

Où on rappelle que si M0 = (x0, y0) et M1 = (x1, y1) alors

d(M0,M1) =
√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 =
∥∥∥−−−−→M0M1

∥∥∥ .
Démonstration. Introduisons la fonction Λ: R2 → R définie par

Λ(M) = d(M,A) + d(M,B) + d(M,C).

Il s’agit de démontrer qu’il existe un unique point F ∈ R2 tel que

inf
{

Λ(M),M ∈ R2
}

= Λ(F )
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Montrons d’abord l’existence d’un tel point : L’ensemble
{

Λ(M),M ∈ R2
}

est
une partie non vide de R minorée par 0. On peut donc définir

δ = inf
{

Λ(M),M ∈ R2
}
.

Par ailleurs si M ∈ R2, nous avons avec l’inégalité triangulaire

Λ(M) + Λ(O) = d(M,A) + d(O,A) + d(M,B) + d(O,B) + d(M,C) + d(O,C)

≥ 3d(O,M).

Posons
R = Λ(O) + 10δ + 1.

On a d(O,M) > R⇒ Λ(M) > 2δ ≥ δ. Ceci implique que

inf
{

Λ(M),M ∈ R2
}

= inf
{

Λ(M),M ∈ B(O,R]
}
,

où on a notéB(O,R] la boule fermée centrée en l’origineO = (0, 0) et de rayonR.
Mais B(O,R] est une partie fermée bornée de R2, c’est donc une partie compacte.
De plus la fonction Λ est continue comme somme de fonctions continues 14. Donc
Λ: B(O,R] → R est continue et atteint ses bornes, il y a donc un F ∈ B(O,R]
tel que

Λ(F ) = inf
{

Λ(M),M ∈ B(O,R]
}

= inf
{

Λ(M),M ∈ R2
}

= δ.

Montrons d’abord l’unicité d’un tel point : Considérons deux tels points F et
F ′. On a donc

δ = Λ(F ) = Λ(F ′).

Et considérons I le milieu du segment [F, F ′]. Avec l’inégalité triangulaire, nous
obtenons

(♥) d(A, I) = ‖
−→
AI‖ =

∥∥∥∥1

2

(−→
AF +

−−→
AF ′

)∥∥∥∥ ≤ 1

2

(
‖
−→
AF‖+ ‖

−−→
AF ′‖

)
,

et de même
(♦) d(B, I) ≤ 1

2

(
‖
−−→
BF‖+ ‖

−−→
BF ′‖

)
,

et
(z) d(C, I) ≤ 1

2

(
‖
−−→
CF‖+ ‖

−−→
CF ′‖

)
.

En additionnant ces inégalités, nous trouvons

Λ(I) ≤ 1

2

(
Λ(F ) + Λ(F ′)

)
= δ.

Or par définition Λ(I) ≥ δ. Nous avons donc l’égalité Λ(I) = δ et nous avons éga-
lité dans les inégalités (♥), (♦) et (z). Or l’égalité d(A, I) = 1

2

(
‖
−→
AF‖+ ‖

−−→
AF ′‖

)
14. On peut même vérifier que Λ est 3-lipschitzienne.
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ne peut se produire que si les points A,F, F ′ sont alignés. De même l’égalité
d(B, I) = 1

2

(
‖
−−→
BF‖+ ‖

−−→
BF ′‖

)
ne peut se produire que si les points B,F, F ′

sont alignés et l’égalité d(C, I) = 1
2

(
‖
−−→
CF‖+ ‖

−−→
CF ′‖

)
ne peut se produire que

si les points C,F, F ′ sont alignés. Or les points A,B,C ne sont pas alignés donc
nous devons avoir F = F ′.

Exercice : En reprenant les arguments de la première partie démontrer les résultats
suivants :

a) Si (E,N) est un espace vectoriel normé de dimension finie et que Φ: E ⇒ R
est une fonction continue telle que pour des constantes c > 0 et C :

∀x ∈ E,Φ(x) ≥ cN(x)− C

alors Φ est minorée et atteint sa borne inférieure : il existe un x0 ∈ E tel que

∀x ∈ E,Φ(x) ≥ Φ(x0).

b) Démontrer que f : R→ R est une fonction continue telle que

lim
x→±∞

f(x) = +∞

alors f est minorée et atteint sa borne inférieure 15 : il existe un x0 ∈ R tel que

∀x ∈ R, f(x) ≥ f(x0).

c) Si (E,N) est un espace vectoriel normé de dimension finie et que Φ: E ⇒ R
est une fonction continue telle qu’il y a une fonction f : R+ → R et que

∀x ∈ E,Φ(x) ≥ f (N(x))

et que
lim

r→+∞
f(r) = +∞

alors Φ est minorée et atteint sa borne inférieure : il existe un x0 ∈ E tel que

∀x ∈ E,Φ(x) ≥ Φ(x0).

Ce qu’on attend que les étudiants sachent faire et ce qu’on
attend que les étudiants fassent

— Connaître les définitions du cours !

15. Démontrer qu’il y a un r > 0 tel que |x| > r ⇒ f(x) ≥ |f(0)| + 50. Puis vérifier que
inf{f(x), x ∈ [−r, r]} = inf{f(x), x ∈ R} et en déduire le résultat.
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— Travailler les preuves des théorèmes et avoir fait les exercices du poly. Cela
a aussi pour but de vous familiariser avec des raisonnements logiques qui
seront indispensables en L3 et fondamentaux en Master.

— Savoir démontrer qu’une certaine fonction est une norme.
— Savoir expliquer qu’une fonction donnée est continue (composition, carac-

térisation séquentielle, reconnaitre qu’elle est éventuellement linéaire ou
polynomiale en dimension finie)

— Montrer qu’un ensemble est fermé ou ouvert car c’est l’image réciproque
d’un tel ensemble par une fonction continue.

— Savoir démontrer de façon guidée qu’un ensemble est fermé avec la carac-
térisation séquentielle.

— Savoir démontrer de façon guidée qu’un ensemble est fermé borné (donc
compact en dimension finie)

— Savoir utiliser dans des exemples plans ou dans l’espace qu’une fonction
continue sur un compact atteint ces bornes pour des problèmes d’optimisa-
tion élémentaires.



Chapitre 4

Calcul Différentiel

Avant propos

Nous allons ici introduire les outils qui permettent de généraliser aux fonctions
de plusieurs variables les résultats suivants que vous avez vu en d’Analyse 1 :

— Soit f : ]a, b[→ R une fonction dérivable et x0 ∈]a, b[. Si f présente un
minimum local en x0 alors

f ′(x0) = 0.

— Soit f : ]a, b[→ R une fonction de classe C2 et x0 ∈]a, b[. Si f ′(x0) = 0 et
f ′′(x0) > 0 alors f présente un minimum local en x0.

Ces outils de calcul différentiel sont par ailleurs fondamentaux non seulement pour
étudier les équations de la physique : équation de la chaleur, thermodynamique,
relativité générale, mécannique quantique, mécannique des fluides... mais aussi en
mathématiques où ils sont indispensables par exemple en géométrie.

4.1 Fonctions de classe C1

On reprend ici l’exposé fait dans le livre de Liret-Martinais. On équipe donc
l’espace vectoriel Rn de la norme infinie que nous notons

‖ (x1, . . . , xn) ‖ = max{|x1|, . . . , |xn|}.

Ainsi si p = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn et ε > 0 alors

B(p, ε) =]x1 − ε, x1 + ε[× ]x2 − ε, x2 + ε[× . . . ]xn − ε, xn + ε[

On notera aussi (~e1, . . . , ~en) la base cannonique de Rn.

121
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4.1.1 Dérivées partielles

Soit f : U → Rk une fonction définie sur un ouvert U de Rn. Soit p ∈ U , nous
savons qu’il y a ε > 0 tel que

B(p, ε) ⊂ U.

Ainsi la courbe t ∈] − ε, ε[7→ γi(t) = p + t~ei est à valeurs dans U . On dit que f
admet une dérivée partielle dans la direction de ~ei en p si la fonction t 7→ f(p+t~ei)
est dérivable en t = 0. Dans ce cas et si on note (x1, . . . , xn) 7→

∑n
i=1 xi~ei les

coordonnées sur U , on définit

∂f

∂xi
(p) =

∂

∂xi
f(p) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(p+ t~ei) = (f ◦ γi)′ (0).

4.1.2 Exemples de calculs

1) La fonction f(x, y) = x a des derivées partielles en tout point de plus

∂

∂x
f(x, y) = 1 et

∂

∂y
f(x, y) = 0.

2) Si A ∈ R2 et ~u ∈ R2 alors la fonction g : R2 → R définie par g(M) =
−−→
AM.~u

admet des dérivées partielles. En effet 1

g(M + t~i) =
(−−→
AM + t~i

)
.~u =

−−→
AM.~u+ t~i.~u

ainsi
∂

∂x
g(M) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

g(M + t~i) =~i.~u

de même
∂

∂y
g(M) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

g(M + t~j) = ~j.~u.

3) Fonctions linéaires : Si T : Rn → Rk est une application linéaire alors T a des
dérivées partielles en tout point p ∈ Rn et

∂

∂xi
T (p) = T (~ei)

en effet par linéarité nous avons

T (p+ t~ei) = T (p) + tT (~ei).

4) La fonction h(x, y, z) = xyz admet des dérivées partielles en tout point et

∂

∂x
h(x, y, z) = yz,

∂

∂y
h(x, y, z) = xz,

∂

∂z
h(x, y, z) = xy.

1. On note ici comme au lycée (~i,~j) la base canonique deR2 et (x, y) les coordonnées associées.
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5) La fonction `(x, y, z) = exyz admet aussi des dérivées partielles en tout point.
Pour calculer la dérivée partielle de cette fonction par rapport x en p = (x0, y0, z0)
on étudie la fonction x 7→ `(x, y0, z0) = exy0z0 . Cette fonction est dérivable et
sa dérivée en x = x0 vaut

∂

∂x
`(x0, y0, z0) = y0z0 e

x0y0z0 .

Un calcul identique fournira

∂

∂y
`(x0, y0, z0) = x0z0 e

x0y0z0 ,
∂

∂z
`(x0, y0, z0) = y0x0 e

x0y0z0 .

6) La fonction k(x, y) = x2 + y2 admet des dérivées partielles en tout point et

∂

∂x
k(x, y) = 2x,

∂

∂y
k(x, y) = 2y.

7) Si A ∈ R2 et ~u ∈ R2 alors la fonction λ : R2 → R définie par

λ(M) = ‖
−−→
AM‖2

admet des dérivées partielles en tout point. En effet siA = (a, b) etM = (x, y)
alors λ(M) = (x− a)2 + (y − b)2. Ainsi

∂

∂x
λ(x, y) = 2(x− a),

∂

∂y
λ(x, y) = 2(y − b).

On peut aussi faire ce calcul de façon plus géométrique. Car

λ(M + t~i) = ‖
−−→
AM + t~i‖2 = ‖

−−→
AM‖2 + 2t

−−→
AM.~i+ t2

Donc
∂

∂x
λ(M) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

λ(M + t~i) = 2
−−→
AM.~i.

Le même calcul conduira à ∂
∂yλ(M) = 2

−−→
AM.~j.

8) Fonctions composées I La fonction q(x, y) =
√
x2 + y2 admet des déri-

vées partielles 2en tout point (x, y) 6= (0, 0). En effet concernant la dérivée
partielle par rapport à x, nous devons étudier la dérivabilité de la fonction
x 7→

√
uy(x) où uy(x) = x2 + y2. Or uy est dérivable par rapport à x et

la fonction x 7→
√
uy(x) est dérivable par rapport à x pourvu que uy(x) 6= 0

et alors
∂

∂x
q(x, y) =

u′y(x)

2
√
uy(x)

où on a noté ′ la dérivée par rapport à x : Et on

trouve donc
∂

∂x
q(x, y) =

2x

2
√
x2 + y2

=
x√

x2 + y2
.

2. On remarquera que q(x, 0) = |x| n’est pas dérivable en x = 0, ainsi la fonction q n’admet pas
de dérivée partielle dans la direction de~i en (0, 0). De même la fonction q n’admet pas de dérivée
partielle dans la direction de ~j en (0, 0).
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Une argumentation identique montre que si x2 + y2 6= 0 alors

∂

∂y
q(x, y) =

y√
x2 + y2

.

Ce calcul est un cas particulier d’un calcul plus général :

Proposition 4.1.1. Soit f : U → R une fonction continue définie sur un ouvert
U de Rn et p ∈ U . On suppose que la dérivée partielle ∂f

∂xi
(p) existe. Soit

Θ: I → R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I . On suppose que
f(p ∈ I . Alors il y a un ouvert O ⊂ U contenant p, sur lequel la fonction
Θ ◦ f est bien définie, de plus cette fonction admet une dérivée partielle dans
la direction de ~ei en p et

∂

∂xi
Θ ◦ f(p) = Θ′(f(p))

∂f

∂xi
(p).

Démonstration : D’abord O = f−1(I) = {q ∈ U, f(q) ∈ I} est un ouvert de
Rn : en effet f est continue, U est ouvert et I est un intervalle ouvert de R, etO
est l’image réciproque de I par f donc est ouvert. Par définition, Θ ◦ f est bien
définie sur O. On sait que la fonction g(t) = f(p + t~ei) est dérivable et t = 0
et que la fonction Θ ◦ g est bien définie. De plus nos hypothèses et le théorème
de dérivation des fonctions composées montrent que la fonction t 7→ Θ(g(t))
est dérivable en t = 0 et

(Θ ◦ g)′ (t) = Θ′(g(0)) g′(0) ,

ainsi la fonction t 7→ Θ ◦ f(p+ t~ei) est est dérivable en t = 0 et

∂

∂xi
Θ ◦ f(p) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Θ ◦ g(t) = Θ′(g(0)) g′(0) = Θ′(f(p))
∂

∂xi
f(p).

�

9) Dérivée du déterminant On étudie les dérivées partielles de la fonction déter-
minant 3× 3 :

A =

 x y z
u v w
r s t

 7→ detA

Cette fonction déterminant est polynomiale donc ses dérivées partielles existent
en tous points et en toutes directions. En développant par rapport à la dernière
colonne, nous avons

(?) det

 x y z
u v w
r s t

 = z

∣∣∣∣ u v
r s

∣∣∣∣− w ∣∣∣∣ x y
r s

∣∣∣∣+ t

∣∣∣∣ x y
u v

∣∣∣∣ .
On a donc

∂

∂z
detA =

∣∣∣∣ u v
r s

∣∣∣∣ , ∂

∂w
detA = −

∣∣∣∣ x y
r s

∣∣∣∣ , ∂∂t detA =

∣∣∣∣ x y
u v

∣∣∣∣ .
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Ces expressions peuvent évoquer le produit vectoriel et cela n’est pas surpre-
nant. En effet, si ~a,~b,~c sont des vecteurs de R3 alors, nous avons l’identité

det(~a,~b,~c) =
(
~a ∧~b

)
.~c

On peut vérifier cela avec la formule (?) ci dessus mais aussi avec l’interpré-
tation géométrique du déterminant et du produit vectoriel. En effet, det(~a,~b,~c)
est une mesure du volume-algébrique- du parallélépipède formé par les vec-
teurs ~a,~b,~c. Par ailleurs ce volume est aussi le produit de l’aire de la base par la
longueur de la hauteur. Or la longueur du vecteur ~a∧~b est l’aire-algébrique- du
parallélogramme formé par les vecteurs ~a,~b et sa direction est la normale ~n au
plan défini par ~a et ~b, donc la longueur de la hauteur est le produit scalaire ~n.~c
. Si ~c = z~i+ w~j + t~k, on a donc

det(~a,~b,~c) =
(
~a ∧~b

)
.~c = z

(
~a ∧~b

)
.~i+ w

(
~a ∧~b

)
.~j + t

(
~a ∧~b

)
.~k.

Lorsque ~a = x~i+ u~j + r~k et~b = y~i+ v~j + s~k, la formule (?) fournit

~a ∧~b =

∣∣∣∣ u v
r s

∣∣∣∣~i− ∣∣∣∣ x y
r s

∣∣∣∣~j +

∣∣∣∣ x y
u v

∣∣∣∣~k.
4.1.3 Fonction de classe C1

On remarque d’abord qu’il existe des fonctions f : R2 → R qui admettent
en chaque point des dérivées partielles par rapport à x et y mais qui ne sont pas
continue sur R2. Par exemple, prenons la fonction définie par

f(x, y) =

{
0 si (x, y) = (0, 0)
xy

x2+y2
si (x, y) 6= (0, 0)

Il est facile de montrer que si p = (x, y) 6= (0, 0) alors les dérivées partielles de f
en p existent et

∂f

∂x
(p) =

y

x2 + y2
− 2x2y

(x2 + y2)2
=
y(y2 − x2)

(x2 + y2)2

et
∂f

∂y
(p) =

x

x2 + y2
− 2xy2

(x2 + y2)2
=
y(x2 − y2)

(x2 + y2)2
.

En (0, 0) : si t ∈ R nous avons f(t, 0) = 0 et f(0, t) = 0 donc f admet des
dérivées partielles en (0, 0).

Par ailleurs si t > 0 alors
f(t, t) =

1

2

Ainsi la suite (un = (2−n, 2−n))n∈N converge vers (0, 0) mais la suite
(
f(un) = 1

2

)
n∈N

converge vers 1
2 6= 0 = f(0, 0). Donc f n’est pas continu en (0, 0).
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Définition 4.1.2. On dit qu’une fonction f : U → Rk définie sur un ouvert U de
Rn est de classe C1 si les dérivées partielles de f existent en tout point de U et si
les dérivées partielles ∂

∂xi
f : U → Rk sont des fonctions continues sur U .

Remarque 4.1.3. Il faut noter que si f : U → Rk est C1 alors a = (a1, a2, . . . an) ∈
U alors la fonction x 7→ f(x, a2, . . . , an) est de classe C1 sur son ensemble de dé-
finition :

D(a2,...,an) = {x ∈ R, (x, a2, . . . , an) ∈ U}

qui est un ouvert de R car c’est l’image réciproque d’un ouvert par une fonction
continue. Le même constat vaut pour les restrictions de f le long d’autres axes de
coordonnées.

En revanche les fonctions C1 admettent un développement limité à l’ordre 1 et
sont donc continues :

Théorème 4.1.4. Soit f : U → Rk une fonction de classe C1 définie sur un ouvert
U ⊂ Rn et p ∈ U alors il y a une fonction η : B(0, δ) → Rk continue en 0Rn et
vérifiant η(0) = 0 tel que si ~h =

∑n
i=1 hi~ei alors

f(p+ h) = f(p) +
n∑
i=1

hi
∂

∂xi
f(p) + ‖~h‖η(~h).

Démonstration. On ne fait la preuve que pour n = 2 et p = (0, 0). Le cas général
se montre avec des arguments identiques, c’est uniquement plus pénible à écrire. La
fonction t 7→ f(t, 0) est dérivable et sa dérivée est la fonction t 7→ ∂

∂xf(t, 0) qui
est par hypothèse continue. Le théorème fondamental de l’analyse nous apprend
que

f(t, 0)− f(0, 0) =

∫ t

0

∂f

∂x
(τ, 0)dτ.

De même la fonction s 7→ f(t, s) est dérivable et sa dérivée est la fonction s 7→
∂
∂xf(t, s) qui est de même continue. Le théorème fondamental de l’analyse nous
apprend que

f(t, s)− f(t, 0) =

∫ s

0

∂f

∂x
(t, σ)dσ.

Finallement

f(t, s)− f(0, 0) =

∫ t

0

∂f

∂x
(τ, 0)dτ +

∫ s

0

∂f

∂x
(t, σ)dσ.

Nous avons aussi

f(t, s)− f(0, 0)− t∂f
∂x

(0, 0)− s∂f
∂y

(0, 0) =

∫ t

0

(
∂f

∂x
(τ, 0)− ∂f

∂x
(0, 0)

)
dτ

+

∫ s

0

(
∂f

∂x
(t, σ)− ∂f

∂y
(0, 0)

)
dσ.
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Soit ε > 0, par continuité des dérivées partielles, nous savons qu’il y a un réel
δ > 0 tel que

(t, s) ∈ B(0, δ)⇒ (t, x) ∈ U et

∥∥∥∥∂f∂x (t, s)− ∂f

∂x
(0, 0)

∥∥∥∥ < ε

100

et

∥∥∥∥∂f∂y (t, s)− ∂f

∂y
(0, 0)

∥∥∥∥ < ε

100

On considère maintenant (t, s) ∈ R2 tel que |t| < δ et |s| < δ alors pour tout
τ dans l’intervalle délimité par t et 0, on a |τ | ≤ |t| < δ donc∥∥∥∥∂f∂x (τ, 0)− ∂f

∂x
(0, 0)

∥∥∥∥ < ε

100

Et pour tout σ dans l’intervalle délimité par s et 0, on a |σ| ≤ |s| < δ donc∥∥∥∥∂f∂y (t, σ)− ∂f

∂y
(0, 0)

∥∥∥∥ < ε

100

On en déduit 3 que∥∥∥∥∫ t

0

(
∂f

∂x
(τ, 0)− ∂f

∂x
(0, 0)

)
dτ

∥∥∥∥ ≤ ∣∣∣∣∫ t

0

∥∥∥∥∂f∂x (τ, 0)− ∂f

∂x
(0, 0)

∥∥∥∥ dτ ∣∣∣∣ ≤ |t| ε100
.

Et de même∥∥∥∥∫ s

0

(
∂f

∂y
(t, σ)− ∂f

∂y
(0, 0)

)
dτ

∥∥∥∥ ≤ ∣∣∣∣∫ s

0

∥∥∥∥∂f∂y (t, σ)− ∂f

∂y
(0, 0)

∥∥∥∥ dτ ∣∣∣∣ ≤ |s| ε100
.

On obtient donc que si (t, s) ∈ R2 vérifie |t| < δ et |s| < δ alors∥∥∥∥f(t, s)− f(0, 0)− t∂f
∂x

(0, 0)− s∂f
∂y

(0, 0)

∥∥∥∥ ≤ |t| ε100
+ |s| ε

100

≤ max{|t|, |s|} ε
50

< max{|t|, |s|}ε.

Ce qui montre bien que

lim
(t,s)→(0,0)

f((t, s))− f((0, 0))−−t∂f∂x (0, 0)− s∂f∂y (0, 0)

max{|t|, |s|}
= 0.

3. Avec le fait que la norme d’une intégrale est inférieure à l’intégrale de la norme ; ce qui est
une conséquence de l’inégalité triangulaire appliquée -à des sommes de Riemann et à un passage à
la limite dans des inégalités larges -voir plus loin au lemme (4.1.12).
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4.1.4 Différentielle et dérivée le long d’une courbe

Définition 4.1.5. Soit f : U → Rk une fonction de classe C1 définie sur un ouvert
U de Rn. Si p ∈ U , on appelle différentielle de f en p, l’application linéaire
Df(p) : Rn → Rk définie par

pour ~h =
n∑
i=1

hi~ei, Df(p)(~h) =
n∑
i=1

hi
∂

∂xi
f(p).

Il faut remarquer que le développement limité à l’ordre 1 ci dessus donne une
définition géométrique qui ne repose pas sur le choix de la base canonique :

lim
t→0

f(p+ t~h)− f(p)

t
= Df(p)(~h).

Un exemple de calcul : On considère la fonction C : Mn(R) →Mn(R) définie
par C(A) = A2. C est une fonction polynomiale. Or il est facile de démontrer que

Proposition 4.1.6. Une fonction polynomiale est de classe C1.

Démonstration. En effet, si nous reprenons la preuve de la continuité des fonctions
polynomiales, nous voyons qu’il suffit de démontrer que si α = (α1, . . . , αk) ∈ Nk
alors la fonction

Mα : Rk → R
λ 7→ λα

est C1. On rappelle que si λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Rk, nous avons noté

λα = λα1
1 λα2

2 . . . λαkk .

Il est évident que les dérivées partielles de Mα existent en tout point et dans toutes
les directions :

∂

∂λi
Mα(λ) = αi λ

α1
1 λα2

2 . . . .λ
αi−1

i−1 λ
αi−1
i λ

αi+1

i+1 . . . λαkk .

Ainsi ∂
∂λi

Mα est une fonction polynomiale donc continue.

Donc C est bien de classe C1. On se propose de calculer la différentielle de C.
Soit ~H ∈Mn(R), nous avons

C(A+ t ~H) = (A+ t ~H).(A+ t ~H)

= A2 +At ~H + t ~HA+ t2( ~H)2

= A2 + t(A~H + ~HA) + t2( ~H)2.

Et donc
DC(A)( ~H) = A~H + ~HA.
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Nous pouvons aussi effectuer le calcul des dérivées partielles de C. Pour A =
(ai,j)1≤i≤n,1≤j≤n, nous avons

C(A) = (Ci,j(A))1≤i≤n,1≤j≤n

avec

Ci,j(A) =
n∑
`=1

ai,`a`,j

Donc

∂

∂aα,β
Ci,j(A) =


0 si α 6= i et β 6= j

aβ,j si α = i et β 6= j

ai,α si α 6= i et β = j

ai,i + aj,j si α = i et β = j.

Étude d’une équation aux dérivées partielles :

Soit U =]0,+∞[×R. On cherche les fonctions f : U → R qui sont solution de

(♥) x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) =

y

x
.

On commence par remarquer que U est bien un ouvert de R2. Car c’est l’image
réciproque de l’ouvert ]0,+∞[ par l’application continue (x, y) 7→ x :

U = {(x, y) ∈ R2;x ∈]0,+∞[ }.

Puis on remarque que si f : U → R est C1 alors

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = Df ( (x, y) ) ( (x, y) )

Soit (x, y) ∈ U . On introduit la fonction ϕ(t) = f(tx, ty). C’est une fonction de
classe C1 sur ]0,∞[ et

ϕ′(t) =
d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

f(tx+ τx, ty + τy) = x
∂f

∂x
(tx, ty) + y

∂f

∂y
(tx, ty)

Ainsi lorsque f : U → R est C1 et vérifie (♥) alors

ϕ′(t) =
1

t

(
tx
∂f

∂x
(tx, ty) + ty

∂f

∂y
(tx, ty)

)
=

1

t

ty

tx
=

1

t

y

x
.

Ceci montre donc que si t > 0 alors

ϕ(t) = f(tx, ty) = ϕ(1) + ln(t)
y

x
= f(x, y) + ln(t)

y

x
.
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En particulier, cette identité pour t = 1/x, nous fournit l’égalité

f(x, y) = ln(x)
y

x
+ f

(
1,
y

x

)
.

En posant u(ξ) = f(1, ξ), nous obtenons qu’il existe une fonction u : R → R de
classe C1 telle que

f(x, y) = ln(x)
y

x
+ u

(y
x

)
.

Vice versa, il est facile de vérifier que si u : R → R de classe C1 alors la fonction
fu : U → R définie par fu(x, y) = ln(x) yx + u

( y
x

)
vérifie (♥).

Dérivée le long d’une courbe (fonctions composées II)

Proposition 4.1.7. Soient f : U → Rk une fonction de classe C1 définie sur un
ouvert U de Rn et γ : I → U une fonction de classe C1 définie sur un intervalle I
de R. Alors f ◦ γ : I → Rk est de classe C1 et

(f ◦ γ)′ (t) = Df(γ(t))(γ′(t)).

Autrement dit si γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) alors

(f ◦ γ)′ (t) =
n∑
i=1

γ′i(t)
∂f

∂xi
(γ(t)).

Démonstration. Soit t ∈ I et notons p = γ(t) et ~v = γ′(t). On doit démontrer que

lim
τ→0

f(γ(t+ τ))− f(p)

τ
= Df(p)(~v).

Soit τ 6= 0 un réel assez petit, pour simplifier l’écriture, nous posons ~h(τ) =
−−−−−−−−→
γ(t)γ(t+ τ) ainsi p+~h(τ) = γ(t+ τ). Le développement limité de f à l’ordre 1
en p fournit l’existence d’une fonction η : B(0, δ)→ Rk tel que

lim
~h→0

η(~h) = 0

tel que
f(p+ ~h) = f(p) +Df(p)(~h) + ‖~h‖ η(~h).

En particulier

f(γ(t+ τ))− f(γ(t)) = f(p+~h(τ))− f(p) = Df(p)(~h(τ)) + ‖~h(τ)‖ η(~h(τ)).

Puisque γ est C1, nous avons

lim
τ→0

γ(t+ τ))− γ(t)

τ
= lim

τ→0

~h(τ)

τ
= γ′(t) = ~v.
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Donc par continuité de l’application linéaire Df(p) (nous sommes en dimension
finie), nous savons

lim
τ→0

Df(p)(~h(τ))

τ
= lim

τ→0
Df(p)

(
~h(τ)

τ

)
= Df(p)(~v).

Par ailleurs ∥∥∥∥∥‖~h(τ)‖
τ

η(~h(τ))

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥~h(τ)

τ

∥∥∥∥∥ ∥∥∥η(~h(τ))
∥∥∥

Puisque limτ→0

∥∥∥η(~h(τ))
∥∥∥ = 0 et que limτ→0

∥∥∥~h(τ)
τ

∥∥∥ = ‖~v‖, nous en déduisons
que

lim
τ→0

‖~h(τ)‖
τ

η(~h(τ)) = 0,

Puisque

f(p+ ~h(τ))− f(p)

τ
=
Df(p)(~h(τ))

τ
+
‖~h(τ)‖
τ

η(~h(τ))

et que lorsque τ → 0 : le premier terme du membre de gauche converge vers
Df(p)(~v) et que le second terme tend vers 0, nous obtenons bien le résultat voulu

lim
τ→0

f(p+ ~h(τ))− f(p)

τ
= Df(p)(~v).

Fonctions de différentielle nulle

Définition 4.1.8. On dit qu’une partieO ⊂ Rn est convexe si pour toutM0,M1 ∈
O alors

[M0,M1] = {M0 + t
−−−−→
M0M1 ; t ∈ [0, 1]} ⊂ O.

Proposition 4.1.9. Soit f : U → Rk une fonction de classe C1 sur un ouvert U de
Rn que l’on suppose convexe. Si pour tout p ∈ U : Df(p) = 0, c’est à dire que
pour tout p ∈ U et tout i ∈ {1, . . . , n} :

∂f

∂xi
(p) = 0,

alors f est une fonction constante.

Démonstration. Soit A ∈ U et M ∈ U . On considère la fonction ϕ : [0, 1] → Rk
définie par

ϕ(t) = f
(
A+ t

−−→
AM

)
.
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Cette fonction est de classe C1 et l’on a

ϕ′(t) = Df
(
A+ t

−−→
AM

)(−−→
AM

)
= 0

Ceci implique que ϕ est une fonction constante et en particulier :

f(A) = ϕ(0) = ϕ(1) = f(M).

On a bien démontré que f est constante égale à sa valeur en A.

Remarque 4.1.10. Une inspection rapide de la preuve montre que celle ci est
valide dès que l’ouvert U est étoilé en un point A ; c’est à dire que pour tout
M ∈ U , on a

[A,M ] ⊂ U.

En fait, on peut remplacer l’hypothèse de convexité par le fait que pour toutA,B ∈
U , il y ait une courbe continue affine par morceaux joignant A à B : i.e. il y a
M1, . . . ,M`−1,M` ∈ U tels que

[A,M1] ∪ [M1,M2] ∪ · · · ∪ [M`−1,M`] ∪ [M`, B] ⊂ U.

4.1.5 Inégalités des accroissements finis

Proposition 4.1.11. On équipe Rn d’une norme ‖ . ‖? et Rk d’une norme ‖ . ‖•. Et
on considère une fonction f : U → Rk de classe C1 sur un ouvert U de Rn que
l’on suppose convexe. On suppose qu’il y a κ ≥ 0 tel que pour tout p ∈ U :

∀~v ∈ Rn, ‖Df(p)(~v)‖• ≤ κ‖~v ‖?

alors f est κ−lipschitzienne :

∀p, q ∈ U, ‖f(p)− f(q)‖• ≤ κ‖ p− q ‖?.

Démonstration. Ce résultat repose sur le lemme suivant :

Lemme 4.1.12. Soit γ : [a, b]→ Rk une fonction continue définie sur un intervalle
[a, b] alors ∥∥∥∥∫ b

a
γ(t)‖dt

∥∥∥∥
•
≤
∫ b

a
‖γ(t)‖•dt.

Démonstration du lemme : Posons

I+
N (γ, a, b) =

b− a
N

n∑
`=1

γ

(
a+

b− a
N

)
.

On sait que

lim
N→+∞

I+
N (γ, a, b) =

∫ b

a
γ(t)dt.
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et que (par continuité de la norme) :

lim
N→+∞

∥∥I+
N (γ, a, b)

∥∥
• =

∥∥∥∥∫ b

a
γ(t)‖dt

∥∥∥∥
•
.

Par ailleurs l’inégalité triangulaire implique que

(♥)
∥∥I+
N (γ, a, b)

∥∥
• ≤

b− a
N

n∑
`=1

∥∥∥∥γ (a+
b− a
N

)∥∥∥∥
•
.

Et puisque t 7→ ‖γ(t)‖• est une fonction continue, nous savons que

lim
N→+∞

b− a
N

n∑
`=1

∥∥∥∥γ (a+
b− a
N

)∥∥∥∥
•

=

∫ b

a
‖γ(t)‖•dt.

L’inégalité des accroissements finis est alors une conséquence du passage à la li-
mite dans les inégalités larges (♥). �
Revenons maintenant à la preuve de l’inégalité des accroissements finis. On se
place dans les hypothèses et notations de la proposition et on considère p, q ∈ U
alors, puisque U est convexe, le segment [p, q] est inclus dans l’ouvert U . Ainsi la
fonction γ : [0, 1]→ Rk définie par

γ(t) = f (p+ t−→pq)

est de classe C1. De plus

γ′(t) = Df (p+ t−→pq) (−→pq)

donc par hypothèse

‖γ′(t)‖• ≤ κ ‖−→pq‖? = κ‖p− q‖?

et on conclut avec le lemme que

‖f(p)−f(q)‖• = ‖γ(1)− γ(0)‖• =

∥∥∥∥∫ 1

0
γ′(t) dt

∥∥∥∥
•
≤
∫ 1

0
‖γ′(t)‖•dt ≤ κ ‖−→pq‖? .

Remarque 4.1.13. Il est ici fondamental que l’ouvert U soit convexe. Par exemple
considérons l’ouvert A de R2 définie par

A = {(x, y) ∈ R2, 1 < x2 + y2 < 4 et (x, y) 6∈]−∞, 0]× {0}}.
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C’est bien un ouvert de R2 car c’est l’intersection A = A1 ∩ A2 où

A1 = {(x, y) ∈ R2, 1 < x2 + y2 < 4 }

et A2 = {(x, y) ∈ R2, (x, y) 6∈]−∞, 0]× {0}} = R2 \ ({0}×]−∞, 0]) .

A1 est l’image réciproque de l’intervalle ouvert ]1, 4[ par la fonction continue
(x, y) ∈ R2 7→ x2 + y2 donc A1 est un ouvert de R2. De plus A2 est le complé-
mentaire de l’ensemble ]−∞, 0]×{0} qui est un fermé de R2 par c’est intersection
D ∩H où D = {(x, y) ∈ R2, x = 0} et H = {(x, y) ∈ R2, y ≤ 0} qui sont des
images réciproques de fermés de R par des fonctions continues 4 donc A2 est un
ouvert de R2.

On définit Θ: A → R par

Θ(M) = angle

(
~̂i,
−−→
OM

)
∈]− π, π[.

Ainsi si M = (x, y) ∈ A alors

— Si y ≥ 0 alors Θ(M) = arccos

(
x√

x2 + y2

)
.

— Si y ≤ 0 alors Θ(M) = − arccos

(
x√

x2 + y2

)
.

— Si x ≥ 0 alors Θ(M) = arcsin

(
y√

x2 + y2

)
.

Nous pouvons calculer les dérivées partielles de Θ enM : On a pour
|x|√
x2 + y2

6=

1, c’est à dire y 6= 0 :

∂

∂x
arccos

(
x√

x2 + y2

)
= − 1√

1−
(

x√
x2+y2

)2

∂

∂x

(
x√

x2 + y2

)

4. Si abs : R2 → R est la fonction abscisse abs(x, y) = x et ord: R2 → R est la fonction
ordonnée ord(x, y) = y alors D = abs−1({0}) et H = ord−1(]−∞, 0]).
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Or

1−

(
x√

x2 + y2

)2

=
y2

x2 + y2

et

∂

∂x

(
x√

x2 + y2

)
=

1√
x2 + y2

− x2

(x2 + y2)
√
x2 + y2

=
y2

(x2 + y2)
√
x2 + y2

.

Donc
∂

∂x
arccos

(
x√

x2 + y2

)
= − y

|y|

(
y√

x2 + y2

)
On peut faire le calcul des dérivées partielles des autres expressions et dans tout
les cas, nous trouverons :

∂

∂x
Θ(x, y) = − y√

x2 + y2
.

Un calcul similaire montre que

∂

∂y
Θ(x, y) =

x√
x2 + y2

.

Ainsi Θ admet des dérivées partielles par rapport à x et par rapport à y sur A et
ces dérivées partielles sont continues sur A. De plus si ~v = a~i+ b~j alors grâce à
l’inégalité de Cauchy-Schwartz nous avons :

|DΘ(M)(a, b)| =

∣∣∣∣∣−ax+ by√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤√a2 + b2 = ‖~v‖2

Mais si pε = (−3
2 , ε) ∈ A, alors nous avons

‖pε − p−ε‖2 = 2ε

mais

lim
ε→0
|Θ(pε)−Θ(p−ε)| = 2π.

Donc pour ε > 0 assez petit, l’inégalité

|Θ(pε)−Θ(p−ε)| ≤ 1× ‖pε − p−ε‖2

n’est pas valide.
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4.1.6 Quelques outils de calcul supplémentaires

Somme et produit

On dispose bien évidement des règles de calcul héritées des règles de calcul
des dérivées d’une fonction d’une variable.

Proposition 4.1.14. Soient f, g : U → Rk deux fonctions de classe C1 sur un
ouvert U de Rn alors la fonction f + g est de classe C1 et

∂

∂xi
(f + g)(p) =

∂

∂xi
f(p) +

∂

∂xi
g(p) et D(f + g)(p) = Df(p) +Dg(p).

Soient u, v : U → R deux fonctions de classe C1 sur un ouvert U de Rn alors la
fonction u.v est de classe C1 et

∂

∂xi
(uv)(p) =

∂u

∂xi
(p)v(p)+u(p)

∂v

∂xi
(p) etD(uv)(p) = v(p)Du(p)+u(p)Dv(p).

Fonctions composées III

Proposition 4.1.15. Soient f : U → Rk et g : V → R` deux fonctions de classe C1

définies sur un ouvert U de Rn et V de Rk alors O = f−1(V ) est un ouvert de Rn
et la fonction g ◦ f est de classe C1 sur O et de plus

D(g ◦ f)(p) = Dg ( f(p) ) ◦Df(p).

De plus si f = (f1, . . . , fk) et si on note (y1, . . . , yk) des coordonnées sur Rk
alors

∂

∂xi
(g ◦ f)(p) =

k∑
j=1

∂

∂yi
g ( f(p) )

∂

∂xi
fj(p).

Démonstration. On sait que O est un ouvert de Rn car c’est l’image réciproque
de l’ouvert V par l’application continue f . Soit maintenant p ∈ O. On étudie la
fonction

t 7→ g ◦ f (p+ t~ei) = g(γ(t))

où
γ(t) = f (p+ t~ei) = (f1 (p+ t~ei) , . . . , fk (p+ t~ei) )

On sait que g et γ sont C1 et que

d

dt
g(γ(t)) = Dg(γ(t))(γ′(t)).

En t = 0, on a γ′(0) = Df(p)(~ei) et γ(0) = f(p) ainsi

d

dt

∣∣∣∣
t=0

g(γ(t)) = Dg ( f(p) ) (Df(p)(~ei)) = (Dg ( f(p) ) ◦Df(p)) (~ei)
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et donc
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g(γ(t)) =
k∑
j=1

∂

∂yi
g ( f(p) )

∂

∂xi
fj(p).

Donc g ◦ f admet des dérivées partielles dans toutes les directions et en tout point
o ∈ O. De plus la formule

∂

∂xi
(g ◦ f)(p) =

k∑
j=1

∂

∂yi
g ( f(p) )

∂

∂xi
fj(p)

montre que ces dérivées partielles sont continues 5 donc g ◦ f est bien de classe
C1.

Applications

On re-démontre la formule pour le produit de deux fonctions de classe C1 : On
considère donc u, v : U → R deux fonctions de classe C1 sur un ouvert U de Rn et
on leurs associe la fonction F : U → R2 définie par

F (p) = (u(p), v(p))

c’est également une fonction de classe C1 et

∂

∂xi
F (p) =

(
∂u

∂xi
(p) ,

∂v

∂xi
(p)

)
.

Par ailleurs la fonction Prod: R2 → R définie par Prod(x, y) = xy est polyno-
miale donc de classe C1 donc la fonction uv = Prod ◦F : U → R est de classe C1

de plus
∂

∂x
Prod(x, y) = y et

∂

∂y
Prod(x, y) = x.

D’où

∂

∂xi
(uv)(p) =

∂Prod

∂x
(u(p), v(p))

∂u

∂xi
(p) +

∂Prod

∂y
(u(p), v(p))

∂v

∂xi
(p),

d’où
∂

∂xi
(uv)(p) = v(p)

∂u

∂xi
(p) + u(p)

∂v

∂xi
(p).

Exercice :

Définition 4.1.16. On dit qu’une application B : Rk × R` → Rm est bilinéaire si
les deux conditions suivantes sont vérifiées

—
(
~u,~v ∈ Rk, ~w ∈ R`, λ ∈ R

)
⇒ B (~u+ λ~v, ~w) = B (~u, ~w) + λB (~v, ~w),

5. Les fonctions p 7→ ∂
∂yi

g ( f(p) ) sont continues par composition de fonctions continues et
donc ∂

∂xi
(g ◦ f) est une somme de produit de fonctions continues donc est continue.
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—
(
~u, ~w ∈ R`, ~z ∈ R`, λ ∈ R

)
⇒ B (~u, ~w + λ~z) = B (~u, ~w) + λB (~u, ~z) .

Autrement dit B : Rk × R` → Rm est bilinéaire si et seulement si
— pour tout ~w ∈ R`, l’application ~u 7→ B (~u, ~w) est linéaire,
— et pour tout ~u ∈ Rk , l’application ~w 7→ B (~u, ~w) est linéaire.

1. Montrer qu’une application bilinéaire est polynomiale.

2. SoitB : Rk×R` → Rm une application bilinéaire et u : U → Rk et v : U →
R` des fonctions de classe C1 définie sur un ouvert U de Rn. Montrer que la
fonction p 7→ B (u(p), v(p)) est de classe C1 sur U et que

∂

∂xi
B (u(p), v(p)) = B

(
∂u

∂xi
(p), v(p)

)
+B

(
u(p),

∂v

∂xi
(p)

)
.

3. Appliquer ce résultat à l’application produit de matrice (A,B) ∈Mn(R)×
Mn(R) 7→ AB ∈Mn(R).

4.2 Fonctions de classe C2

4.2.1 Définition

Définition 4.2.1. Soit f : U → Rk une fonction définie sur un ouvert U de Rn. On
dit que f est de classe C2 si f est de classe C1 et si ses dérivées partielles sont de
classe C1.

Exercice : Reprendre les formules de dérivation des sommes et produits et compo-
sition de fonctions C1 et montrer qu’une somme, qu’un produit ou qu’une compo-
sition de fonctions C2 est C2.

4.2.2 Dérivées croisées

Lemme 4.2.2. (de Schwartz) Soit f : U → Rk une fonction de classe C2 définie
sur un ouvert U de Rn. Si p ∈ U et i, j ∈ {1, . . . , n} alors

∂

∂xj

∂

∂xi
f(p) =

∂

∂xi

∂

∂xj
f(p)

On notera alors

∂2

∂xj∂xi
f(p) =

∂2f

∂xj∂xi
(p) =

∂

∂xj

∂

∂xi
f(p),

et aussi
∂2

∂x2
j

f(p) =
∂2f

∂xj∂xj
(p).
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Démonstration. On ne montre ce résultat que pour n = 2 et p = (0, 0) ; en fait le
cas général s’en déduit aisément en considérant, pour i 6= j la fonction

ϕ(x, y) = f (p+ x~ei + y~ej) .

En effet on a
∂

∂xj

∂

∂xi
f(p) =

∂

∂y

∂

∂x
ϕ(0, 0)

et
∂

∂xi

∂

∂xj
f(p) =

∂

∂x

∂

∂y
ϕ(0, 0).

Soit donc U un ouvert du plan contenant (0, 0) et f : U → Rk une fonction de
classe C2. Nous avons

f(t, s) = f(t, 0) +

∫ s

0

∂f

∂y
(t, σ)dσ

et
∂f

∂y
(t, σ) =

∂f

∂y
(0, σ) +

∫ t

0

∂

∂x

∂f

∂y
(τ, σ)dτ.

D’où

f(t, s) = f(t, 0) +

∫ s

0

∂f

∂y
(0, σ)dσ +

∫ s

0

(∫ t

0

∂

∂x

∂f

∂y
(τ, σ)dτ

)
dσ

mais ∫ s

0

∂f

∂y
(0, σ)dσ = f(0, s)− f(0, 0).

Au final, nous aboutissons à la formule :

(?) f(t, s)− f(t, 0)− f(0, s) + f(0, 0) =

∫ s

0

(∫ t

0

∂

∂x

∂f

∂y
(τ, σ)dτ

)
dσ.

Nous pouvons recommencer en inversant l’ordre des variables :

f(t, s) = f(0, s) +

∫ t

0

∂f

∂x
(τ, s)dτ

et
∂f

∂x
(τ, s) =

∂f

∂x
(τ, 0) +

∫ s

0

∂

∂y

∂f

∂s
(τ, σ)dσ.

D’où

f(t, s) = f(0, s) +

∫ t

0

∂f

∂x
(τ, 0)dτ +

∫ t

0

(∫ s

0

∂

∂y

∂f

∂x
(τ, σ)dσ

)
dτ

mais ∫ t

0

∂f

∂x
(τ, 0)dτ = f(t, 0)− f(0, 0).
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Au final, nous aboutissons à la formule :

(??) f(t, s)− f(t, 0)− f(0, s) + f(0, 0) =

∫ t

0

(∫ s

0

∂

∂y

∂f

∂x
(τ, σ)dσ

)
dτ.

En comparant les identités (?) et (??), nous obtenons :∫ t

0

(∫ s

0

∂

∂y

∂f

∂x
(τ, σ)dσ

)
dτ =

∫ s

0

(∫ t

0

∂

∂x

∂f

∂y
(τ, σ)dτ

)
dσ.

donc

ts

(
∂

∂y

∂f

∂x
(0, 0)− ∂

∂x

∂f

∂y
(0, 0)

)
=

∫ s

0

(∫ t

0

[
∂

∂x

∂f

∂y
(τ, σ)− ∂

∂x

∂f

∂y
(0, 0)

]
dτ

)
dσ

−
∫ t

0

(∫ s

0

[
∂

∂y

∂f

∂x
(τ, σ)− ∂

∂y

∂f

∂x
(0, 0)

]
dσ

)
dτ.

Soit ε > 0. On se sert de la continuité en (0, 0) des fonctions ∂
∂y

∂f
∂x et ∂

∂x
∂f
∂y .

Nous avons donc qu’il y a δ > 0 tel que

‖(t, s)‖ < δ ⇒
∥∥∥∥ ∂∂y ∂f∂x (t, s)− ∂

∂y

∂f

∂x
(0, 0)

∥∥∥∥ < ε

7

et

‖(t, s)‖ < δ ⇒
∥∥∥∥ ∂∂x ∂f∂y (t, s)− ∂

∂x

∂f

∂y
(0, 0)

∥∥∥∥ < ε

7

Posons η = δ/2, nous avons alors

η2

∥∥∥∥ ∂∂y ∂f∂x (0, 0)− ∂

∂x

∂f

∂y
(0, 0)

∥∥∥∥ ≤ 2η2 ε

7
.

Soit ∥∥∥∥ ∂∂y ∂f∂x (0, 0)− ∂

∂x

∂f

∂y
(0, 0)

∥∥∥∥ ≤ ε
Ceci étant valide pour tout ε > 0, nous en déduisons que

∂

∂y

∂f

∂x
(0, 0)− ∂

∂x

∂f

∂y
(0, 0) = 0.

4.2.3 Développement limité à l’ordre 2

En utilisant les mêmes arguments que ceux employés pour établir qu’une fonc-
tion C1 admet un D.L. à l’ordre 1 en chaque point, nous pouvons démontrer qu’une
fonction de classe C2 admet un D.L. à l’ordre 2 en chaque point :
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Théorème 4.2.3. Soit f : U → Rk une fonction de classe C2 définie sur un ouvert
U ⊂ Rn et p ∈ U alors il y a une fonction η : B(0, δ) → Rk continue en 0Rn et
vérifiant η(0) = 0 tel que si ~h =

∑n
i=1 hi~ei alors

f(p+ ~h) = f(p) +

n∑
i=1

hi
∂

∂xi
f(p) +

1

2

∑
1≤i,j≤n

hihj
∂2

∂xj∂xi
f(p) + ‖~h‖2η(~h).

Démonstration. Il y a donc δ > 0 tel queB(p, δ) ⊂ U et alors si~h =
∑n

i=1 hi~ei ∈
B(0, δ), nous définissons

γ(t) = f(p+ t~h)

Il s’agit d’une courbe C2 sur l’intervalle [0, 1] et nous pouvons calculer

γ′(t) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(p+ t~h)hi

et

γ′′(t) =
n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xj∂xi
(p+ t~h)hihj .

Nous avons, en conséquence de la formule de Taylor avec reste intégrale à l’ordre
2 :

γ(1) = γ(0) + γ′(0) +
1

2
γ′′(0) +

∫ 1

0
(1− t)

(
γ′′(t)− γ′′(0)

)
dt.

C’est à dire

f(p+ ~h) = f(p) +

n∑
i=1

hi
∂

∂xi
f(p) +

1

2

∑
1≤i,j≤n

hihj
∂2

∂xj∂xi
f(p) + ‖~h‖2η(~h)

Où

η(~h) =
1

‖~h‖2

∫ 1

0
(1− t)

(
γ′′(t)− γ′′(0)

)
dt

=
1

‖~h‖2

n∑
i=1

n∑
j=1

hihj

∫ 1

0
(1− t)

(
∂2f

∂xj∂xi
(p+ t~h)− ∂2f

∂xj∂xi
(p)

)
dt.

Soit ε > 0. Par continuité des dérivées partielles secondes, nous savons qu’il
existe un ξ > 0, que l’on peut supposer plus petit que δ, tel que pour tout i, j ∈
{1, . . . , n} et ~k ∈ B(0, ξ) :∥∥∥∥ ∂2f

∂xj∂xi
(p+ ~k)− ∂2f

∂xj∂xi
(p)

∥∥∥∥ < ε

n2 + 30n
.
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Alors si ~h ∈ B(0, ξ), nous savons que pour tout t ∈ [0, 1] alors t~h ∈ B(0, ξ) et
nous en déduisons 6

‖η(~h)‖ ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

|hihj |
‖~h‖2

∫ 1

0
(1− t) ε

n2 + 30n
dt < ε.

On a bien démontré que
lim
~h→0

η(~h) = 0.

4.2.4 Différentielle seconde

Définition 4.2.4. Soit f : U → Rk une fonction de classe C2 définie sur un ouvert
U ⊂ Rn et p ∈ U . On appelle différentielle seconde de f en p l’application
bilinéaire : D2f(p) : Rn × Rn → Rk définie par

D2f(p)(~h,~k) =
∂2

∂s∂t

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

f(p+ t~h+ s~k).

Si ~h =
∑n

i=1 hi~ei et ~k =
∑n

i=1 ki~ei alors

D2f(p)(~h,~k) =
∑

1≤i,j≤n
kihj

∂2

∂xj∂xi
f(p).

Nous avons donc une expression concise pour le Développement limité à l’ordre
2 :

f(p+ ~h) = f(p) +Df(p)(~h) +
1

2
D2f(p)(~h,~h) + ‖~h‖2η(~h).

où lim~h→0
η(~h) = 0.

Exercice : Soit t 7→ (x(t), y(t)) une courbe plane de classe C2 et f : R2 → R une
fonction de classe C2 calculer

d2

dt2
f (x(t), y(t)) .

Solution : On sait que

d

dt
f (x(t), y(t)) = x

′
(t)

∂f

∂x
(x(t), y(t)) + y

′
(t)

∂f

∂x
(x(t), y(t))

et redérivant encore cette identité, nous aboutissons à :

d2

dt2
f (x(t), y(t)) = x

′′
(t)

∂f

∂x
(x(t), y(t))

+ (x
′
(t))

2 ∂
2f

∂x2
(x(t), y(t)) + x

′
(t)y

′
(t)

∂2f

∂y∂x
(x(t), y(t))

+ y
′′
(t)

∂f

∂x
(x(t), y(t))

+ y
′
(t)x

′
(t)

∂2f

∂x∂y
(x(t), y(t)) + (y

′
(t))

2 ∂
2f

∂y2
(x(t), y(t)) .

6. Notez bien que |hi| ≤ ‖~h‖.
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Et re groupant les termes, nous avons

d2

dt2
f (x(t), y(t)) = x

′′
(t)

∂f

∂x
(x(t), y(t)) + y

′′
(t)

∂f

∂x
(x(t), y(t))

+ (x
′
(t))

2 ∂
2f

∂x2
(x(t), y(t)) + 2x

′
(t)y

′
(t)

∂2f

∂y∂x
(x(t), y(t)) + (y

′
(t))

2 ∂
2f

∂y2
(x(t), y(t)) .

Avec γ(t) = (x(t), y(t)) on peut condenser cette expression :

d2

dt2
f ◦ γ(t) = Df (γ(t)))

(
γ
′′
(t)

)
) +D

2
f (γ(t)))

(
γ
′
(t), γ

′
(t)

)
).

.

4.2.5 Cas particuliers des fonctions à valeurs réelles

Si f : U → R une fonction de classe C2 définie sur un ouvertU ⊂ Rn et p ∈ U .
On introduit la matrice hessiennne de f en p définie par

A = Hessf(p) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(p)

)
1≤i,j≤n

.

Le lemme de Schwartz nous apprend que Hessf(p) est une matrice symétrique. De

plus lorsque ~h =
∑n

j=1 hj~ej et H =

 h1
...
hn

 ∈Mn,1(R) alors

D2f(p)(~h,~h) = tHAH =
(
h1 . . . hn

)
A

 h1
...
hn

 =
∑

1≤i,j≤n
hihj

∂2f

∂xj∂xi
(p).

Dans le cours d’algèbre, vous venez d’apprendre qu’une matrice réelle symétrique
est diagonalisable dans une base orthonormée : il y a donc λ1 ≤ · · · ≤ λn et
(~ε1, . . . ,~εn) une base orthonormée de Rn telle que si P est la matrice de passage
de la base canonique à la base (~ε1, . . . ,~εn) 7 alors

AP = P


λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0

0 0
. . . . . .

...

0 . . .
. . . λn−1 0

0 . . . . . . 0 λn

 .

En particulier, si ~h =
∑n

i=1 aiεi alors

‖~h‖2 =
√
~h.~h =

√√√√ n∑
i=1

h2
i =

√√√√ n∑
i=1

a2
i

7. C’est à dire que les vecteurs colonnes de P expriment les coordonnées des vecteurs~ε1, . . . ,~εn
dans la base canonique
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et

λ1‖~h‖22 ≤ D2f(p)(~h,~h) =
n∑
i=1

λia
2
i ≤ λn‖~h‖22.

Définition 4.2.5. On dira que
— D2f(p) est définie positive si λ1 > 0.
— D2f(p) est définie négative si λn < 0.

Exercices

1. Si n = 2 montrer que D2f(p) est définie positive si et seulement si

∂2f

∂x2
(p) > 0 et

∂2f

∂x2
(p)

∂2f

∂y2
(p)−

(
∂2f

∂x∂y
(p)

)2

> 0,

Pour cela il est agréable de remarquer que

Hessf(p) =

(
∂2f
∂x2

(p) ∂2f
∂x∂y (p)

∂2f
∂x∂y (p) ∂2f

∂y2
(p)

)
.

2. Montrer que D2f(p) est définie positive si et seulement si il y a γ > 0 tel
que :

∀~h ∈ Rn, D2f(p)(~h,~h) ≥ γ‖h‖22.

3. Montrer que D2f(p) est définie négative si et seulement si il y a γ > 0 tel
que :

∀~h ∈ Rn, D2f(p)(~h,~h) ≤ −γ‖h‖22.

4. Montrer que D2f(p) est définie positive si et seulement si(
~h ∈ Rn et ‖h‖2 = 1

)
⇒ D2f(p)(~h,~h) > 0.

Indication :

i) Montrer que
∀~h ∈ Rn, D2f(p)(~h,~h) ≥ γ‖h‖22

si et seulement si(
~h ∈ Rn et ‖h‖2 = 1

)
⇒ D2f(p)(~h,~h) ≥ γ.

ii) On introduit Sn = {~h ∈ Rn tel que ‖h‖2 = 1} la sphère unité. Montrer
qu’il existe ~h0 ∈ Sn tel que

~h ∈ Sn ⇒ D2f(p)(~h,~h) ≥ D2f(p)(~h0,~h0).

On montrera pour cela que Sn est une partie compacte de Rn et que
~h 7→ D2f(p)(~h,~h) est continue.
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4.3 Extrema d’une fonction de classe C1 ou C2.

4.3.1 Minimum et maximum

Définition 4.3.1. Soit f : U → R une fonction définie sur un ouvert de Rn et
p ∈ U . On dit que f a

— un minimum local en p s’il existe un δ > 0 tel que q ∈ B(p, δ) ⇒ f(q) ≥
f(p). Autrement dit inf{f(q), q ∈ B(p, δ)} = f(p).

— un minimum local strict en p s’il existe un δ > 0 tel que q ∈ B(p, δ)\{p} ⇒
f(q) > f(p). Autrement dit

inf{f(q), q ∈ B(p, δ)} = f(p) et (q ∈ B(p, δ) et f(q) = f(p))⇒ q = p.

— un minimum global en p si q ∈ U ⇒ f(q) ≥ f(p). Autrement dit inf{f(q), q ∈
U} = f(p).

— un minimum global strict en p si q ∈ U \ {p} ⇒ f(q) > f(p). Autrement
dit

inf{f(q), q ∈ U} = f(p)) et (q ∈ U et f(q) = f(p))⇒ q = p.

— un maximum local en p s’il existe un δ > 0 tel que q ∈ B(p, δ)⇒ f(q) ≤
f(p). Autrement dit sup{f(q), q ∈ B(p, δ)} = f(p).

— un maximum local strict en p s’il existe un δ > 0 tel que q ∈ B(p, δ) \
{p} ⇒ f(q) < f(p). Autrement dit

sup{f(q), q ∈ B(p, δ)} = f(p) et (q ∈ B(p, δ) et f(q) = f(p))⇒ q = p.

— un maximum global en p si q ∈ U ⇒ f(q) ≤ f(p). Autrement dit sup{f(q), q ∈
U} = f(p).

— un maximum global strict en p si q ∈ U \ {p} ⇒ f(q) < f(p). Autrement
dit

sup{f(q), q ∈ U} = f(p)) et (q ∈ U et f(q) = f(p))⇒ q = p.

4.3.2 Condition nécessaire

Proposition 4.3.2. Soit f : U → R une fonction de classe C1 définie sur un ouvert
de Rn et p ∈ U . Si f a un minimum (ou maximum) local en p alors

Df(p) = 0.

Démonstration. En effet dans ces conditions, pour tout ~h ∈ Rn, la fonction t 7→
f(p + t~h) est définie sur un intervalle ouvert contenant 0 8 et elle admet en t = 0
un minimum local et donc

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(p+ t~h) = Df(p)(~h) = 0.

8. En effet, puisqueU est ouvert, il y a un réel δ > 0 tel queB(p, δ) ⊂ U . Et alors t 7→ f(p+t~h)

est définie lorsque |t| < δ

‖~h‖+1
, car |t| < δ

‖~h‖+1
⇒ ‖t~h‖ < δ.
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Ceci étant valide pour tout ~h ∈ Rn, nous en déduisons que Df(p) = 0.

Un exemple : On étudie f : R2 → R la fonction définie par

f(x, y) =
2− x+ y√
1 + x2 + y2

.

On sait que f est de classe C1.
Solution astucieuse : Il existe une remarque astucieuse qui permet de localiser le
maximum de la fonction f : En introduisant les vecteurs ~u = ~i + x~j + y~k et
~v = 2~i−~j + ~k, nous avons, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

2− x+ y = ~u.~v ≤ ‖~u‖‖~v‖ =
√

1 + x2 + y2
√

6.

avec égalité si et seulement si il y a λ > 0 tel que ~u = λ~v. C’est à dire si et
seulement si (1, x, y) = 1

2~v c’est à dire x = −1
2 et y = 1

2 . C’est à dire que f admet
un maximum global en p =

(
−1

2 ,
1
2

)
et

sup{f(p), p ∈ R2} =
√

6.

Solution classique : On a f(0, 0) = 2 et si (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} alors

f(x, y) =
2√

1 + x2 + y2
+

−x+ y√
1 + x2 + y2

≤ 2√
x2 + y2

+
|x|+ |y|√
x2 + y2

≤ 2√
x2 + y2

+
√

2.

Où dans la dernière inégalité, nous avons utilisé l’inégalité de Cauchy-Schwartz 9 :

|x|+ |y| ≤
√

2
√
x2 + y2 .

Posons R0 = 2.1010. Nous avons alors

x2 + y2 > R0 ⇒ f(x, y) ≤ 10−10 +
√

2 < 2 ≤ f(0)

Si D(0, R0] est le disque euclidien fermé centrée en l’origine et de rayon R0 alors
on sait que f : D(0, R0]→ R est une fonction continue définie sur un fermé borné
de R2 donc compact ; donc f : D(0, R0] → R est bornée et atteint ses bornes. Il y
a donc p0 = (x0, y0) ∈ D(0, R0] tel que f(p0) = sup{f(p), p ∈ D(0, R0]}. Par
ailleurs, nous avons

sup{f(p), p 6∈ D(0, R0]} ≤ f(0) ≤ sup{f(p), p ∈ D(0, R0]}.

9. On peut aussi le démontrer comme dans les TD de mathématiques 1 :

(|x|+ |y|)2 − 2(x2 + y2) = 2|x||y| − x2 − y2 = −(|x| − |y|)2 ≤ 0.
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On en déduit que

sup{f(p), p ∈ R2} = sup{f(p), p ∈ D(0, R0]} = f(p0).

Donc f a un maximum global en p0.
On calcule maintenant les dérivées partielles de f :

∂f

∂x
(x, y) = − 1√

1 + x2 + y2
− (2− x+ y)

x

(1 + x2 + y2)
√

1 + x2 + y2

∂f

∂y
(x, y) =

1√
1 + x2 + y2

− (2− x+ y)
y

(1 + x2 + y2)
√

1 + x2 + y2
.

Donc on a

Df(x, y) = 0⇔ −(2− x+ y)x = (2− x+ y)y = 1 + x2 + y2.

Or la condition −(2 − x + y)x = (2 − x + y)y = 1 + x2 + y2 implique que
(2− x+ y) 6= 0 et donc nous avons

−(2−x+y)x = (2−x+y)y = 1+x2+y2 ⇔
(
x = −y et (2 + 2y)y = 1 + 2y2

)
⇔
(
x = −y = −1

2

)
Donc

Df(p) = 0⇔ p =

(
−1

2
,
1

2

)
.

On a donc démontré
— que f atteint sa borne supérieure en au moins un point p0 ∈ R2 et donc que

Df(p0) = 0.
— Que si Df(p) = 0 alors p =

(
−1

2 ,
1
2

)
.

Donc f atteint sa borne supérieur uniquement en P0 =
(
−1

2 ,
1
2

)
. Et donc

sup{f(p), p ∈ R2} = f

(
−1

2
,
1

2

)
=

3√
3
2

=
√

6.

4.3.3 Condition suffisante

Théorème 4.3.3. Soit f : U → R une fonction de classe C2 définie sur un ouvert de
Rn et p ∈ U . Si Df(p) = 0 et si D2f(p) est définie positif alors f a un minimum
local strict en p.

Remarque 4.3.4. Nous avons aussi le résultat suivant :Soit f : U → R une fonc-
tion de classe C2 définie sur un ouvert de Rn et p ∈ U . Si Df(p) = 0 et si D2f(p)
est définie negatif alors f a un maximum local strict en p.
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Démonstration. Dans ce cas, on sait qu’il existe γ > 0 tel que :

∀~h ∈ Rn, D2f(p)(~h,~h) ≥ γ‖h‖22.

Puisque toutes les normes sont équivalentes, nous en déduisons le développement
limité à l’ordre 2 :

f(p+ ~h) = f(p) +
1

2
D2f(p)(~h,~h) + ‖~h‖22η(~h) avec lim

~h→0
η(~h) = 0.

En particulier, il y a un ξ > 0 tel que

‖~h‖2 < ξ ⇒
∣∣∣η(~h)

∣∣∣ < γ

77
.

Alors lorsque ~h ∈ B(0, ξ) (où ici B(O, ξ) est la boule pour la norme euclidienne
‖ . ‖2), nous avons

f(p+ ~h) ≥ f(p) +
1

2
D2f(p)(~h,~h)− γ

77
‖~h‖22 ≥ f(p) +

γ

2
‖~h‖22 −

γ

77
‖~h‖22.

Et donc
f(p+ ~h) ≥ f(p) +

γ

33
‖~h‖22.

Et l’égalité f(p+ ~h) = f(p) n’a lieu 10 que lorsque ~h = 0.

Un autre exemple : On étudie la fonction

f(x, y) = x(x+ 1)2 − y2.

C’est une fonction polynomiale donc de classe C2. On calcule

∂f

∂x
(x, y) = (x+ 1)2 + 2(x+ 1)x = (x+ 1)(3x+ 1)

et
∂f

∂x
(x, y) = −2y

et
∂2f

∂x2
(x, y) = 6x+ 4

∂2f

∂y2
(x, y) = −2

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 0.

Nous avons donc

Df(x, y) = 0⇔ (x, y) = (−1, 0) ou(x, y) = (−1/3, 0).

10. toujours lorsque ‖~h‖2 < ξ.
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De plus

Hessf(−1, 0)

(
−2 0
0 −2

)
et

Hessf(−1/3, 0)

(
2 0
0 −2

)
Ainsi D2f(−1, 0) est définie négatif donc f a en (−1, 0) un maximum local strict.
Remarquons que f(−1, 0) = 0. Mais que f s’annulle aussi le long des courbes

t ∈ R+ 7→ (t,±(t+ 1)
√
t)

et que f(0, y) = −y2 ainsi (−1, 0) n’est pas un maximum global.
Par ailleurs en (−1/3, 0), f n’a pas de minimum local ni de maximum local :

car x 7→ f(x, 0) a en x = −1/3 un minimum local et y 7→ f(−1/3, y) a en y = 0
un minimum local. On dit que f a en (−1/3, 0) un point selle. On a dessiné la
surface z = x(x+ 1)2 − y2 :

Et ici on a rajouté le plan z = f(−1/3, 0) = −4/27 :
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4.4 Intégrales multiples

Avant-propos

Vous verrez en L3 une théorie-due à Henri Lebesgue- de l’intégration beaucoup
plus satisfaisante concernant la définition de l’intégrale. Aussi, cette section est
avant tout une section d’introduction aux calculs d’intégrales.

4.4.1 Approche intuitive

Possible définition de l’aire

Si k = (k1, k2) ∈ Z2 et N ∈ N \ {0}, on note Ck,N le carré

Ck,N =

[
k1

N
,
k1 + 1

N

]
×
[
k2

N
,
k2 + 1

N

]
.

Le plan R2 est pavé par ces carrés. Si Ω est un ouvert, on pose

AN (Ω) =
1

N2
card{k ∈ Z2, Ck,N ⊂ Ω}.

C’est l’aire du sous domaine de Ω formé par les carrés situés dans Ω.
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Lorsque la suite (AN (Ω))N converge, on peut appeler

Aire(Ω) = lim
N→+∞

AN (Ω).

Lorsque Ω est un domaine délimité par deux graphes de fonctions continues : c’est
à dire on dispose de deux fonctions continues α, ω : [a, b]→ R vérifiant :

x ∈ [a, b] ⇒ α(x) ≤ ω(x).

et on considère :

Ω = {(x, y) ∈ R2 tel que a < x < b, α(x) < y < ω(x)}.
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L’ensemble Ω est bien un ouvert de R2 car c’est l’image réciproque de l’ouvert
]0,+∞[ par la fonction définie sur l’ouvert 11 U =]a, b[×R par

(x, y) 7→ ω(x)− α(x).

On peut démontrer que

Aire(Ω) =

∫ b

a
(ω(x)− α(x)) dx.

Remarque 4.4.1. Lorsque F ⊂ R2 est une partie quelconque du plan, on pour-
rait définir son aire avec une définition analogue. Cependant cette définition aura
l’inconvenient de donner une aire nulle à un domaine qui ne contient aucun carré.
Nous conviendrons que dans le cadre précédent, les parties

{(x, y) ∈ R2 tel que a ≤ x ≤ b, α(x) < y < ω(x)},

{(x, y) ∈ R2 tel que a < x < b, α(x) ≤ y ≤ ω(x)}

et {(x, y) ∈ R2 tel que a ≤ x < b, α(x) < y ≤ ω(x)}....

ont la même aire.

Possible définition de l’intégrale double

Si on dispose d’une fonction continue f : K → R définie sur une partie com-
pacte K du plan contenant Ω alors on peut définir

IN (f,Ω) =
1

N2

∑
k∈Z2,Ck,N⊂Ω

f

(
k

N

)
.

Et lorsque la suite (IN (f,Ω))N converge, on pourrait appeler∫∫
Ω
f(x, y) dxdy = lim

N→+∞
IN (f,Ω).

Dans le cas où comme précédemment Ω est définie par

Ω = {(x, y) ∈ R2 tel que a < x < b, α(x) < y < ω(x)}

alors ∫∫
Ω
f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ ω(x)

α(x)
f(x, y)dy

)
dx.

Notons qu’il n’est pas évident ici que la fonction x 7→
∫ ω(x)
α(x) f(x, y)dy soit conti-

nue 12. De même on considérera que la formule suivante est encore valide si on
intègre f sur les parties définies par des inégalités larges ou strictes.

11. U est bien un ouvert, c’est l’image réciproque de l’intervalle ouvert ]a, b[ par la fonction
continue (x, y) ∈ R2 7→ x.

12. Vous verrez cela dans le cours d’analyse 3.
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Dans les cas qui nous concerne

Lorsqu’on aura à calculer une intégrale double∫∫
Ω
f(x, y) dxdy

on commencera par découper le domaine Ω en une réunion de domaines délimités
par deux graphes de fonctions continues :

Ω \ (Γ1 ∪ . . .Γk) = Ω1 ∪ · · · ∪ Ω`

où pour chaque i = 1, . . . , k, il y a γi : Ii → R2 une courbe de classe C1 définie
sur un intervalle fermé borné Ii telle que Γi = γi(Ii)

13. Et il y a pour chaque
j = 1, . . . , `, des fonctions continues αj , ωj : [aj , bj ]→ R vérifiant :

t ∈ [aj , bj ] ⇒ αj(t) ≤ ωj(t).

tel que

Ωj = {(x, y) ∈ R2 tel que aj < x < bj , αj(x) < y < ωj(x)}

ou Ωj = {(x, y) ∈ R2 tel que aj < y < bj , αj(y) < x < ωj(y)}.
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Et on posera ∫∫
Ω
f(x, y) dxdy =

∑̀
j=1

∫∫
Ωj

f(x, y) dxdy.

Il se trouve que ceci est bien défini et en particulier : cela ne dépend pas du décou-
page fait et si on dispose d’un domaine

D = {(x, y) ∈ R2 tel que a < x < b, α(x) < y < ω(x)}
= {(x, y) ∈ R2 tel que c < y < d, u(y) < x < v(y)}

13. Dans la pratique Γi sera souvent un intervalle [Ai, Bi] ⊂ R2.
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et que si f : K → R est une fonction continue définie sur un compact K contenant
D alors on a l’égalité∫∫
D
f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ ω(x)

α(x)
f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ v(y)

u(y)
f(x, y)dx

)
dy ;

il s’agit du théorème de Fubini.

Cas des intégrales triples

Lorsque Ω sera une partie de l’espace R3 définie par

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 tel que (x, y) ∈ D et α(x, y) < z < ω(x, y)}

oùD ⊂ R2 est un ouvert de la forme précédente et où α, ω : K → R sont des fonc-
tions continues définies sur un compact K contenant D. Alors on pourra définir

vol(Ω) =

∫∫
D

(ω(x, y)− α(x, y)) dxdy.

Lorsque f : L→ R sera une fonction continue définie sur un compact L contenant
Ω, on définira∫∫∫

Ω
f(x, y, z) dxdydz =

∫∫
D

(∫ ω(x,y)

α(x,y)
f(x, y, z)dz

)
dxdy.

S’il s’avère que de plus

D = {(x, y) ∈ R2 tel que a < x < b, u(x) < y < v(x)}

alors pour chaque x ∈ [a, b] on peut définir le domaine Ux ⊂ R2 par

{x} × Ux =
(
{x} × R2

)
∩ Ω

c’est à dire

Ux = {(y, z) ∈ R2 tel que u(x) < y < v(x) et α(x, y) < z < ω(x, y)}.

Et on aura-c’est une version 3D du théorème de Fubini :

∫∫∫
Ω
f(x, y, z) dxdydz =

∫ b

a

(∫ v(x)

u(x)

(∫ ω(x,y)

α(x,y)
f(x, y, z)dz

)
dy

)
dx

=

∫ b

a

(∫∫
Ux

f(x, y, z) dydz

)
dx
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4.4.2 Quelques calculs

i) Di = {(x, y) ∈ R2, x ≤ 1, y ≤ 1, x + y ≥ 1}, on veut calculer Aire(Di) et∫∫
Di

(x+ y)dxdy.
On commence par dessiner Di :

-0,5 -0,25 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75

0,5

1

1,5

Di

x+y=1

Et Di = {(x, y) ∈ R2, x ∈ [0, 1], 1 − x ≤ y ≤ 1}, on en déduit le calcul de
l’aire

Aire(Di) =

∫ 1

0
xdx =

1

2

et

∫∫
Di

(x+ y)dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

1−x
(x+ y)dy

)
dx

=

∫ 1

0

[
xy +

y2

2

]y=1

y=1−x
dx

=

∫ 1

0

(
x2

2
+ x

)
dx

=
2

3
.

ii) Pour a, b > 0, on considère l’intérieur de l’ellipseDa,b =
{

(x, y) ∈ R2, x2

a2
+ y2

b2
< 1
}

,
on veut calculer

Aire(Da,b) et

∫∫
Da,b

(x2 − y2)dxdy.

On commence par dessiner Da,b :
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-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

Nous avons

Da,b =

{
(x, y) ∈ R2, −a < x < a et − b

√
1− x2

a2
< y < b

√
1− x2

a2

}
.

Donc avec le changement de variables x = aξ :

Aire(Da,b) = 2

∫ a

−a
b

√
1− x2

a2
dx = 2ba

∫ 1

−1

√
1− ξ2dξ = abAire(D1,1).

On sait que 14 Aire(D1,1) = π donc

Aire(Da,b) = abπ.

Puis avec les mêmes changements de variables x = aξ puis ξ = sin(θ) :∫∫
Da,b

x2dxdy = 2

∫ a

−a
x2b

√
1− x2

a2
dx

= 2ba3

∫ 1

−1
ξ2
√

1− ξ2dξ

= ba3

∫ π
2

−π
2

sin2(θ) cos2(θ)dθ.

Pour calculer cette dernière intégrale, nous utilisons les relations trigonomé-
triques

2 sin(t) cos(t) = sin(2t) et sin2(x) =
1

2
(1− cos(2x))

14. Le calcul donnerait ici :

2

∫ 1

−1

√
1− ξ2dξ = 2

∫ π
2

−π
2

cos2(θ)dθ =

∫ π
2

−π
2

(1 + sin(2θ)) dθ =

[
θ − 1

2
cos(2θ)

]π
2

−π
2

= π
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ainsi

sin2(θ) cos2(θ) =
1

4
sin2(2θ) =

1

8
(1− cos(4θ)) .

Or ∫ π
2

−π
2

cos(4θ)dθ = 0

ainsi ∫∫
Da,b

x2dxdy = 2ba3π

8
=
π

4
ba3.

Le même calcul donne ∫∫
Da,b

y2dxdy =
π

4
b3a.

Ainsi ∫∫
Da,b

(
x2 − y2

)
dxdy =

π

4
ba
(
a2 − b2

)
.

iii) On considère Diii =
{

(x, y) ∈ R2 | 0 < x < 1 , 0 < y < 1
}

et on veut cal-
culer ∫∫

Diii

1

(1 + x)(1 + xy2)
dxdy.

On peut procéder de deux façons :

∫∫
Diii

1

(1 + x)(1 + xy2)
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

1

(1 + x)(1 + xy2)
dx

)
dy

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

1

1− y2

(
1

1 + x
− y2

1 + xy2

)
dx

)
dy

=

∫ 1

0

1

1− y2

[
ln(1 + x)− ln

(
1 + xy2

)]1
0
dy

=

∫ 1

0

1

1− y2

(
ln(2)− ln

(
1 + y2

))
dy

=

∫ 1

0

1

1− y2
ln

(
2

1 + y2

)
dy
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Ou en intégrant d’abord par rapport à y∫∫
Diii

1

(1 + x)(1 + xy2)
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

1

(1 + x)(1 + xy2)
dy

)
dx

=

∫ 1

0

1

1 + x

[
arctan(

√
xy)√

x

]1

0

dx

=

∫ 1

0

1

1 + x

arctan(
√
x)√

x
dx

=

∫ 1

0

1

1 + u2
arctan(u) 2du avec x = u2

=

∫ 1

0
2 arctan′(u) arctan(u) du

=
[
arctan2(u)

]1
0

=
π2

16
.

Le théorème de Fubini fournit donc∫ 1

0

1

1− y2
ln

(
2

1 + y2

)
dy =

π2

16
.

iv) On considèreDiv =
{

(x, y) ∈ R2 | 1 < xy < 2 , x2 < y < 2x2
}

et on veut
calculer Aire(Div).
On commence par dessiner Div :
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y=x2

y=2x2

y=2/x

y=1/x

Une petite étude montre que si on coupe Div à l’aide de la droite x = 1 alors

Div =

{
(x, y) ∈

]
3

√
1

2
, 1

]
× R ,

1

x
< y < 2x2

}
∪
{

(x, y) ∈
]
1,

3
√

2
]
× R , x2 < y <

2

x

}
.

Ainsi

Aire(Div) =

∫ 1

3
√

1
2

(
2x2 − 1

x

)
dx+

∫ 3√2

1

(
2

x
− x2

)
dx.
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Ce qui après un peu d’arithmétique, fournit :

Aire(Div) =
1

3
ln(2).

v) On introduit la boule unité de R3 : B3 =
{

(x, y, z) ∈ R3 , x2 + y2 + z2 < 1,
}

et on veut calculer son volume. On a

B3 =
{

(x, y, z) ∈ R3 , x ∈]− 1, 1[ et y2 + z2 < 1− x2,
}

Donc si Dx =
{

(y, z) ∈ R2 , y2 + z2 < 1− x2,
}

alors

volB3 =

∫ 1

−1

(∫∫
Dx

dydz

)
dx =

∫ 1

−1
Aire (Dx) dx =

∫ 1

−1
π(1−x2)dx =

4

3
π.

4.4.3 Le changement de variable

Ici on travaille dans le plan ou dans l’espace n = 2 ou n = 3.

Théorème 4.4.2. Soit Φ: U → Rn une fonction C1 définie sur un ouvert borné U
de Rn. On suppose

— Φ est injective.
— Pour tout p ∈ U , DΦ(p) : Rn → Rn est une application linéaire bijective :

i.e. jΦ(p) := detDΦ(p) 6= 0.
— V = Φ(U) est un ouvert de Rn 15.

Si f : K → R est une fonction continue définie sur un compact K contenant V
alors

si n = 2 :

∫∫
V
f(x, y) dxdy =

∫∫
U
f ◦ Φ(x, y) |detDΦ(x, y)| dxdy.

si n = 3 :

∫∫∫
V
f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
U
f◦Φ(x, y, z) |detDΦ(x, y, z)| dxdydz.

4.4.4 Exemples de calculs

i) Si A =

(
a b
c c

)
∈ M2(R) est une matrice 2 × 2 inversible (detA 6= 0)

alors L’application

Φ(x, y) = (ax+ by , bx+ dy)

vérifie bien les propriétés précédentes et puisqu’alorsDφ(p) s’identifie à l’ap-
plication linéaire associé à A :

detDΦ(p) = detA.

15. Vous verrez en L3 que ce sera une conséquence des deux premières propositions
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Si U est un ouvert borné de R2 alors en application la formule de changement
de variable à

Φ: U → A(U)

nous obtenons
Aire(Φ(U)) = |detA|Aire(U).

En effet

Aire(φ(U)) =

∫∫
Φ(U)

1 dxdy =

∫∫
U

1 | detA| dxdy = |detA|Aire(U).

On peut démontrer cette formule dans le cas où U =]0, 1[×]0, 1[ et où A est
triangulaire supérieur :

A =

(
a b
0 c

)
.

U est l’intérieur du parallélogramme délimité par les vecteurs ~i et ~j donc
A(U) est l’intérieur du parallélogramme délimité par les vecteurs A(~i) = a~i
et A(~j) = b~i + d~j. L’aire de ce parallélogramme est égale au produit de la
longueur de la base (c’est à dire |al) par la hauteur (c’est à dire |dl) :

Aire(Φ(U)) = |ad|Aire(U).

On aurait pu aussi démontrer que (pour a, d > 0)

Φ(U) =

{
(x, y) ∈ R y ∈]0, d[,

b

d
< x <

b

d
+ a

}
et donc

Aire(Φ(U)) =

∫ d

0

(
b

d
+ a− b

d

)
dy = da.

ii) On considère Φ(x, y) = (ax, by) où a, b > 0. Démontrer, qu’en notant D le
disque Euclidien unité, nous avons :

Φ(D) = Da,b.

Redémontrer ainsi la formule

Aire(Da,b) = πab.

iii) Les coordonnées polaires : On considère l’application

P (r, θ) = r~uθ

où
~uθ = cos(θ)~i+ sin(θ)~j = ( cos(θ) , sin(θ) ) .
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On note ~vθ = d
dθ~uθ = − sin(θ)~i + cos(θ)~j, on sait que ( ~uθ, ~vθ ) forme une

base orthonormée directe de R2. On vérifie sans trop de peine 16 que l’appli-
cation P réalise une bijection entre ]0,+∞[×]0, 2π[ et R2 \ (R+ × {0}). De
plus P est de classe C1 et

∂P

∂r
(r, θ) = ~uθ et

∂P

∂θ
(r, θ) = r~vθ.

Ainsi
detDP (r, θ) = r.

Donc si U ⊂]0,+∞[×]0, 2π[ est un ouvert borné de R2 et si V = P (U) alors
pour toute fonction f : K → R continue sur un compact K contenant V , nous
avons ∫∫

U
f (r cos(θ), r sin(θ)) rdrdθ =

∫∫
V
f(x, y)dxdy.

Calculons par exemple
∫∫
D x

2y2dxdy où D =
{

(x, y) ∈ R2 , x2 + y2 < 1
}

est le disque euclidien unité. On a∫∫
D
x2y2dxdy =

∫
D\(R+×{0})

x2y2dxdy

et
P (]0, 1[×]0, 2π[) = D \ (R+ × {0})

donc∫∫
D
x2y2dxdy =

∫∫
]0,1[×]0,2π[

r4 cos2(θ) sin2(θ)rdrdθ =

(∫ 1

0
r5dr

)(∫ 2π

0
cos2(θ) sin2(θ)dθ

)
.

On calcule la dernière intégrale avec la formules de trigonométrie 17 et on
obtient donc ∫∫

D
x2y2dxdy =

1

6

π

4
=

π

24
.

iv) Les coordonnées cylindriques : Ces coordonnées sont une extension des
coordonnées polaires à la dimension 3, on convient de noter encore ~uθ =
cos(θ)~i+sin(θ)~j = ( cos(θ) , sin(θ) , 0 ) et ~vθ = d

dθ~uθ = − sin(θ)~i+cos(θ)~j.

On note εk = (0, 0, 1) et de même
(
~uθ, ~vθ,~k

)
forme une base orthonormée

directe de R3. On introduit

C(r, θ, z) = r~uθ + z~k.

16. cela veut dire que vous devez le vérifier !
17.

cos2(θ) sin2(θ) =
1

4
sin2(2θ) =

1

8
(1− cos (4θ)) .
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De mêmeC est une bijection entre ]0,+∞[×]0, 2π[×R et R3\(R+ × {0} × R).
Et C est de classe C1. On peut calculer

∂C

∂r
(r, θ, z) = ~uθ ,

∂C

∂θ
(r, θ, z) = r~vθ et

∂C

∂z
(r, θ, z) = ~k.

Ainsi
detDC(r, θ, z) = r.

On peut se servir des coordonnées cylindriques pour calculer le volume du
domaine Ωa défini, pour a > 1, par :

Ωa =
{

(x, y, z) ∈ R3 , z
√
x2 + y2 < 1 et 1 < z < a

}
.

On a
vol Ωa = vol (Ωa \ (R+ × {0} × R))

et si pour

Ha = {(r, θ, z) ∈]0,+∞[×]0, 2π[×R , 1 < z < a et zr < 1}

alors C(Ha) = Ωa \ (R+ × {0} × R) donc

vol Ωa =

∫∫∫
Ha

rdrdθdz =

∫ a

1

(∫ 1
z

0
rdr

)(∫ 2π

0
dθ

)
dz =

∫ a

1

π

z2
dz = π−π

a
.

On remarque que lorsque a tend vers l’infini le volume de Ωa reste borné et
donc le volume du domaine infini

Ω∞ =
{

(x, y, z) ∈ R3 , z
√
x2 + y2 < 1 et 1 < z

}
est fini.
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v) Les coordonnées sphériques : Il s’agit de se repérer dans l’espace R3 avec la
distance à l’origine r =

√
x2 + y2 + z2, la longitude θ ∈]0, 2π[ et la latitude

ϕ ∈]− π/2, π/2[. Pour cela on introduit donc

S(r, θ, ϕ) = r
(

cos(ϕ)~uθ + sin(ϕ)~k
)
.

SiM = S(r, θ, ϕ) alors r = d(O,M), ϕ est l’angle entre le planOxy d’équa-
tion z = 0 et le vecteur

−−→
OM et θ est l’angle les vecteurs~i et le projeté ortho-

gonal de vecteur
−−→
OM sur le plan Oxy.

              θ

θ φ

r

k

j

     i
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Une argumentation basée sur ces observations montre que S réalise une bijec-
tion entre ]0,+∞[×]0, 2π[×] − π/2, π/2[ et l’espace R3 privé de l’axe des
z :R3 \ ({(0, 0)} × R). On calcule également

∂S

∂r
(r, θ, ϕ) = cos(ϕ)~uθ + sin(ϕ)~k,

∂S

∂θ
(r, θ, ϕ) = r cos(ϕ)~vθ

et
∂S

∂ϕ
(r, θ, z) = r

(
− sin(ϕ)~uθ + cos(ϕ)~k

)
.

Ainsi un petit calcul mène sans peine à

detDS(r, θ, ϕ) = r2 cos(ϕ).

Ceci nous permet de re-calculer le volume de la boule unité de l’espace :

volB3 =

∫∫∫
]0,1[×]0,2π[×]−π/2,π/2[

r2 cos(ϕ)drdθdϕ =
1

3
×(2π)×[sin(ϕ)]

π
2

−π
2

=
4

3
π.

4.5 Courbes planes

Avant propos

On veut ici introduire l’étude des parties du plan R2 qui sont définies par une
équation du type

f(x, y) = 0

où f : U → R est une fonction de classe C1 définie sur un ouvert de R2.

4.5.1 Un cas bien connu

Lorsque ϕ : ]a, b[→ R est une fonction de classe C1 alors le graphe de ϕ est
l’ensemble du plan défini par l’équation

ϕ(x)− y = 0.

Si on introduit l’ouvert 18 U =]a, b[×R de R2 et f : U → R définie par f(x, y) =
ϕ(x)− y alors

Γ = {(x, y) ∈ U, f(x, y) = 0} = {(x, ϕ(x)), x ∈] a , b [}

et si p0 = (x0, y0) ∈ Γ alors la droite tangente à Γ en p0 a pour équation

y − y0 = ϕ′(x0) (x− x0) .

18. savez vous pouquoi c’est un ouvert ?
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4.5.2 cas général

On dispose du théorème des fonctions implicites dont la version plane est la
suivante :

Théorème 4.5.1. Soit U un ouvert de R2 et f : U → R est une fonction de classe
Ck (où k = 1 ou k = 2). Soit p0 = (x0, y0) ∈ U vérifiant les conditions :

f(p0) = 0 et
∂f

∂y
(p0) 6= 0

alors il y a ε > 0, δ > 0 et ϕ : ]x0 − ε, x0 + ε[→ R une fonction de classe Ck tel
que l’on ait l’équivalence(

p = (x, y) ∈]x0 − ε, x0 + ε[×]y0 − δ, y0 + δ[
f(x, y) = 0

)
⇔
(

x ∈]x0 − ε, x0 + ε[
y = ϕ(x)

)
.

Autrement dit si nous notons Γ = {(x, y) ∈ U, f(x, y) = 0} et si on introduit le
rectangle

Rp0(ε, δ) =]x0 − ε, x0 + ε[×]y0 − δ, y0 + δ[

alors Rp0(ε, δ) ∩ Γ est le graphe de la fonction ϕ.

Quite à réduire 19 ε et δ, nous pouvons supposer, par continuité de la fonction
∂f
∂y (p0), que sur Rp0(ε, δ) la fonction ∂f

∂y (p0) ne s’annule pas. Nous avons alors
pour tout x ∈∈]x0 − ε, x0 + ε[ :

f(x, ϕ(x)) = 0

et si nous dérivons par rapport à x cette formule, nous obtenons 20

∂f

∂x
(x, ϕ(x)) + ϕ′(x)

∂f

∂y
(x, ϕ(x)) = 0

Et ainsi nous obtenons la formule

19. Cela provient du fait que si g : Ω → R` est une fonction continue définie sur un ouvert
Ω ⊂ Rn et que g(p0) 6= 0 alors il y a η > 0 tel que

p ∈ B(p0, η)⇒ g(p) 6= 0.

Il suffit alors de réduire ε et δ pour assurer que ε ≤ η et δ ≤ η. Pour démontrer ce fait on peut
procéder de deux façons

— La première preuve consiste à reprendre les arguments utilisés pour le même résultat en
Analyse 1 : on utilise la définition de la continuité avec ε = ‖g(p0)‖/2 et alors il y a η > 0
tel que

p ∈ B(p0, η)⇒ ‖g(p)− g(p0)‖ < ‖g(p0)‖/2⇒ |‖g(p)‖ − ‖g(p0)‖| < ‖g(p0)‖/2

⇒ −‖g(p0)‖/2 < ‖g(p)‖ − ‖g(p0)‖ < ‖g(p0)‖/2⇒ ‖g(p0)‖/2 < ‖g(p)‖.
— La seconde est de remarquer que O = {p ∈ Ω, g(p) 6= 0} est l’image réciproque de

l’ouvert R` \ {0} par la fonction continue g c’est donc un ouvert de Rn. Ensuite puisque
p0 ∈ O ,il y a η > 0 tel que B(p0, η) ⊂ O et on a bien p ∈ B(p0, η)⇒ g(p) 6= 0.

20. si γ(x) = (x, ϕ(x)) alors Df(γ(x))(γ′(x)) = 0 or γ′(x) = (1, ϕ′(x)), d’où le résultat.
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ϕ′(x) = −
∂f
∂x (x, ϕ(x))
∂f
∂y (x, ϕ(x))

Ainsi si P0 = (X0, Y0) ∈ Γ ∩ B(p0, ε) alors la droite tangente à Γ en P0 est la
droite d’équation

y − Y0 = −
∂f
∂x (P0)
∂f
∂y (P0)

(x−X0)

ou encore la droite d’équation :

(x−X0)
∂f

∂x
(P0) + (y − Y0)

∂f

∂y
(P0) = 0.

Par ailleurs, en inversant le rôle des coordonnées (x, y), nous obtenons un résultat
similaire lorsque la dérivée par rapport à la première variable n’est pas nul : Soit U
un ouvert de R2 et f : U → R est une fonction de classe Ck (où k = 1 ou k = 2). Soit
p0 = (x0, y0) ∈ U vérifiant les conditions :

f(p0) = 0 et
∂f

∂x
(p0) 6= 0

alors il y a ε > 0, δ > 0 et ψ : ]y0 − δ, y0 + δ[→ R une fonction de classe Ck tel que l’on
ait l’équivalence(

p = (x, y) ∈ Rp0(ε, δ))
f(x, y) = 0

)
⇔
(

y ∈]y0 − δ, y0 + δ[
x = ψ(y)

)
.

Dans ce cas, on montre aussi que la droite tangente à Γ en p0 a pour équation :

(x− x0)
∂f

∂x
(p0) + (y − y0)

∂f

∂y
(p0) = 0.

Définition 4.5.2. Lorsque Φ: O → R est une fonction de classe C1 sur un ouvert
O de Rn et que p ∈ O, nous notons

−−→
gradΦ(p) =

n∑
i=1

∂Φ

∂xi
(p)~ei

le gradient de Φ en p. C’est le vecteur de Rn défini par

∀~h ∈ Rn,
(−−→
gradΦ(p)

)
.~h = DΦ(p)(~h).

Ceci définit aussi une fonction
−−→
gradΦ: O → Rn.

Lorsque f : U → R est une fonction de classe C1 sur un ouvert U de R2, nous
avons

−−→
grad f(x, y) =

(
∂f

∂x
(x, y),

∂f

∂y
(x, y)

)
.

La conclusion de cette discussion est la suivante
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Théorème 4.5.3. Soit f : U → R est une fonction de classe Ck (k = 1 ou k = 2)
sur un ouvert U de R2, on définit :

Γ = {(x, y) ∈ U , f(x, y) = 0}

et on suppose que
f(x, y) = 0⇒

−−→
grad f(x, y) 6= 0,

alors Γ est localement le graphe d’une fonction de l’abscisse ou de l’ordonnée et
si p0 = (x0, y0) ∈ Γ alors la droite D0 tangente à Γ en p0 a pour équation :

(x− x0)
∂f

∂x
(p0) + (y − y0)

∂f

∂y
(p0) = 0.

Le vecteur
−−→
grad f(x0, y0) est donc perpendiculaire à la courbe Γ en (x0, y0). Si

D0 n’est pas vertical alors il y a ε > 0 et δ > 0 tels que

Γ ∩Rp0(ε, δ) = { (x, ϕ(x)), x ∈]x0 − ε, x0 + ε[ }

où ϕ est une fonction de classe Ck.

4.5.3 Un exemple

On étudie

Γ =
{

(x, y) ∈ R2 , x2 + y2 + sin
(
x2 − y2

)
= 2
}
.

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

-2

-1,5

-1

-0,5

0,5

1

1,5

2

y=-x

x2+y2+sin(x2-y2)=2

y=x

La fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) = x2 + y2 + sin
(
x2 − y2

)
− 2

est de classe C2 et nous avons

∂f

∂x
(x, y) = 2x+ 2x cos

(
x2 − y2

)
= 2x

(
1 + cos

(
x2 − y2

))
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et
∂f

∂x
(x, y) = 2y − 2y cos

(
x2 − y2

)
= 2y

(
1− cos

(
x2 − y2

))
.

Nous étudions les points critiques de f sur Γ, c’est à dire les points (x, y) du plan
tel que f(x, y) = 0 et

−−→
grad f(x, y) = 0. Considérons un tel point (x, y).

Premier cas : si cos
(
x2 − y2

)
6= ±1 alors 21 nous avons x = y = 0. Mais

f(0, 0) = −2 6= 0. Donc ce cas ne se produit pas.
Deuxième cas : si cos

(
x2 − y2

)
= 1 alors sin

(
x2 − y2

)
= 0 et donc x2 +

y2 = 2. Par ailleurs dans ce cas : ∂f∂x (x, y) = 4x. Donc dans ce cas on a x = 0 et
y = ±

√
2, mais ceci est incompatible avec l’équation sin

(
x2 − y2

)
= 0. Donc ce

cas ne se produit pas non plus.
Troisième cas : si cos

(
x2 − y2

)
= −1 alors sin

(
x2 − y2

)
= 0 et donc

x2 + y2 = 2. Par ailleurs dans ce cas : ∂f
∂y (x, y) = −4y. Donc dans ce cas on a

y = 0 et x = ±
√

2 mais ceci est incompatible avec l’équation sin
(
x2 − y2

)
= 0.

Donc ce cas ne se produit également pas.
En conclusion, Γ est localement le graphe d’une fonction de l’abscisse ou de

l’ordonnée .
Nous pouvons décrire de façon plus précise Γ :
Sout x ∈ R, on étudie les points de Γ situé sur la droite verticale des points du

plan d’abcisse x : C’est à dire qu’on cherche les y ∈ R tels que f(x, y) = 0. Pour
cela on étudie la fonction

v 7→ gx(v) = x2 + v + sin
(
x2 − v

)
− 2.

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

-10

-5

5

10

y=gx(v)gx(0)

Il s’agit d’une fonction de classe C1 sur R et

g′x(v) = 1− cos(x2 − v) ≥ 0

De plus g′x ne s’annule qu’aux points v = x2 + 2kπ, k ∈ Z. Ceci garantit que gx
est une fonction strictement croissante. Par ailleurs, nous avons

|gx(v)− v| ≤ x2 + |2− sin
(
x2 − v

)
| ≤ x2 + 3.

21. Puisque on a supposé x
(
1 + cos

(
x2 − y2

))
= y

(
1− cos

(
x2 − y2

))
= 0.
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Donc limv→±∞ gx(v) = ±∞ et gx a un unique zero vx. De plus nous avons

vx ≥ 0⇔ gx(0) ≤ 0.

Or gx(0) = x2 + sin
(
x2
)
− 2. Et pour les mêmes raisons la fonction u 7→ u +

sin(u)− 2 est une fonction continue, strictement croissante et

lim
u→±∞

u+ sin(u)− 2 = ±∞

donc cette fonction a une unique zéro et puisque pour u = 0, nous avons u +
sin(u)− 2 = −2 < 0, ce zéro est strictement positif 22, nous le notons a2. On aura
donc

u+ sin(u)− 2 ≤ 0⇔ u ≤ a2.

Ainsi
gx(0) ≤ 0⇔ x2 ≤ a2 ⇔ −a ≤ x ≤ a.

En conclusion notons Dx = {(x, t) ∈ R2, t ∈ R} la droite verticale des points
du plan d’abcisse x :

— Si |x| > a alors nous avons Dx ∩ Γ = ∅. Car l’équation gx(v) = 0 n’a pas
de solution positive ou nulle.

— Si x = ±a alors Dx ∩ Γ = {(±a, 0)} car l’équation g±a(v) = 0 a une
unique solution v = 0.

— Si −a < x < a alors Dx ∩ Γ = {(x, Y (x)) , (x,−Y (x))} car l’équation,
en y,

f(x, y) = 0

a alors deux solutions qui sont les racines carrées de la solution de l’équa-
tion gx(v) = 0. De plus puisque gx(0) < 0, on a Y (x) > 0.

Le théorème des fonctions implicites, nous dit que si en p = (x, Y (x))

∂f

∂y
(p) 6= 0

alors Y est de classe C2 sur un intervalle ouvert centré autour de x. Or

∂f

∂y
(x, y) = 2y

(
1− cos

(
x2 − y2

))
.

On a donc

∂f

∂y
(x, y) = 0⇔

(
y = 0 ou x2 − y2 = 2kπ, k ∈ Z

)
.

On en déduit que

22. Puisqu’en u = 1, nous avons u + sin(u) − 2 = sin(1) − 1 < 0 nous savons également que
a2 > 1.
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— si p est l’un des 6 points (±a, 0), (±1,±1) alors au voisinage de p,Γ est
le graphe d’une fonction x = ψ(y) et la tangente à Γ en ces points est
verticale.

— Si x ∈]− a,−1[∪]− 1, 1[∪]1, a[ alors

∂f

∂y
(x, Y (x)) 6= 0 .

Et donc la restriction de Y à la réunion d’intervalles ]−a,−1[∪]−1, 1[∪]1, a[
est de classe C2. De plus si x ∈]− a,−1[∪]− 1, 1[∪]1, a[ alors

Y ′(x) = −
∂f
∂x (x, Y (x))
∂f
∂y (x, Y (x))

= −
x
(

1 + cos
(
x2 − Y 2(x)

) )
Y (x) ( 1− cos (x2 − Y 2(x)) )

.

Ceci assure que Y ′(x) est du signe de −x. Ceci permet d’en déduire les variations
de la fonction Y 23 Nous en déduisons que Γ est la réunion de deux graphes de

Γ = { (x, Y (x)) x ∈ [−a, a] } ∪ { (x,−Y (x)) x ∈ [−a, a] }

où Y : [−a, a] → R est une fonction positive (paire) strictement décroissante sur
[0, a] et Y (a) = 0. De plus Y est de classe C2 sur ]− a,−1[∪]− 1, 1[∪]1, a[.

Appendice : Preuve du théorème des fonctions implicites
dans le plan

Démontration : On se place dans le cas où (x0, y0) = (0, 0) et où f(0, 0) = 0 et

∂f

∂x
(0, 0) = 0 et

∂f

∂y
(0, 0) = 1

et on expliquera à la fin de la preuve comment le résultat général s’en déduit. Ainsi
nous avons

f(x, y) = y + v(x, y)

où
∂v

∂x
(0, 0) =

∂v

∂y
(0, 0) = 0.

et le développement limité de f à l’ordre 1 en (0, 0) nous apprend que

v(x, y) = ‖ (x, y) ‖η(x, y)

23. Nous aurions pu les déduire de l’étude de l’équation gx(v) = 0. En effet on a gx
(
Y 2(x)

)
=

0 et la fonction ξ ∈ R+ 7→ gξ
(
Y 2(x)

)
est strictement croissante. Donc si 0 ≤ ξ < x alors

gξ(Y (x)) < 0 ceci assure que l’unique zéro de la fonctioncgξ est strictement supérieur à Y 2(x),
donc

0 < ξ < x⇔ Y 2(x) < Y 2(ξ).

Et puisque Y (x) > 0 et Y (ξ) > 0, nous avons en fait 0 < ξ < x⇒ Y (x) < Y (ξ).
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avec
lim

(x,y)→(0,0)
η(x, y) = 0.

Il y a donc ε > 0 tel que si (x, y) ∈ B ((0, 0), 2ε) alors

|v(x, y)| ≤ 1

100
‖ (x, y) ‖ et

∣∣∣∣∂v∂x(x, y)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂v∂y (0, 0)

∣∣∣∣ < 1

100
.

Remarquons que B ((0, 0), ε) =]− 2ε, 2ε[×]− 2ε, 2ε[.

Fixons x ∈ [−ε, ε] et on montre qu’il y a un unique t ∈ [−ε, ε] tel que f(x, t) = 0.

Nous étudions la fonction ux : [−ε, ε]→ R définie par

ux(t) = f(x, t)

Nous avons

|ux(t)− t| = |v(x, t) ≤ 1

100
‖ (x, t) ‖ =

1

100
‖max{|x|, |t|} ≤ ε

100
.

En particulier ux(ε)− ε ≥ − ε
100 et donc

ux(ε) ≥ 99ε

100
> 0

et de même ux(−ε) + ε ≤ ε
100 et donc

ux(−ε) ≤ −99ε

100
< 0.

Puisque ux est continue le théorème des valeurs intermédiaires, nous informe qu’il
y a un réel tx ∈] − ε, ε[ tel que ux(tx) = 0. On démontre maintenant que ux
s’annule en une seule valeur. On calcule

(♥) u′x(t) =
∂f

∂x
(x, t) = 1 +

∂v

∂x
(x, t) ≥ 1− 1

100
≥ 99

100
.

Donc ux : [−ε, ε] → R est une fonction strictement croissante. Et nous avons
l’existence d’un unique tx ∈ [−ε, ε] tel que ux(tx) = 0.

On définit alors une fonction ϕ : [−ε, ε]→ R par ϕ(x) = tx.

Donc ϕ(x) est l’unique zéro de la fonction t ∈ [−ε, ε] 7→ f(x, t).

On montre que ϕ est lipschitzienne donc continue.

Soit x, ξ ∈ [−ε, ε] on suppose que x < ξ. On sait que

f(x, ϕ(x)) = 0 et f(ξ, ϕ(ξ)) = 0.
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Puisque la fonction s 7→ f(s, ϕ(x)) est dérivable et que sa dérivée est inférieure à
1

100 en valeur absolue, nous en déduisons :

(?) |f (x, ϕ(ξ))| = |f (x, ϕ(ξ))− f (ξ, ϕ(ξ))| ≤ ξ − x
100

Maintenant (♥) nous apprend que la fonction t 7→ ux(t)− 99
100 t est croissante donc

si t > s alors
ux(t)− ux(s) ≥ 99

100
(t− s)

et général si t, s ∈ [−ε, ε] alors

|ux(t)− ux(s)| ≥ 99

100
|t− s|.

On en déduit

|f (x, ϕ(ξ))− f (x, ϕ(x))| ≥ 99

100
|ϕ(ξ)− ϕ(x)| .

Et avec l’inégalité (?), nous en déduisons

ξ − x
100

≥ 99

100
|ϕ(ξ)− ϕ(x)| .

Donc
|ϕ(ξ)− ϕ(x)| ≤ ξ − x

99
.

On montre maintenant que ϕ est dérivable .

On écrit le développement limité de f en p = (x, ϕ(x) à l’ordre 1 :

f (x+ h, ϕ(x) + k) = f (x, ϕ(x)) + ah+ bk + ‖ (h, k) ‖ηp(h, k)

= ah+ bk + ‖ (h, k) ‖ηp(h, k)

où
lim

(h,k)→(0,0)
ηp(h, k) = 0,

a =
∂v

∂x
(x, ϕ(x)) et b =

∂v

∂y
(x, ϕ(x)). Soit h ∈ R tel que x + h ∈ [−ε, ε], on

applique cette égalité à k(h) = ϕ(x + h) − ϕ(x), on sait que ϕ est une fonction
continue donc

lim
h→0

k(h) = 0.

0 = f (x+ h, ϕ(x+ h)) = ah+ bk(h) + ‖ (h, k(h)) ‖ηp(h, k(h))

= ah+ b (ϕ(x+ h)− ϕ(x) ) + ‖ (h, k(h)) ‖ηp(h, k(h)).

Notons que d’après ce qui précede

|k(h)| ≤ 1

100
|h|
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et donc
‖ (h, k(h)) ‖ = max{|h|, |k(h)|} = |h|.

Par ailleurs b ≥ 99
100 . On a donc

b (ϕ(x+ h)− ϕ(x) ) = −ah− ‖ (h, k(h)) ‖ηp(h, k(h))

soit encore

ϕ(x+ h)− ϕ(x) = −a
b
h− 1

b
‖ (h, k(h)) ‖ηp(h, k(h)).

et donc∣∣∣∣ϕ(x+ h)− ϕ(x)

h
+
a

b

∣∣∣∣ ≤ 1

b

‖ (h, k(h)) ‖
|h|

|ηp(h, k(h))| ≤ 1

b

|hl
|h|
|ηp(h, k(h))| ≤ 1

b
|ηp(h, k(h))|.

Puisque limh→0 k(h) = 0 et que lim(h,k)→(0,0) ηp(h, k) = 0, nous en déduisons

lim
h→0

ηp(h, k(h)) = 0,

et donc

lim
h→0

ϕ(x+ h)− ϕ(x)

h
= −a

b
.

Ainsi ϕ est dérivable en x et

ϕ′(x) = −
∂v
∂x(x, ϕ(x))
∂v
∂y (x, ϕ(x))

.

Cette formule montre par ailleurs que ϕ′ est continue si f est C1. Puis si f est C2

alors on sait que ϕ est C1 et que les dérivées partielles de f sont C1 et cette même
formule montre que ϕ′ est C1 donc ϕ est C2. Nous avons donc démontré que si
x ∈ [−ε, ε] alors l’équation

f(x, y) = 0 et y ∈]− ε, ε[

a une unique solution y = ϕ(x). Nous avons donc démontré l’équivalence(
p = (x, y) ∈ B ( (0, 0), ε)

f(x, y) = 0

)
⇔
(

x ∈]− ε,+ε[
y = ϕ(x)

)
.

Si nous revenons au cas général : plaçons nous dans le cas où f(x0, y0) = 0 et
∂f
∂y (x0, y0) 6= 0. En écrivant le développement limité à l’ordre 1 de f en (x0, y0),
nous avons

f(x0 + t, y0 + s) = at+ bs+ u(t, s)

où
∂f

∂x
(x0, y0) = a et

∂f

∂y
(x0, y0) = b ;
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et
∂u

∂x
(0, 0) =

∂u

∂y
(0, 0) = 0.

On définit alors

g(τ, σ) = f

(
x0 + τ, y0 +

1

b
σ − a

b
τ

)
nous avons alors

g(τ, σ) = σ + v(τ, σ)

où

v(τ, σ) =
1

b
u

(
τ,

1

b
σ − a

b
τ

)
.

et
∂v

∂τ
(0, 0) =

∂v

∂σ
(0, 0) = 0.

Par ailleurs

g(τ, σ) = 0⇔ f

(
x0 + τ, y0 +

1

b
σ − a

b
τ

)
= 0

donc
f(x0 + t, y0 + s) = 0⇔ g (t, bs+ at) = 0.

En appliquant le résultat que l’on vient de démontrer, nous savons qu’il y a ε > 0
et une fonction ϕ : ]ε, ε[→ R, de classe Ck, telle que(

(τ, σ) ∈ B(0, ε)
g(τ, σ) = 0

)
⇔
(

τ ∈]− ε, ε[
σ = ϕ(τ)

)
.

C’est à dire(
|t| < ε et |at+ bs| < ε
f(x0 + t, y0 + s) = 0

)
⇔
(

t ∈]− ε, ε[
s = 1

bϕ(t)− a
b t

)
.

Posons alors
ε̄ =

ε

10 + |a|+ |b|
.

On a alors
(|s| < ε̄ et |t| < ε̄)⇒ (|t| < ε et |as+ bt| < ε) .

Donc si (t, s) ∈ B ( (0, 0), ε̄) vérifie f(x0 + t, y0 + s) = 0 alors t ∈] − ε̄, ε̄[ et
bs+ at = ϕ(t), c’est à dire

s =
1

b
ϕ(t)− a

b
t.

Or ϕ est une fonction continue et ϕ(0) = 0 ainsi nous pouvons trouver ε̂ ∈]0, ε̄[
tel que

|t| < ε̂⇒ |1
b
ϕ(t)− a

b
t| < ε̄.

Alors si t ∈]− ε̂, ε̂[ alors s = 1
bϕ(t)− a

b t vérifie |s| < ε̄.
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Donc t ∈] − ε̂, ε̂[⇒ (t, 1
bϕ(t) − a

b t) ∈ B ( (0, 0), ε ) et f(t, s) = 0. Puisque
ε̂ < ε̄ < ε, nous avons bien :(

(t, s) ∈]− ε̂, ε̂[×]− ε̄, ε̄[
f(x0 + t, y0 + s) = 0

)
⇔
(

t ∈]− ε̂, ε̂[
s = 1

bϕ(t)− a
b t

)
.
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