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Chapitre 1

Les séries : Rappel et
compléments

1.1 Rappel de base

1.1.1 Définitions et notations

Si (un)n∈N est une suite de nombres réels ou complexes, on note pour p ≤ q :

q∑
n=p

un = up + up+1 + . . .+ uq

et lorsque p > q, on convient que

q∑
n=p

un = 0.

On associe à cette suite une nouvelle suite (Sn)n∈N définie par

Sn =

n∑
k=0

uk = u0 + u1 + . . .+ un,

cette suite est la suite définie par la relation de récurrence :

Sn = Sn−1 + un, et S0 = u0.

Symboliquement, cette suite est aussi parfois notée
∑
un, mais on essayera ici

d’éviter le recours à cette notation que vous pourrez néanmoins trouver dans cer-
tains ouvrages.

On appelle série associée à la suite (un)n∈N la suite (Sn)n∈N ainsi définie ;
alors Sn est la nieme somme partielle de cette série et un est le terme général de la
série. On dira aussi que (Sn)n∈N est la série de terme général un.
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on remarquera alors la formule suivante :si p ≤ q alors

Sq − Sp =

q∑
n=p+1

un.

Lorsque la suite (Sn)n∈N converge vers s ∈ C on dira que la série de terme général
un converge et que s est la somme de cette série ; on notera alors

s = lim
n→+∞

Sn =
+∞∑
n=0

un.

Et également

∑
k≥n

uk =
+∞∑
n=n

uk = lim
N→+∞

N∑
n=n

uk = lim
N→+∞

SN − Sn−1 = s− Sn−1

Lorsque la série de terme générale un ne converge pas, on parlera de série
divergente.

1.1.2 Convergence absolue

On commence par le résultat suivant :

Proposition 1.1.1. Soient (un)n∈N une suite de nombres complexes et (vn)n∈N une
suite de nombres réels positifs. On suppose que à partir d’un certain rang 1

|un| ≤ vn ;

Si la série de terme général vn converge alors la série de terme général un converge.

Qui appliqué au cas où vn = |un| implique le corollaire suivant :

Corollaire 1.1.2. Soit (un)n∈N une suite de nombres complexes tel que la série de
terme général |un| converge alors la série de terme général un converge.

Définition 1.1.3. On dit qu’une série de terme général un converge absolument si
la série de terme général |un| converge.

Le corollaire précédent dit qu’une série qui converge absolument converge.
Démonstration de la proposition 1.1.1 : On vérifie que la suite (Sn =

∑n
k=0 uk)n∈N

est une suite de Cauchy. Pour p ≤ q, on a par hypothèse :

|Sq − Sp| =

∣∣∣∣∣∣
q∑

n=p+1

un

∣∣∣∣∣∣ ≤
q∑

n=p+1

|un| ≤
q∑

n=p+1

vn

1. C’est à dire : il existe un entier n0 tel que

n ≥ n0 ⇒ |un| ≤ vn.
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Soit ε > 0.
Puisque la suite (

∑n
k=0 vk)n∈N converge elle est de Cauchy, il existe donc un

entier n0 tel que

q ≥ p ≥ n0 ⇒

∣∣∣∣∣
q∑

n=0

un −
p∑

n=0

un

∣∣∣∣∣ =

q∑
n=p+1

vn < ε.

Ainsi pour q ≥ p ≥ n0 nous avons :

|Sq − Sp| ≤
q∑

n=p+1

vn < ε.

La suite (Sn =
∑n

k=0 uk)n∈N est une suite de Cauchy elle converge donc. �

1.1.3 Un critére de Cauchy et des applications

Pour utiliser cette proposition on rappelle la proposition suivante :

Proposition 1.1.4. Soit (vn)n une suite de réels positifs. La série de terme général
vn converge si et seulement si la suite de ces sommes partielles est majorée.

En effet sous les hypothèses de cette proposition, la suite des sommes partielles
(
∑n

k=0 vk)n∈N est une suite croissante, elle converge donc si et seulement si elle
est majorée. On a donc 2

+∞∑
n=0

vn = sup
n∈N

{
n∑
k=0

vk

}
.

En convenant que le supremum d’une partie non vide non majorée est +∞ et que
l’on note

+∞∑
n=0

vn = +∞

lorsque la série de terme général vn diverge.
On a alors la proposition suivante qui est du à Cauchy :

Proposition 1.1.5. Soit (vn)n une suite décroissante de réels positifs . Alors la
série de terme général vn converge si et seulement la série de terme général

2nv2n

converge.

2. toujours sous l’hypothése que vn ≥ 0, ∀n ∈ N
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Démonstration. La suite croissante (Sn)n définie par

Sn =

n∑
k=0

vk

converge si et seulement si la suite (S2`)` est converge. Or on a

S2` =v0

+ v1 + v2

+ v3 + v4

+ v5 + v6 + v7 + v8
...

v2`−1+1 + v2`−1+2 + . . .+ v2`

C’est à dire

S2` =v0 + v1

S2 − S1
S4 − S2
S8 − S4
...

S2` − S2`−1

ou encore

S2` = v0 + v1 +
∑̀
k=1

(S2k − S2k−1)

On a

S2k − S2k−1 = v2k−1+1 + v2k−1+2 + . . .+ v2k =
2k∑

n=2k−1+1

vn.

Et puisque la suite (vn) est décroissante, on a

2k−1 + 1 ≤ n ≤ 2k ⇒ v2k ≤ vn ≤ v2k−1+1

Puisqu’il y a 2k−1 entiers entre 2k−1 + 1 et 2k on en déduit :

2k−1v2k ≤ S2k − S2k−1 =

2k∑
n=2k−1+1

vn ≤ 2k−1v2k−1+1.

On a donc

v0 + v1 +
∑̀
k=1

2k−1v2k ≤ S2` ≤ v0 + v1 +
∑̀
k=1

2k−1v2k−1+1
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Or

v0 + v1 +
∑̀
k=1

2k−1v2k = v0 + v1 +
1

2

∑̀
k=1

2kv2k

et puisque la suite (vn) est décroissante :

v0 + v1 +
∑̀
k=1

2k−1v2k−1+1 = v0 + v1 + v2 +
∑̀
k=2

2k−1v2k−1+1

≤ v0 + v1 + v2 +
∑̀
k=2

2k−1v2k−1

On a donc les estimations :

v0+v1+
1

2

∑̀
k=1

2kv2k ≤ S2` ≤ v0+v1+v2+
∑̀
k=2

2k−1v2k−1 = v0+v1+v2+
`−1∑
k=1

2kv2k

qui permettent d’en déduire facilement le résultat.
Si la série de terme général 2nv2n converge alors la suite(

v0 + v1 + v2 +

`−1∑
k=1

2kv2k

)
`

est majorée donc la suite croissante (S2`)` est majorée donc convergente.
Vice versa si la suite la suite (S2`)` est majorée, alors la suite

(∑`
k=1 2kv2k

)
`

est majorée donc la série de terme général 2nv2n converge.

Une application aux séries de Riemann : Soit p ∈ R, la série de terme général

1

np
, n ≥ 1

converge si et seulement si
p > 1 .

En effet, on rappelle que le terme général d’une série convergente converge vers 0.
Or pour p ≤ 0 on a

lim
n→+∞

1

np
=

{
+∞ si p < 0

1 si p = 0

Donc si p ≤ 0, la série de terme général 1
np , n ≥ 1 diverge.

Supposons donc que p > 0, alors la suite
(
vn = 1

np

}
n≥1 est positive décroissante.

On peut utiliser le critère de Cauchy (1.1.5) ; or on a

2`v2` =
2`

(2`)
p =

2`

2`p
= 2(1−p)` =

(
2(1−p)

)`
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La série de terme général
(
2(1−p)

)`
, ` ≥ 0 converge 3 si et seulement si∣∣∣2(1−p)∣∣∣ = 2(1−p) < 1

c’est à dire si et seulement si
p > 1.

1.1.4 Test de convergence

Les critères suivants sont utiles lorsque le terme général se comporte comme
une suite géométrique.

Critère de D’Alembert

Proposition 1.1.6. Soit (un)n une suite de nombres complexes non nuls.
— Si’l existe un réel q ∈ [0, 1[ tel que à partir d’un certain rang :∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ ≤ q
alors la série de terme général un converge absolument.

— Suppsons que la suite
(∣∣∣un+1

un

∣∣∣)
n

soit convergente :

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = `

Si ` < 1 alors la série de terme général un converge absolument et si ` > 1,
alors la série de terme général un diverge.

Critére de Cauchy

Proposition 1.1.7. Soit (un)n une suite de nombres complexes.
— Si il existe un réel q ∈ [0, 1[ tel que à partir d’un certain rang :

n
√
|un| ≤ q

alors la série de terme général un converge absolument.
— Suppsons que la suite

(
n
√
|un|

)
n

soit convergente :

lim
n→∞

n
√
|un| = `

Si ` < 1 alors la série de terme général un converge absolument et si ` > 1,
alors la série de terme général un diverge.

3. On utilise que lorsque ζ ∈ C alors la série de terme général ζn converge si et seulement si
|ζ| < 1 et dans ce cas elle converge absolument et

∞∑
n=0

ζn =
1

1− ζ .
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Critére de comparaison aux séries de Riemann

Proposition 1.1.8. Soit (un)n une suite de nombres complexes, on suppose que
pour un réel p > 1 la suite

(np un)n

converge alors la série de terme général un converge.

On remarque qu’il suffit en fait que la suite (np un)n soit bornée pour obtenir
la même conclusion. Il est aussi vrai que si pour un réel p ≤ 1 la suite

(np un)n

converge vers un nombre complexe non nul alors la série de terme général un
diverge. Par exemple : La série de terme général un =

√
1 + 1

n2 − 1, n ≥ 1

converge car à l’aide des développements limités on montre que limn→∞ n
2un =

1
2 . On aura aussi pu écrire

0 ≤ un =

(√
1 + 1

n2 − 1
) (√

1 + 1
n2 + 1

)
√

1 + 1
n2 + 1

=
1
n2√

1 + 1
n2 + 1

≤ 1

n2
.

1.1.5 L’exponentielle complexe

Définition 1.1.9. Pour z ∈ C, la série de terme général

zn

n!

converge absolument, on note

ez = exp(z) =
+∞∑
n=0

zn

n!
.

On emploie pour cela le critère de d’Alembert : pour z 6= 0 :

zn+1

(n+1)!
zn

n!

=
z

n+ 1

tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. Donc si z ∈ C \ {0} la série de terme général
zn/n! converge absolument. Le cas z = 0 est facile !

On définira de de même les fonctions

sin(z) =
eiz − e−iz

2i
=

+∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
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et

cos(z) =
eiz + e−iz

2
=

+∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
.

Si z = x+ iy on a

sin(z) = sin(x) cosh(y)+i cos(x) sinh(y) et sin(z) = cos(x) cosh(y)−i sin(x) sinh(y) .

1.2 Les séries à termes générales positifs

1.2.1 Comparaison de la la vitesse de convergence

Résultats :

Proposition 1.2.1. Soient (un) et (vn) deux suites de réels strictement positifs, on
suppose que

lim
n→∞

un
vn

= 1.

Alors les séries de termes généraux un et vn sont de même nature.

i) Si les séries de termes généraux un et vn convergent, notons s =
∑+∞

n=0 un
et s̃ =

∑+∞
n=0 vn, on introduit les restes de séries à savoir les suites définies

par

Rn = s−
n−1∑
k=0

uk =
+∞∑
k=n

uk et R̃n = s̃−
n−1∑
k=0

vk =
+∞∑
k=n

vk

alors

lim
n→∞

Rn

R̃n
= 1.

ii) Si les séries de termes généraux un et vn divergent, alors

lim
n→∞

∑n
k=0 uk∑n
k=0 vk

= 1.

Si cette proposition est intéressante, mais elle ne donne pas dans le premier cas
une estimation de l’écart entre

∑n
k=0 uk et s.

Démonstration. Pour ε = 1/2, il existe un entier n0 tel que

(
n ≥ n0

)
⇒
∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ < 1

2
.

Pour n ≥ n0, on a donc(
1− 1

2

)
vn ≤ un ≤

(
1 +

1

2

)
vn
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soit
1

2
vn ≤ un ≤

3

2
vn

Ce qui permet de conclure que les séries de termes généraux un et vn sont de même
nature à l’aide de la proposition (1.1.1). Plaçons d’abord dans le premier cas : Soit
ε ∈]0, 1[, on sait qu’il existe un entier n0(ε) tel que

(
n ≥ n0(ε)

)
⇒
∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ < ε/2 .

Pour n ≥ n0(ε), on a donc

(1− ε/2)vn ≤ un ≤ (1 + ε/2)vn.

Notons Sn =
∑n

k=0 uk et S̃n =
∑n

k=0 vk. Soit N ≥ n ≥ n0(ε) alors on a

(1− ε/2)(S̃N − S̃n−1) =

N∑
k=n

(1− ε/2)vk ≤
N∑
k=n

uk = SN − Sn−1

≤
N∑
k=n

(1 + ε/2)vk = (1 + ε/2)(S̃N − S̃n−1) .

On fait maintenant tendre N vers +∞ dans ces inégalités larges 4 on obtient pour
n ≥ n0(ε)

(1− ε/2)R̃n ≤ Rn ≤ (1 + ε/2)R̃n,

soit pour n ≥ n0(ε) : ∣∣∣∣RnR̃n − 1

∣∣∣∣ ≤ ε/2 < ε .

On a bien démontré le résultat voulu.
Plaçons nous maintenant dans le cas où les suites (Sn) et (S̃n) convergent vers

+∞.
Soit ε ∈]0, 1[, on sait qu’il existe un entier n0(ε) tel que

(
n ≥ n0(ε)

)
⇒
∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ < ε/2 .

Pour n ≥ n0(ε), on a donc

|un − vn| ≤
ε

2
vn.

4. Remarquons que par définition :

lim
N→+∞

(S̃N − S̃n−1) = R̃n et lim
N→+∞

(SN − Sn−1) = Rn.
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Pour n ≥ n0(ε), on a donc :

Sn − S̃n =

n0(ε)−1∑
k=0

(uk − vk) +
n∑

k=n0(ε)

(uk − vk).

Posons Mε =
∣∣∣∑n0(ε)−1

k=0 (uk − vk)
∣∣∣, on a donc

|Sn − S̃n| ≤Mε +

n∑
k=n0(ε)

|uk − vk|

≤Mε +

n∑
k=n0(ε)

|uk − vk|

≤Mε +
ε

2

n∑
k=n0(ε)

vk

≤Mε +
ε

2
S̃n .

Où on a utilisé que
n∑

k=n0(ε)

vk ≤=
n∑
k=0

vkS̃n

On en déduit donc que pour n ≥ n0(ε), on a

|Sn − S̃n|
S̃n

≤ Mε

S̃n
+
ε

2
.

Mais limn→+∞
Mε

S̃n
= 0 car limn→+∞ S̃n = +∞. Il y a donc un n1(ε) ∈ N que

l’on peut choisir plus grand que n0(ε) :n1(ε) ≥ n0(ε) tel que(
n ≥ n1(ε)

)
⇒ Mε

S̃n
< ε/2 .

Alors pour n ≥ n1(ε) on a bien

|Sn − S̃n|
S̃n

< ε.

Applications

Considérons α > −1, et les suites (un = nα)n et
(
vn = (n+1)α+1−nα+1

α+1

)
n

.
On a

vn
un

= n

(
1 + 1

n

)α+1 − 1

α+ 1
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et puisque (1 + h)α+1 = 1 + (α+ 1)h+ hε(h), on en déduit que

lim
n→∞

vn
un

= 1.

Et donc puisque les séries de termes généraux un et vn sont divergentes et que

n∑
k=0

vk =
(n+ 1)α+1

α+ 1

on en déduit que

lim
n→+∞

∑n
k=0 n

α

(n+1)α+1

α+1

= 1 .

On aurait aussi pu démontrer ce résultat à l’aide des sommes de Riemann :

Fixons toujours α > −1, alors la fonction f définie sur ]0, 1] par

f(x) = xα

est Riemann-Intégrable on a donc∫ 1

0
f(x)dx = lim

n→+∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
ce qui signifie que

1

α+ 1
= lim

n→+∞

1

n

n∑
k=1

(
k

n

)α
= lim

n→+∞

1

nα+1

n∑
k=1

kα .

Dans la proposition (1.2.1), il est important de vérifier que les séries soient à
termes positifs. Par exemple si l’on considère les suites (un)n≥1 et (vn)n≥1 définies
par

un =
(−1)n

n
+

1

n(ln(n+ 1)
et vn =

(−1)n

n
.

Alors on sait que la série de termes général vn converge. On sait que la série de
terme général un − vn diverge 5 Ainsi

— La série de terme général vn converge.

5. En effet, puisque un − vn = 1
n(ln(n+1)

, la suite (un − vn)n est positive décroissante, et l’on
a

2` (u2` − v2`) =
1

(ln(2` + 1)
=

1

` . ln (2 + 2−`)

La comparaison au série de Riemann montre que la série de terme général

2` (u2` − v2`)

diverge, le critère de Cauchy (1.1.5) implique qu’il en est de même de la série de terme général
un − vn.
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— La série de terme général vn diverge.
Mais

un
vn

= 1 +
(−1)n

(ln(n+ 1)

donc
un ∼n→+∞ vn .

1.2.2 Comparaison Séries-intégrales

Résultat :

Proposition 1.2.2. Soit f : [1,∞[→ R+ une fonction positive décroissante. La
série de terme général f(n) est de même nature que l’intégrale généralisée∫ +∞

1
f(t)dt.

Démonstration. Soit n ≥ 1 alors puisque f est décroissante on a pour t ∈ [n, n+1]

f(n+ 1) ≤ f(t) ≤ f(n)

x=n x=n+1

y=f(n)

y=f(n+1)

En intégrant ces inégalités sur t ∈ [n, n+ 1], on obtient

f(n+ 1) =

∫ n+1

n
f(n+ 1)dt ≤

∫ n+1

n
f(t)dt ≤ f(n) =

∫ n+1

n
f(n)dt.

En sommant ces inégalités pour n = 1, . . . ` on obtient :

∑̀
n=1

f(n+ 1) ≤
∑̀
n=1

∫ n+1

n
f(t)dt =

∫ `+1

1
f(t)dt ≤

∑̀
n=1

f(n).

Ainsi si on pose

S` =
∑̀
n=1

f(n) et I` =

∫ `

1
f(t)dt
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alors on a démontré

S`+1 − f(1) ≤ I`+1 ≤ S`.

ce qui implique que la suite (I`)` est majorée si et seulement si la suite (S`)`
est majorée. Puisque f est une fonction à valeurs positives on en déduit que ces
suites sont croissantes et : la suite (I`)` converge si et seulement si la suite (S`)`
converge.

Exemples

La série de terme général 1
n ln(n) , n ≥ 2 diverge mais la série de terme général

1
n ln2(n)

, n ≥ 2 converge. En effet, les fonctions f(x) = 1
x ln(x) et g(x) = 1

x ln2(x)

sont continues décroissantes sur [2,+∞[ et∫ ∞
2

f(x)dx = lim
A→+∞

∫ A

2

d

dx
(ln(ln(x)) dx = lim

A→+∞
ln

(
ln(A)

ln(2)

)
= +∞.

Alors que∫ ∞
2

g(x)dx = lim
A→+∞

∫ A

2

d

dx

(
− 1

ln(x)

)
dx = lim

A→+∞

1

ln(2)
− 1

ln(A)
=

1

ln(2)
.

On aurait aussi pu utiliser le critère de Cauchy (1.1.5) car

2nu2n =
1

n ln(2)
et 2nv2n =

1

n2 ln2(2)

1.3 Critére d’Abel et séries alternées

1.3.1 Une formule

On commence par démontrer la formule suivante que l’on peut interpréter
comme une formule d’intégration par partie discréte :

Lemme 1.3.1. Soient (un)n et (an)n deux suites de nombres complexes, on définit

An =
n∑
k=0

ak

alors
n∑
k=1

akuk = An−1un −
n∑
k=1

Ak−1 (uk − uk−1) .
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Démonstration.
n∑
k=1

Ak−1 (uk − uk−1) =

n∑
k=1

Ak−1uk −
n∑
k=1

Ak−1uk−1

=
n∑
k=1

Ak−1uk −
n−1∑
k=0

Akuk

=
n−1∑
k=1

Ak−1uk +An−1un −
n−1∑
k=1

Akuk −A0u0

=

n−1∑
k=1

(Ak−1 −Ak)uk +An−1un −A0u0

=
n−1∑
k=1

(−ak)uk +An−1un − a0u0

= −
n−1∑
k=0

akuk +An−1un

1.3.2 Critére d’Abel

Théorème 1.3.2. Soient (an)n une suite de nombres complexes et (un)n une suite
réelle décroissante positive. On suppose de plus que

lim
n→+∞

un = 0

et que la suite (An =
∑n

k=0 ak)n est bornée alors la série de terme général

an un

est convergente.

Démonstration. On va démontrer que la suite(
Sn =

n∑
k=0

akuk

)
n

est de Cauchy. Le formule précédente implique que pour n ≥ m on a

Sn − Sm =

n∑
k=m+1

akuk = An−1un −Am−1um −
n∑

k=m+1

Ak−1 (uk − uk−1) .

Puisque la suite (An)n est bornée il y a un réel R > 0 tel que

∀n ∈ N, |An| ≤ R.
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On en déduit pour n ≥ m :

|Sn − Sm| ≤ R(|un|+ |um|) +R

n∑
k=m+1

|uk − uk−1| .

La suite (un)n est décroissante positive donc pour n ≥ m on a

|un| = un ≤ um

et
n∑

k=m+1

|uk − uk−1| =
n∑

k=m+1

uk−1 − uk = um − un ≤ um.

On a donc démontrer que pour n ≥ m alors

|Sn − Sm| ≤ 3Rum

Or limn→+∞ un = 0 donc si ε > 0, il y a un entier n0 tel que

n ≥ n0 ⇒ |un| = un ≤
ε

3R+ 1
.

Alors pour n ≥ m ≥ n0, nous avons :

|Sn − Sm| ≤ 3Rum ≤ 3R
ε

3R+ 1
< ε.

Ce qui montre que la suite (Sn)n est de Cauchy, elle converge donc.

1.3.3 Critére des séries alternées

Ce critère est un cas particulier du critère d’Abel :

Théorème 1.3.3. Si (un)n est une suite décroissante de réels positifs convergent
vers 0 :

lim
n→+∞

un = 0

alors la série de terme général
(−1)nun

est convergente.

En effet avec la suite (an)n définie par

an = (−1)n

on a

An =

n∑
k=0

(−1)k =

{
0 si n est impair

1 si n est pair
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est bien une suite bornée.
On sait aussi que dans le cadre des hypothèses du théorème de convergence des

séries alternées alors si

s =

+∞∑
n=0

(−1)nun

et

Sn =
n∑
k=0

(−1)kuk

alors pour tout entier n

S2n+1 ≤ s ≤ S2n

et que

|Sn − S| ≤ un+1

c’est à dire que l’écart de la somme partielle de la série à sa somme est toujours
inférieur au terme suivant.

Un exemple classique d’utilisation du critère d’Abel : Pour tout θ ∈ R alors la
série de terme général

sin(nθ)

n
, n ≥ 1

converge.
En effet c est clair si θ est un multiple de π 6car alors on aura pour tout entier n

sin(nθ) = 0.

Supposons donc sin(θ) 6= 0. La suite

(
1

n
, n ≥ 1

est bien une suite décroissante de réels positif qui converge vers 0. posons an =
sin(nθ) et démontrons que la suite

(
An =

n∑
k=1

sin(kθ)

)
n

6. C’est à dire si sin(θ) = 0.
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est bornée.
n∑
k=1

sin(kθ) =
n∑
k=1

Im
(
eikθ
)

=
n∑
k=1

Im
(
eikθ
)

= Im

(
n∑
k=1

eikθ

)
On a une somme d′une suite gomtrique

= Im

(
eiθ

1− einθ

1− eiθ

)
= Im

(
eiθ
einθ/2

(
e−inθ/2 − einθ/2

)
eiθ/2

(
e−iθ/2 − eiθ/2

) )

= Im

(
eiθei(n−1)θ/2

2i sin(nθ/2)

2i sin(θ/2)

)
= Im

(
ei(n+1)θ/2 sin(nθ/2)

sin(θ/2)

)
= sin((n+ 1)θ/2)

sin(nθ/2)

sin(θ/2)

Puisque la fonction sinus ne prend que des valeurs dans [−1, 1], on en déduit que

|An| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin(kθ)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

| sin(θ/2)|
.

La suite (An =
∑n

k=1 sin(kθ))n est donc bornée et le critère d’Abel implique donc
que la série de terme général :

sin(nθ)

n
, n ≥ 1

converge.

1.4 Produit de séries

1.4.1 Notations

Si I est un ensemble fini d’indices (I est par exemple une sous partie de
N,Z,N2) 7 et (ui)i∈I une suite de nombres complexes indexées par I 8, on note∑

i∈I
ui

7. SiA,B sont des ensembles, on noteA×B l’ensemble des couples formés d’un élément deA
et d’un élement de B : A×B = {(a, b), a ∈ A, b ∈ B}, la notation A2 désigne le produit cartésien
A×A ; ainsi N2 est l’ensemble des couples d’entiers.

8. C’est à dire une application de I dans C.
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la somme des éléments de cette suite (finie). Nous avons deux propriétés (évi-
dentes)

i) Si I = I1 ∪ I2 avec I1 ∩ I2 = ∅ alors∑
i∈I

ui =
∑
i∈I1

ui +
∑
i∈I2

ui.

ii) Si I ⊂ J et si (ui)i∈J une suite de nombres réels positifs indexés par J
alors ∑

i∈I
ui ≤

∑
i∈J

ui

1.4.2 Une formule

Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de nombres complexes alors on a pour
tout entier n : ∑

0≤k≤n
ak

 ∑
0≤k≤n

bk

 =

n∑
p=0

p∑
k=0

akbp−k +

2n∑
p=n+1

n∑
k=p−n

akbp−k. (1.4.1)

On a en effet ∑
0≤k≤n

ak

 ∑
0≤l≤n

bl

 =
∑

0≤k,l≤n
akbl =

∑
(k,l)∈{0,1,...,n}2

akbl.

Notons maintenant Ip(n) = {(k, l) ∈ {0, 1, ..., n}2, k + l = p}, puisque

0 ≤ k, l ≤ n⇒ 0 ≤ k + l ≤ 2n

On a

{0, 1, ..., n}2 =
2n⋃
p=0

Ip(n)

il est de plus évident que les ensembles I0(n), I1(n), ..., I2n(n) sont deux à deux
disjoints en conséquence on a ∑

0≤k≤n
ak

 ∑
0≤l≤n

bl

 =
2n∑
p=0

∑
(k,l)∈Ip(n)

akbl =
n∑
p=0

∑
(k,l)∈Ip(n)

akbl+
2n∑

p=n+1

∑
(k,l)∈Ip(n)

akbl

(1.4.2)
Or on a

(k, l) ∈ Ip(n)⇔
(

0 ≤ k ≤ n et 0 ≤ l ≤ n
k + l = p

)
⇔
(

0 ≤ k ≤ n et 0 ≤ l ≤ n
l = p− k

)
⇔
(

0 ≤ k ≤ n et 0 ≤ l = p− k ≤ n
l = p− k

)
⇔
(

0 ≤ k ≤ n et k ≤ p et p− n ≤ k
l = p− k

)
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Or un entier k vérifie

0 ≤ k ≤ n et k ≤ p et p− n ≤ k

si et seulement si il se trouve dans l’intersection

[0, n] ∩ [0, p] ∩ [p− n,+∞[

Lorsque p ≤ n, on obtient donc(
0 ≤ k ≤ n et k ≤ p et p− n ≤ k

)
⇔
(
0 ≤ k ≤ p

)
c’est à dire que pour p ≤ n on a Ip(n) = {(k, p− k), 0 ≤ k ≤ p} et∑

(k,l)∈Ip(n)

akbl =
∑

0≤k≤p
akbp−k (1.4.3)

Lorsque p ≥ n + 1, on obtient donc(
0 ≤ k ≤ n et k ≤ p et p− n ≤ k

)
⇔
(
p− n ≤ k ≤ n

)
c’est à dire que pour p ≥ n+ 1 on a Ip(n) = {(k, p− k), p− n ≤ k ≤ n} et∑

(k,l)∈Ip(n)

akbl =
∑

p−n≤k≤n
akbp−k (1.4.4)

Les identités (1.4.2,1.4.3,1.4.4) mènent alors au résultat voulu.

1.4.3 Produit de Cauchy de séries

Théorème 1.4.1. Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de nombres complexes, on
suppose que les séries de termes généraux an et bn sont absolument convergentes :

∞∑
n=0

|an| <∞ et
∞∑
n=0

|bn| <∞,

alors la série de terme général cn :=
∑

(k,l),k+l=n akbl =
∑

0≤k≤n akbn−k est
absolument convergente et( ∞∑

n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=
∞∑
n=0

cn.

La suite (cn)n ainsi définie s’appelle le produit de Cauchy (parfois aussi appe-
lée produit de convolution) des deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N
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Démonstration. Il est facile de démontrer que la série de terme général cn est ab-
solument convergente, en effet on a

n∑
p=0

|cp| =
n∑
p=0

∣∣∣∣∣∣
∑

0≤k≤p
akbp−k

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
p=0

∑
0≤k≤p

|ak||bp−k| =

 ∑
0≤k≤n

|ak|

 ∑
0≤k≤n

|bk|

− 2n∑
p=n+1

n∑
k=p−n

|ak||bp−k|

≤

 ∑
0≤k≤n

|ak|

 ∑
0≤k≤n

|bk|


≤

( ∞∑
k=0

|ak|

)( ∞∑
k=0

|bk|

)

Ainsi la suite croissante
(∑n

p=0 |cp|
)
n

est majorée, elle est donc convergente.

Afin de montrer que la somme de série de terme général cn a la valeur annon-
cée, on va montrer que la suite ∑

0≤k≤n
ak

 ∑
0≤k≤n

bk

− n∑
p=0

cp


n

converge vers zéro. Or la formule donnée ci dessus (1.4.1) montre que ∑
0≤k≤n

ak

 ∑
0≤k≤n

bk

 =

n∑
p=0

cp +
2n∑

p=n+1

n∑
k=p−n

akbp−k.

On doit donc majorée
∣∣∣∑2n

p=n+1

∑n
k=p−n akbp−k

∣∣∣, grâce à l’inégalité triangulaire,

il suffira donc de majorer
∑2n

p=n+1

∑n
k=p−n |ak||bp−k| Or cette somme vaut par

construction :
n∑

(k,l)∈{0,...,n}2,k+l≥n+1

|ak||bl|

Or l’ensemble

{(k, l) ∈ {0, ..., n}2, k + l ≥ n+ 1}

est inclus dans l’ensemble

{(k, l) ∈ {0, ..., n}2, k ≥ E(n/2) ou l ≥ E(n/2)}
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(n,0)

(0,n)

k

l

k+l=n

 (E(n/2),0)    (n,0)(n,0)(n,0)

(0,E(n/2)

C’est à dire que si k et lsont deux entiers positifs
ou nuls dont la somme vaut n + 1, il y en a forcément un des deux qui est plus
grand que la partie entière de n/2. Maintenant on a

{0, ..., n}2 = {0, ..., E(n/2)−1}2∪{(k, l) ∈ {0, ..., n}2, k ≥ E(n/2) ou l ≥ E(n/2)}

Les deux parties étant disjointes. Si on note

un =
∑

(k,l)∈{0,...,n}2
|ak||bl| =

 ∑
0≤k≤n

|ak|

 ∑
0≤k≤n

|bk|


On a donc

un = uE(n/2)−1 +
n∑

(k,l)∈{0,...,n}2,k+l≥n+1

|ak||bl|

Puisque la suite (un)n est convergente, on en déduit que

lim
n→∞

n∑
(k,l)∈{0,...,n}2,k+l≥n+1

|ak||bl| = 0

Ce qui permet d’en déduire le résultat voulu.

1.4.4 Un résultat un peu plus général

Il existe un raffinement du résultat de Cauchy due à Mertens :

Théorème 1.4.2. Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de nombres complexes,
on suppose que la série de terme général an converge et la série de terme bn est
absolument convergente

∑∞
n=0 |bn| < ∞ alors la série de terme général cn :=∑

(k,l),k+l=n akbl =
∑

0≤k≤n akbn−k est convergente et( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

cn.



28 CHAPITRE 1. LES SÉRIES : RAPPEL ET COMPLÉMENTS

Prenons l’exemple où

an = bn =
(−1)n√

n
, n ≥ 1

alors les séries de termes généraux an et bn sont convergentes 9. Mais la série de
terme général cn =

∑
1≤k≤n−1 akbn−k n’est pas convergente. En effet la suite

(cn) ne converge pas vers zéro 10 : car |cn| =
∑n−1

k=1
1√

k
√
n−k . Or puisque pour

k ∈ {1, ..., n− 1} on a la majoration

k(n− k) ≤ n2;

on en déduit que
|cn| ≥ 1,

ce qui permet d’en déduire le résultat voulu.
Par ailleurs on a le résultat suivant

Soit r et s deux réels strictement positifs alors la série de terme général

cn =
∑

1≤k≤n−1

(−1)k

kr
(−1)n−k

(n− k)s
= (−1)n

n−1∑
k=1

1

kr(n− k)s

est convergente si et seulement si r + s > 1.

Il est facile de voir que ce résultat pour r > 1 ou s > 1 11 et également on peut
voir que cette série diverge si r + s ≤ 1. Les cas restant r, s ∈]0, 1] et r + s > 1
est beaucoup plus délicat 12.

1.5 Appendice : Séries doubles

1.5.1 Le problème

Soit (am,n)(m,n)∈N2 une suite de nombres complexes indexées par (m,n) ∈
N2. On veut savoir si l’on a

∞∑
m=0

∞∑
n=0

am,n =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

am,n

i.e. si on note

sm,n =

m∑
k=0

n∑
l=0

ak,l =
∑

0≤k≤m,0≤l≤n
ak,l

9. grâce au critère de convergence des séries alternées.
10. comme le devrait le terme général d’une série convergente
11. grâce aux résultats de Cauchy et Mertens
12. il faut décomposer cn en la somme du terme général d’une série absolument convergente et

du terme général d’une série alternée
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On veut savoir si on a existence des limites limn→∞ sm,n et limm→∞ sm,n et si on
peut affirmer que

lim
m→∞

m lim
n→∞

sm,n = lim
n→∞

lim
m→∞

sm,n?

1.5.2 Deux exemples :

On considère la suite (am,n)(m≥1,n≥1 définie par

am,n =

{
1

n2−m2 si m 6= n,

0 si m = n.

àm fixé on peut calculer
∑∞

n=1 am,n. D’abord cette série converge bien car limn→∞ n
2am,n =

1, le critère de comparaison aux séries de Riemann nous permet donc d’affirmer
que cette série est bien convergente. Ensuite on a pour n 6= m :

1

n2 −m2
=

1

2m

(
1

m− n
+

1

n+m

)
Pour N > m, on peut calculer la somme partielle

N∑
n=0

am,n =
m−1∑
n=0

am,n +
N∑

n=m+1

am,n

=
1

2m

{m−1∑
n=1

1

m− n
+

1

m+ n
+

N∑
n=m+1

1

m− n
+

1

m+ n

}
On a aussi

m−1∑
n=1

1

m− n
=

m−1∑
j=1

1

j

m−1∑
n=1

1

m+ n
=

2m−1∑
j=m+1

1

j

N∑
n=m+1

1

m− n
= −

N−m∑
j=1

1

j

N∑
n=m+1

1

m+ n
=

N+m∑
j=2m+1

1

j

On a donc
N∑

n=m+1

1

m− n
+

1

m+ n
= −

2m∑
j=1

1

j
+

N+m∑
j=N−m+1

1

j
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Et

N∑
n=0

am,n =
1

2m

{m−1∑
j=1

1

j
+

2m−1∑
j=m+1

1

j
−

2m∑
j=1

1

j
+

N+m∑
j=N−m+1

1

j

}
1

2m

{
− 1

m
− 1

2m
+

N+m∑
j=N−m+1

1

j

}
1

2m

{
− 3

4m
+

N+m∑
j=N−m+1

1

j

}
Mais m étant fixé la somme

N+m∑
j=N−m+1

1

j
=

1

N −m+ 1
+

1

N −m+ 2
+ ...+

1

N +m

est une somme de 2m termes qui chacun tendent vers zéro lorsque N tend vers
+∞. Ainsi

∞∑
n=0

am,n = − 3

4m2

et par symétrie on trouve de même :

∞∑
m=0

am,n =
3

4n2

D’où ici on a en fait

∞∑
m=0

∞∑
n=0

am,n = −
∞∑
n=0

∞∑
m=0

am,n = −3

4

∞∑
k=1

1

k2

Le second exemple est celui où on considère la suite définie par

bm,n = (−1)mx(2m+1)n,m ≥ 0, n ≥ 1

où x ∈]− 1, 1[. On calcule facilement

∞∑
n=1

(−1)mx(2m+1)n = (−1)m
x2m+1

1− x2m+1

et
∞∑
m=0

(−1)mx(2m+1)n =
xn

1 + x2n
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Donc 13

∞∑
n=1

∞∑
m=0

(−1)mx(2m+1)n =
∞∑
n=1

xn

1 + x2n
=

x

1 + x2
+

x2

1 + x4
+

x3

1 + x6
+ ...

∞∑
m=0

∞∑
n=1

(−1)mx(2m+1)n =
∞∑
m=0

(−1)m
x2m+1

1− x2m+1
=

x

1− x
− x3

1− x3
+

x5

1− x5
+...

1.5.3 Cas des séries doubles à termes positifs

Dans ce cas on a le résultat suivant qui est très commode :

Théorème 1.5.1. Soit (am,n)(m,n)∈N2 une suite double de réels positifs ou nuls,
on pose

sm,n =

m∑
k=0

n∑
l=0

ak,l =
∑

0≤k≤m,0≤l≤n
ak,l

On a alors équivalence entre les trois propriétés suivantes :

i) La suite double (sm,n)(m,n)∈N2 est majorée, i.e. il existe un réel M > 0 tel
que

∀(m,n) ∈ N2, sm,n ≤M

ii) Pour toutm la série de terme général am,n, n ∈ N converge et
∑∞

n=0 am,n
,m ∈ N est le terme général d’une série convergente.

iii) Pour tout n la série de terme général am,n,m ∈ N converge et
∑∞

m=0 am,n
, n ∈ N est le terme général d’une série convergente.

De plus si on note
S = sup{sm,n, (m,n) ∈ N2}

alors on a
S = lim

m→∞
lim
n→∞

sm,n = lim
n→∞

lim
m→∞

sm,n

soit encore

S =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

am,n =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

am,n.

Démonstration. On montre uniquement l’équivalence entre i) et ii) et on invite le
lecteur à adapter les arguments pour démontrer que i)⇔ iii).

On suppose donc que i) est vérifié et notons S = sup{sm,n, (m,n) ∈ N2}. À
m fixé, on a

n∑
l=0

am,l ≤ sm,n ≤ S

13. Il est facile de vérifier que les deux séries ci-dessous sont convergentes.
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Donc la série de terme général am,n, n ∈ N converge car la suite de ses sommes
partielles est majorée. De plus On a alors

m∑
k=0

∞∑
l=0

ak,l = lim
n→∞

m∑
k=0

n∑
l=0

ak,l = lim
n→∞

sm,n

Par passage à la limite dans les inégalités larges on en conclut que

m∑
k=0

∞∑
l=0

ak,l = lim
n→∞

sm,n ≤ S.

Ainsi la série à terme général (
∑∞

l=0 am,l)m est convergente puisque la suite de ses
sommes partielles est majorée de plus par passage à la limite on a

∑
k=0

∞
∞∑
l=0

ak,l = lim
m→∞

lim
n→∞

sm,n ≤ S.

Il nous reste maintenant à démontrer l’inégalité

lim
m→∞

lim
n→∞

sm,n ≥ S.

Soit (m,n) ∈ N et puisque la suite (sm,l)l∈N est croissante on a

sm,n ≤ lim
l→∞

sm,l

De la même façon, la suite (liml→∞ sk,l)k est croissante donc

lim
l→∞

sm,l ≤ lim
k→∞

lim
l→∞

sk,l

on a donc démontré que pour tout couple d’entier (m,n) : sm,n ≤ limk→∞ liml→∞ sk,l
D’où

S = sup{sm,n, (m,n) ∈ N2} ≤ lim
k→∞

lim
l→∞

sk,l.

1.5.4 Séries doubles absolument convergentes

Le critère précédent nous permet d’en déduire le résultat suivant :

Théorème 1.5.2. Soit (am,n)(m,n)∈N2 une suite double de nombres complexes, on
suppose que la suite double σm,n =

∑m
k=0

∑n
l=0 |ak,l| est majorée, alors

i) Pour tout m la série de terme général am,n, n ∈ N converge absolument et
um =

∑∞
n=0 am,n est le terme général d’une série absolument convergente.

ii) Pour tout n la série de terme général am,n,m ∈ N converge absolument et
vn =

∑∞
m=0 am,n est le terme général d’une série absolument convergente.



1.5. APPENDICE : SÉRIES DOUBLES 33

De plus on a alors

∞∑
n=0

∞∑
m=0

am,n =

∞∑
n=0

vn =

∞∑
m=0

um =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

am,n.

On dit dans ce cas que la série double de terme général am,n est absolument
convergente.

Démonstration. Soit donc M > 0 tel que pour tout m,n

m∑
k=0

n∑
l=0

|ak,l| ≤M.

Alors pour m fixé on a
n∑
l=0

|am,l| ≤ σm,n ≤M

La série de terme général am,n, n ∈ N est donc absolument convergente et

m∑
k=0

∣∣∣∣∣
∞∑
l=0

ak,l

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

m∑
k=0

∣∣∣∣∣
n∑
l=0

ak,l

∣∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

∑
k=0

m

n∑
l=0

|ak,l| = lim
n→∞

σm,n ≤M

Ainsi la série de terme général um =
∑∞

n=0 am,n est absolument convergente.
Le ii) se démontre de la même façon. Pour conclure la preuve du théorème on
va estimer la différence sm,n − sn,m lorsque n ≥ m + 1 où on a noté comme
précédemment sm,n =

∑
k=0m

∑n
l=0 ak,l On remarque que dans ce cas là

sm,n − sn,m =
∑

0≤k≤m,0≤l≤n
ak,l −

∑
0≤k≤n,0≤l≤m

ak,l

=
∑

(k,l)∈{0,...,m}×{0,...,n}

ak,l −
∑

(k,l)∈{0,...,n}×{0,...,m}

ak,l

Mais puisque n ≥ m+ 1 on a

{0, ...,m} × {0, ..., n} = {0, ...,m} × {0, ...,m} ∪ {0, ...,m} × {m+ 1, ..., n}

{0, ..., n} × {0, ...,m} = {0, ...,m} × {0, ...,m} ∪ {m+ 1, ..., n} × {0, ...,m}
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k

l

(0,n)

(0,m)

(n,0)
(m,0)

On a donc∑
(k,l)∈{0,...,m}×{0,...,n}

ak,l =
∑

(k,l)∈{0,...,m}×{0,...,m}

ak,l+
∑

(k,l)∈{0,...,m}×{m+1,...,n}

ak,l

et ∑
(k,l)∈{0,...,n}×{0,...,m}

ak,l =
∑

(k,l)∈{0,...,m}×{0,...,m}

ak,l+
∑

(k,l)∈{m+1,...,n}×{0,...,m}

ak,l

D’où

sm,n − sn,m =
∑

(k,l)∈{0,...,m}×{m+1,...,n}

ak,l −
∑

(k,l)∈{m+1,...,n}×{0,...,m}

ak,l

=
m∑
k=0

n∑
l=m+1

ak,l −
n∑

k=m+1

m∑
l=0

ak,l

D’où en utilisant l’inégalité triangulaire et en passant à la limite n → ∞ dans les
inégalités larges :

lim
n→∞

|sm,n − sn,m| ≤
m∑
k=0

∞∑
l=m+1

|ak,l|+
∞∑

k=m+1

m∑
l=0

|ak,l|

Or
m∑
k=0

∞∑
l=m+1

|ak,l| =
m∑
k=0

∞∑
l=0

|ak,l| −
m∑
k=0

m∑
l=0

|ak,l|

et
∞∑

k=m+1

m∑
l=0

|ak,l| =
∞∑
k=0

m∑
l=0

|ak,l| −
m∑
k=0

m∑
l=0

|ak,l|

Posons
S = sup{σm,n, (m,n) ∈ N2}
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On en déduit

lim
n→∞

|sm,n−sn,m| ≤
m∑
k=0

∞∑
l=0

|ak,l|−
m∑
k=0

m∑
l=0

|ak,l|+
∞∑
k=0

m∑
l=0

|ak,l|−
m∑
k=0

m∑
l=0

|ak,l| ≤ 2S−2σm,m

Pour conclure que

lim
m→∞

m lim
n→∞

sm,n = lim
m→∞

lim
n→∞

sm,n

ou encore que
lim
m→∞

m lim
n→∞

|sm,n − sn,m| = 0,

il nous suffit désormais de montrer que

lim
m→∞

σm,m = S

Or par définition de S on a toujours σm,m ≤ S, de plus si (m,n) ∈ N2 et que
k = max{m,n} on a toujours

σm,n ≤ σk,k ≤ lim
l→∞

σl,l

car la suite (σl,l)l est croissante.

1.5.5 Retour sur nos deux exemples

Dans le premier exemple la suite σm,n =
∑m

k=0

∑n
l=0 |ak,l| n’est pas majorée

en effet

σn,n =
∑

1≤k,l≤n,k 6=l

∣∣∣∣ 1

k2 − l2

∣∣∣∣
≥

∑
1≤k,l≤n,k=l+1

∣∣∣∣ 1

k2 − l2

∣∣∣∣ =
∑

1≤l≤n−1

1

(l + 1)2 − l2
=

∑
1≤l≤n−1

1

2l + 1

≥
∑

1≤l≤n−1

∫ l+1

l

1

2x+ 1
dx =

∫ n

1

1

2x+ 1
dx

≥ 1

2
ln

2n+ 1

3
.

Dans le second exemple, on étudie la série double de terme général

cm,n = |bm,n| = |x|(2m+1)n
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Puisque |x|2m+1 < 1, à m fixé, la série de terme général cm,n, n ≥ 1 est conver-
gente et sa somme vaut

∞∑
n=1

|x|(2m+1)n =
|x|2m+1

1− |x|2m+1

Puisque |x| < 1, le critère de Cauchy implique que la série de terme général
|x|2m+1

1−|x|2m+1 , m ∈ N converge. Le théorème (1.5.1) permet d’affirmer que la série
double de terme général bm,n converge absolument que donc on a

∞∑
n=1

xn

1 + x2n
=
∞∑
m=0

(−1)m
x2m+1

1− x2m+1

ou encore

x

1 + x2
+

x2

1 + x4
+

x3

1 + x6
+ ... =

x

1− x
− x3

1− x3
+

x5

1− x5
+ ...



Chapitre 2

Exercices sur les Séries
numériques

Exercice 1. Donner la nature (convergente ou non convergente) des séries de
terme général :

a) un = n3

3n , n ≥ 0,

b) vn = (−1)n sin
(

1
ln(n+2)

)
, n ≥ 0,

c) wn =
ln
(
1+ 1√

n

)
√
n

, n ≥ 1.

d)
(−1)n

n−
√
n + 1

e)
n3 + 2n

n2 + 3n

f)
n2 + 1

(n3 + 2)(
√
n+ 2)

g) sin

(
1√
n

)
, n ≥ 1

h)
n

2n

i)
2n

n!
,

j)
(n!)2

(2n)!

k) sin

(
1√
n

)
− 1√

n
cos

(
1√
n

)
, n ≥ 1

l)
1

3
√
n2 + 1

,

m)
1√

n3 + n
, n ≥ 1

37
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n)
cosh(αn)

2n
, α > 0.

o)
( 3n

4n+ 1

)n
,

p) e−
n2

n+1

q) e−
√
n,

r)
(

1

2

)√n
.

s)
1

(lnn)lnn
, n ≥ 2.

t)
1

(lnn)
√
n

, n ≥ 1.

u)
1

nα lnβ n
, n ≥ 2 α ∈ R, β ∈ R∗.

v)
(−1)n√

n+ (−1)n−1

w)
(−1)n

n+ (−1)n−1 lnn

Exercice 2. Déterminer pour quelles valeurs de a ∈ R+ la série de terme général

an

1 + a2n

est convergente.

Exercice 3. a) La série de terme général

ein
√
2

n
, n ≥ 1

est-elle
— absolument convergente?
— convergente?

b) On considère la série de terme général

un =
(−1)n

√
n− (−1)nein

√
2
, n ≥ 1
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— Démontrer que l’on a 1

lim
n→+∞

n5/4

(
un −

(
(−1)n√

n
+
ein
√
2

n

))
= 0.

— En déduire que la série de terme général un est convergente.

Exercice 4. On considère une fonction f : [0,+∞[→]0,+∞[ décroissante et de
classe C1 telle que

lim
x→+∞

f ′(x)

f(x)
= 0

a) Démontrer qu’alors

lim
n→+∞

∫ n+1
n f(x)dx

f(n)
= 1.

b) Montrer que si l’intégrale généralisée
∫ +∞
0 f(x)dx converge alors

∫ ∞
n

f(x)dx ∼n→+∞

+∞∑
k=n

f(k).

c) Que se passe-t-il lorsque f(x) = e−x ?

Exercice 5. On considère une fonction f : [0,+∞[→]0,+∞[ continue et dé-
croissante et on suppose que ∫ +∞

0
f(x)dx < +∞ .

a) Démontrer que

lim
h→0+

h
+∞∑
n=0

f(hn) =

∫ +∞

0
f(x)dx.

b) En déduire que 2

+∞∑
n=0

e−tn
2 ∼t→0+

√
π

4t

1. On pourra écrire

un =
(−1)n√

n

1

1− (−1)n ein
√

2
√
n

et se servir de la majoration ∣∣∣∣ 1

1− h − (1 + h)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ h2

1− h

∣∣∣∣ ≤ |h|2

1− |h|

valable pour h ∈ C vérifiant |h| < 1.
2. On admettra que

∫ +∞
0

e−x
2

dx =
√
π/2.
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c) En déduire que
+∞∑
n=0

xn
2 ∼x→1−

√
π

4(1− x)
.

Exercice 6. Énoncer la formule de Taylor-Lagrange.

Exercice 7. On considère la fonction f(x) = ln(cos(x)) définie sur ]−π/4, π/4[.
On utilisera que pour x ∈]− π/2, π/2[ alors on a tan′(x) = 1 + tan2(x).

a) Calculer les quatre premières dérivées de f ‡ savoir f ′, f ′′, f ′′′ et f (4) = (f ′′′)′.

b) Montrer que l’on a

|x| < π/4⇒ −16 < f (4)(x) ≤ −2.

c) Gr‚ce ‡ la formule de Taylor-Lagrange en déduire que pour |x| < π/4 on a

−x
2

2
− 2x4

3
≤ ln(cos(x)) ≤ −x

2

2
.

On pose alors

un =

n∑
k=1

ln

(
cos

(√
k

n

))
et vn = −

n∑
k=1

k

2n2
et wn =

n∑
k=1

k2

n4

d) Démontrer que 3

lim
n→∞

vn = −1

4
et que lim

n→∞
nwn =

1

3
.

e) En déduire qu’il existe une constante C tel que pour n ∈ N∗ wn ≤ C/n.

f) Montrer que |un − vn| ≤ 2
3wn et en déduire que

lim
n→∞

un = −1

4
.

Exercice 8. On considère la fonction f définie sur ]0,+∞[ par f(x) =
√
x

a) Pourquoi a-t-on

lim
n→+∞

1

2
√
n+ 1

n∑
k=1

1√
k

= 1?

b) Calculer f ′(x) et f ′′(x).

c) À l’aide de la formule de Taylor-Lagrange montrer que pour tout n ∈ N \ {0},
on a

1

2
√
n
− 1

8n
√
n
≤ f(n+ 1)− f(n) ≤ 1

2
√
n
− 1

8(n+ 1)
√
n+ 1

3. On reconnaÓtra des sommes de Riemann.
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d) En déduire que la série de terme général

1

2
√
n
−
(√

n+ 1−
√
n
)
, n ≥ 1

est convergente.

e) En déduire que la suite (un)n≥1 définie par

un =

(
n∑
k=1

1√
k

)
− 2
√
n+ 1

est convergente.

Exercice 9. On étudie la suite définie par la relation de récurrence un+1 =
sin(un), u0 ∈]0, π[.

a) Démontrer que cette suite converge vers 0 4.

b) Démontrer que

lim
x→0

x2 − sin2(x)

x2 sin2(x)
=

1

3
.

c) En déduire que

lim
n→+∞

1

u2n+1

− 1

u2n
=

1

3

d) En déduire que

un ∼n→+∞

√
3

n

Exercice 10. Calcul de quelques décimales de
√

2 par une méthode due ‡ L.
Euler (mathématicien suisse 1707-1783)

On étudie la série de terme général :

un =
1× 3× 5× ...× (2n− 1)

n!

(
1

100

)n
,

ainsi u0 = 1, u1 = 1/100 et u2 = 1×3
2!

(
1

100

)2
= 3

20000 . On a donc

un =
2n− 1

100n
un−1 et u0 = 1.

On note également Sn =
∑n

k=0 uk la somme partielle de cette série.

a) Montrer, ‡ l’aide du critère de d’Alembert que cette série converge.
On considère la fonction f définie sur ]−∞, 1[ par

f(x) =
1√

1− x
.

4. On pourra démontrer qu’elle est positive et décroissante.
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b) Démontrer que la dérivée nieme de f est

f (n)(x) =
1

2

3

2
.
5

2
. . .

2n− 1

2
(1− x)−n−1/2

= 2−n
n−1∏
j=0

(2j + 1)(1− x)−n−1/2

=
(2n)!

4n n!
(1− x)−n−1/2

c) Avec la formule de Taylor-Lagrange en déduire que si x ∈ [0, 1[ alors∣∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
j=0

(2j)!

4j (j!)2
xj

∣∣∣∣∣∣ ≤ (2n+ 1))!

4n+1 ((n+ 1)!)2
(1− x)−n−3/2xn+1

d) Montrer que

lim
n→∞

Sn =
∞∑
k=0

uk =
5

7

√
2 .

e) Quelle erreur obtient-on en estimant
√

2 par 7
5 S5 ?

Exercice 11. Calcul de quelques décimales de π
a) Montrer que si x ∈ [0, 1] alors la série de terme général un = (−1)n x

2n+1

2n+1
converge.
On notera

Sn(x) =
n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
= x− x3

3
+
x5

5
...+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1

la somme partielle de cette série.

b) Démontrer que si x ∈ [0, 1] et n ∈ N alors∣∣∣∣∣ 1

1 + x2
−

n∑
k=0

(−1)kx2k

∣∣∣∣∣ ≤ x2n+2.

c) En déduire que si x ∈ [0, 1] et n ∈ N alors∣∣∣∣∣arctan(x)−
n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1

∣∣∣∣∣ ≤ x2n+3

2n+ 3
.

d) En déduire que

lim
n→∞

Sn(x) =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
= arctan(x),

Cette formule est due au mathématicien anglais Gregory.
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e) Pourquoi a-t-on

|Sn(x)− arctan(x)| ≤ x2n+3

2n+ 3
?

f) Quelle erreur obtient-on en estimant π par 4S10(1).

g) Quelle valeur de n faut-il choisir pour que |4Sn(1)− π| ≤ 10−5 ?

h) Montrer que
(5 + i)4

239 + i
= 2 + 2i.

i) Pourquoi l’argument de (5 + i) vaut il arctan(1/5) et pourquoi l’argument de
(239 + i) vaut il arctan(1/239). En déduire que

arctan(1) =
π

4
= 4 arctan

(
1

5

)
− arctan

(
1

239

)
.

Cette formule est connu sous le nom de formule de Machin (du nom du Mathé-
maticien anglais John Machin (1680-1751) ).

j) A partir de la formule de Machin, quelle erreur fait on en estimant π/4 par
4S2(1/5)− S0(1/239).

Appendice : Il existe de nombreuses formules pour calculer des décimales de
π, par exemple il y a une formule de C.F. Gauss (mathématicien allemand 1777-
1855) :

π

4
= 12 arctan

(
1

18

)
+ 8 arctan

(
1

57

)
− 5 arctan

(
1

239

)
.

en effet
(18 + i)12(57 + i)8

(239 + i)5
= 119209289550781250(1 + i)!

Ou encore la célèbre formule de S. Plouffe (qui date de 1995 !)

π =

∞∑
k=0

(
1

16

)k ( 4

8k + 1
− 2

8k + 4
− 1

8k + 5
− 1

8k + 6

)
qui permet le calcul de bits de π c’est ‡ dire des entiers bk ∈ {0, 1} tel que

π = 3 +
∞∑
k=1

bk
2k
.

Exercice 12. Soit x ∈ [0, 1[. On considère la suite (un)n∈N définie par un = nxn

et la série de terme général un ; on note Sn =
∑n

k=0 uk =
∑n

k=0 kx
k la nieme

somme partielle de cette série.

a) Montrer que la série de terme général nxn est convergente. On notera l =
limn→∞ Sn =

∑∞
n=0 nx

n.
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b) Calculer le produit de Cauchy de la série de terme général vn = xn par elle
mÍme. 5

c) En déduire la valeur de l =
∑∞

n=0 nx
n.

Exercice 13. a) Les séries de terme général un =
(−1)n

(n+ 1)1/3
et vn =

(−1)n

(n+ 1)2/3

sont-elles convergentes. Sont-elles absolument convergente?

b) Montrer le produit de Cauchy de la série de terme général un par celle de terme
général vn n’est pas une série convergente. 6)

Exercice 14. a) Soit θ ∈ R, déterminer la nature de la série de terme général
einθ

lnn
, n ≥ 2.

b) Déterminer la nature de la série de terme général
(1 + i)n

2n(n2 + 1)

c) Déterminer la nature de la série de terme général
(1 + i)n

2n

5. i.e. calculer wn =
∑n
p=0 vpvn−p et

∑+∞
n=0 wn.

6. On pourra démontrer que la suite définie par wn =
∑n−1
p=1 upvn−p ne converge pas vers zéro

en minorant |wn|.



Chapitre 3

Suites et séries de fonctions

3.1 Présentation des problémes

3.1.1

Supposons que l’on ait une suite de fonctions

f0, f1, . . .

définies sur un intervalle I de R telle que pour tout x ∈ I , la suite numérique
(fn(x))n converge. On peut alors définir une fonction f∞ : I → R par

f∞(x) = lim
n→+∞

fn(x) .

L’objet de cette leçon est de donner des outils qui permettent de savoir
— si la fonction f∞ est continue,
— si la fonction f∞ est dérivable,
— si étant donné a, b ∈ I :∫ b

a
f∞(t)dt = lim

n→+∞

∫ b

a
fn(t)dt.

3.1.2 Définition

Soient I est un intervalle de R et (fn)n une suite de fonctions définies sur I et
à valeurs complexes. Si pour tout x ∈ I la suite numérique (fn(x))n converge vers
f∞(x), on dira que la suite de fonctions (fn)n converge simplement vers f∞.

3.1.3 Des exemples

On définit (fn)n une suite de fonctions définies sur [0, 1] par :

fn(x) =

{
1 si x ∈

[
1
n , 1
]

nx si x ∈
[
0, 1n

]
45
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On a

lim
n→+∞

fn(x) =

{
1 si x 6= 0

0 si x = 0

Ainsi la suite de fonctions (fn)n converge simplement vers la fonction f∞ définie
par

f∞(x) =

{
1 si x ∈ ]0, 1]

0 si x = 0
.

Les fonctions fn sont continues mais la fonction f∞ n’est pas continue en 0 car

lim
x→0

f∞(x) = 1 6= f∞(0) = 0 ,

autrement dit
lim
x→0

lim
n→+∞

fn(x) 6= lim
n→+∞

lim
x→0

fn(x).

On étudie la série de fonctions de termes générales

un(x) = xe−nx, x ∈ R+ .

Il est facile de démontrer que pour tout réel positif ou nul x , la série de terme
général un(x) converge et on a

∞∑
n=0

un(0) = 0 et pour x > 0,
∞∑
n=0

un(x) =
x

1− e−x
.

On a

lim
x→0+

∞∑
n=0

un(x) = 1 6= 0 =
∞∑
n=0

lim
x→0+

un(x) .

On définit maintenant la suite de fonctions (gn)n≥1 chacune définie sur R par

gn(x) =
sin(nx)√

n

La suite de fonctions (gn) converge simplement vers la fonction nulle. Chaque
fonction gn est dérivable et la fonction nulle est dérivable. Cependant pour x ∈ R,
la suite numérique (g′n(x) =

√
n cos(nx))n ne converge pas 1.

1. En effet s’il existe un réel x tel que cette suite converge, on obtient que la suite ( cos(nx))n
converge vers 0. et en se servant de l’identité cos(2θ) = 2 cos2(θ) − 1, on obtient que la suite(
cos(nx)2

)
n

devrait tendre vers 1/2, ce qui contredit le fait que la suite ( cos(nx))n converge vers
0. On peut démontrer de la même façon que si pour un réel x la suite ( cos(nx))n converge vers `
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On définit (hn)n une suite de fonctions définies sur [0, 1] par :

hn(x) = nx(1− x2)n .

Il est aisé de remarquer que la suite de fonctions (hn)n converge simplement vers
la fonction nulle. Cependant on a 2

∫ 1

0
hn(x)dx =

n

2

∫ 1

0
(1− t)ndt =

n

2(n+ 1)
.

On a donc

lim
n→+∞

∫ 1

0
hn(x)dx =

1

2
6= 0 =

∫ 1

0

(
lim

n→+∞
hn(x)

)
dx.

Que se passe-t-il ?

Dans le premier cas si on évalue la différence :

f∞(x)− fn(x) =

{
0 si x ∈

[
1
n , 1
]

1− nx si x ∈
[
0, 1n

]
Ainsi on a toujours

sup
x∈[0,1]

|f∞(x)− fn(x)| = 1 .

alors en utilisant les identités :

cos(2nx) = 2 cos2(x)− 1 et cos(3nx) = 3 cos3(x)− 2 cos(nx)

on obtient que forcement
` = 2`2 − 1 et ` = 3`3 − 2`

ce qui implique ` = 1 et donc également la suite ( sin(nx))n converge vers 0. En faisant alors tendre
n vers l’infini dans la formule

cos((n+ 1)x) = cos(nx) cos(x)− sin(nx) sin(x)

on obtient alors que cos(x) = 1, c’est à dire que x est un multiple de 2π auquel cas la suite
( cos(nx))n est la suite constante égale ‡ 1.

2. avec le changement de variables t = x2.
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0,5

1

1,5

2

Dans le deuxième cas on a pour x > 0 :

∞∑
k=n

uk(x) = x
e−nx

1− e−x
.

Ainsi en xn = 1/n on a

lim
n→∞

∞∑
k=n

uk(xn) = e−1 6= 0

0 0,04 0,08 0,12 0,16 0,2 0,24 0,28 0,32 0,36 0,4 0,44 0,48

0,25

0,5

0,75

1

1,25

1,5

Dans le dernier cas il est facile de démontrer que le maximum de la fonction
hn est atteint en xn = 1√

2n+1
Et on a

max
x∈[0,1]

|fn(x)| = n
1√

2n+ 1

(
1− 1

2n+ 1

)n
∼n→∞

√
n

2
e−1/2 .
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3.2 Convergence uniforme et continuité

On peut caractériser la convergence simple à l’aide des quantificateurs :
Une suite de fonctions (fn)n définies sur I converge simplement vers f∞ si et

seulement si

∀x ∈ I, ∀ε > 0,∃n0(x, ε) ∈ N, tel que n ≥ n0(x, ε)⇒ |f∞(x)− fn(x)| < ε .

Dans le premier exemple donné ci dessus : on peut prendre n(x, ε) = E
(
1−ε
x

)
+

1, si x 6= 0. La bonne notion pour la continuité d’une limite de fonctions est celle
de convergence uniforme :

3.2.1 Définition

On dire qu’une suite de fonctions (fn)n définies sur I et à valeurs complexes
converge uniformément vers une fonction f∞ si

∀ε > 0,∃n0(ε) ∈ N, tel que n ≥ n0(ε) et x ∈ I,⇒ |f∞(x)− fn(x)| < ε .

Ou de façon équivalente, (fn)n converge uniformément vers une fonction f∞
si lorsque

Mn = sup
x∈I
|f∞(x)− fn(x)|

alors la suite (Mn)n converge vers 0 lorsque n tend vers +∞.
Graphiquement, ceci signifie que pour tout ε > 0, il y a un rang n0 à partir

duquel le graphe de fn est situé dans un ε−épaississement du graphe de f∞.

On commence par le graphe de la fonction f(x) = sin(x) et un 0, 1 épaissis-
sement de celui ci :
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On compare au graphe de la fonction x 7→ x− x3

3
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Puis on compare au graphe de la fonction x 7→ x− x3

3 + x5

120
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Puis on compare au graphe de la fonction x 7→ x− x3

3 + x5

120 −
x7
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3.2.2 Quelques remarques élémentaires

Convergence simple vs converge uniforme

Il est évident que la convergence uniforme implique la convergence simple
mais la découverte des exemples donnés précédemment montre que la réciproque
n’est pas vraie.

Un critère de Cauchy

Proposition 3.2.1. Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur I et à valeurs
complexes. On suppose que

∀ε > 0, ∃n0(ε) ∈ N, tel que
(
n,m ≥ n0(ε) et x ∈ I

)
⇒ |fm(x)−fn(x)| < ε .

ou de façon équivalente :

∀ε > 0,∃n0(ε) ∈ N, tel que
(
n,m ≥ n0(ε)

)
⇒ sup

x∈I
|fm(x)− fn(x)| < ε .

Alors pour tout x ∈ I , la suite (fn(x))n converge vers un nombre complexe f∞(x)
et la suite (fn)n converge uniformément vers une fonction f∞.

3.2.3 Convergence uniforme et continuité

Théorème 3.2.2. Soient (fn)n une suite de fonctions définies sur I et à valeurs
complexes et f∞ une fonction définie sur I et x0 ∈ I . On suppose

— la suite (fn)n converge uniformément vers f∞,
— Chaque fonction fn est continue en x0,

Alors f∞ est continue en x0.

On en déduit le corollaire immédiat suivant

Corollaire 3.2.3. Ue limite uniforme de fonctions continues est continue ; autre-
ment dit soient (fn)n une suite de fonctions continues sur I et à valeurs complexes
et f∞ une fonction définie sur I . On suppose la suite (fn)n converge uniformément
vers f∞, alors la fonction f∞ est continue.

La preuve du théorème ci dessus est la prototype des preuves de type "inter-
vertion de limites". On sera amené à utiliser souvent l’argument élaboré dans cette
preuve.

Démonstration. On se place dans les hypothèses du théorème et on fixe un réel
strictement positif

ε > 0

On veut trouver un réel strictement positif δ tel que

|x− x0| < δ, x ∈ I ⇒ |f∞(x)− f∞(x0)| < ε.
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Or pour tout entier n on a grâce à l’inégalité triangulaire

|f∞(x)− f∞(x0)| ≤ |f∞(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f∞(x0)|
(3.2.1)

Grâce au fait que la suite (fn) converge uniformément vers f∞, on trouve un entier
n0 tel que

n ≥ n0 ⇒ sup
x∈I
|f∞(x)− fn(x)| ≤ ε

4
.

On en déduit donc avec l’inégalité (3.2.1) appliquée pour n = n0

|f∞(x)− f∞(x0)| ≤
ε

2
+ |fn0(x)− fn0(x0)| .

Mais la fonction fn0 est continue en x0 donc il existe un réel strictement positif δ
tel que

|x− x0| < δ, x ∈ I ⇒ |fn0(x)− fn0(x0)| <
ε

2
.

On en déduit alors facilement

|x− x0| < δ, x ∈ I ⇒ |f∞(x)− f∞(x0)| <
ε

2
.+

ε

2
= ε.

3.2.4 Cas des séries de fonctions

Définitions

À une suite de fonctions
u0, u1, . . .

définies sur un intervalle I et à valeurs complexes, on associe la série de fonctions
de terme général un qui est la suite de fonctions (Sn)n définie sur I par

Sn(x) =
n∑
k=0

uk .

Cette suite est parfois noté dans la littérature∑
un .

On dit que la série de terme général un converge normalement si la série de
terme général

Mn = sup
x∈I
|un(x)|

converge .
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Résultats : lien avec la convergence uniforme

Proposition 3.2.4. On considère une suite de fonctions (un)n chacune définie sur I
un intervalle et on suppose que la série de terme général un converge normalement
alors

i) Pour tout x ∈ I , la série de terme général un(x) converge absolument.
Notons

Sn(x) =
n∑
`=0

u`(x) et S(x) =
∞∑
n=0

un(x)

ii) La suite de fonctions (Sn)n converge uniformément vers S.

Démonstration. On se place dans les hypothèses de la proposition et on note

Mn = sup
x∈I
|un(x)| .

Alors pour n ∈ N et x ∈ I , on a

|un(x)| ≤Mn

Par hypothése, la série de terme généralMn converge donc la série de terme général
un converge absolument. De plus pour N ≥ n et x ∈ I on a

|SN (x)− Sn(x)| ≤
N∑

`=n+1

|u`(x)| ≤
N∑

`=n+1

M` ≤
∞∑

`=n+1

M` .

Ainsi en passant à la limite lorsque N tend vers l’infini dans ces inégalités larges,
on obtient :

n ∈ N, x ∈ I ⇒ |S(x)− Sn(x)| ≤
∞∑

`=n+1

M` .

Ainsi on a

sup
x∈I
|S(x)− Sn(x)| ≤

∞∑
`=n+1

M` .

Puisque limn→∞
∑∞

`=n+1M` = 0, on en déduit que

lim
n→∞

sup
x∈I
|S(x)− Sn(x)| = 0

c’est à dire la suite de fonctions (Sn)n converge uniformément vers S.

On en déduit alors le corollaire suivant
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Corollaire 3.2.5. On considère une suite de fonctions continues (un)n chacune
définie sur I un intervalle et on suppose que la série de terme général un converge
normalement alors la fonction S définie sur I par

S(x) =
∞∑
n=0

un(x)

est continue.

Si on reprend l’exemple donné au début de la leçon où

un(x) = xe−nx

On a

sup
x∈R+

|un(x)| = e−1

n

qui n’est pas le terme général d’une série convergente. Par contre si on fixe ε > 0
alors on a pour n ≥ 1/ε

sup
x≥ε
|un(x)| = ε

e−εn

n
≤ e−εn

est bien le terme général d’une série convergente, le corollaire ci dessus montre
que la fonction

∑∞
n=0 xe

−nx est continue sur [ε,+∞[. Ce qui implique que cette
fonction est continue sur

R∗+ = ∪ε>0[ε,+∞[ .

Des exemples

i) La fonction exponentielle est continue sur R. En effet soit R un réel stricte-
ment positif et démontrons que la série de terme général

xn

n!

converge normalement sur l’intervalle [−R,R]. Pour x ∈ [−R,R], nous avons
la majoration évidente : ∣∣∣∣xnn!

∣∣∣∣ ≤ Rn

n!

ainsi

sup
x∈[−R,R]

∣∣∣∣xnn!

∣∣∣∣ ≤ Rn

n!
.

Puisque Rn

n! est le terme général d’une série convergente, on en déduit que la
la série de terme général x

n

n! converge normalement sur l’intervalle [−R,R].
Chacune des fonctions

x 7→ xn

n!
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est continue sur [−R,R] donc la fonction exponentielle définie par

exp(x) = ex =
∞∑
n=0

xn

n!

est continue sur [−R,R].
Ceci implique que la fonction exponentielle est continue sur R 3

ii) La fonction f définie sur R \ Z∗ par

f(x) =
∞∑
n=1

1

n2 − x2
(3.2.2)

est continue. On ne démontre d’abord la continuité sur l’intervalle ]− 1, 1[ et
on expliquera ensuite comment obtenir la continuité sur les intervalles de la
formes ]k, k + 1[ et ]− k − 1,−k[ lorsque k est un entier strictement positif.
On fixe un réel δ vérifiant 0 < δ < 1. Et on a pour x ∈ [−1 + δ, 1 − δ] et
n ≥ 1 ∣∣∣∣ 1

n2 − x2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2 − (1− δ)2

Donc

sup
x∈[−1+δ,1−δ]

∣∣∣∣ 1

n2 − x2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2 − (1− δ)2

Puisque la série de terme général 1
n2−(1−δ)2 est convergente, on en déduit que

la série de fonctions de terme général

x ∈ [−1 + δ, 1− δ] 7→ 1

n2 − x2

converge normalement. Puisque le terme général de cette série est continue,
on en déduit que la fonction f définie par (3.2.2) est continue sur l’intervalle
[−1 + δ, 1− δ].
Finalement l’intervalle ouvert ] − 1, 1[ est la réunion des intervalles fermés
{[−1 + δ, 1− δ]}δ∈]0,1[, donc f est continue sur ]− 1, 1[.
On considère maintenant un entier naturel k non nul et un réel δ ∈]0, 1/2[.
Pour n ≥ k + 1 et x ∈ [k + δ, k + 1 − δ] ∪ [−k − 1 + δ,−k − δ], on a la
majoration : ∣∣∣∣ 1

n2 − x2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2 − (k + 1− δ)2

qui permet d’utiliser les m êmes arguments pour démontrer la continuité de f
sur ]k, k + 1[∪]− k − 1,−k[.

3. Il faut ici se souvenir que la continuité est une notion locale, et donc une fonction f définie
sur R et continue sur chaque intervalle [−R,R] est continue ; il suffit pour cela de remarquer que si
x0 ∈ R alors on trouveR = |x0|+1 tel que x0 ∈]−R,R[ et alors l’hypothése de continuité de f sur
l’intervalle [−R,R] implique que limx→x0 f(x) = f(x0). Un raisonement identique montre que si
que f est une fonction définie sur ]a, b[ et continue sur tout intervalle fermé de la forme [a+ ε, b− ε]
avec ε ∈]0, (b− a)/2[ alors f est continue sur ]a, b[.
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iii) On va maintenant construire une fonction définie sur R continue sur R \ Q
et discontinue sur Q. Puisque Q est dénombrable on peut énumérer Q 4 On
trouve une suite injective (rn)n∈N telle que

Q = {rn, n ∈ N} .

On définit alors la fonction

un =
1

2n
1[rn,+∞[

Où si A est une partie de R, on note 1A la fonction caractéristique de A, c’est
à dire la fonction valant 1 sur A et 0 sur le complémentaire de A. Ici on a

un(x) =

{
2−n si x ≥ rn
0 si x < rn

.

Il est clair que que la fonction un est croissante et continue sur R\{rn}. Donc
en particulier un est continue sur R \Q. Maintenant puisque

sup
x∈R
|un(x)| = 1

2n

la série de fonctions de terme général un converge normalement, on peut donc
définir la fonction f définie par

f(x) =
∞∑
n=0

un(x) .

4. On commence pour cela à bâtir une injection

ϕ : Q→ N

de la façon suivante si
r = ε

p

q
avec ε = ±1, p ∈ N et q ∈ N∗

est la décomposition irréductible d’un nombre rationnel r alors on définit

ϕ(r) = 2p . 3q 5
1+ε
2 .

Il est clair que
ϕ(r) = ϕ(r′)⇒ r = r′

Maintenant l’ensemble J = ϕ(Q) est une partie de N et

ϕ : Q→ J

est une bijection. Nous pouvons énumérer J = {jn, n ∈ N} avec

j0 < j1 < j2 < . . .

i.e. j0 est le plus petit entier de J , j1 le second, . . . . Il suffit alors de considèrer rn = ϕ−1(jn).
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On sait que f est limite uniforme de la suite de fonctions (Sn)n définie par

Sn(x) =
∑
−` = 0nu`(x)

C’est une fonction croissante, elle admet donc des limites à gauche et à droite
en tout réel. 5. On commence par remarquer que f est continue sur R \Q : si
x0 ∈ R \ Q alors chaque fonction un est continue en x0, donc f est continue
en x0.
Puis on montre que f est discontinue en tout rationnel. Soit donc rn0 ∈ Q. On
considère la suite de fonctions

(Sn − un0)n≥n0

C’est une suite de fonctions continues qui converge uniformément vers la
fonction f − un0 . Donc la fonction f − un0 est continue en r0. On a donc

lim
x→r0+

f(x)− un0(x) = lim
x→r0−

f(x)− un0(x)

mais
lim

x→r0+
un0(x) =

1

2n0
et lim

x→r0−
un0(x) = 0

ainsi
lim

x→r0+
f(x)− lim

x→r0−
f(x) =

1

2n0
,

la fonction f n’est donc pas continue en r0.

3.2.5 Appendice : une paraphrase de ce qui a été dit ici.

On fixe [a, b] un intervalle non vide fermé de R.

Définition 3.2.6. Si f ∈ C0([a, b],C), on définit

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|

la norme uniforme de f .

Proposition 3.2.7. La norme uniforme vérifie les propriétés suivantes :

i) ‖f‖∞ = 0 ⇐⇒ f = 0.

ii) Si f ∈ C0([a, b],C) et λ ∈ C alors ‖λ .f‖∞ = |λ| . ‖f‖∞.

iii) Si f, g ∈ C0([a, b],C) alors ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

5. On a aussi la formule
f(x) =

∑
n tel que rn≤x

1

2n
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Démonstration. Seule la dernière propriété mérite d’ être démontrée. Soient donc
f, g ∈ C0([a, b],C) pour x ∈ [a, b] on a donc

|(f + g)(x)| = |f(x) + g(x)| ≤ f(x)|+ |g(x)| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞

donc
‖f + g‖∞ = sup

x∈[a,b]
|f(x) + g(x)| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ .

On peut alors paraphraser les définitions précédentes :
Une suite de fonctions (fn)n continues sur [a, b] et à valeurs complexes converge

uniformément vers une fonction f ∈ C0([a, b],C) si et seulement si

lim
n→+∞

‖fn − f‖∞ = 0

Ou encore si et seulement si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N tel que n ≥ n0 ⇒ ‖fn − f‖∞ < ε .

La norme uniforme est à la convergence uniforme des fonctions continues ce qu’est
le module pour la convergence des nombres complexes.

De la m ême façon, si (un)n est une suite de C0([a, b],C) alors la série de terme
général un converge normalement si la série de terme général ‖un‖∞ converge.

3.3 Convergence uniforme et intégration

3.3.1 suites

Sur un intervalle borné

Théorème 3.3.1. Soit (fn) une suite de fonctions continues sur un intervalle [a, b]
qui converge uniformément vers f∞. Alors on a

lim
n→∞

∫ b

a
fn(t)dt =

∫ b

a
f∞(t)dt .

Démonstration. En se servant de l’égalité valable pour chaque t ∈ [a, b],

|fn(t)− f∞(t)| ≤ sup
s∈[a,b]

|fn(s)− f∞(s)| ,

on évalue la différence∣∣∣∣∫ b

a
fn(t)dt−

∫ b

a
f∞(t)dt

∣∣∣∣ =≤
∣∣∣∣∫ b

a
(fn(t)− f∞(t)) dt

∣∣∣∣
≤
∫ b

a
|fn(t)− f∞(t)| dt

≤ (b− a) sup
s∈[a,b]

|fn(s)− f∞(s)| .
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Ainsi l’hypothése :
lim
n→∞

sup
s∈[a,b]

|fn(s)− f∞(s)| = 0

implique bien que

lim
n→∞

∫ b

a
fn(t)dt =

∫ b

a
f∞(t)dt .

Remarque 3.3.2. Si il y a une subdivision a = a0 < a1 < a2 < . . . < aN−1 <
aN = b telle que chaque fonction fn soit continue sur chaque intervalle ]aj , aj+1[,
j = 0, 1, . . . , N − 1 en admettant une limite à droite et à gauche en chaque point
alors la convergence uniforme de la suite (fn)n vers f∞ implique aussi la conver-
gence de

(∫ b
a fn(t)dt

)
n

vers
∫ b
a f∞(t)dt.

Un exemple plus élaboré

Lemme 3.3.3. Pour n ∈ N \ {0}, on considère la fonction fn définie sur ]0, nπ[
par

fn(x) =
sin(x)

n sin(x/n)

et prolongée par continuité en 0 par fn(0) = 1 et la fonction f définie sur ]0,∞[
par s

f(x) =
sin(x)

x
,

de m ême prolongée par continuité en 0 par f(0) = 1.
Soit T > 0 alors la suite de fonctions (fn) converge uniformément vers la

fonction f sur l’intervalle [0, T ].

Démonstration. L’outil fondamental pour démontrer ce résultat est la formule de
Taylor-Lagrange : pour y > 0, il y a un réel c ∈]0, y[ tel que 6

sin(y) = y − y3

6
cos(c) .

En appliquant ceci à y = x/n, on en déduit que pour x > 0 on a

− x3

6n2
≤ n sin(x/n)− x ≤ x3

6n2
.

Prenons n assez grand pour que n > 2T
π alors la fonction fn est continue sur [0, T ]

et pour x ∈]0, T ], l’on a la majoration :

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ sin(x)

n sin(x/n)
− sin(x)

x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ sin(x)

xn sin(x/n)
(x− n sin(x/n))

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ sin(x)

xn sin(x/n)

∣∣∣∣ x36n2
=

∣∣∣∣sin(x)

x

x/n

sin(x/n)

∣∣∣∣ x26n2
.

6. On rappelle que d3

dy3
sin(y) = − cos(y) et sin(0) = 0 = sin ”(0) et sin′(0) = 1.
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On utilise alors le fait que pour tout x > 0 on a

| sin(x)| ≤ |x|

et que par concavité de la fonction sin sur [0, π/2], on sait que pour tout y ∈ [0, π2 ]

sin(y) ≥ 2

π
y,

ainsi pour n > 2T
π et x ∈ [0, T ] :

sin
(x
n

)
≥ 2x

πn
,

D’où lorsque x ∈]0, T ] et que n > 2T
π on a

|fn(x)− f(x)| ≤
∣∣∣∣sin(x)

x

x/n

sin(x/n)

x2

6n2

∣∣∣∣
≤ 1× 2

π
× T 2

6n2
.

Cette derniére estimation est également vraie en x = 0, on a donc démontré que

sup
x∈[0,T ]

|fn(x)− f(x)| ≤ T 2

3πn2
,

ce qui montre le résultat.

Convergence d’intégrale généralisée

Il est aussi commode d’avoir un critère qui permette de traiter la convergence
d’intégrale généralisée. Vous verrez en L3 un résultat beaucoup plus général le
théorème de convergence dominée de Lebesgue. Ici on se contente du théorème
suivant

Théorème 3.3.4. Petit théorème de convergence dominée : Soient I un intervalle
de R , (fn) une suite de fonctions continues sur I , f∞ une fonction continue sur I ,
et g une fonction positive continue sur I , on suppose que

— ∀n ∈ N, ∀x ∈ I , |fn(x)| ≤ g(x).
— L’intégrale généralisée de g sur I converge.
— Pour chaque intervalle fermé borné [a, b] ⊂ I , la suite de fonctions (fn)n

converge uniformément vers f∞ sur [a, b].
Alors les intégrales généralisées de fn et de f∞ sur I convergent et

lim
n→+∞

∫
I
fn(t)dt =

∫
I
f∞(t)dt .
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Démonstration. On se place dans le cas où I = [a, ω[ avec ω ∈]a,+∞[∪{+∞} =
]a,+∞] les cas oùI =]α, ω[ ou I =]α, b] se traiteraient de la m ême façon.

Soit n ∈ N, l’hypothèse

∀x ∈ I, |fn(x)| ≤ g(x) (3.3.1)

et le fait que l’intégrale généralisée de g sur I converge implique que pour l’inté-
grale généralisée de fn sur I converge absolument.

La dernière hypothèse implique que la suite de fonctions (fn)n converge sim-
plement vers f∞ sur I . Ainsi par passage à la limite dans les inégalités larges de la
première hypothèse, on en déduit

∀x ∈ I, |f∞(x)| ≤ g(x) (3.3.2)

et la convergence absolue de l’intégrale généralisée de f∞ sur I .
Soit ε > 0, on sait trouver b ∈]a, ω[ tel que∫ ω

b
g(t)dt =

∫ ω

a
g(t)dt−

∫ b

a
g(t)dt ≤ ε

3
.

On en déduit avec les majorations (3.3.1 et 3.3.2) que∫ ω

b
|fn(t)|dt ≤ ε

3
et

∫ ω

b
|f∞(t)|dt ≤ ε

3
.

On a de plus∫ ω

a
(fn(t)− f∞(t)) dt =

∫ b

a
(fn(t)− f∞(t)) dt+

∫ ω

b
(fn(t)− f∞(t)) dt

=

∫ b

a
(fn(t)− f∞(t)) dt+

∫ ω

b
fn(t)dt−

∫ ω

b
f∞(t)dt

donc∣∣∣∣∫ ω

a
fn(t)dt−

∫ ω

a
f∞(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a
(fn(t)− f∞(t)) dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ ω

b
fn(t)dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ ω

b
f∞(t)dt

∣∣∣∣
≤
∫ b

a
|fn(t)− f∞(t)| dt+

∫ ω

b
|fn(t)| dt+

∫ ω

b
|f∞(t)| dt

≤
∫ b

a
|fn(t)− f∞(t)| dt+

2ε

3
.(

fn|[a,b]
)
n

converge uniformément vers la restriction de f∞ à l’intervalle [a, b].
On en déduit donc qu’il y a un rang n0 tel que pour n ≥ n0 alors

sup
t∈[a,b]

|fn(t)− f∞(t)| ≤ ε

3(b− a) + 1

Et donc pour n ≥ n0, nous avons la majoration :∣∣∣∣∫ ω

a
fn(t)dt−

∫ ω

a
f∞(t)dt

∣∣∣∣ ≤ (b− a)
ε

3(b− a) + 1
+

2ε

3
< ε .
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Un exemple d’application, la formule de Gauss pour la fonction Γ.

Pour x > 0, on définit

Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−tdt

ceci est bien défini 7. De plus on a

Γ(1) =

∫ +∞

0
e−tdt = lim

A→+∞

∫ A

0
e−tdt = lim

A→+∞

[
−e−t

]A
0

= lim
A→+∞

−e−A+1 = 1

et en intégrant par parties, nous trouvons la relation de récurrence

Γ(x+ 1) = xΓ(x) ,

car pour x > 0 : ∫ A

0
txe−tdt =

[
− txe−t

]A
0

+

∫ A

0
(tx)′e−tdt

= −Axe−A +

∫ A

0
x txe−tdt .

Et donc

Γ(x+ 1) = lim
A→+∞

∫ A

0
txe−tdt

= lim
A→+∞

(
−Axe−A +

∫ A

0
x tx−1e−tdt

)
=

∫ +∞

0
x tx−1e−tdt = xΓ(x) .

On en déduit que pour n ∈ N∗ alors

Γ(n) = (n− 1)! .

On va démontrer en utilisant le petit théorème de convergence dominée que

Γ(x) = lim
n→+∞

∫ n

0
tx−1

(
1− t

n

)n
dt . (3.3.3)

On considère, pour chaque entier n ∈ N∗, la fonction fn définie sur ]0,+∞[ par

fn(t) =

{
0 si t > n

tx−1
(
1− t

n

)n
si x ∈]0, n]

7. Vérifiez le vous m ême!
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et on définit les fonctions f∞ et g sur ]0,+∞[ par

f∞(t) = g(t) = tx−1e−t.

Les intégrales généralisées des fonctions fn, g, f∞ sur ]0,+∞[ sont bien absolu-
ment convergente. De plus la formule de Taylor-Lagrange montre que si t ∈ R∗+
alors il y a un réel θ ∈]0, 1[ tel que

e−t = 1− t+
t2

2
e−θt

On en déduit que pour t ∈ R∗+ alors

1− t ≤ e−t ≤ 1− t+
t2

2

Et donc

1− t

n
≤ e−

t
n ≤ 1− t

n
+

t2

2n2
.

et pour t ∈ [0, n] on en déduit 8 que(
1− t

n

)n
≤
(
e−

t
n

)n
= e−t ≤

(
1− t

n
+

t2

2n2

)n
.

On en déduit facilement pour tout entier n ∈ N∗ et t > 0 alors

|fn(t)| ≤ g(t).

Pour finir de démontrer la formule (3.3.3), on doit démontrer que si [a, b] est
un intervalle inclus dans ]0,+∞[ alors la suite de fonctions (fn)n converge unifor-
mément vers f∞ sur [a, b]. Fixons t ∈ [0, n].

Nous avons

0 ≤ e−t −
(

1− t

n

)n
≤
(

1− t

n
+

t2

2n2

)n
−
(

1− t

n

)n
Or pour tout u, v ≥ 0, la formule de Taylor-Lagrange fournit la majoration 9

(u+ v)n − un ≤ n(u+ v)n−1v

On applique cette inégalité à u = 1− t
n et v = t2

2n2 pour obtenir

0 ≤ e−t −
(

1− t

n

)n
≤ t2

2n

(
1− t

n
+

t2

2n2

)n−1
8. Car la fonction u 7→ un est croissante sur R+

9. Car il existe un réel θ ∈]0, 1[ tel que :

(u+ v)n − un = n(u+ θv)n−1bv .
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Or la fonction s 7→ 1− s+ s2

2 est décroissante sur [0, 1] et donc pour t ∈ [0, n],

0 ≤ 1− t

n
+

t2

2n2
≤ 1 .

Ce qui permet d’obtenir que pour tout t ∈ [0, n] :

0 ≤ e−t −
(

1− t

n

)n
≤ t2

2n

Ce qui permet d’obtenir pour t ∈ [a, b] et n ≥ b la majoration

0 ≤ f∞(t)− fn(t) ≤ max{bx−1, ax−1} b
2

2n
.

Ce qui montre que

sup
t∈[a,b]

|f∞(t)− fn(t)| ≤ max{bx−1, ax−1} b
2

2n

et la convergence uniforme de la suite de fonctions (fn)n vers f∞ sur l’intervalle
[a, b]. Le petit théorème de convergence dominée permet alors d’affirmer alors que
la formule (3.3.3) est valide.

Il se trouve qu’avec le changement de variables t = ns on obtient∫ n

0
tx−1

(
1− t

n

)n
dt = nx

∫ 1

0
sx−1 (1− s)n ds .

Puis si on note

I(x, n) =

∫ 1

0
sx−1 (1− s)n ds ,

une intégration par parties montre que pour x > 0 et n ≥ 1 :

I(x, n) =
[sx
x

(1− s)n
]1
0

+

∫ 1

0

sx

x
n . (1− s)n−1 ds =

n

x
I(x+ 1, n− 1).

Ainsi :
I(x, n) =

n

x
.
n− 1

x+ 1
. . . . .

1

x+ n− 1
I(x+ n, 0)

Mais I(x+ n, 0) =
∫ 1
0 s

x+n−1ds = 1
x+n d’où

I(x, n) =
n!

x(x+ 1) . . . (x+ n)

nous avons donc obtenu la formule suivante due à Gauss :

Γ(x) = lim
n→∞

nx n!

x(x+ 1) . . . (x+ n)
.
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Un exemple où on ne peut appliquer le petit théorème de convergence domi-
née.

On considère la suite de fonctions (fn)n définies par

fn(t) ==

{
0 si t 6∈ [n− 1, n+ 1]

1− |t− n| si t 6∈ [n− 1, n+ 1]

0 2,5 5 7,5 10 12,5 15

-2,5

2,5

5

Pour chaque entier n, l’intégrale généralisée de la fonction fn sur R est bien
définie et l’on a ∫

R
fn(t)dt = 1 .

De plus si [a, b] est un intervalle de R alors pour n ≥ b+ 1, on sait que

sup
t∈[a,b]

|fn(t)| = 0

ainsi la suite (fn)n converge uniformément vers la fonction nulle sur l’intervalle
[a, b]. Mais nous n’avons pas de fonctions g dont l’intégrale généralisée sur R
converge qui domine chaque fn et

lim
n→+∞

∫
R
fn(t)dt 6= 0 =

∫
R

lim
n→+∞

fn(t)dt .

Un autre exemple

On va ici démontrer en complément de (3.3.3) que :

Lemme 3.3.5.

lim
n→∞

∫ nπ
2

0

sin(x)

n sin(x/n)
dx =

∫ +∞

0

sin(x)

x
dx.
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Démonstration. On a démontré (cf. la preuve de 3.3.3) que lorsque n > 2T
π alors

∣∣∣∣∫ T

0
[fn(x)− f(x)]dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0
|fn(x)− f(x)]| dx ≤ T × T 2

3πn2
=

T 3

3πn2

Soit ε > 0 et posons
Tε,n = n2/3ε1/3

On a alors ∣∣∣∣∫ Tε,n

0
[fn(x)− f(x)]dx

∣∣∣∣ ≤ ε

2
. (3.3.4)

En intégrant par partie, on obtient :∫ ∞
Tε,n

sin(x)

x
dx =

[
−cos(x)

x

]∞
Tε,n

−
∫ ∞
Tε,n

cos(x)

x2
dx

Or [
−cos(x)

x

]∞
Tε,n

=
cos(Tε,n)

Tε,n

et ∣∣∣∣∣
∫ ∞
Tε,n

cos(x)

x2
dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞
Tε,n

1

x2
dx =

1

Tε,n

On en déduit donc grâce à l’inégalité triangulaire∣∣∣∣∣
∫ ∞
Tε,n

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣∣ ≤ 2

Tε,n
(3.3.5)

En effectuant le changement de variables x = nt on obtient∫ nπ/2

Tε,n

sin(x)

n sin(x/n)
dx =

∫ π/2

Tε,n/n

sin(nt)

sin(t)
dt

puis en intégrant par parties, on a l’égalité :∫ π/2

Tε,n/n

sin(nt)

sin(t)
dt =

[
−cos(nt)

n

1

sin(t)

]π/2
Tε,n/n

−
∫ π/2

Tε,n/n

cos(nt)

n

cos(t)

sin2(t)
dt

Or [
−cos(nt)

n

1

sin(t)

]π/2
Tε,n/n

= −cos(nπ/2)

n
+

cos(Tε,n)

n sin(Tε,n/n)

Donc ∣∣∣∣∣
[
−cos(nt)

n

1

sin(t)

]π/2
Tε,n/n

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n
+

1

n sin(Tε,n/n)
.
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On remarque que notre choix de Tε,n implique que

lim
n→∞

n sin(Tε,n/n) = +∞,

En effet limn→∞ n
−1/3 sin(Tε,n/n) = ε1/3.

De m ême on obtient la majoration∣∣∣∣∣
∫ π/2

Tε,n/n

cos(nt)

n

cos(t)

sin2(t)
dt

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n

∫ π/2

Tε,n/n

cos(t)

sin2(t)
dt,

or ∫ π/2

Tε,n/n

cos(t)

sin2(t)
dt =

[
− 1

sin(t)

]π/2
Tε,n/n

= −1 +
1

sin(Tε,n/n)

Ainsi ∣∣∣∣∣
∫ π/2

Tε,n/n

cos(nt)

n

cos(t)

sin2(t)
dt

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n
+

1

n sin(Tε,n/n)

Donc finallement ∣∣∣∣∣
∫ nπ/2

Tε,n

sin(x)

n sin(x/n)
dx

∣∣∣∣∣ ≤ 2

n
+

2

n sin(Tε,n/n)
(3.3.6)

Puisque limn→∞ n sin(Tε,n/n) = +∞, les estimations (3.3.5,3.3.6) impliquent
que

lim
n→∞

∫ ∞
Tε,n

sin(x)

x
dx = 0

lim
n→∞

∫ nπ/2

Tε,n

sin(x)

n sin(x/n)
dx = 0

On peut donc trouver un entier n0 tel que pour tout n ≥ n0 on ait∣∣∣∣∣
∫ ∞
Tε,n

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣∣ < ε

4∣∣∣∣∣
∫ nπ/2

Tε,n

sin(x)

n sin(x/n)
dx

∣∣∣∣∣ < ε

4

Alors la relation de Chasles et l’inégalité triangulaire implique∣∣∣∣∣
∫ nπ

2

0

sin(x)

n sin(x/n)
dx−

∫ +∞

0

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫ Tε,n

0

sin(x)

n sin(x/n)
dx−

∫ Tε,n

0

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ nπ/2

Tε,n

sin(x)

n sin(x/n)
dx

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ ∞
Tε,n

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣∣ ;
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et l’estimation (3.3.4) implique que pour n ≥ n0, on a :∣∣∣∣∣
∫ nπ

2

0

sin(x)

n sin(x/n)
dx−

∫ +∞

0

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Le lemme suivant impliquera que∫ +∞

0

sin(x)

x
dx =

π

2
.

Lemme 3.3.6. Lorsque n est un entier impair, on a∫ nπ
2

0

sin(x)

n sin(x/n)
dx =

π

2
.

Démonstration. En effet on a∫ nπ
2

0

sin(x)

n sin(x/n)
dx =

∫ π
2

0

sin(nt)

sin(t)
dt.

et

sin(nt) =
eint − e−int

2i

sin(t) =
eit − e−it

2i
.

Donc

sin(nt)

sin(t)
=
eint − e−int

eit − e−it
=
e−int

(
ei2nt − 1

)
e−it (e2it − 1)

= e−i(n−1)t
ei2nt − 1

e2it − 1

Or on reconnait ici la somme partielle d’une série géométrique de raison ei2t :

ei2nt − 1

e2it − 1
=

1− e2int

1− e2it
=

n−1∑
k=0

e2ikt

D’où
sin(nt)

sin(t)
= e−i(n−1)t

n−1∑
k=0

e2ikt =

n−1∑
k=0

ei(2k−n+1)t,

et en prenant la partie réelle de cette identité, nous obtenons :

sin(nt)

sin(t)
=

n−1∑
k=0

cos((2k − n+ 1)t)
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Or∫ π
2

0
cos((2k−n+1)t)dt =


π
2 si n− 1 = 2k[
sin((2k−n+1)t)

2k−n+1

]π
2

0
= sin((2k−n+1)π/2)

2k−n+1 sinon

Or lorsque n est un entier impair , alors pour tout entier k ∈ {0, ....n − 2}, (2k −
n+ 1) est un entier pair et sin((2k − n+ 1)π/2) = 0. Donc finallement∫ nπ

2

0

sin(x)

n sin(x/n)
dx =

∫ π
2

0

sin(nt)

sin(t)
dt =

n−1∑
k=0

∫ π
2

0
cos((2k − n+ 1)t)dt =

π

2
.

3.3.2 Le cas des séries

On dispose d’abord du théorème suivant qui est une conséquence facile de la
proposition 3.2.4 et du théorème 3.3.1 :

Théorème 3.3.7. Soit (un)n une suite de fonctions continues sur [a, b] on suppose
que la série de terme général un converge normalement sur [a, b] alors∫ b

a

( ∞∑
n=0

un(t)

)
dt =

∞∑
n=0

∫ b

a
un(t)dt.

Et on dispose aussi du résultat suivant dont on va voir qu’il découle du petit
théorème de convergence dominé :

Théorème 3.3.8. Soit I un intervalle de R et (un)n une suite de fonctions continues
sur I , on suppose

— Pour chaque entier n, l’intégrale généralisée de un sur I est absolument
convergente.

— La série de terme général
∫
I |un(t)|dt est absolument convergente.

— Pour chaque intervalle [a, b] inclus dans I , la série de terme général un
converge normalement sur [a, b]

Alors ∫
I

( ∞∑
n=0

un(t)

)
dt =

∞∑
n=0

∫
I
un(t)dt.

Démonstration. Posons pour x ∈ I , on sait donc que la série de terme général

|un(x)|

est convergente. Notons

g(x) =
+∞∑
n=0

|un(x)| .
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On définit également la suite de fonctions (fn)n par

fn(x) =
n∑
`=0

u`(x) , x ∈ I

On définit aussi

f∞(x) =
+∞∑
n=0

un(x).

On va vérifier que l’on peut utiliser le petit théorème de convergence dominée.
On sait que les fonctions fn sont continues. Par l’hypothèse iii), on sait que pour
chaque intervalle [a, b] inclus dans I , la suite de fonctions (fn)n converge uni-
formément vers f∞ sur [a, b]. Ceci montre que la fonction f∞ est continue. Un
argument identique montre que la fonction g est également continue. De plus si
n ∈ N et x ∈ I alors

|fn(x)| ≤
n∑
`=0

|u`(x)| ≤
+∞∑
`=0

|u`(x)| = g∞(x) .

Il nous reste donc à vérifier que l’intégrale généralisée de g sur I converge. La
fonction g étant positive, il nous suffit de trouver un réel M tel que pour tout
intervalle [a, b] inclus dans I alors∫ b

a
g(x)dx ≤M .

Puisque la série de terme général |un| converge normalement sur [a, b], on sait
que ∫ b

a
g(x)dx =

+∞∑
`=0

∫ b

a
|u`(x)|dx

De plus on sait que pour chaque ` ∈ N alors∫ b

a
|u`(x)|dx ≤

∫
I
|u`(x)|dx ;

L’hypothèse ii) permet d’en déduire que si l’on pose

M =
+∞∑
`=0

∫
I
|u`(x)|dx

alors ∫ b

a
g(x)dx =

+∞∑
`=0

∫ b

a
|u`(x)|dx ≤M .
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Un exemple

Nous allons démontré la formule suivant qui relie la fonction ζ de Riemann 10

à la fonction Γ d’Euler

Lemme 3.3.9. Si s > 1 alors∫ +∞

0

ts−1

et − 1
dt = Γ(s)

+∞∑
n=1

1

ns
.

-

Démonstration. On remarque d’abord que si t > 0 alors 0 < e−t < 1 et donc

1

et − 1
=

e−t

1− e−t
= e−t

+∞∑
`=0

e−`t =

+∞∑
`=0

e−(`+1)t =

+∞∑
n=1

e−nt.

On pose un(t) = ts−1e−nt. Il n’est pas difficile de voir que pour chaque entier
n, l’intégrale généralisée de un = |un| sur ]0,+∞[ converge et le changement de
variables u = nt montre que∫ +∞

0
|un|(t)dt =

∫ +∞

0
un(t)dt =

∫ +∞

0
ts−1e−ntdt = n−s

∫ +∞

0
us−1e−uds =

Γ(s)

ns

donc la série de terme général
∫ +∞
0 |un|(t)dt est convergente. Pour appliquer

notre théorème (3.3.8) nous devons encore vérifier que si [a, b] est un intervalle
de ]0,+∞[ alors la série de terme général un converge normalement sur [a, b].

Or pour t ∈ [a, b], nous avons :

|un(t)| = un(t) ≤ max{as−1, bs−1} e−na

Donc
sup
t∈[a,b]

|un(t)| ≤ max{as−1, bs−1} e−na

or la série de terme général max{as−1, bs−1} e−na converge. Donc la série de
terme général supt∈[a,b] |un(t)| converge donc la série de terme général un converge
normalement sur [a, b].
Le théorème (3.3.8) implique donc que∫ +∞

0

ts−1

et − 1
dt =

∫ +∞

0

(
+∞∑
n=1

un(t)

)
dt =

+∞∑
n=1

∫ +∞

0
un(t)dt =

+∞∑
n=1

Γ(s)

ns
.

10. La fonction définie par

ζ(s) =

+∞∑
n=1

1

ns

.
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3.3.3 Convergence uniforme et primitivation

Primitives

Proposition 3.3.10. Soient I un intervalle borné de R et a ∈ I , C ∈ C. On sup-
pose que (fn)n est une suite de fonctions continue sur I qui converge uniformément
vers une fonction f∞ 11 .Alors la suite de fonctions (Fn) définie par

Fn(x) = C +

∫ x

a
fn(t)dt

converge uniformément vers la fonction F∞ définie par

F∞(x) = C +

∫ x

a
f∞(t)dt.

Démonstration. En effet si R est tel que

I ⊂ [−R,R]

alors pour tout x ∈ I nous avons :

|Fn(x)− F∞(x)| =
∣∣∣∣∫ x

a
(fn(t)− f∞(t))dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

a
|fn(t)− f∞(t)| dt

≤ |x− a| sup
t∈I
|fn(t)− f∞(t)|

≤ 2R sup
t∈I
|fn(t)− f∞(t)|

On a donc obtenu :

sup
x∈I
|Fn(x)− F∞(t)| 2R sup

t∈I
|fn(t)− f∞(t)| ,

ce qui montre bien le résultat énoncé.

Régularité C1

En lisant cette proposition à l’envers, on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.3.11. Soit I un intervalle borné de R et (fn)n une suite de fonctions
de classe C1 sur I , on suppose que

— La suite des dérivées (f ′n)n converge uniformément vers une fonction g.
— Il y a un réel x0 de I tel que la suite (fn(x0))n converge :

lim
n→+∞

fn(x0) = `

Alors la suite (fn)n converge uniformément vers une fonction f∞ de classe C1 telle
que

11. Ainsi f∞ est une fonction continue.
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— f∞(x0) = `
— f ′∞ = g.

Démonstration. Lorsque l’on définit

f∞(x) = `+

∫ x

x0

g(t)dt

et

f̃n(x) = `+

∫ x

x0

fn′(t)dt = `− fn(x0) + fn(x)

La proposition précédente (5.5.1) nous informe que la suite (f̃n)n converge unifor-
mément vers la fonction f∞. Mais puisque

sup
x∈I
|fn(x)− f∞(x)| ≤ |`− fn(x0)|+ sup

x∈I

∣∣∣f̃n(x)− f∞(x)
∣∣∣ .

la suite (fn)n converge uniformément vers la fonction f∞ et par définition de f∞,
nous avons bien

f∞(x0) = ` et f ′∞ = g .

On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 3.3.12. Soit I un intervalle de R et (fn)n une suite de fonctions de
classe C1 sur I , on suppose que

— la suite (fn)n converge uniformément vers une fonction f∞
— La suite des dérivées (f ′n)n converge uniformément vers une fonction g.

Alors la fonction f∞ est de classe C1 et f ′∞ = g.

Nous avons un résultat analogue concernant les séries :

Proposition 3.3.13. Soit I un intervalle borné de R et (un)n une suite de fonctions
de classe C1 sur I , on suppose que

— La série de terme général u′n converge normalement.
— Pour un x0 ∈ I , la série de terme général un(x0) converge absolument.

Alors la série de terme général un(x) converge normalement et la fonction x 7→∑∞
n=0 un(x) est de classe C1 et l’on a

d

dx

( ∞∑
n=0

un(x)

)
=

∞∑
n=0

u′n(x) .

Démonstration. Puisque l’on a

|un(x)| =
∣∣∣∣un(x0) +

∫ x

x0

u′n(t)dt

∣∣∣∣ ≤ |un(x0)|+ |x− x0| sup
t∈I

∣∣u′n(t)
∣∣ .
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Et puisque l’on peut trouver R tel que I ⊂ [−R,R], on en déduit la majoration

sup
x∈I
|un(x)| ≤ |un(x0)|+ 2R sup

t∈I

∣∣u′n(t)
∣∣ .

Ce qui montre que la série de terme général un converge normalement. La pro-
position précédente appliquée à g définie par g(x) =

∑∞
n=0 u

′
n(x) et fn(x) =∑n

k=0 uk(x), nous informe que (fn) converge uniformément vers une fonction f∞
de classe C1 et que

f ′∞ = g .

Ceci montre que la fonction x 7→
∑∞

n=0 un(x) est de classe C1 et que l’on a

d

dx

( ∞∑
n=0

un(x)

)
=
∞∑
n=0

u′n(x) .

On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 3.3.14. Soit I un intervalle de R et (un)n une suite de fonctions de
classe C1 sur I , on suppose que

— La série de terme général un converge normalement.
— La série de terme général u′n converge normalement.

Alors la fonction x 7→
∑∞

n=0 un(x) est de classe C1 et l’on a

d

dx

( ∞∑
n=0

un(x)

)
=
∞∑
n=0

u′n(x) .

Il faut bien comprendre qu’ici les hypothèses portent sur la convergence uni-
forme (ou normale) des dérivées.

Régularité Ck

Un raisonnement par récurrence nous permet facile de démontrer les résultats
suivant :

Proposition 3.3.15. Soient I un intervalle borné de R et k ∈ N. On considère
(fn)n une suite de fonctions de classe Ck sur I , et on suppose

— La suite des dérivées kieme (f
(k)
n )n converge uniformément vers une fonc-

tion g.
— Il y a un réel x0 de I tel que pour tout ` ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, les suites

(f
(`)
n (x0))n convergent :

lim
n→+∞

f `n(x0) = a`

Alors la suite (fn)n converge uniformément vers une fonction f∞ de classe Ck telle
que
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— pour tout ` ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, f (`)∞ (x0) = a`

— pour tout ` ∈ {1, . . . , k}, la suite de fonctions (f
(`)
n )n converge uniformé-

ment f (`)∞ .

et son corollaire

Corollaire 3.3.16. Soient I un intervalle de R et k ∈ N. On considère (fn)n une
suite de fonctions de classe Ck sur I , et on suppose que pour tout ` ∈ {0, 1, . . . , k}
la suite des dérivées `ieme (f

(`)
n )n converge uniformément vers une fonction g`.

Alors la fonction g0 est de classe Ck et pour tout ` ∈ {1, . . . , k},

d`

dx`
g0 = g` .

Et on a un résultat analogue concernant les séries de fonctions :

Proposition 3.3.17. Soit I un intervalle borné de R et (un)n une suite de fonctions
de classe Ck sur I , on suppose que

— La série de terme général u(k)n converge normalement.
— Pour un x0 ∈ I , et pour tout ` ∈ {0, . . . , k − 1} la série de terme général

u
(`)
n (x0) converge absolument.

Alors la série de terme général un(x) converge normalement , de plus la fonction
x 7→

∑∞
n=0 un(x) est de classe Ck et pour tout ` ∈ {1, . . . , k}, l’on a

d`

dx`

( ∞∑
n=0

un(x)

)
=
∞∑
n=0

u(`)n (x) .

et son corollaire

Corollaire 3.3.18. Soit I un intervalle de R et (un)n une suite de fonctions de
classe Ck sur I , on suppose que pour tout ` ∈ {0, . . . , k}, la série de terme général
u
(`)
n converge normalement.

Alors la fonction x 7→
∑∞

n=0 un(x) est de classe Ck et pour tout ` ∈ {1, . . . , k},
l’on a

d`

dx`

( ∞∑
n=0

un(x)

)
=
∞∑
n=0

u(`)n (x) .

Quelques exemples

Proposition 3.3.19. La fonction exp est de classe C∞ et de plus

exp′ = exp .

Démonstration. Soit R > 0 et k ∈ N. On va démontrer que exp est de classe C1
sur [−R,R] et que exp′ = exp. Ce qui montrera que la fonction exp est de classe
C∞ On considère donc la fonction

un(x) =
xn

n!
.
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Il est évident que un est de classe C1 et que la série de terme général un(0) est
absolument convergente.

Il est facile de remarquer que si n ≥ 1 alors

u′n(x) =
xn−1

(n− 1)!

Ainsi pour n ≥ 1 :

sup
x∈[−R,R]

∣∣u′n(x)
∣∣ ≤ Rn−1

(n− 1)!
.

Puisuqe Rn−1/(n − 1)! est le terme général d’une série convergente, la série de
terme général u′n converge normalement sur [−R,R]. En appliquant la proposition
(3.3.13), on obtient que la fonction exp définie par

exp(x) =

+∞∑
n=0

xn

n!

est de classe C1 sur [−R,R] et pour x ∈ [−R,R], nous avons

exp′(x) =

∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
=

∞∑
n=0

xn

n!
= exp(x).

Ceci étant vrai sur chaque intervalle de la forme [−R,R] on en déduit que la
fonction exp est de classe C1 sur R et que exp′ = exp.

Vous pouvez également démontrer les résultat suivants :

Proposition 3.3.20. La fonction sin définie sur R par

sin(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
.

est de C∞. De la même façon, la fonction cos définie sur R par

sin(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
.

est de C∞. De plus
sin′ = cos et cos′ = − sin .



Chapitre 4

Exercices sur les séries de
fonctions

Exercice 15. * Etudier la convergence simple et la convergence uniforme, sur les
intervalles de R indiqué, de chacune des suites de fonctions (fn)n≥1 suivantes.

a) fn(x) =
n(x3 + x)e−x

nx+ 1
sur I = [0,+∞[ et sur J = [a,+∞[ avec a > 0.

b) fn(x) = ex+
1
n si x ∈ [−n, n], fn(x) = 0 sinon, sur I = R et sur

J =]−∞, A] avec A ∈ R.

c) fn(x) =
1

1 + (x+ n)2
sur I = R et sur J = [A,+∞[ pour A ∈ R

d) fn(x) = xn
√

1− x2 sur I = [0, 1]

Exercice 16. * Etudier la convergence simple et la convergence uniforme, sur
l’intervalle I de R indiqué, de chacune des suites de fonctions (fn)n≥1 suivantes.

a) I = [0, 1], fn(x) = nxn(1− x)

b) I = [0,+∞[, fn(x) =
nx

1 + n2x2

c) I = [0, 1], fn(x) =
nx

1 + nx

d) Dans les trois exemples précédents, a-t-on :

lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(x)dx =

∫ 1

0
lim

n→+∞
fn(x)dx ?

77
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Exercice 17. On considère la suite de fonctions

fn : [0, π2 ] → R
x 7→ sinn x

a) Etudier la convergence simple de la suite (fn).

b) A-t-on convergence uniforme sur [0, π2 ]?

c) Montrer que la convergence est uniforme sur tout intervalle [0, a] avec 0 < a <
π

2
.

d) A-t-on convergence uniforme sur [0, π2 [?

Exercice 18. *

a) Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur [A,+∞[. On suppose que cette
suite converge uniformément vers une fonction f∞ et que pour chaque n ∈ N :

lim
x→+∞

fn(x) = 0;

En minant une preuve du cours, démontrer que

lim
x→+∞

f∞(x) = 0.

b) Comparer

lim
n→+∞

(
lim

x→+∞

n

x+ n2

)
et lim

x→+∞

(
lim

n→+∞

n

x+ n2

)
c) Comparer

lim
n→+∞

(
lim

x→+∞

n

x+ n

)
et lim

x→+∞

(
lim

n→+∞

n

x+ n

)
d) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme sur [0,+∞[ de x 7→

n

x+ n2
et de x 7→ n

x+ n
puis conclure.

Exercice 19. Soit I un intervalle de R et (fn)n∈N une suite de fonctions définies
sur I , convergeant uniformément sur I vers une fonction f continue sur I .

Soit (xn)n∈N une suite d’éléments de I convergeant vers l ∈ I , montrer que
lim

n→+∞
fn(xn) = f(l).

Exercice 20. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions dérivables sur l’intervalle I =
[a, b] (a < b) convergeant simplement sur I vers la fonction nulle, et telle que :
∃M > 0| ∀x ∈ I, ∀n ∈ N : |f ′n(x)| ≤M .

Montrer que (fn)n∈N converge uniformément sur I .
Indication : on pourra considérer une subdivision (xi)0≤i≤p de I = [a, b] et

appliquer l’inégalité des accroissements finis.



79

Exercice 21. Pour n ∈ N, on introduit la fonction fn : [0,+∞[→ R définie par

fn(x) =
x arctan(nx)

1 + x
.

a) démontrer que pour tout x ≥ 0, on a

lim
n→+∞

fn(x) =
π

2

x

1 + x

On pose f∞(x) = π
2

x
1+x .

On rappelle que pour tout a > 0, arctan(a) + arctan
(
1
a

)
= π

2

b) démontrer que pour tout x > 1√
n

|fn(x)− f∞(x)| ≤ arctan

(
1√
n

)
c) Pour x ∈

[
0, 1√

n

]
démontrer que

|fn(x)− f∞(x)| ≤ π

2
√
n

d) En déduire que la suite de fonction (fn) converge uniformément vers f∞ sur
[0,+∞[.

Exercice 22. a) En utilisant la formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 3, démontrer
que pour tout θ ∈ [0, π/2] on a :

θ − θ3

6
≤ sin(θ) ≤ θ

Si n ∈ N on définit la fonction fn : [0, 1]→ R par

fn(x) =
n sin

(
x
n

)
x+ 1

b) démontrer que pour tout x ∈ [0, 1] et n ≥ 1 :

|fn(x)− x/(x+ 1)| ≤ 1

6n2

c) Que peut on en déduire sur la suite de fonction (fn)n∈N ?
Si n ∈ N on définit la fonction gn : [0,+∞[→ R par

gn(x) =
n sin

(
x
n

)
x+ 1

d) démontrer que (gn)n∈N converge simplement vers la fonction x 7→ x/(x+ 1).
e) Soit xn = nπ. Calculer gn(xn). Est ce que (gn)n∈N converge uniformément

vers la fonction x 7→ x/(x+ 1) sur [0,+∞[?
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Convergence normale :

Exercice 23. * Etudier la convergence simple, la convergence normale et la
convergence uniforme des séries de fonctions de termes géneraux un, vn et wn
suivantes :

x 7→ un(x) = xn(1− x)n ; x ∈ [0, 1]
x 7→ vn(x) = xn(1− xn) ; x ∈ [0, 1]
x 7→ wn(x) = xn(1− x) ; x ∈ [0, 1]

Exercice 24. Pour n ∈ N∗, on considère la fonction fn définie sur
[
−π

2 ,
π
2

]
par

fn(x) =

{
0 si x = 0
sin2(nx)
n sin(x) si x 6= 0 .

a) Démontrer que la suite de fonctions (fn) converge simplement vers la fonction
nulle.

b) En considèrant la suite
(
un = π

2n

)
n∈N∗ , démontrer que la suite de fonctions

(fn) ne converge pas uniformément.

Exercice 25. * On considère pour n ∈ N \ {0} et x ≥ 0

un(x) =

(
1− x lnn

n

)n
.

a) démontrer que limn→∞ n
xun(x) = 1.

b) En déduire que la série de terme général un(x) converge si et seulement si
x > 1.

c) Pour x > 1, on pose f(x) =
∑∞

n=1 un(x). Soit b > a > 1 démontrer que
la série de fonctions de terme général x 7→ un(x) converge normalement sur
[a, b]. 1

d) En déduire que la fonction f est continue sur ]1,+∞[.

Exercice 26. On considère la suite de fonctions (un)n≥1 définie par

un : [0,+∞[→ R

t 7→ e−n
2t

a) démontrer que la série de terme général e−n
2t converge si et seulement si t > 0.

b) démontrer que pour tout a > 0, la série de fonctions de terme général un
converge normalement sur l’intervalle [a,+∞[.

c) En déduire que ∫ +∞

0

[
+∞∑
n=1

e−n
2t

]
dt =

+∞∑
n=1

1

n2

On énoncera le théorème utilisé.

1. On pourra démontrer qu’il existe un n(b) ∈ N tel que n ≥ n(b)⇒ 0 ≤ un(b) ≤ un(a).
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Exercice 27. Théorème de J. Tannery 2 Pour n ∈ N, on considère une suite finie
u0(n), u1(n), ..., un(n) et on pose Sn =

∑n
k=0 uk(n). On suppose :

— qu’il y a une suite (Mk) de réels positifs tels que la série de terme général
Mk soit convergente (

∑
kMk <∞) et que pour tout 0 ≤ k ≤ n, on ait

|uk(n)| ≤Mk

— Qu’il y a une suite (vk) telle que que pour tout entier k, la suite (uk(n)n≥k
converge lorsque n tend vers l’infini vers vk : limn→∞ uk(n) = vk

Vous allez démontrer que

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n∑
k=0

uk(n) =
∞∑
k=0

vk.

a) Montrer que pour tout entier k, |vk| ≤ Mk ; en déduire que la série de terme
général vk est absolument convergente.

b) Soit ε > 0, trouver n0 tel que pour n ≥ n0 :∣∣∣∣∣∣
n∑

k=n0+1

uk(n)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣Sn −
n0∑
k=0

uk(n)

∣∣∣∣∣ ≤ ε/3
et

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n0+1

vk

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

vk −
n0∑
k=0

vk

∣∣∣∣∣ ≤ ε/3
c) Conclure 3

Exercice 28. Pour n ∈ N \ {0}, on définit la fonction un : [−1, 1]→ R par

un(x) =
ln(1 + nx2)

n2
.

a) démontrer que la série de terme général un converge normalement.

b) démontrer que si x ∈ R et n ∈ N \ {0} alors

|x|
1 + nx2

≤ 1√
n
.

c) démontrer que la série de terme général u′n converge normalement.

d) Que pouvez vous en déduire sur la fonction S : [−1, 1]→ R définie par

S(x) =
+∞∑
n=1

ln(1 + nx2)

n2
?

2. Mathématicien français 1848-1910, a notamment écrit un livre d’"Introduction à la théorie des
fonctions d’une variable" disponible en ligne sur le portail Gallica.

3. Il faudra utiliser et vérifier que pour n ≥ n0,
∣∣∑n

k=0 uk(n)−
∑∞
k=0 vk

∣∣ ≤ 2 ε
3
+∑n0

k=0 |uk(n)− vk| .



82 CHAPITRE 4. EXERCICES SUR LES SÉRIES DE FONCTIONS

Limites de fonctions et intégration

Exercice 29. * En utilisant le théorème de convergence dominée,

a) Calculer lim
n→+∞

∫ +∞

0

e−nx√
x
dx

b) Calculer lim
n→+∞

∫ n

0
(1− x

n
)ndx.

Exercice 30. On considère la suite de fonctions

fn : [0, π2 ] → R
x 7→ n cosn x sinx

a) Etudier la convergence simple de la suite (fn).

b) Calculer
∫ π

2

0
fn(x)dx.

c) A-t-on convergence uniforme sur [0, π2 ] de la suite (fn)?

Exercice 31. * On considère les fonctions un, n ∈ N définies par

u0 : [0, 1]→ R
x 7→ 1

et pour n ∈ N∗ :

un : [0, 1]→ R

x 7→

{
xn(lnx)n

n! si x ∈]0, 1]

0 si x = 0

a) Montrer que la série de fonctions
∑
n≥0

un converge normalement sur [0, 1].

Pour (p, q) ∈ N2, on considère l’intégrale Ip,q =

∫ 1

0
xp(lnx)qdx.

b) Déterminer une relation entre Ip,q et Ip,q−1 ; en déduire la valeur de Jn = In,n
pour n ∈ N.

c) En déduire que
∫ 1

0

dx

xx
=

+∞∑
n=1

1

nn
.

Exercice 32. a) Montrer que la fonction f définie par f(x) = lnx ln(1 − x) est
intégrable sur [0, 1]

b) Montrer que
∫ 1

0
f(x)dx =

+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)2
. 4

4. On rappelle que ∀x ∈ [0, 1[, ln(1− x) = −
+∞∑
n=1

xn

n
.
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Exercice 33. a) démontrer que pour k ∈ N alors∫ 1

0
tk ln(t)dt = − 1

(k + 1)2

b) démontrer que ∫ 1

0

ln(t)

1− t
dt = −

+∞∑
k=0

1

(k + 1)2
.

Exercice 34. Pour n ∈ N, on définit la fonction fn : ]0, 1]→ R par

fn(t) =
e−t√
t

1

(nt+ 1)

a) Soit ε > 0, démontrer que la suite (fn)n converge uniformément vers la fonc-
tion nulle sur l’intervalle [ε, 1]

b) démontrer que

lim
n→∞

∫ 1

0

e−t√
t

1

(nt+ 1)
dt = 0.

Exercice 35. On fixe θ ∈]0, π[. Et on considère pour n ∈ N \ {0} et t ∈ [0, 1],

un(t) = tn−1 sin(nθ).

On définit également

Sn =

n∑
p=1

∫ 1

0
up(t)dt.

a) En posant eτ = t, calculer 5
n∑
p=1

up(t) .

b) En vous aidant de la formule obtenu en a), montrer que∣∣∣∣∣∣
n∑
p=1

up(t)−
sin(θ)

t2 − 2 cos(θ)t+ 1

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2tn

sin2(θ)

c) démontrer que

lim
n→∞

Sn =

∫ 1

0

sin(θ)

t2 − 2 cos(θ)t+ 1
dt.

d) Calculer
∫ 1
0

sin(θ)
t2−2 cos(θ)t+1

dt et en déduire la valeur de
∑∞

n=1
sin(nθ)
n . 6

5. On remarquera
∑n
p=1 up(t) =

1
t

∑n
p=1 Im ep(τ+iθ).

6. On rappele les identités 1− cos(θ) = 2 sin2(θ/2) et sin(θ) = 2 sin(θ/2) cos(θ/2) ainsi que
la formule suivante valable pour v > 0 :arctan(v) + arctan(1/v) = π/2.
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Exercice 36. On considère la suite de fonctions (un)n∈N définie par

un : [0,+∞[→ R
x 7→ arctan(x+ n)− arctan(n)

a) démontrer que la série de fonctions de terme général u′n converge normalement
sur [0,+∞[.

b) La série de terme général un(0) converge. Citer le théorème qui vous permet
d’affirmer que la série de fonctions de terme général un converge uniformément
sur tout intervalle [0, R], R > 0 et que la fonction S : [0,+∞[→ R définie
par S(x) =

∑+∞
n=0 un(x) est C1.

c) En utilisant les arguments contenus dans la preuve du théorème permettant de
comparer convergence de série et convergence d’intégrale généralisée : démon-
trer que pour x > 0 :

π

2
− arctan(x) =

∫ +∞

0

dy

(x+ y)2 + 1
≤ S′(x)

d) Calculer S(1) et en déduire que pour x ≥ 1, on a S(x) ≥ π
2 + 1

2 ln(x).
Indication : On pourra se servir du fait que pour a > 0 on a π/2 = arctan(a)+
arctan(1/a) et que pour a ∈ [0, 1], arctan(a) ≥ a/2.

Exercice 37. * On rappelle que sinh(x) = ex−e−x
2 . Soit x ∈ [0, 1[, justifier les

calculs suivants, il faudra notamment citer le (ou les) théorème(s) utilisé(s).∫ +∞

0

sinh(xt)

sinh(t)
dt =

∫ +∞

0

ext−t − e−xt−t

1− e−2t
dt

=

∫ +∞

0

[
+∞∑
n=0

ext−t−2nt − e−xt−t−2nt
]
dt

=

+∞∑
n=0

∫ +∞

0

[
ext−t−2nt − e−xt−t−2nt

]
dt

=

+∞∑
n=0

2x

(2n+ 1)2 − x2

Exercice 38. a) En utilisant le théorème des accroissements finis (c’est à dire la
formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 1) : démontrer que si θ ∈ R+ alors

0 ≤ θ − arctan(θ) ≤ θ3.

b) En déduire que si x ≥ 0 alors

arctan
(x
n

)
≤ x

n
et 0 ≤ x− n arctan

(x
n

)
≤ x3

n2
.
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c) Qu’est ce qu’il vous faut vérifier pour affirmer que

lim
n→+∞

∫ +∞

0

n arctan
(
x
n

)
x4 + 1

dx =

∫ +∞

0

x

x4 + 1
dx ?

d) démontrer que l’on a

lim
n→+∞

∫ +∞

0

n arctan
(
x
n

)
x4 + 1

dx =

∫ +∞

0

x

x4 + 1
dx.

Limites de fonctions de dérivabilités

Exercice 39. * Soit (fn)n≥1 la suite de fonctions définie sur I = R par :

fn(x) =

√
x2 +

1

n
.

Montrer que la suite des fonctions dérivées (f ′n)n≥1 converge simplement et
uniformément sur R vers une fonction f à déterminer.

Peut-on écrire que ∀x ∈ R, lim
n→+∞

f ′n(x) = ( lim
n→+∞

fn)′(x)?

Exercice 40. On considère la fonction f définie par : f(x) =

+∞∑
n=0

e−nx

n2 + 1

Déterminer son ensemble de définition ; étudier sa continuité et sa dérivabilité.
Montrer que lim

x 7→+∞
f(x) = 1.

Exercice 41. a) Montrer que la série de fonctions de terme général

x 7→ un(x) =
e−nx

2

(n2 + 1)
converge simplement sur [0,+∞[ vers sa somme notée

S.

b) Montrer que S est continue sur [0,+∞[ et dérivable sur ]0,+∞[.

c) Donner l’expression de S′(x), x ∈]0,+∞[.

Exercice 42. * On considère la série de fonction de terme général un, n ≥ 1 où :

un(x) =
e−nx

n2
.

a) Montrer que pour x ≥ 0, la série de terme général un(x) est convergente. On
définit alors

S(x) =

+∞∑
n=1

un(x)

b) Montrer que S est continu sur [0,+∞[ et deux fois dérivable sur ]0,+∞[ ;

c) calculer S′′(x) pour x ∈]0,+∞[.
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d) En déduire qu’il existe deux réels α et β tels que : ∀x > 0, S(x) = αx+ β +∫ x

1
ln(1− e−t)dt.

e) Déterminer la nature de l’intégrale généralisée :∫ +∞

1
ln(1− e−t)dt.

f) Montrer que lim
x 7→+∞

S(x) = 0, puis en déduire que :

∀x > 0, S(x) = −
∫ +∞

x
ln(1− e−t)dt.

g) Retouver cette formule à l’aide de la formule

− ln(1− v) =
+∞∑
k=0

vk+1

k + 1

valide pour v ∈ [−1, 1[.

Exercice 43. * Fonction ζ de Riemann.

C’est la fonction définie sur ]1,+∞[ par ζ(x) =
+∞∑
n=1

1

nx
.

a) démontrer que lim
x→1+

ζ(x) = +∞ et que lim
x→+∞

ζ(x) = 1.

b) démontrer que ζ est C∞ sur ]1,+∞[ et exprimer, pour k ∈ N, ζ(k)(x) comme
la somme d’une série.

c) Montrer que ζ est strictement décroissante et convexe sur ]1,+∞[.

d) Tracer sa courbe représentative.

Exercice 44. On rappelle que la constante d’Euler dénotée γ est définie par

γ = lim
n→∞

n∑
p=1

1

p
− ln(n+ 1).

a) démontrer que les séries ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns , ζp(s) =

∑∞
n=1

1
(2n)s et ζi(s) =∑∞

n=1
1

(2n−1)s converge si s > 1

b) démontrer que la série de terme générale (−1)n−1

ns converge si s > 0. On notera

η(s) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

ns
.
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c) Soit ε > 0 démontrer que si s ∈ [ε,+∞[ et N ∈ N ∩ [e
1
ε ,∞[ alors∣∣∣∣∣

N∑
n=1

(−1)n−1 ln(n)

ns
−
∞∑
n=1

(−1)n−1 ln(n)

ns

∣∣∣∣∣ ≤ ln(N + 1)

(N + 1)ε
.

d) En déduire que la fonction η est de classe C1 sur ]0,∞[ et que

η′(x) =

∞∑
n=1

(−1)n ln(n)

ns
.

e) démontrer que pour s > 1 on a η(s) = (1− 21−s)ζ(s) 7

f) démontrer que la fonction définie par

f(s) =
∞∑
n=1

∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

xs

)
dx

est bien définie pour s > 0 et que f est une fonction continue sur ]0,∞[.

g) Montrer que pour s > 1 f(s) = ζ(s)− 1
s−1 et que f(1) = γ.

h) Montrer que pour h > 0 : ζ(1 + h) = 1
h + γ + ε(h) avec limh→0+ ε(h) = 0.

i) En déduire que η(1) =
∑∞

n=1
(−1)n−1

n = ln(2).

j) En déduire la valeur de η′(1) =
∑∞

n=1
(−1)n ln(n)

n .

Exercice 45. Pour x ∈ [0, π/2[ et n ∈ N \ {0}, on définit

un(x) =
sinn(x)

n
.

a) Démontrer que la série de terme général un(x), n ≥ 1 converge.

On pose alors pour x ∈ [0, π/2[,

S(x) =
+∞∑
n=1

un(x).

b) Démontrer que S est de classe C1 sur [0, π/2[ 8, on citera le théorème utilisé.

c) Démontrer que S′(x) = cos(x)
1−sin(x) .

d) En déduire une expression pour S(x).

7. Remarquez que ζp(s) = 2−sζ(s), ζ(s) = ζp(s) + ζi(s) et η(s) = ζi(s)− ζp(s).
8. On pourra démontrer d’abord que si ε ∈]0, π/2[ alors S est de classe C1 sur

[
0, π

2
− ε
[
.
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Chapitre 5

Intégrales dépendant d’un
paramètre.

5.1 Présentation des problémes

On va ici étudier les fonctions de la formes

H(x) =

∫ b

a
h(x, t)dt ou H(x) =

∫ +∞

−∞
h(x, t)dt ,

et leurs propriétés de continuité et de dérivabilité.

5.1.1

Ce genre de fonctions interviennent régulièrement en mathématique et aussi en
physique.

Par exemple, lorsque f0 : R → R est une fonction bornée représentant la
répartition de température sur une barre métallique infinie alors la température
T (t, x) de la barre au point d’abscisse x et au temps t est donnée par l’équation de
la chaleur découverte par J. Fourier :{

∂
∂tT (t, x)− ∂2

∂x2
T (t, x) = 0, sur (t, x) ∈]0,+∞[×R

T (0, x) = f0(x).

Et la solution de cette équation est donnée par

T (t, x) =

∫ +∞

−∞

e
|x−y|2

4t

√
4πt

f0(y)dy .

Si on veut vérifier que cette fonction est bien solution de l’équation de la chaleur,
il faut savoir dériver une intégrale à paramètre.
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5.1.2

Concernant la continuité des fonctions de la forme :

H(x) =

∫ b

a
h(x, t)dt

on sait qu’une telle fonction est continue sur un intervalle J si et seulement si pour
toutes suites (xn) de J convergente vers x∞ ∈ J alors

lim
n→+∞

H(xn) = H(x∞) .

C’est à dire si et seulement si

lim
n→+∞

∫ b

a
h(xn, t)dt =

∫ b

a
h(x∞, t)dt.

Ce sera par exemple le cas lorsque la suite de fonction
(
t 7→ fn(t) = h(xn, t)

)
n

converge uniformément vers la fonction
(
t 7→ f∞(t) = h(x∞, t)

)
.

5.2 Retour sur la convergence uniforme

On va démontrer le résultat suivant sur la convergence uniforme de fonctions
continues sur un intervalle fermé borné.

Théorème 5.2.1. Soient (fn) une suite de fonctions continues sur un intervalle
[a, b] et f∞ une fonction continue sur [a, b]. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) La suite (fn) converge uniformément vers f∞.

ii) Pour toute suite (un) de l’intervalle [a, b], on a

lim
n→∞

(
fn(un)− f∞(un)

)
= 0.

iii) Pour toute suite convergente (un) de l’intervalle [a, b], on a

lim
n→∞

fn(un) = f∞
(

lim
n→∞

un
)
.

Il est important de noter que l’on a ici fait l’hypothèse très forte que toutes les
fonctions fn et f∞ sont continues.

Démonstration. On commence par démontrer l’implication ii)⇒ i) :
On suppose que l’assertion ii) est vraie. Soit n ∈ N, puisque la fonction |fn −
f∞| est continue sur l’intervalle [a, b], elle y est bornée et atteint ses bornes, en
particulier il y a un ∈ [a, b] tel que

|fn − f∞|(un) = |fn(un)− f∞(un)| = sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f∞(x)|.
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Ainsi gr‚ce à l’hypothèse ii) on en déduit que

lim
n→+∞

sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f∞(x)| = 0

c’est à dire que la suite (fn) converge uniformément vers f∞.

Démontrons maintenant l’implication i)⇒ iii) :
Supposons donc que (fn) converge uniformément vers f∞.
Posons Mn = supx∈[a,b] |fn(x) − f∞(x)|. Soit (un) une suite convergente de
l’intervalle [a, b] :

lim
n→+∞

un = `

On a alors

|fn(un)−f∞(`)| ≤ |fn(un)−f∞(un)|+|f∞(un)−f∞(`)| ≤Mn+|f∞(un)−f∞(`)| ,

alors par hypothèse
lim

n→+∞
Mn = 0

et par continuité de f∞ on a

lim
n→+∞

|f∞(un)− f∞(`)| = 0 .

Démontrons maintenant l’implication iii)⇒ ii) :
On va raisonner par contraposition, on suppose que ii) n’est pas vraie : on considère
une suite (un) de l’intervalle [a, b] et on suppose que la suite (wn = fn(un) −
f∞(un))n ne converge pas vers 0 et on va construire une suite convergente (xn)
telle que la suite

(
fn(xn)

)
n

ne converge pas vers f∞
(

limn→+∞ xn
)
. Puisque la

suite (wn) ne converge pas vers 0, il y a un ε > 0 et une partie infinie J ⊂ N tel
que

j ∈ J ⇒ |wj | ≥ ε .

Gr‚ce au théorème de Bolzano-Weierstrass 1, nous pouvons trouver une partie I ⊂
J infinie tel que la suite (ui)i∈I converge vers `. On peut énumerer cette partie

I = {i0 < i1 < i2 < . . . < ik < ik+1 < . . .}.

On définit alors la suite (xn) par

xn = uik si n ∈]ik−1, ik]

avec la convention que i−1 = −1. Il est facile 2 de vérifier que la suite (xn)n
converge vers `. Cependant pour tout n ∈ I , nous avons

|fn(xn)− f∞(xn)| = |fn(un)− f∞(un)| ≥ ε

1. On consultera l’appendice pour plus de précisions.
2. Faites le vous mÍme.
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Et puisque

|fn(un)− f∞(un)| ≤ |fn(un)− f∞(`)|+ |f∞(un)− f∞(`)| ,

par continuité de f∞ , la suite (|fn(xn) − f∞(`)|)n ne peut pas converger vers
0.

5.3 Continuité des intégrales à paramètres

5.3.1 Sur un segment

Théorème 5.3.1. Soient J et [a, b] des intervalles et h : J × [a, b] → C une
fonction continue alors la fonction H : J → C définie par

H(x) =

∫ b

a
h(x, t)dt

est continue 3.

Démonstration. Soit x0 ∈ J , on va montrer que H est continue en x0. On consi-
dère donc (ξn) une suite de J et on va montrer que la suite (H(ξn))n converge vers
H(x0). Or

H(ξn) =

∫ b

a
h(ξn, t)dt =

∫ b

a
fn(t)dt avec fn(t) = h(ξn, t)

et

H(x0) =

∫ b

a
h(x0, t)dt =

∫ b

a
f∞(t)dt avec f∞(t) = h(x0, t)

Les fonctions fn, f∞ sont continues on va donc employer le critère (5.2.1,iii) pour
démontrer que la suite (fn) converge uniformément vers f∞.
Soit donc (tn) une suite convergente de [a, b] :

lim
n→+∞

tn = `.

Alors on a bien
lim

n→+∞
(ξn, tn) = (x0, `)

et donc par continuité de la fonction h en (x0, `) on en déduit

lim
n→+∞

h(ξn, tn) = h(x0, `)

c’est à dire
lim

n→+∞
fn(tn) = f∞(`).

3. Remarquez bien que l’hypothèse de continuité faite sur h implique, en particulier, que pour
tout x ∈ J la fonction t ∈ [a, b] 7→ h(x, t) est continue et ainsi H est bien définie
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On peut utiliser le critère (5.2.1,iii) et affirmer que la suite (fn) converge uni-
formément vers f∞. En application du théorème (II.3.1), on en déduit

lim
n→+∞

∫ b

a
fn(t)dt =

∫ b

a
f∞(t)dt

C’est à dire
lim

n→+∞
H(ξn) = H(x0).

On a donc démontré que H est continue en x0.

5.3.2 Intégrales généralisées

Théorème 5.3.2. Soient J et I des intervalles et h : J × I → C une fonction
continue . On suppose qu’il existe une fonction g : I → R+ continue telle que

i) L’intégrale généralisée
∫
I
g(t)dt converge .

ii) ∀(x, t) ∈ J × I , |h(x, t)| ≤ g(t) ,

alors la fonction H : J → C définie par

H(x) =

∫
I
h(x, t)dt

est continue 4.

Démonstration. On ne démontre ce théorème que dans le cas o˘ l’intervalle I =
[a, ω[ o˘ ω ∈]a,+∞]. On considère une suite croissante (bn) qui converge vers ω.
Et on définit la fonction Hn : J → C définie par

Hn(x) =

∫ bn

a
h(x, t)dt .

D’après le théorème précédent (5.3.1), la fonction Hn est continue sur J . De plus
pour x ∈ J on a :

|H(x)−Hn(x)| =
∣∣∣∣∫ ω

a
h(x, t)dt−

∫ bn

a
h(x, t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ω

bn

h(x, t)dt

∣∣∣∣
≤
∫ ω

bn

|h(x, t)|dt

≤
∫ ω

bn

g(t)dt .

4. Notez que les hypothèses faites implique que l’intégrale généralisée H(x) =
∫
I
h(x, t)dt

converge absolument.
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Ceci étant valable pour tout x ∈ J , nous obtenons :

sup
x∈J
|H(x)−Hn(x)| ≤

∫ ω

bn

g(t)dt .

Et puisque limn→+∞
∫ ω
bn
g(t)dt = 0 5, nous en déduisons que la suite de fonctions

continues (Hn) converge uniformément vers H , la fonction H est donc continue.

5.4 Dérivabilité des intégrales à paramètres

5.4.1 Sur un segment

Théorème 5.4.1. Soient J et [a, b] des intervalles et h : J × [a, b] → C une
fonction continue. On suppose que la dérivée partielle de h par rapport à x existe 6

et que la fonction
∂h

∂x
: J × [a, b]→ C est continue alors la fonction H : J → C

définie par

H(x) =

∫ b

a
h(x, t)dt

est de classe C1 et

H ′(x) =

∫ b

a

∂h

∂x
(x, t)dt .

Démonstration. On démontre que si x ∈ J alors

lim
h→0

H(x+ h)−H(x)

h
=

∫ b

a

∂h

∂x
(x, t)dt .

Ceci montrera que la fonction H est dérivable en x et que

H ′(x) =

∫ b

a

∂h

∂x
(x, t)dt .

Alors en application du théorème (5.3.1), on saura que la fonction H ′ est continue
et donc que H est de classe C1.
Soit donc (hn) une suite de réels non nuls tel que pour tout n : x + hn ∈ J et
démontrons que

lim
n→+∞

H(x+ hn)−H(x)

hn
=

∫ b

a

∂h

∂x
(x, t)dt .

Or

H(x+ hn)−H(x)

hn
=

∫ b

a

h(x+ hn, t)− h(x, t)

hn
dt =

∫ b

a
Dn(t)dt

5. Notez que
∫ ω
bn
g(t)dt =

∫ ω
a
g(t)dt−

∫ bn
a
g(t)dt.

6. C’est à dire pour tout t ∈ [a, b], la fonction x ∈ J 7→ h(x, t) est dérivable.
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o˘

Dn(t) =
h(x+ hn, t)− h(x, t)

hn
.

Posons D∞(t) = ∂h
∂x(x, t). Les fonctions Dn et D∞ sont continues sur le segment

[a, b] Comme précédement, on va montrer à l’aide du (5.2.1,iii) que la suite (Dn)
converge uniformément vers D∞.
Soit donc (tn) une suite convergente de [a, b] :

lim
n→+∞

tn = `.

Fixons n ∈ N : La fonction θ 7→ h(x + θhn, tn) est dérivable sur l’intervalle
[0, 1], et sa dérivée est la fonction θ 7→ hn

∂h
∂x(x + θhn, tn). Gr‚ce à l’égalité des

accroissements finis, nous en déduisons l’existence d’un réel θn ∈]0, 1[ tel que :

h(x+ hn, tn)− h(x, tn) = hn
∂h

∂x
(x+ θnhn, tn).

Soit

Dn(tn) =
h(x+ hn, tn)− h(x, tn)

hn
=
∂h

∂x
(x+ θnhn, tn).

Or puisque θn ∈]0, 1[, nous avons

lim
n→+∞

(x+ θnhn, tn) = (x, `)

et par continuité de la fonction ∂h
∂x nous obtenons

lim
n→+∞

∂h

∂x
(x+ θnhn, tn) =

∂h

∂x
(x, `)

c’est à dire
lim

n→+∞
Dn(tn) = D∞(`).

On peut utiliser le critère (5.2.1,iii) et affirmer que la suite (Dn) converge unifor-
mément vers D∞. En application du théorème (II.3.1), on en déduit

lim
n→+∞

∫ b

a
Dn(t)dt =

∫ b

a
D∞(t)dt

C’est à dire

lim
n→+∞

H(x+ hn)−H(x)

hn
=

∫ b

a

∂h

∂x
(x, t)dt .

Ceci permet d’affirmer que

lim
h→0

H(x+ h)−H(x)

h
=

∫ b

a

∂h

∂x
(x, t)dt .
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5.4.2 Intégrales généralisées

Théorème 5.4.2. Soient J et I des intervalles et h : J × I → C une fonction
continue. On suppose que la dérivée partielle de h par rapport à x existe et que

la fonction
∂h

∂x
: J × I → C est continue. On suppose de plus qu’il existe des

fonctions g0, g1 I → R+ continue telle que

i) Les intégrales généralisées
∫
I
g0(t)dt et

∫
I
g1(t)dt convergent .

ii) ∀(x, t) ∈ J × I , |h(x, t)| ≤ g0(t) ,

iii) ∀(x, t) ∈ J × I ,
∣∣∣∣∂h∂x(x, t)

∣∣∣∣ ≤ g1(t) ,
Alors la fonction H : J → C définie par

H(x) =

∫
I
h(x, t)dt

est de classe C1 et
H ′(x) =

∫
I

∂h

∂x
(x, t)dt .

Démonstration. On ne démontre ce théorème que dans le cas o˘ l’intervalle I =
[a, ω[ o˘ ω ∈]a,+∞]. On considère une suite croissante (bn) qui converge vers ω.
Et on définit la fonction Hn : J → C par

Hn(x) =

∫ bn

a
h(x, t)dt .

D’après le théorème précédent (5.4.1), la fonction Hn est C1 sur J et pour x ∈ J :

H ′n(x) =

∫ bn

a

∂h

∂x
(x, t)dt .

Posons
G(x) =

∫
I

∂h

∂x
(x, t)dt .

D’après le théorème (5.3.2), la fonction G est continue sur J . De plus le mÍme
raisonement que précédement montre que

sup
x∈J
|H(x)−Hn(x)| ≤

∫ ω

bn

g0(t)dt

sup
x∈J
|G(x)−H ′n(x)| ≤

∫ ω

bn

g1(t)dt

Ainsi la suite de fonctions (Hn) converge uniformément versH et la suite de fonc-
tions (H ′n) converge uniformément vers G en appliquant le corollaire II.3.12, on
en déduit que la fonction H est de classe C1 et que

H ′ = G.

Ce qui est exactement ce qu’il fallait démontrer.
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5.5 Un exemple

On va démontrer que la fonction H : [0,+∞[→ R définie par

H(x) =

∫ +∞

0

sin(t)

t
e−xtdt

est continue et de classe C1 sur ]0,+∞[.
Soit ε > 0 et démontrons d’abord queH est de classe C1 sur l’intervalle ouvert

[ε,+∞[. Posons h(x, t) = sin(t)
t e−xt. La fonction définie par

u(0) = 1 , u(t) =
sin(t)

t
si t 6= 0

est une fonction continue sur R, on sait de plus que Pour tout t ∈ R : |u(t)| ≤ 1.
On en déduit que la fonction h est continue sur [ε,+∞[×[0,+∞[ 7.
La dérivée partielle de h par rapport x existe et vaut :

∂h

∂x
(x, t) = − sin(t)e−xt.

Posons gε(t) = e−εt. On sait que gε est continue et que l’intégrale généralisée∫ +∞
0 gε(t)dt converge. Alors on a pour tout (x, t) ∈ [ε,+∞[×[0,+∞[ :

|h(x, t)| =
∣∣∣∣sin(t)

t
e−xt

∣∣∣∣ ≤ e−xt ≤ e−εt = gε(t) ;∣∣∣∣∂h∂x(x, t)

∣∣∣∣ =
∣∣sin(t)e−xt

∣∣ ≤ e−εt = gε(t) .

Nous en déduisons que la fonction H est de classe C1 sur [ε,+∞[ et que pour
x ≥ ε :

H ′(x) =

∫ +∞

0
− sin(t)e−xtdt ;

ceci étant valide pour tout ε > 0, on en déduit que H est de classe C1 sur ]0,+∞[
et que pour x > 0 :

H ′(x) =

∫ +∞

0
− sin(t)e−xtdt .

Or

sin(t)e−xt = Im
(
e(i−x)t

)
=

d

dt
Im

(
e(i−x)t

i− x

)
=

d

dt
Im

(
e(i−x)t(−i− x)

1 + x2

)
7. En effet , h est le produit de deux fonctions :

h(x, t) = u(t)× g(x, t)

o˘ g = exp ◦p avec p(x, t) = −xt . La fonction exp est continue et la fonction p est une fonction
continue car polynomiale donc g est une fonction continue. Il est aussi facile de vérifier que la
continuité de u sur R entraine la continuité de (x, t) 7→ u(t) sur R× R.
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Et puisque

Im
(
e(i−x)t(−i− x)

)
= e−xt (− cos(t)− x sin(t))

on obtient

sin(t)e−xt = − d

dt

(
e−xt

cos(t) + x sin(t)

1 + x2

)
. (5.5.1)

H ′(x) =

∫ +∞

0
− sin(t)e−xtdt

= lim
A→+∞

[
e−xt

cos(t) + x sin(t)

1 + x2

]A
0

= − 1

1 + x2
.

Ainsi il existe une constante c telle que pour tout x > 0 :

H(x) = c− arctan(x).

Or pour x > 0, nous avons l’estimée

|H(x)| ≤
∫ +∞

0

∣∣∣∣sin(t)

t

∣∣∣∣ e−xtdt ≤ ∫ +∞

0
e−xtdt =

1

x
.

Donc
lim

x→+∞
H(x) = 0

et on en déduit que c = π/2, c’est à dire que pour tout x > 0, nous avons :

H(x) =
π

2
− arctan(x). (5.5.2)

Il nous reste à démontrer que H est continue sur [0,+∞[ , c’est à dire que H
est continue en 0 c’est à dire que

lim
x→0

∫ +∞

0

sin(t)

t
e−xtdt = H(0) =

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt.

On pose pour cela

H0(t) =

∫ 1

0

sin(t)

t
e−xtdt et H1(t) =

∫ +∞

1

sin(t)

t
e−xtdt.

Il est facile de démontrer que la fonctionH0 est continue sur [0,+∞[ en appliquant
le théorème (5.3.1).
Gr‚ce au calcul fait dans 5.5.1, nous pouvons intégrer par parties pour exprimer
H1(x) autrement et obtenir :

H1(x) =

(
e−x

cos(1) + x sin(1)

1 + x2

)
−
∫ +∞

1

(
e−xt

cos(t) + x sin(t)

1 + x2
1

t2

)
dt.
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La fonction f(x, t) = e−xt cos(t)+x sin(t)
1+x2

1
t2

est continue sur [0,+∞[×[1,+∞[ de
plus 8 on a pour tout (x, t) ∈ [0,+∞[×[1,+∞[

|f(x, t)| =
∣∣∣∣e−xt cos(t) + x sin(t)

1 + x2
1

t2

∣∣∣∣ ≤ 1

t2
.

La fonction t ∈ [1,+∞[7→ 1/t2 est continue et l’intégrale généralisée∫ +∞

1

1

t2
dt

converge, on peut en déduire que la fonction

x ∈ [0,+∞[ 7→ −
∫ +∞

1

(
e−xt

cos(t) + x sin(t)

1 + x2
1

t2

)
dt

est continue. Ainsi H est une somme de fonctions continues sur [0,+∞[ , c’est
donc une fonction continue sur [0,+∞[.

Ceci et l’expression (5.5.2) trouvée pour H permette de démontrer l’égalité

H(0) =

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt =

π

2
.

5.6 Dérivées d’ordre supérieure

Une récurrence facile permet de démontrer les deux résultats suivants :

5.6.1 Sur un segment

Théorème 5.6.1. Soient J et [a, b] des intervalles, k ∈ N ∪ {+∞} et h : J ×
[a, b]→ C une fonction continue. On suppose que toutes les dérivées partielles de
h par rapport à x jusqu’à l’ordre k existent et que pour tout ` ∈ {1, . . . , k}, la

fonction
∂`h

∂x`
: J × [a, b]→ C est continue. Alors la fonction H : J → C définie

par

H(x) =

∫ b

a
h(x, t)dt

est de classe Ck et pour tout ` ∈ {1, . . . , k} :

H(`)(x) =

∫ b

a

∂`h

∂x`
(x, t)dt .

8. On remarquera pour cela que l’on a toujours : : | cos(t) + x sin(t)| ≤
√
1 + x2.
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5.6.2 Intégrales généralisées

Théorème 5.6.2. Soient J et I des intervalles et h : J × I → C une fonction
continue. On suppose que toutes les dérivées partielles de h par rapport à x jusqu’à

l’ordre k existent et que pour tout ` ∈ {1, . . . , k}, la fonction
∂`h

∂x`
: J×[a, b]→ C

est continue. On suppose de plus qu’il existe des fonctions g0, g1, . . . gk : I → R+

continues telle que

i) Les intégrales généralisées
∫
I
g0(t)dt ,

∫
I
g1(t)dt, . . . ,

∫
I
gk(t)dt convergent

.

ii) ∀` ∈ {0, 1, . . . , k}, ∀(x, t) ∈ J × I ,
∣∣∣∣∂`h∂x` (x, t)

∣∣∣∣ ≤ g`(t) ,
Alors la fonction H : J → C définie par

H(x) =

∫
I
h(x, t)dt

est de classe Ck et pour tout ` ∈ {1, . . . , k} :

H(`)(x) =

∫
I

∂`h

∂x`
(x, t)dt .

5.7 Le théorème de Fubini

5.7.1 Le théorème

Vous en verrez en L3, une version plus élaborée et très simple 9 :

Théorème 5.7.1. Soit f : [c, d]× [a, b]→ C une fonction continue alors :∫ b

a

(∫ d

c
f(x, t)dt

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f(x, t)dx

)
dt.

Démonstration. On introduit les fonctions E1 et E2 définie sur [c, d] par

E1(x) =

∫ x

c

(∫ b

a
f(ξ, t)dt

)
dξ

E2(x) =

∫ b

a

(∫ x

c
f(ξ, t)dξ

)
dt .

D’après le théorème 5.3.1, on sait que la fonction

x ∈ [c, d] 7→
∫ b

a
f(x, t)dt

9. Mais nécéssitant des concepts plus difficiles.
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est continue, et donc E1 est une primitive de cette fonction on en déduit que E1 est
de classe C1 et que pour tout x ∈ [c, d] on a :

E′1(x) =

∫ b

a
f(x, t)dt .

On introduit ensuite la fonction F définie sur [c, d]× [a, b] par

F (x, t) =

∫ x

c
f(ξ, t)dξ.

Démontrons que cette fonction est continue. La fonction f étant continue sur le
produit d’intervalles fermés bornés [c, d]× [a, b], elle y est donc bornée :posons

M = sup
(x,t)∈[c,d]×[a,b]

|f(x, t)| .

On obtient donc pour (x, t) ∈ [c, d]× [a, b] et (x′, t′) ∈ [c, d]× [a, b] :

|F (x, t)− F (x′, t′)| ≤ |F (x, t)− F (x′, t)|+ |F (x′, t)− F (x′, t′)|

Or

|F (x, t)− F (x′, t)| =
∣∣∣∣∫ x

x′
f(ξ, t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ x

x′
|f(ξ, t)|dt

∣∣∣∣ ≤M |x′ − x|.
On sait gr‚ce au théorème (5.3.1) que si x′ est fixé alors la fonction t 7→

∫ x′
c f(ξ, t)dξ

est continue. Ainsi si (xn, tn) est une suite de [c, d]×[a, b] convergent vers (x∞, t∞)
alors

|F (xn, tn)− F (x∞, t∞)| ≤M |xn − x∞|+ |F (x∞, tn)− F (x∞, t∞)|

Par continuité de la fonction t 7→ F (x∞, t) =
∫ x∞
c f(ξ, t)dξ, on en déduit gr‚ce

au théorème des gendarmes que

lim
n→+∞

|F (xn, tn)− F (x∞, t∞)| = 0 .

On a donc démontré que F est continue sur [c, d]× [a, b].
De plus la dérivée partielle de F par rapport à x existe et vaut f elle est donc
continue. Avec le théorème 5.4.1, on peut donc affirmer que la fonction E2 est de
classe C1 et que

E′2(x) =

∫ b

a
f(x, t)dt.

Les fonctions E1 et E2 sont donc de classe C1 sur [c, d], elles valent toutes les
deux 0 pour x = c et leurs dérivées coincidents, on en conclut donc que ces deux
fonctions sont égales :

∀x ∈ [c, d] , E1(x) = E2(x).

Cette égalité pour x = d est exactement le théorème de Fubini.
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5.7.2 Une application

On considère la fonction f définie sur R2 par

f(x, t) = e−t(1+x
2).

C’est un fonction continue ainsi on en déduit, gr‚ce au théorème de Fubini, que
pour tout R > 0 :

I(R) =

∫ R

0

(∫ R

0
f(x, t)dt

)
dx =

∫ R

0

(∫ R

0
f(x, t)dx

)
dt.

Exprimons d’abord
∫ R
0

(∫ R
0 f(x, t)dt

)
dx :

∫ R

0

(∫ R

0
e−t(1+x

2)dt

)
dx =

∫ R

0

[
−e
−t(1+x2)

1 + x2

]R
0

dx

=

∫ R

0

(
1

1 + x2
− e−R(1+x2)

1 + x2

)
dx

=

∫ R

0

1

1 + x2
dx− e−R

∫ R

0

e−Rx
2

1 + x2
dx

= arctan(R)− e−R
∫ R

0

e−Rx
2

1 + x2
dx

On sait que
lim

R→+∞
arctan(R) =

π

2

et en majorant e−Rx
2

par 1, on obtient

0 ≤ e−R
∫ R

0

e−Rx
2

1 + x2
dx ≤ π

2
e−R.

D’o˘ finallement
lim

R→+∞
I(R) =

π

2
.

Puis on exprime
∫ R
0

(∫ R
0 f(x, t)dx

)
dt :

∫ R

0
e−t(1+x

2)dx = e−t
∫ R

0
e−tx

2
dx

=
e−t√
t

∫ R
√
t

0
e−u

2
du

=
e−t√
t

(∫ +∞

0
e−u

2
du−

∫ +∞

R
√
t
e−u

2
du

)
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O˘ nous avons fait entre la première et deuxième ligne, le changement de variables :
u =
√
tx . Nous avons donc obtenu :∫ R

0

(∫ R

0
f(x, t)dx

)
dt =

∫ R

0

e−t√
t
Jdt−

∫ R

0

e−t√
t
g(R
√
t)dt .

Avec

J =

∫ +∞

0
e−u

2
du et g(τ) =

∫ +∞

τ
e−u

2
du.

Nous pouvons faire deux estimations de la fonction g : la première étant facile

τ ≥ 0⇒ 0 ≤ g(τ) ≤ g(0) = J.

La seconde s’obtient en intégrant par parties :

g(τ) =

∫ +∞

τ

1

2u
2ue−u

2
du =

1

2τ
e−τ

2 −
∫ +∞

τ

1

2u2
e−u

2
du ≤ 1

2τ
e−τ

2 ≤ 1

2τ
.

On obtient alors pour tout ε ∈]0, R[ :∫ R

0

e−t√
t
g(R
√
t)dt =

∫ ε

0

e−t√
t
g(R
√
t)dt+

∫ R

ε

e−t√
t
g(R
√
t)dt

≤
∫ ε

0

e−t√
t
Jdt+

∫ R

ε

e−t√
t

1

2R
√
t
dt

≤
∫ ε

0

1√
t
Jdt+

∫ R

ε

e−t√
ε

1

2R
√
ε
dt

≤ 2J
√
ε+

1

2Rε

∫ R

ε
e−tdt

≤ 2J
√
ε+

1

2Rε

∫ +∞

0
e−tdt

≤ 2J
√
ε+

1

2Rε

Pour R ≥ 1, nous prenons ε = 1/
√
R, nous obtenons∫ R

0

e−t√
t
g(R
√
t)dt ≤ 2J

√
1

R
+

1

2
√
R
.

Cette quantité tend donc vers 0 lorsque R tend vers +∞ 10. On en déduit donc que

lim
R→+∞

I(R) = lim
R→+∞

∫ R

0

e−t√
t
Jdt = J

∫ +∞

0

2e−t

2
√
t
Jdt = J

∫ +∞

0
2e−u

2
du ,

10. Pour démontrer ce fait, on aurait aussi pu utiliser le petit théorème de convergence dominée.
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o˘ on a utilisé le changement de variables u =
√
t. Or J =

∫ +∞
0 e−u

2
du, donc en

comparant nos deux calculs nous obtenons :

lim
R→+∞

I(R) =
π

2
= 2

(∫ +∞

0
e−u

2
du

)2

.

On a donc démontré que ∫ +∞

0
e−u

2
du =

√
π

2
.

5.8 Appendice : sous-suites et théorème de Bolzano-Weierstrass.

5.8.1 Sous-suites et convergence

Définition 5.8.1. Lorsque (un) est une suite de nombres complexes, on appelle
sous-suite de cette suite une suite de la forme

(unk)k

o˘ k ∈ N 7→ nk ∈ N est une fonction strictement croissante .

Une définition équivalente est celle ci :
une sous suite d’une suite (un) de nombres complexes, est une suite de la forme
(ui)i∈I o˘ I ⊂ N est une partie infinie.

Puisque l’on peut énumérer une partie infinie de I ⊂ N :

I = {n0 < n1 < n2 < . . . < nk < nk+1 < . . . }

o˘ nk est le (k + 1)ieme élément de I , ces définitions sont bien équivalentes.
La définition de sous suite convergente est claire : Une sous suite (unk)k d’une

suite (un) converge vers ` si et seulement si la propriété suivante est vérifiée :

∀ε > 0, ∃k0 ∈ N, (k ≥ k0 ⇒ |unk − `| < ε.

On peut vérifier que si I est une partie infinie de N, la sous suite (ui)i∈I d’une
suite (un) converge vers ` si et seulement si la propriété suivante est vérifiée :

∀ε > 0, la partie {i ∈ I, |unk − `| ≥ ε} est finie.

5.8.2 Le théorème de Bolzano-Weierstrass

Gr‚ce à ce qui a été rappelé précédement, nous allons rappeler la preuve du
théorème de Bolzano-Weierstrass :

Théorème 5.8.2. Soit (un)n une suite bornée de nombres réels alors on peut en
extraire une sous-suite convergente : il y a une suite strictement croissante (nk) et
un réel ` tels que

lim
k→+∞

unk = ` .
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Démonstration. Soit donc (un)n une suite bornée de nombres réels. Il y a donc un
entier naturel N tel que pour tout entier n :

|un| < 2N .

On va construire une suite (An)n de partie infinie de N et une suite d’entier (kn)n
telle que

— pour tout entier n : An+1 ⊂ An
— Pour tout entier n et pour tout entier m ∈ An : kn2n ≤ um < kn+1

2n

— Pour tout entier n, kn2n ≤
kn+1

2n+1 <
kn+1
2n

Cette construction se fait par récurence sur n. Pour n = 0 : on découpe l’intervalle
[−2N , 2N [ en 2N+1 intervalles de longueurs 1 :

[−2N , 2N [=

k=2N−1⋃
k=−2N

[k, k + 1[

Puisque la suite (un)n est infini, il existe forcément un entier k0 telle qu’il existe
une infinité d’entier m tel que um ∈ [k0, k0 + 1[, on pose alors

A0 = {m ∈ N , um ∈ [k0, k0 + 1[ } .

Supposons maintenant avoir construitA0, . . . , An et k0, k1, . . . , kn et construi-
sons An+1 et kn+1.
On découpe en deux l’intervalle[

kn
2n
,
kn + 1

2n

[
=

[
2kn
2n+1

,
2kn + 1

2n+1

[
∪
[

2kn + 1

2n+1
,
2kn + 2

2n+1

[
Puisque An est infini et que pour tout entier m ∈ An :

um ∈
[
kn
2n
,
kn + 1

2n

[
Au moins l’un des deux cas suivant se produit :

— Il y a une infinité d’entier m ∈ An tel que um ∈
[

2kn
2n+1

,
2kn + 1

2n+1

[
— Il y a une infinité d’entier m ∈ An tel que um ∈

[
2kn + 1

2n+1
,
2kn + 2

2n+1

[
.

Dans le premier cas on pose kn+1 = 2kn et

An+1 =

{
m ∈ An , um ∈

[
2kn
2n+1

,
2kn + 1

2n+1

[ }
.

et si le premier cas ne se produit pas on pose kn+1 = 2kn + 1 et

An+1 =

{
m ∈ An , um ∈

[
2kn + 1

2n+1
,
2kn + 2

2n+1

[ }
.
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On aura alors par construction : An+1 ⊂ An et pour tout m ∈ An+1 :

um ∈
[
kn+1

2n+1
,
kn+1 + 1

2n+1

[
.

Posons alors xn = kn
2n on sait que cette suite est croissante et majorée par 2N ,

elle est donc convergente :
lim

n→+∞
xn = ` .

Pour chaque entier n, la partieAn est infinie. En énumérantAn par ordre croissant,
on trouve son nieme élément mn ∈ An : i.e. l’ensemble An ∩ [0,mn] a n éléments.
Puisque An+1 ⊂ An on a forcément mn+1 > mn et pour tout entier n :

xn ≤ umn ≤ xn +
1

2n
.

On a donc
lim

n→+∞
umn = lim

n→+∞
xn = `

on a ainsi extrait une sous suite (umn)n convergente de la suite bornée (un).



Chapitre 6

Exercices sur les intégrales à
paramètres

Exercice 46 (*). Soit F la fonction définie par : F (x) =

∫ 1

0

sin(xt)

t
dt.

Montrer que F est définie sur R, dérivable sur R, puis calculer F ′(x).

Exercice 47. Pour (x, t) ∈ R+×]0, 1[, on pose f(x, t) = playstyle
ex ln t − 1

ln t
.

Soit F la fonction définie par : F (x) = playstyle

∫ 1

0
f(x, t)dt.

a) Déterminer playstyle lim
t→0+

f(x, t) et lim
t→1−

f(x, t) ; en déduire que F est définie

sur [0,+∞[.

b) Montrer que F est dérivable sur [0,+∞[ ; donner une expression de F ′(x) et
en déduire F (x).

Exercice 48 (*). Soit F la fonction définie par : F (x) =

∫ +∞

0

cos(xt)

1 + t4
dt.

Montrer que F est définie, continue et dérivable sur R.

Exercice 49 (*). 1. Soient F et G les fonctions définies par :

F (x) =

∫ 1

0

e−x
2(1+t2)

1 + t2
dt et G(x) =

∫ x

0
e−t

2
dt.

a) Montrer que F et G sont définies, continues et dérivables sur R.

b) Montrer que pour tout x ∈ R, F
′
(x) + (G2)

′
(x) = 0.

c) Calculer F (0) et déterminer lim
x→+∞

F (x).

d) En déduire la valeur de
∫ +∞

0
e−t

2
dt.

107
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2. Soit H la fonction définie par : H(x) =

∫ +∞

0
e−t

2
cos(xt)dt.

a) Montrer que H est définie, continue et dérivable sur R.

b) Montrer que H est solution d’une équation différentielle, puis calculer
H(x).

Exercice 50. Soit F la fonction définie par : F (x) =

∫ +∞

0

e−xt − e−t

t
dt.

a) Montrer que F est définie sur ]0,+∞[.

b) Montrer que F est dérivable sur ]0,+∞[, puis calculer F ′(x).

c) En déduire que, pour tout x > 0, F (x) = lnx.

Exercice 51. Soit F la fonction définie par : F (x) =

∫ +∞

0

1− cos(xt)

t2
e−tdt.

a) Montrer que F est définie sur R.

b) Montrer que F est deux fois dérivable sur R, puis calculer F ′′(x).

c) En déduire une expression explicite de F (x).

Exercice 52 (*). Démontrer que la fonction H définie sur ]0, 1[ par

H(x) =

∫ +∞

0

tx−1

1 + t
dt

est continue. On montrera pour cela que H est continue sur tout intervalle de la
forme [ε, 1− ε], où ε ∈]0, 1/2[. Et on énoncera le théorème utilisé.

Exercice 53. Soit

A =

∫ +∞

0

dt

1 + t4
et B =

∫ +∞

0

t2dt

1 + t4

a) Montrer que A = B et que A+B =
π√
2

.

Pour prouver la seconde identité on pourra faire le changement de variables
u = t− t−1, et ensuite calculer u2 + 2.

b) Sachant que
∫ +∞

0
e−t

2
dt =

√
π /2, donner la valeur de

∫ +∞

0
e−xt

2
dt lorsque

x > 0.
Pour x ≥ 0, on pose

F (x) =

∫ +∞

0

e−xt
2

t2 + i
dt.

c) Montrer que F (0) = B − iA.
d) Montrer que F est continue sur [0,∞[ et C1 sur ]0,∞[.
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e) En déduire une équation différentielle vérifiée par F et montrer que

e−ixF (x)− F (0) = −
√
π

2

∫ x

0

e−iu√
u
du.

f) Que vaut lim
x→+∞

F (x) et en déduire les valeurs des intégrales généralisées :∫ +∞

0
sin(v2)dv = lim

x→+∞

∫ x

0
sin(v2)dv et

∫ +∞

0
cos(v2)dv = lim

x→+∞

∫ x

0
cos(v2)dv.

Exercice 54. Soit F la fonction définie par : F (x) =

∫ +∞

0

e−xt

1 + t2
dt.

a) Montrer que F est définie et continue sur [0,+∞[.
b) Montrer que F est de classe C2 sur ]0,+∞[ et que, sur cet intervalle, F est

solution de l’équation différentielle : y′′ + y =
1

x
.

c) Déterminer lim
x→+∞

F (x).

d) Soit l’équation différentielle : (E) y′′ + y =
1

x
, x ∈]0,+∞[.

Montrer que y(x) = − cosx

∫ x

1

sin t

t
dt+ sinx

∫ x

1

cos t

t
dt est solution parti-

culière de (E). En déduire toutes les solutions de (E).

e) Montrer que
∫ +∞

1

sin t

t
dt et

∫ +∞

1

cos t

t
dt sont convergentes.

f) Montrer qu’il existe une unique solution de (E) ayant une limite finie en +∞.
g) En déduire que pour tout x > 0, on a :

F (x) =

∫ +∞

x

sin(t− x)

t
dt =

∫ +∞

0

sin t

t+ x
dt.

h) Soient les fonctions u et v définies sur ]0,+∞[ par :

u(x) =

∫ 1

0

(sin t

t
− sin t

t+ x

)
dt et v(x) =

∫ +∞

1

(sin t

t
− sin t

t+ x

)
dt.

Montrer que 0 ≤ u(x) ≤ x(ln(x + 1) − ln(x)) et que v tend vers 0 quand x
tend vers 0.

i) En déduire que
∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2
.

Exercice 55. On rappelle que sinh(x) = ex−e−x
2 et donc que pour x > 0, on a

x

sinh(x)
=

2x

ex − e−x
=

2xe−x

1− e−2x
=
∞∑
n=0

2xe−(2n+1)x.

Soit g : ]0,∞[→ R+ la fonction définie par

g(x) =
x

sinh(x)
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a) Démontrer que l’on a la formule∫ +∞

0
g(x)dx =

+∞∑
n=0

∫ +∞

0
2xe−(2n+1)xdx =

+∞∑
n=0

2

(2n+ 1)2

On énoncera notamment le théorème utilisé.

On étudie ici la fonction h définie sur [0,+∞[ par

h(x) =

∫ π
2

0
arctan (sinh(x) sin(t)) dt

b) Montrer que h et une fonction continue sur [0,+∞[.

c) Montrer que pour x > 0, on a∫ π
2

0

cosh(x) sin(t)

cosh2(x)− (sinh(x) cos(t))2
dt =

∫ 1

0

cosh(x)

cosh2(x)− (sinh(x)σ)2
dσ =

x

sinh(x)

d) Démontrer que

∂

∂x
arctan (sinh(x) sin(t)) =

cosh(x) sin(t)

1 + (sinh(x) sin(t))2
=

cosh(x) sin(t)

cosh2(x)− (sinh(x) cos(t))2

e) Montrer que h et une fonction C1 sur [0,+∞[ et que pour x > 0, on a

h′(x) =
x

sinh(x)
.

f) En déduire que

h(x) =

∫ x

0

u

sinh(u)
du.

g) Soit a ∈]0, π/2], démontrer que pour tout t ∈ [a, π/2] et n ∈ N on a

0 ≤ π

2
− arctan (sinh(n) sin(t)) ≤ π

2
− arctan (sinh(n) sin(a)) .

h) Démontrer que

lim
n→∞

∫ π
2

0
arctan (sinh(n) sin(t)) dt =

π2

4
.

Indication : On considèrera cette intégrale comme une intégrale généralisée
sur ]0, π/2], on énoncera et justifiera le recours au théorème de passage à la
limite dans les intégrales généralisées.
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i) En déduire que ∫ +∞

0

u

sinh(u)
du =

π2

4

Conclusion on en déduit que
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=
π2

8

et donc que
+∞∑
n=1

1

n2
=

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
+

+∞∑
n=1

1

(2n)2
=
π2

8
+

1

4

+∞∑
n=1

1

n2

soit
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

Exercice 56. a) Pourquoi la fonction f définie sur ]− 1, 1[ par

f(x) =
1√

1− x2

est intégrable sur ]− 1, 1[.
b) Montrer que la fonction J définie sur R par

J(t) =

∫ 1

−1

eixt√
1− x2

dx

est de classe C2.
c) Montrer l’on a les égalités :

t (J ′′(t) + J(t)) = t

∫ 1

−1

√
1− x2eixtdx = −i

∫ 1

−1

xeixt√
1− x2

dx .

d) Montrer que J vérifie l’équation différentielle :

tJ ′′(t) + J ′(t) + tJ(t) = 0

e) On rappelle que pour ζ ∈ C on a

eζ =
∞∑
k=0

ζk

k!
.

Montrer que pour tout t ∈ R on a

J(t) =

∞∑
l=0

(−1)lal
t2l

(2l)!
.

où

al =

∫ 1

−1

x2l√
1− x2

dx.
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f) Pourquoi a-t-on : al =

∫ π/2

−π/2
(sin(x))2l dx.

g) A l’aide de la formule sin(x) = (eix − e−ix)/(2i), démontrer que

al = π
(2l)!

4l(l!)2
.

Exercice 57. a) Soit x ∈]0,+∞[, démontrer que

ln(1 + x2t2)

1 + t2
't→+∞

2 ln(t)

1 + t2

b) Soit x ≥ 0, démontrer que l’intégrale généralisée∫ +∞

0

ln(1 + x2t2)

1 + t2
dt

est absolument convergente.
On définit alors la fonction H : [0,+∞[→ R par

H(x) =

∫ +∞

0

ln(1 + x2t2)

1 + t2
dt.

c) Soient R, ε > 0 avec R > ε, démontrer que la fonction H est de classe C1 sur
l’intervalle [ε,R] ; on énoncera le théorème utilisé.

d) Pour x ∈]0, 1[∪]1,+∞[, calculer H ′(x).
Indication : On utilisera le fait que pour x 6= 1,

t2

(1 + x2t2)(1 + t2)
=

1

x2 − 1

(
1

1 + t2
− 1

1 + x2t2

)
et on trouvera H ′(x) = π 1

x+1 .

e) En déduire la valeur de H ′(1).

f) En déduire la valeur de H(x).

Exercice 58. Soit a ∈ R tel que a > 1. On notera b la plus petite solution de
l’équation z2− 2az+ 1 = 0 ; on remarque en passant que l’autre solution de cette
équation est 1/b.

a) Calculer b.

b) On considère l’application f : R→ C définie par

f(x) =
1

a− cos(2πx)
.
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On a f(x) = g(ei2πx) où g est la fraction rationnelle

g(z) = − 2 z

z2 − 2az + 1
= − 2 z

(z − b)(z − 1/b)
.

Décomposer g en éléments simples et montrer que dans l’anneau {z ∈ C, b <
|z| < 1/b}, nous avons

g(z) = − 2b

b2 − 1

[
1 +

+∞∑
k=1

bk
(
zk + z−k

)]
.

c) En déduire que

f(x) = − 2b

b2 − 1

[
1 +

+∞∑
k=1

2bk cos(2kπx)

]

d) Soit k ∈ N, calculer
∫ 1

0
cos(2kπx)dx.

e) En déduire la valeur de ∫ 1

0

1

a− cos(2πx)
dx

et exprimer cette intégrale en fonction de a.

f) En déduire la valeur de
∫ 1

0

1

(a− cos(2πx))2
dx 1

1. Pensez ‡ dériver en a l’expression obtenue, pourquoi est ce valide?
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Chapitre 7

Séries entières

On étudie ici les séries de la forme∑
anz

n.

Ces séries apparaissent dans de nombreux domaines des mathématiques : combi-
natoires, probabilités, équations différentielles....

7.1 Introduction aux séries entières

7.1.1 Définition

Une série entière est une série de (fonctions) de terme général :

z ∈ C 7→ anz
n

où (an)n∈N est une suite de nombres complexes, les nombres an sont les coeffi-
cients de la série entière

∑
anz

n.
Les sommes partielles d’une telle série entière sont les fonctions polynomiales :

Sn(z) =
n∑
k=0

akz
k.

Nous avons déjà rencontré des séries entières :

i)
∑

zn/n!

ii)
∑

(−1)nz2n/(2n)!

iii)
∑

(−1)nz2n+1/(2n+ 1)!

iv)
∑

zn

v)
∑

(−1)nz2n+1/(2n+ 1)

vi)
∑

(−1)nzn+1/(n+ 1)

115
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7.1.2 Rayon de convergence

Soit
∑
anz

n une série entière, on cherche à savoir pour quel nombre complexe
z ∈ C la série de terme général anzn est convergente. On remarque que si pour un
z0 ∈ C \ {0}, la série de terme général anzn0 est convergente, alors on sait que la
suite (anz

n
0 )n∈N converge vers 0 et donc

lim
n→+∞

|an||z0|n = 0

La suite (|an||z0|n)n∈N est donc bornée 1, il y a donc un réel C > 0 tel que

∀n ∈ N, |an||z0|n ≤ C

Si z ∈ C est tel que |z| < |z0| alors pour tout entier n ∈ N, nous avons

|an||z|n = |an||z0|n
|z|n

|z0|n
≤ C

(
|z|
|z0|

)n
Puisque la série de terme général C (|z|/|z0|)n est convergente, on en déduit que
la série de terme général anzn est absolument convergente.
Notation :Pour r ≥ 0, on note D(0, r) le disque ouvert de centre 0 et de rayon r et
D̄(0, r) le disque fermé de centre 0 et de rayon r :

D(0, r) = {z ∈ C, |z| < r} et D̄(0, r) = {z ∈ C, |z| ≤ r}.

Introduisons maintenant les ensembles I des nombres réels r ≥ 0 tel que la
série de termes général |an|rn est convergente et J l’ensembles des nombres réels
r ≥ 0 tel que la suite (|an|rn)n∈N est bornée. Il est facile 2 de démontrer que

i) si r ∈ I alors [0, r] ⊂ I .

ii) si r ∈ J alors [0, r] ⊂ J .

iii) I ⊂ J .

iv) Si r ∈ J alors [0, r[∈ I .

On en déduit que I et J sont des intervalles et que sup I = supJ 3 Définition :Soit∑
anz

n une série entière, on appelle rayon de convergence de la série entière∑
anz

n la borne supérieure de l’ensemble des réels r ≥ 0 tel que la série de termes
général |an|rn est convergente. C’est également la borne supérieure de l’ensemble
des nombres réels r ≥ 0 tel que la suite (|an|rn)n∈N est bornée.

Proposition 7.1.1. Soit
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence R ∈
[0,+∞], alors pour tout z ∈ D(0, R) la série de terme général anzn est absolu-
ment convergente. Pour tout z ∈ C \ D̄(0, R), la série de terme général anzn est
divergente.

1. Car on sait qu’une suite convergente est bornée.
2. Le point le plus délicat est le dernier et cela se prouve avec les mêmes arguments que ceux

fournis précédemment.
3. En convenant que la borne supérieure d’une partie non bornée est +∞.
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La preuve de cette proposition est maintenant évidente si z ∈ D(0, R) alors
|z| < R, par définition |z| appartient à l’ensemble 4

I =

{
r ≥ 0,

+∞∑
n=0

|an|rn < +∞

}
Donc la série de terme général anzn est absolument convergente. Par définition si
z ∈ C \ D̄(0, R) alors |z| > R donc la suite (|an||z|n)n∈N n’est pas bornée, donc
la suite (anz

n)n∈N ne converge pas vers 0 et la série de terme général anzn ne
peut pas être convergente. Définition : Si

∑
anz

n est une série entière de rayon de
convergence R ∈ [0,+∞], le disque D(0, R) s’appelle le disque de convergence
de la série entière

∑
anz

n.
Sur le bord du disque, tout est possible

i) La série entière
∑
zn a un rayon de convergence égale à 1 et pour tout nombre

complexe z de module 1 la série de terme général zn est divergente.

ii) La série entière
∑

n≥1 z
n/n a un rayon de convergence égale à 1 et pour z =

1, la série de terme général zn/n = 1/n, n ≥ 1 est divergente alors que pour
tout autre nombre complexe de module 1 la série de terme général zn/n, n ≥ 1
est convergente.

iii) La série entière
∑

n≥1 z
n/n2 a un rayon de convergence égale à 1 et pour tout

nombre complexe de module 1 la série de terme général zn/n2, n ≥ 1 est
convergente.

Des exemples de rayon de convergence :

i)
∑

zn/n! , R = +∞

ii)
∑

(−1)nz2n/(2n)! , R = +∞

iii)
∑

(−1)nz2n+1/(2n+ 1)! , R = +∞

iv)
∑

zn , R = 1

v)
∑

(−1)nz2n+1/(2n+ 1), R = 1

vi)
∑

(−1)nzn+1/(n+ 1), R = 1

vii)
∑

2nzn , R = 1/2

La proposition suivante, basée sur les critères de Cauchy et de d’Alembert, peut
être très utile pour calculer des rayons de convergence :

Proposition 7.1.2. i) Soit
∑
anz

n une série entière, si la suite ( n
√
|an|)n∈N est

convergente alors le rayon de convergence de la série entière
∑
anz

n est

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

.

4. La suite n 7→
∑n
k=0 |ak|r

k est croissante, elle a donc une limite (éventuellement infinie) la
notation

∑+∞
n=0 |an|r

n < +∞ signifie que cette limite est finie.
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ii) Soit
∑
anz

n une série entière. Supposons que pour tout n ∈ N, on ait an 6= 0
et que la suite (|an+1/|an|)n∈N soit convergente alors le rayon de convergence
de la série entière

∑
anz

n est

R = lim
n→∞

|an|
|an+1|

.

Démonstration. Dans le premier cas, on a pour tout r ≥ 0

lim
n→∞

n
√
|an|rn =

r

R

, donc le critère de Cauchy pour la convergence des séries implique que si r/R ∈
[0, 1[ alors

∑+∞
n=0 |an|rn < +∞ alors que si r > R, on a limn→+∞ |an|rn = +∞.

De même dans le second cas, on a

lim
n→∞

|an+1|rn+1

|an|rn
=

r

R

, et le critère de d’Alembert implique de même que si r < R alors
∑+∞

n=0 |an|rn <
+∞ alors que si r > R, on a limn→+∞ |an|rn = +∞.

7.1.3 Somme d’une série entière

Lorsque
∑
anz

n est une série entière de rayon de convergence R ∈]0,+∞],
on définit la fonction

D(0, R) :→ C

z 7→
+∞∑
n=0

anz
n

C’est la somme de la série entière
∑
anz

n.

Proposition 7.1.3. La somme d’une série entière est continue sur son disque de
convergence.

Démonstration. Soit
∑
anz

n une série entière de rayon de convergenceR ∈]0,+∞].
Plusieurs démonstrations sont possibles.

La première est d’invoquer la continuité d’une limite uniforme de fonctions
continues. En effet, soit r ∈]0, R[. Il n’est pas difficile de voir que la série de fonc-
tions de termes général anzn converge normalement sur D̄(0, r). Puisque chaque
fonction z ∈ D̄(0, r)→ anz

n est continue. La fonction z ∈ D̄(0, r)→
∑+∞

n=0 anz
n

est donc limite uniforme de fonctions continues, elle est donc continue. Le bémol
de cette preuve est que nous n’avons pas parlé de limite uniforme de fonction de
plusieurs variables. On peut étendre sans peine cette notion et le théorème relatif à
la continuité d’une limite uniforme de fonctions continues est toujours valide.
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La seconde preuve, soit z0 ∈ D(0, R). On va montrer que la fonction z ∈
D(0, R) → S(z) =

∑+∞
n=0 anz

n est continue en z0. Soit ρ ∈]r,R[, on sait que la
suite (|an|ρn)n∈N est bornée, il y a donc un réel C > 0 tel que

∀n ∈ N, |an|ρn ≤ C.

On a

zn − zn0 = (z − z0)

(
n−1∑
k=0

zkzn−1−k0

)
on en déduit

|zn − zn0 | ≤ n |z − z0|max
{
|z|n−1, |z0|n−1

}
Supposons maintenant que |z| ≤ (r + ρ)/2, on obtient

|zn − zn0 | ≤ n |z − z0|
(
r + ρ

2

)n−1
et en utilisant que |an| ≤ Cρ−n :

|f(z)− f(z0)| ≤
+∞∑
n=0

n |an||z−z0|
(
r + ρ

2

)n−1
≤ Cρ−1|z−z0|

+∞∑
n=0

n

(
r + ρ

2ρ

)n−1

puisque r+ρ
2ρ < 1, la série de terme général n

(
r+ρ
2ρ

)n−1
est convergente et si l’on

pose K = Cρ−1
∑+∞

n=0 n
(
r+ρ
2ρ

)n−1
, on a obtenu que pour |z| ≤ (r + ρ)/2,

|S(z)− S(z0)| ≤ K|z − z0|.

Inégalité qui implique la continuité de S en z0.

7.1.4 Opération algébrique sur une série entière

Proposition 7.1.4. Soient
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence Ra
et Soit

∑
bnz

n une série entière de rayon de convergence Rb.

i) Le rayon de convergence de la série entière
∑

(an + bn)zn est supérieur à
min(Ra, Rb) et il est égale à min(Ra, Rb) lorsque Ra 6= Rb.

ii) Soit cn =
∑

p+q=n apbq =
∑n

p=0 apbn−p alors le rayon de convergence de
la série entière

∑
cnz

n est supérieur à min(Ra, Rb). De plus pour |z| <
min(Ra, Rb), on a(

+∞∑
n=0

anz
n

)(
+∞∑
n=0

bnz
n

)
=

+∞∑
n=0

cnz
n.
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Démonstration. Concernant la somme : la convergence de la série de terme général
|an|rn et de la série de terme général |bn|rn entraînent la convergence de la série de
terme général |an + bn|rn 5 On en déduit donc que le rayon de convergence 6 de la
série entière

∑
(an+bn)zn est supérieur à min(Ra, Rb). De plus siRa > Rb et que

r ∈]Rb, Ra[ alors |an+bn|rn ≥ |bn|rn−|an|rn. On a limn→+∞ |an|rn = 0 7 et la
suite (|bn|rn)n∈N n’est pas bornée, la suite (|an+bn|rn)n∈N n’est donc pas bornée.
Ainsi le rayon de convergence de la série entière

∑
(an + bn)zn est inférieur à r et

ceci pour tout r ∈]Rb, Ra[ donc il est supérieur à Ra. Puisque l’on a déjà démontré
qu’il était inférieur à Ra = min(Ra, Rb), il est égale à Ra.

Le cas ii) est une conséquence du théorème de Cauchy relatif la convergence
du produit de Cauchy de série.

i) Le rayon de la série entière
∑
zn est 1 , celui de la série entière

∑
−zn est

également 1 mais celui de la série entière
∑

(1 + (−1))zn est +∞.

ii) Si an = 1 pour tout n ∈ N et si

bn =


1 si n = 0
−1 si n = 1
0 si n ≥ 2

Posons cn =
∑

p+q=n apbq, un petit calcul montre que c0 = 1 et que pour
n > 0 alors

cn =
n∑
q=0

an−qbq =
1∑
q=0

an−qbq = an − an−1 = 0

Alors le rayon de convergence de la série entière
∑
cnz

n est +∞.

7.1.5 Dérivée d’une série entière

Supposons que
∑
anz

n soit une série entière de rayon de convergence R > 0.
et que k ∈ N. On sait que si r > R la suite (|an|rn)n∈N n’est pas bornée, il en
est donc de même pour la suite (|nkan|rn)n∈N. Ainsi le rayon de convergence de
la série entière

∑
nkanz

n est inférieur à R. Si 0 < r < R, alors pour ρ ∈]r,R[ la
suite (|an|ρn)n∈N est bornée, il y a un réel C > 0 tel que

∀n ∈ N, |an|ρn ≤ C

Puisque la suite
(
nk
(
r
ρ

)n)
n∈N

converge vers 0, elle est bornée, la suite (nk|an|rn)n∈N

est bornée 8. Donc le rayon de convergence la série entière
∑
nkanz

n est supérieur
à R, il est donc égale à R.

5. Car |an + bn| ≤ |an|+ |bn|.
6. On rappelle que celui ci est la borne supérieur des réels r ≥ 0 tel que la série de terme général

|an + bn|rn converge.
7. en effet r < Ra donc |an|rn est le terme général d’une série convergente.

8. Remarquez que nk|an|rn = nk
(
r
ρ

)n
|an|ρn.
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Définition : La série dérivée de la série entière
∑
anz

n est la série entière
∑
annz

n−1

ou
∑
nkan+1(n+ 1)zn.

Proposition 7.1.5. La série entière
∑
anz

n et sa série dérivée ont même rayon
de convergence R de plus si on note S′(z) =

∑+∞
n=0 annz

n−1 alors pour z ∈
D(0, R) :

lim
h→0

S(z + h)− S(z)

h
= S′(z).

Démonstration. En utilisant la formule du binôme de Newton, on obtient

(z + h)n − zn − nzn−1h =
n∑
k=2

(
n
k

)
hkzn−k

D’où

∣∣(z + h)n − zn − nzn−1h
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣

n∑
k=2

(
n
k

)
hkzn−k

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=2

(
n
k

)
|h|k|z|n−k = (|z|+ |h|)n − |z|n − n|z|n−1|h|

En utilisant la formule de Taylor-Lagrange,on obtient l’existence d’un réel c ∈
]0, |h|[ tel que

(|z|+ |h|)n − |z|n − n|z|n−1|h| = n(n− 1)(|z|+ c)n−2
|h|2

2
.

Donc

∣∣(|z|+ |h|)n − |z|n − n|z|n−1|h|∣∣ ≤ n(n− 1)(|z|+ |h|)n−2 |h|
2

2
.

Soit donc z ∈ D(0, R) et choisissons ρ ∈]|z|, R[, la suite (|an|ρn)n∈N est bornée,
il y a un réel C > 0 tel que

∀n ∈ N, |an|ρn ≤ C.

Soit δ = (ρ− |z|)/2. Alors pour h ∈ D(0, δ) on a |z + h| ≤ |z|+ δ < ρ < R on
a donc
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∣∣S(z + h)− S(z)− hS′(z)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

an
[
(z + h)n − zn − nzn−1h

] ∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=2

|an|
∣∣(z + h)n − zn − nzn−1h

∣∣
≤

∞∑
n=2

|an|
[
(|z|+ |h|)n − |z|n − n|z|n−1|h|

]
≤

∞∑
n=2

|an|n(n− 1)(|z|+ |h|)n−2 |h|
2

2

≤ |h|
2

2

∞∑
n=2

Cρ−nn(n− 1)(|z|+ δ)n−2

≤ |h|
2

2ρ2

∞∑
n=2

Cn(n− 1)

(
|z|+ δ

ρ

)n−2

On remarque que puisque |z|+δρ < 1 la série de terme généralCn(n−1)
(
|z|+δ
ρ

)n−2
, n ≥

2 est bien convergente. Donc si on pose

K =
|1

2ρ2

∞∑
n=2

Cn(n− 1)

(
|z|+ δ

ρ

)n−2
on a obtenu pour h ∈ D(0, δ) :∣∣S(z + h)− S(z)− hS′(z)

∣∣ ≤ K|h|2,
inégalité qui implique bien que

lim
h→0

S(z + h)− S(z)

h
= S′(z).

Une récurrence immédiate permet de démontrer le corollaire suivant

Corollaire 7.1.6. Supposons que
∑
anz

n soit une série entière de rayon de conver-
gence R > 0. Alors la fonction

t ∈]−R,R[7→
+∞∑
n=0

ant
n

est C∞ et sa dérivée lieme est

t ∈]−R,R[ 7→
+∞∑
n=l+1

n(n−1) . . . (n−l+1)ant
n−l =

+∞∑
n=0

(n+l)(n+l−1) . . . (n+1)an+lt
n.
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7.2 Fonctions développables en séries entières

7.2.1 Définition

Soit f : I → C une fonction définie sur un intervalle I et r > 0 9 on suppose
que ] − r, r[⊂ I . On dit que f est développable en série entière sur ] − r, r[ s’il
existe une série entière

∑
anz

n de rayon de convergence supérieur ou égale à r tel
que

∀x ∈]− r, r[, f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

7.2.2 Propriétés d’une fonction développable en série entière

Une paraphrase du corollaire précédent est

Proposition 7.2.1. Soit f : I → C une fonction développable en série entière sur
]−r, r[ alors f

∥∥
]−r,r[ est C∞ et si f

∥∥
]−r,r[ est la somme de la série entière

∑
anz

n

de rayon de convergence R ≥ r alors pour tout l ∈ N et x ∈]− r, r[ on a

f (l)(x) =
+∞∑
n=l+1

n(n−1) . . . (n−l+1)anx
n−l =

+∞∑
n=0

(n+l)(n+l−1) . . . (n+1)an+lx
n.

7.2.3 Exemples classiques

i) La fonction exp est développable en série entière sur R et

∀x ∈ R, exp(x) =

+∞∑
n=0

xn

n!
.

ii) La fonction cos est développable en série entière sur R et

∀x ∈ R, cos(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
.

iii) La fonction sin est développable en série entière sur R et

∀x ∈ R, sin(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
.

iv) La fonction x 7→ 1/(1− x) est développable en série entière sur ]− 1, 1[ et

∀x ∈]− 1, 1[,
1

1− x
=

+∞∑
n=0

xn.

9. Eventuellement r = +∞.
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v) La fonction arctan est développable en série entière sur ]− 1, 1[ et

∀x ∈]− 1, 1[, arctan(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
.

vi) La fonction x 7→ ln(1 + x) est développable en série entière sur ]− 1, 1[ et

∀x ∈]− 1, 1[, ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
.

vii) Soit α ∈ R alors la fonction x 7→ (1 + x)α est développable en série entière
sur ]− 1, 1[. Et i on pose

an(α) =
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
=

∏n−1
j=0 (α− j)

n!

alors

∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)α =
+∞∑
n=0

an(α)xn. (7.2.1)

7.3 Utilisations des séries entières

On donne ici quelques exemples d’utilisations des séries entières.

7.3.1 Nombre de Catalan

Si n est un entier n, on définit le nombre cn comme étant le nombre de façon
différentente de calculer un produit de n facteurs, par convention on a c0 = 0, c1 =
1 et c2 = 1. Pour un produit de trois facteurs, nous avons deux possibilités :

(ab)c, a(bc)

Pour un produit de 4 facteurs nous avons 5 possibilités :

((ab)c)d , (a(bc))d , a(b(cd)) , a((bc)d), (ab)(cd)

donc c4 = 5
Pour un produit de n facteurs, nous avons n−1 choix pour effectuer la dernière

multiplication :

(x1 . . . , xp)(xp+1 . . . xn), p = 1, . . . , n− 1

une fois ce choix fait, il y a cp choix à faire dans le premier facteur (x1 . . . , xp)
etcn−p choix à faire dans le second facteur (xp+1 . . . xn). On trouve donc la relation
de récurrence :

cn =
n−1∑
p=1

cpcn−p,n ≥ 2
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Puisque c0 = 0 par convention on a aussi

cn =
n∑
p=0

cpcn−p,n ≥ 2

On remarque pour
0∑
p=0

cpc0−p = 0,

1∑
p=0

cpc1−p = 0

On raisonne alors formellement : Soit S(z) =
∑+∞

n=0 cnz
n

S(z)S(z) =
+∞∑
n=0

 n∑
p=0

cpcn−p

 zn =
+∞∑
n=2

cnz
n = S(z)− z

Soit S2(z) − S(z) + z = 0. Or les solutions de l’équation du second degré X2 −
X + z = 0 sont données par la formule

1±
√

1− 4z

2

Notre convention c0 = 0 implique que S(0) = 0.
On arrête maintenant notre raisonnement formel . On introduit la fonction f :

]−∞, 1/4[

f(x) =
1−
√

1− 4x

2

Cette fonction est développable en série entière sur ]− 1/4, 1/4[. En effet avec

bn = an(1/2) =
(1/2)(1/2− 1) . . . (1/2− n+ 1)

n!
= (−1)n−1

1×3...×(2n−3)
2n

n!

= (−1)n−1
1× 2× 3× 4 . . .× (2n− 3)× (2n− 2)

2n(2× 4 . . .× (2n− 2))n!

= (−1)n−1
(2n− 2)!

22n−1(n− 1)!n!

On a pour |x| < 1 (cf 7.2.1) :

√
1 + x =

+∞∑
n=0

bnx
n

D’où pour |x| < 1/4 :

√
1− 4x =

+∞∑
n=0

bn(−1)n4nxn = 1 +
+∞∑
n=1

bn(−1)n4nxn
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et pour |x| < 1/4, on obtient

f(x) =
1

2

+∞∑
n=1

bn(−1)n−14nxn

On calcule facilement

dn =
1

2
bn(−1)n−14n = (−1)n−122n−1(−1)n−1

(2n− 2)!

22n−1(n− 1)!n!
=

(2n− 2)!

(n− 1)!n!
.

Soit

f(x) =

+∞∑
n=1

dnx
n.

La fonction f ainsi construite vérifie pour tout |x| < 1/4

[f(x)]2 − f(x) + x = 0 (7.3.1)

Or selon la proposition (7.1.4), nous avons pour tout |x| < 1/4 :

[f(x)]2 =
+∞∑
n=2

n−1∑
p=1

dpdn−p

xn
puisque

−f(x) + x = −
+∞∑
n=2

dnx
n

On déduit de (7.3.1) que pour tout |x| < 1/4 :

[f(x)]2 − f(x) + x =

+∞∑
n=2


n−1∑
p=1

dpdn−p

− dn
xn = 0

Par unicité du dévellopement limité en 0 de la fonction x 7→ [f(x)]2 − f(x) + x,
on en déduit que pour tout n ≥ 2 alors

dn =

n−1∑
p=1

dpdn−p

puisque d1 = 1, le principe de récurrence implique que pour tout entier n ≥ 1 on a

cn = dn =
(2n− 2)!

(n− 1)!n!
.

Ceci permet de trouver que c10 = 4862.
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7.3.2 Solutions d’équations différentielles

On cherche les/des solutions y ∈ C2(R) de l’équation différentielle du second
ordre :

y′′(x) +
1

x
y′(x) + y(x) = 0. (7.3.2)

On remarque que nécessairement on doit avoir y′(0) = 0.
On cherche d’abord une solution qui soit dévellopable en série entière sur un

intervalle ]− r, r[. Soit

f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n

une fonction dévellopable en série entière sur un intervalle ] − r, r[. On a pour
|x| < r

f ′′(x) +
1

x
f ′(x) + f(x) =

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 +

+∞∑
n=1

nanx
n−2 +

+∞∑
n=0

anx
n

=
+∞∑
n=0

xn((n+ 2)(n+ 1)an+2 + (n+ 2)an+2 + an)

=
+∞∑
n=0

xn
(
(n+ 2)2an+2 + an

)
On trouve donc que f vérifiera l’équation différentielle (7.3.2) si et seulement si
pour tout entier n on a :

(n+ 2)2an+2 + an = 0

On a vu que nécessairement, on avait a1 = 0 donc tout les coefficients impaires de
la série entière définissant f sont nulles pour les coefficients pairs on trouve :

a2n = − 1

n2
a2(n−1) =

(
− 1

n2

)(
− 1

(n− 1)2

)(
− 1

(2)2

)
a0 =

(−1)n

(n!)2
a0

La série entière ∑ (−1)n

(n!)2
z2n

a un rayon de convergence infini, elle définit donc une fonction C∞ sur R :

J(x) =
∑

n = 0+∞
(−1)n

(n!)2
x2n

qui est par construction une solution de l’équation différentielle (7.3.2)..
On peut démontrer que les solutions de l’équation différentielle (7.3.2) sur R

sont forcement des multiples de J . On peut trouver toutes les solutions de l’équa-
tion différentielle (7.3.2) sur R∗, en cherchant une solution de la forme

x 7→ ln(x)J(x) + f(x)

où f est dévellopable en série entière sur R, les coefficients de f ont une forme
moins sympathique que ceux de J .
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7.4 Quelques avertissements

7.4.1

Il y a des fonctions C∞ sur R dont toute les dérivées à l’origine sont nulle. Par
exemple la fonction

f(x) =

{
0 si x = 0

e−
1
x2 si x 6= 0

C’est un exercice de démontrer que f est C∞ sur R 10 et que pour tout n ∈ N

f (n)(0) = 0

. On a donc

7.4.2

Il existe des fonctions C∞ sur R dont la série de Taylor à un rayon de conver-
gence nulle. Ce qui suit est un exemple du à L. Euler :posons pour x > 0 :

f(x) = e
1
x

∫ x

0
e−

1
t dt

et
fN (x) = (N + 1)!e

1
x

∫ x

0
tNe−

1
t dt

en intégrant par partie, on montre facilement que 11

fN (x) = e
1
x

[
(N !tN+1e−

1
t

]x
0
−N !e

1
x

∫ x

0
tNe−

1
t dt = N !xN+1 − fN−1(x).

Une petite récurrence facile mène à la formule :

f(x) = 2!x2 − f1(x)

= 2!x2 − 3!x3 + f2(x)

= 2!x2 − 3!x3 + . . .+ (−1)NN !xN+1 + (−1)N+1fN (x)

Grâce à la majoration :

|fN (x)| ≤ (N + 1)!e
1
x

∫ x

0
tNe−

1
xdt = N !xN+1

10. Le point de départ est de démontrer par récurrence qu’il y a un polynôme Pn tel que

f (n)(x) =
Pn(x)

x2n
e
− 1
x2

.
11. En utilisant que

d

dt
e−

1
t =

1

t2
e−

1
t .
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on sait que f admet un DL à tout ordre en x = 0. Et se basant sur la relation

f ′(x) = − 1

x2
f(x) + 1,

on peut montrer que f a une extension C∞ à [0,+∞[ qui vérifie

f (n)(0) = (−1)nn!, n ≥ 2

En fait, il existe un théorème du à E. Borel qui stipule que pour toute suite de
réel (an)n il existe une fonction f qui est C∞ sur R telle que pour tout entier n :

f (n)(0) = an.
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