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CHAPITRE 1

RETOUR A L’EXPONENTIELLE

Lemme 1.1. — Soit M, [’espace des matrices carrées d’ordre n et P, l’application définie
sur M? et a valeurs dans M, telle que P,(A, B) = BA, A, B € M, L’application P, est
indéfiniment différentiable, avec différentielle troisieme nulle.

Pareillement, Uapplication 11,5 : A € M, — M* € M, est indéfiniment différentiable,
avec comme différentielle

k—1
DI x(M)(H) =Y M‘HM*'"‘, He M,.
=0
Démonstration. — Les fonctions coordonnées de P, sont des fonctions polynomiales de degré

deux des variables (a;j, b;;). Ainsi, Papplication P, est C*, avec la différentielle troisieme
(exprimable en les dérivées partielles d’ordre trois) nulle.
Précisons les dérivées de P,. En écrivant

P(A+H B+K)=(B+K)(A+H)=BA+BH+ KA+ KH
on obtient la différentielle DP, (A, B) comme définie par
DP,(A,B)(H,K) = BH + KA

On remarque que 'application (A4, B) € M? — DP,(A, B) € L(M?2, M,) est linéaire. Ainsi
la différentielle seconde D*P, = D(DP,), application de M? dans L(M?2, L(M?, M,)), est
constante avec D(DP,)(A, B) = DP,. On en déduit D?(P,) nul.
Pour le calcul de la différentielle de II,, 5, on isole les termes contenant le seul facteur H

dans le développement de I1,, (M + H) = (M + H)*

k-1

(M +H)* = MF+Y " M HM" ' + Ry (M, H)

=0
ou chaque terme de la somme Ry(M, H) contient au moins deux fois le facteur H, de telle
sorte que Ry(M,H) = O(||H||?) = o(]|H]||). L’expression de DII, ; en résulte. O

Lemme 1.2. — La fonction exp est différentiable et D(exp)(0) =1d.

Démonstration. — Reprenons la définition de I’exponentielle matricielle sur M, :
(M +HY S MF+ D, (M) (H) + Ry (M, H)
(1) exp(M + H) =) "= > o
k=0 k=0
_ o~ DILo(M)(H) |~ Re(M, H)
= exp(M) +kz i —l—kz ]
=0 =0

Chaque terme Ry (M, H) est une somme de produits des matrices M et K, majorés en norme
par la somme de termes Ry (||M||, ||H]||) ot on a remplacé dans 'expression polynomiale (non
commutative) Ry(H, M) les facteur M et H par leurs normes, obtenant ainsi les termes
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correspondante >~ Ry (|| M]|, || H||)/k! est exactement égale &

M _ M ™ DIy ([ M) (H ) = el el el Fr | = o || H]))
k=0

La somme L(M)(H) = Y50, 200t oot maiorée en norme par Y50, LtMDUHD _

elMI||H|| et est une fonction hnealre de H. Ainsi
exp(M + H) = exp(M) + L(M)(H) + o[ H]}),

ce qui acheve de montrer la différentiabilité de I’application exponentielle. Pour M = 0, les
termes DII, (0) sont tous nuls, sauf pour k£ =0, ce qui donne D(exp)(0) = Id. O

On admet ici (on utilisera dans la preuve de la proposition suivante seulement la
différentiabilité a l'ordre 2)

Théoréme 1.1. — La fonction exponentielle sur ’espace des matrices carrées d’ordre n
est indéfiniment différentiable.

Définition 1.1. — Soit A une matrice de GL(n). On désigne par Ad(A) l'application
linéaire de M,, définie par Ad(A)(M) = AMA~!.

Soit B une matrice de M,,. On désigne par ad(B) I'application linéaire de M,, définie par
ad(B)(M) = [B, M] = BM — MB.

Les applications Ad et ad sont indéfiniment différentiables.
Proposition 1.1. — Pour B dans M, , on a exp(ad(B)) = Ad(exp(B)).

A L’exponentielle de exp(ad(B)) est celle dans I'espace End(M,,) d’endomorphismes de
M, , alors que celle du membre de droite est 'exponentielle définie sur M, (~ End(R").

Démonstration. — On va montrer en fait exp(tad(B)) = Ad(exp(tB)) pour tout ¢ réel.
L’application ¢(t) = exp(tad(B)), valant Id en ¢ = 0 est dérivable, de dérivée ¢'(t) =
ad(B)exp(tad(B)) = ad(B)p(t).

Soit ¥(t) = Ad(exp(tB)). Vu que Ad(A;42) = Ad(A;)Ad(Ay) et exp((s + t)B) =
exp(sB)exp(tB), on a ¥(s +t) = (s)yY(t). Vu la différentiabilité des applications Ad
et exp, l'application ¢ est dérivable, avec ¢'(0) = ad(B) vu
W(t) (M) = exp(tB)M exp(—tB) = (1+tB+o(t))M(1—tB+o(t)) = M+t(BM—MB)+o(t),
et vérifie la relation différentielle

1) = (sld).

Y'(s
soit pour s =0, ¥'(t) = ¢'(0)1(t) = ad(B)y(t). Ainsi, 1, comme ¢, vérifie dans End(M,,)
I'équation dlfferentlelle &(t) = ad(B)z(t) avec condition initiale 2(0) = 1. Les deux fonctions
@ et ¢ coincident donc. O

Proposition 1.2. — La différentielle D(exp)(M) est donnée par

D(exp)(M) = exp(ar) L~ =PIt ad(@D))

ad(M)
ot (exp(L) — 1)/L est défini par
exp(L) —1 <~ LF
— => i L € End(M,,).

k=0
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I’exponentielle scalaire. \V4

Démonstration. — Soit M une matrice de M, et & : R — End(M,) définie par
®(s) = sD(exp)(sM). En différentiant par rapport a M la relation exp((s + t)M) =
exp(sM)exp(tM), on obtient
(s +t)D(exp)((s + t)M) = sD(exp)(sM) exp(tM) + exp(sM )tD(exp)(tM)
o1t
O(s+1t) = P(s) exp(tM) + exp(sM)D(1),
ou exp(tM) et exp(sM) désignent les opérateurs de multiplication par exp(tM) et exp(sM)

resp. dans M,,. L’application ® est dérivable, ainsi en dérivant la relation précédente par
rapport a s

P'(s+t) = D'(s) exp(tM) + exp(sM )M P(t)
et prenant en s =0
D' (t) = D'(0) exp(tM) + MD(¢).

La fonction ® : R — End(M,,) vérifie I'équation différentielle linéaire & = Mx + ®'(0)e!M
avec second membre, dont I’équation différentielle homogene associée & = Mx a comme
solution exp(tM)Ay pour un Ay € End(M,,). En posant ®(t) = exp(tM)A(t), on obtient
pour la fonction A la relation différentielle

exp(tM)N'(t) = @' (0) exp(tM),
soit
N (t) = exp(—tM)P'(0) exp(tM) = Ad(exp(—tM))®'(0) = exp(—tad(M))P'(0).
Vu A(0) = ®(0) =0, on a donc

¢ 1 —exp(—tad(M))
At) = —wad(M))dud'(0) = P’
(1) = [ esp(—uad(a)auw') o)
ol la derniere égalité s’obtient en comparant les dérivées des deux membres. On a en outre
O(t) —
d'(0) = %in% o) — ¢(0) = %in& D(exp)(tM) = D(exp)(0) = 1d.
On en déduit le résultat annoncé. O

CHAPITRE 2

RETOUR AUX CHAMPS DE VECTEURS

Au champ de vecteurs X : m € U(C R™) — X (m) € R" est associé I’équation différentielle

2) &= X(x).



LA VUUuve C\iu(hblull ulllvivldlivivilcv UL lJl wililivl Uil v wou o o l))’ IJC \\JJU @MUULLULLLC}, A vuJulillviuvilil

d’introduire une dimension de phase supplémentaire : I’équation différentielle
T = f(t,z)

avec condition initiale z(tg) = x est équivalent au systéme

{s'zl
T = f(s,x)

avec conditions initiales s(ty) = tg,z(t9) = =. Nous nous intéressons ici exclusivement aux
systemes autonomes.

On supposera dans la suite que le champ est C*, avec k& au moins égal & 1 : ainsi le
théoreme de Cauchy-Lipschitz assure 'existence et 'unicité de la solution maximale définie
SUr (tmin, tmax)- Le champ est dit complet si la solution maximale est définie sur R tout
entier. Dans ce cas, on note ¢;(m) la solution de (2) avec conditions initiales z(ty) = myg.
Pour simplifier, on supposera le champ complet et pour les résultats locaux au voisinage de
mg, on prendra le champ défini sur R" tout entier, nul en dehors d’une boule B(my, ),
a > 0 (ce qu’on obtient a partir d’'un champ défini au voisinage de mg en multipliant par une
fonction lisse a support borné et valant 1 au voisinage de my : de telle fonction tronquante
existe a profusion).

On admet ici le théoreme suivant de dépendance lisse par rapport aux conditions initiales
et au temps.

Théoréme* 2.1. — Soit X un champ de vecteurs sur U complet de classe C1. Alors le
flot (t,2) € R x U — U est de classe C*.

Lemme 2.1. — La transformation ¢; est un difféomorphisme de U .
On a Dmipr(m)[X (m)] = X (p(m)).

Démonstration. — On a vu que le flot vérifiait

(3) Pit+s = Ps © Pg.

Ainsi ¢, est bijective de U dans U, d’inverse ¢_,. D’apres le théoreme précédent, ¢, et ¢,
sont différentiables, ainsi ¢; est un difféomorphisme.
Dérivant par rapport a s la relation @5 = @y 0 @

X(prea(m)) = 222 _ oo (m) [d% <m>] = Dyipr(pa(m)) X (o))

dt ds

et évaluant en s = 0, on obtient
X(pi(m)) = Dinpr(m)(X (m)).

2.1. Changement de variable

Soit @ un difféomorphisme de U sur V' = ®(U) et X un champ de vecteurs sur U.
Le difféfomorphisme & transporte le portrait de phase sur U associé au champ X sur un
ensemble de courbes dans V = ®(U), qui se révele étre le portrait de phase d’'un champ de
vecteurs Y sur V.

Définition/Proposition 2.1. — Soit ® un difféomorphisme de U sur V de classe C? et
X un champ de vecteurs C* sur U. Le champ de vecteurs ®,X sur V est défini par

©.X(y) = DO (y))(X (27 (), yeV.

Sit € I — x(t) est une solution de & = X(z) , alors t € [ — ®(z(t)) est une solution de
y=0.(X)(y)).
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potheése C? pour ® est importante pour pouvoir assurer que ®,X est de classe C'. Par
ailleurs, on remarque (® o V), = &, o ¥, ou d, désigne la transformation qui au champ de
vecteurs X sur U associe le champ de vecteurs ¢, X sur V = &(U). \V4

Démonstration. — On dérive par rapport a t

iq)(ﬂf(t)) = DO(x(t)#(t) = D (2(1)) X ((t))

dt
= DO(O™H(D(x(1))) X (27 (D(x(1))) = DX (D(x(1))- =

Ezemple 2.1. — Soit @ : (z,y) € (RF)> — (p=logz,q =logy) € R? et X le champ de
Lotka-Volterra X (x,y) = (ax — bxy, cxy — dy). Alors, si (p,q) = ®(z,vy),

0. X(a) = D2 )Xl = (5710} (2 5) = (677 = @bt~

cxy — dy cr —d
On remarque, que si H est la fonction sur R? définie par
H(p,q) = —aq +be? + ce? —dp, (p,q) € R?,

alors le champ ®,X vérifie

(4) . X(p,q) = (—a—H(p, q), %—;j(p, Q)) ,

dq
ce qui explique facilement pourquoi H est une intégrale de premiere de ®,X : pour une
solution (p(t), q(t))

d oH oH

EH(p(t% q(t)) = a—p(p, q)p(t) + a—q(p, q)q(t) = 0.

Que H o® soit une intégrale de X a été vérifié par un calcul aisé, mais n’a pas d’explication
aussi simple que pour H relativement a ¢,.X .

Un autre exemple est donné par les coordonnées polaires, qui constituent un changement
local de variable : @ transforme les coordonnées cartésiennes (z,y) € R? (ou z =z +iy €
C ~ R?) en les coordonnées polaires (r,0) € R** x R. On a vu précédemment que si z est
solution de Zz = iz+(1—|z|?)z, alors le module r = |z| (resp. 'argument ) vérifie I'équation
différentielle # = r(1 — r2) (resp. § = 1). En fait, le couple (r,8) est solution du champ de
vecteurs ®,z. En effet,

B x/r y/r
poe = (L ip) ot )
et on vérifie que
D(I)(.CE, y)X(Q?, y)leriy:reiG = (T<1 - TQ)? 1) u

Théoréme 2.2 (Théoréme de redressement). — Soit X un champ de classe C* et my
tel que X (mg) soit non nul. Alors il existe un difféomorphisme ® défini au voisinage de my
tel que ®,X soit un champ constant.

A\ Les solutions du champ constant X (m) = v sont données par z(t) = v(t — to) + xo : le
portrait de phase est constitué de droites paralleles. \V4

Démonstration. — Soit H un hyperplan de R” tel que H HRX (mg) = R™ ; on identifiera H
A un espace R"! avec (h,t) € R" xR comme coordonnées. On introduit la transformation
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le théoreme 2.1, la transformation ¥ est de classe C'. De plus, vu

d dpo(mg + th) d(mg + th)
DU h0) = —W tho ), — polimo wth) - @\ho T )y
(Mo, 0)(h, 0) dt (mo + th, 0)—o dt 1t=0 dt =0
d do(m
DU(my,0)(0,1) = (o, t)—o = do(mo) - _ X (mo),
dt dt  jt=0

I'image de DW(my, 0) contient les deux sous-espaces H et RX (mg) supplémentaires de R”.
La différentielle DW(my,0) est surjective et donc un isomorphisme de H @ RX (mg) sur R”.
Ainsi, d’apres le théoreme d’inversion locale, ¥ est un difféomorphisme d’un voisinage U
de (h = 0,t = 0) sur un voisinage de myg, avec, si Y désigne le champ constant (0,1) sur
H x RX (my)

.Y (¢,(h)) = DU(h,1)Y (h,t) = DU(h,1)(0,1) = DW(h, 1) {i(o, S)M]

ds
= L0t + )0 = oMo = X (1(1)
ds ) |s=0 ds Pt+sV)]s=0 Pt )
soit, avec ® = U1,

o X =Y. O
Exemple 2.2. — Soit ¢ une transformation de R™ et X un champ de vecteurs tel que
0.X = +X. Ainsi, si t — (t) est une solution de & = X (z), alors t — 0(t) = o(y(t)) est
une solution de § = +X(y). Dans le cas ou 6 est solution de § = —X(y), en renversant le

temps, 4. e. en prenant 0(t) = #(—t), on obtient une solution de & = X (x). Ainsi, un champ
X invariant au signe pres sous ’action de ¢ a un portait de phase invariant sous I’action de
o :si O est une orbite du champ X, 0(O) en est aussi une.

Par exemple, le pendule mathématique & =y, = —sinz est associé au champ X (z,y) =
(y, —sinz) antiinvariant par la symétrie o par rapport a ’axe horizontal

ey 5) (k) (@) -xees

2.2. Points d’équilibre
Le point mg est un point d’équilibre du champ de vecteurs X si X (mg) = 0.

Exemple 2.3. — Soit f différentiable. Le champ X = grad f a comme points d’équilibre
les points critiques de f.

Si le champ X est C!, le développement limité de X au voisinage d’un point d’équilibre
Mo
X(m) = DX(mo)(m —mg) + o([lm — mol|)

incite a examiner le champ X au premier ordre au voisinage de my.

Définition 2.1. — Si mg est un point d’équilibre de X, le champ linéarisé de X en myg
est le champ linéaire X, défini par X,(u) = DX (mo)u,u € R™. L’équation linéarisée de
I'équation différentielle & = X (z) est I’équation

= DX (mg)u.

Théoréme* 2.3. — Soit my un point d’équilibre du champ X de classe C'. Si DX (my)
n’a pas de valeur propre purement imaginaire, le portrait de phase du champ X au voisinage
de mo “ressemble” a celui du champ linéarisé DX (my) : il existe un difféomorphisme ®
défini sur un voisinage de mq tel que . X = DX (my) ; le difféomorphisme ® transporte le
portrait de phase de X au voisinage de my sur celui de DX (mg) au voisinage de u = 0.
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T=y
(5) {._ o
Y = —SINT — KY

On a étudié le cas k = 0, pour lequel H(z,y) = y?/2 — cosx est une intégrale premicre
(le systeme est du type (&,9) = (0,H(x,y), —0,H(x,y)) comme le systeme (4) de Lotka-
Volterra en coordonnées (p,q)).

Le linéarisé de (5) au point d’équilibre my = (0,0) est

’dl = U2
712 = —U1 — I{IUQ
avec comme valeurs propres (—k + vk? —4)/2. Si 0 < k < 2, le champ X a au voisinage

de mo = (0,0) des trajectoires spiralant vers mq lorsque t — +00.
Le linéarisé de (5) au point d’équilibre my = (m,0) est

Ul = U9
ug = U1 — kUQ
avec comme valeurs propres (—k + k2 +4)/2. Le champ X au voisinage de (0,0) a deux

trajectoires convergent vers mg, deux s’en éloignant et les autres dans la configuration en
col.

Théoréeme* 2.4. — Si toutes les valeurs propres de DX (my) sont de partie réelles stric-
tement négatives, le point d’équilibre my est asymptotiquement stable, i. e. pour tout <, il
existe § > 0 tel que si m est dans la boule B(my, ), la trajectoire (¢i(m),t > 0) est incluse
dans la boule B(mg,e) et limy_, o @i(m) = my.

Invoquant le théoreme 2.3, il suffit de démontrer la stabilité asymptotique pour les champs
linéaires a valeurs propres toutes de partie réelle strictement négative, stabilité asympto-
tique qui résulte des formes normales de telles matrices. On peut reprendre ce théoreme en
établissant 'existence de fonctions dites de Liapounowv.

Proposition* 2.1. — Soit mg un point d’équilibre du champ X de classe C' avec toutes
les valeurs propres du champ linéarisé DX (mg) a partie réelle strictement négative. Il existe
une fonction L définie sur un voisinage U de mgy et des constantes C,~v > 0 telles que pour
m e U, Lim) > C|lm —mygl|]* et L(gi(m)) =O0(e™),t > 0.

On va se contenter de donner une fonction de Liapounov pour un systeme linéaire @ = Au
avec A de rang 2 a spectre inclus dans Rez < 0. Si A est diagonalisable (dans C), on
considere une base (vy,vy) de vecteurs propres, avec valeurs propres Aj, Ay respectives. Si
A n’est pas diagonalisable, il existe une base (w;,ws) telle que w; est un vecteur propre
de valeur propre A et Aw, = w; + A\w,. En prenant v; = n~lw; et v, = wy, on a une
base (vi,vs) telle que Av; = Avy, Avg = nuy + Avy. on pose alors L(m) = |z1|> + |z3]* ou
m = T1V1 + TaVs.

Si A est diagonalisable, avec 7 = — max(Re A1, Re A2), on a

L(em) = ez |* 4 [e?225]* < e (|z1|* + |22]?) = e L(m), >0,
alors que si A n’est pas diagonalisable, avec v = —Re A,

L(e"m) = [ (w1 + tna)[* + [ (nas) [ < 7 S e (w1 + tnza]® + [z2]),
t>

pour une constante C' convenable, v = —\ 4 ¢ et en ayant pris € > 0 suffisamment petit.
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Si h est une fonction définie sur un ouvert U de R™, rappelons que le gradient de h est
le champ de vecteur Vh = grad h défini sur U tel que pour tout vecteur v € R”

Dh(m)(v) = (Vh(m),v), meU.

Lemme 2.2. — Les points critiques de h coincident avec les points d’équilibre du gradient
Vh. En un point d’équilibre mqy de Vh, le champ linéarisé est donné par la matrice hessienne
de la fonction h.

La fonction h est strictement croissante le long de toute trajectoire issue d’un point non
critique pour h.

Démonstration. — Le champ linéarisé est donné par DVh(mg) : la matrice jacobienne
Jac Vh est constituée des dérivées partielles 0,,0,,h : c’est la hessienne Hess h(my).
Pour une trajectoire v de 1'équation différentielle & = Vh(x), la dérivée

W = Dh(5(1)) = (Vh(y(1)).5() = [Vh(y(®))II

est strictement positive le long d’une trajectoire ne passant pas par un point d’équilibre. [J

A Soit mg un point critique de h avec Hessh(mg) de rang maximum. Alors la matrice
Hess h(myg), qui est symétrique, a des valeurs propres non nulles : le portait de phase du
champ de gradient VA au voisinage de mg est, a difféomorphisme pres, celui du champ
linéaire constant donné par Hess h(mg), i. e. de I'équation différentielle © = Hess h(mg)v au
voisinage de v = 0. \V4

Proposition 2.2. — Soit h une fonction de classe C* définie sur R? telle que A = {h > 0}
est compact, la partie {h = 0} est une courbe réguliére et A ne contient qu’'un nombre fini
de points critiques.

Alors toute solution mazimale v : t € (Thin, Tmax) — Y(t) de @ = Vh avec conditions
initiales dans A satisfait Ty = +00.

Toute trajectoire ((t))i>o avec v(0) dans A converge vers un des points critiques de f
dans A.

Exemple 2.5. — Soit h la fonction définie sur le plan par
h(x7y>:10_(x(1_'x))2_y2a (Jf,y) ERQ‘

Vu que h(m) — —oo lorsque m — oo, la partie A = {h > 0} est compacte. La fonction h
a pour gradient
Vh(z,y) = (—2z(1 — z)(1 — 2x), —2y)

et hessienne

Hess(f)(x,y) = (‘2“ + (e~ 1) _02) -
Les points critiques de h sont mo = (0,0),m1 = (1/2,0),m; = (1,0), avec hessienne
d’indice 2,1,2 et valeurs de h égales a 10,159/160, 10 resp. Les points mg et m; sont des
maximaux globaux, stricts a leur voisinage, alors que my/, est un point col.

La partie L, = {h = hy} est une courbe réguliere, sauf pour hg = 10, pour lequel L4 est
réduit aux deux maximaux de h et hg = 159/160 ot Li59,160 contient le point critique my /s :
d’apres le lemme de Morse 3.1 ci-apres, au voisinage de my 2, le niveau Li59/160 est 'image
de deux segments de droites transverses par un difféomorphisme et les courbes Lis59/160+<,
avec € non nul petit, des portions d’hyperboles. Les courbes L1y_. avec € > 0 petit sont des
ovales contenant mg ou m; en leur intérieur.

En rappelant que les trajectoires sont orthogonales aux courbes régulieres L, les
différents éléments précédents permettent de tracer qualitativement le portrait de phase de
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permet d’en préciser le tracé.

Preuve de la propostion 2.2. — Sur Ly = {h = 0}, le gradient Vh est non nul et toute
solution v de @ = Vh(z) avec (ty) € Ly est croissante sur h : ainsi, pour ¢ > f, la
solution ~y(t) est dans A. Une solution ne peut quitter A.

Ainsi la trajectoire ((t)):>o reste dans le compact A et d’aprés la proposition 1.4.1, la
solution maximale est définie dans le futur sur R™ tout entier.

La seconde partie résulte de deux lemmes

Lemme 2.3. — Si my est un point d’adhérence de la trajectoire (y(t))i>o0, alors le point
Moo €St un point critique de h.

Preuve du lemme 2.3. — 1l existe une suite croissante (t,),>o de limite +oco telle que la
suite (v(tn))n>0 converge vers meo,. SUPposSoOns me, non critique, i. e. Vh non nul en my,
et donc sur un des voisinages. Si ¢(t,m),t > 0,m € A, désigne le flot de Vh, alors

(6) h(o(1,meo)) = h(meo) +/0 IVAI (o (t, moo))dt > h(1mcc).

On a pareillement h(y(s)) < h(y(t) si s < t. Si l'entier n est choisi tel que t7 > ¢, + 1,
I'inégalité
h(v(tn)) < h(y(tn + 1)) = h(e(1,7(tn))) < h(y(t3))

donne par passage a la limite 'inégalité
h(mo) < h(p(1,me)) < h(me),

qui ne peut avoir lieu vu 'inégalité stricte dans (6). ]
Lemme 2.4. — La trajectoire (y(t))i>0 ne peut avoir deuz points d’adhérence disjoints.

Preuve du lemme 2.4. — Supposons 'existence d’une suite (t,),>0 strictement croissante
avec t, — 400, Y(ta,) — mg et Y(tani1) — my, mo et my étant distincts. Soit r tel
que les boules B(mqg,r) et B(mq,r) sont disjointes et ne contiennent pas d’autre point
critique de h que mg ou m; dans leur adhérence. Il existe N tel que pour n > N et
Jj = 0,1 le point v(t2,4;) soit dans la boule B(m;,r). Vu la continuité de la fonction
t € [ton, tant1] — d((t), mo) —r de signe opposé aux extrémités de cet intervalle, il existe un
réel s, € (tan, tant+1) tel que d(7y(s,), mo) = r. La suite (7(sy))n>n a un point d’adhérence,
qui est dans la sphere {d(m,mg) = r} et est un point critique d’apres le lemme précédent, ce
qui n’est pas possible d’apres le choix de r. Le lemme s’en trouve démontré par 'absurde. [

La trajectoire (7(t))i>0, incluse dans le compact A admet des points d’adhérence, qui
sont nécessairement des points critiques de h (i. e. des points d’équilibre du gradient Vh).
Par unicité de ceux-ci, la trajectoire converge nécessairement vers un point critique. L]

2.4. Un autre exemple de champ de gradient
Soit h la fonction définie sur le plan par
h(z,y) =ysinz, (z,y) € R

Son gradient
Vh(z,y) = (ycosz,sinzx)
a croissance sous-linéaire
IVA(z,y)|| < [y[ +1
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par les transformations
(x,y) = (v + km,y), keZ
(z,y) = (2 + 7, —y).

Ainsi, pour tracer son portrait de phase, il suffira de compléter par I'action de ces symétries
le portrait sur la partie {0 <z <7,y > 0}.
Ses points d’équilibre sont my, = (km,0) avec k € Z. La hessienne de h est

—ysinx coszx
Hess(1) ) = (20T 0T,

ainsi, le champ linéarisé au point d’équilibre my est le champ linéaire de matrice

tess(h) ) = (e ).

avec vecteurs propres (1,41) pour les valeurs propres +(—1)* : on a une configuration en
col.

Si ho est non nul, les courbes {h = ho} sont les courbes y = hy/sinz. L’ensemble de
niveau {h = 0} est constitué de ’axe horizontal y = 0 et des droites verticales passant par
les points d’équilibres.

Suivant les définiiton des iscoclines,

Définition 2.2. — La courbe 7 est une isocline pour la pente m du champ planaire X =
(X1, X2) si m= X5/X; le long de 7.

le champ Vh a pour isoclines verticales ’axe horizontal y = 0 et les droites x = w/2+nm,n €
7, qui sont des trajectoires du flot. Ses isoclines horizontales sont les droites verticales passant
par les points d’équilibres.

2.5. Dernieres remarques sur les champs de gradient plans

Indiquons deux propriétés des champs de gradient, qui donnent des condtions nécessaires
pour que le champ X soit un champ de gradient.

— Si h est de classe C?, alors les composantes (vy,v2) du champ de gradient Vi = (vy, v9)
vérifient O,v1(x,y) = O0,v2(x,y), comme corollaire de I'égalité des dérivées croisées
92,0z, y) = 0;,h(z,y) (cf le théoreme de Schwarz I1.5.3).

— Un champ de gradient Vh n’a pas de trajectoire T-périodique de période 7" non nulle :
en effet, la fonction ¢ — h(v(t)) est strictement croissante le long d’une trajectoire qui
n’est pas un point d’équilibre.

Le champ linéaire Xo(x,y) = (—y,x) n’est pas un champ de gradient. Il ne vérifie pas la
premicre condition, et ses trajectoires sont toutes périodiques, comme l'indique ’expression
de ses solutions en terme de la coordonnées complexe z =z + iy : 2(t) = e''2.

Par ailleurs, le champ Xi(z,y) = (—y/(2* + v*),z/(2* + y?)) défini sur R? \ {(0,0)}
vérifie la premiere condition, mais a des trajectoires périodiques : la fonction R définie par
R(z,y) = 2% + y?, (z,y) € R? est constante le long d'une trajectoire, ainsi (z,y) = Xi(z,y)
avec condition initiale (z¢,10) est équivalent au systeme (i,7) = Ry ' Xo(z,y), résolu comme
2(t) = efoy . En fait, X colinéaire & X, a méme portrait de phase : en général la
multiplication du champ X par la fonction f revient a un changement de variable temporelle
dans le flot de X . En effet, pour ¢t — ~(t) trajectoire de X, le changement de temps ¢ induit

w = ()X (Y(1)
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o(t) = o(to) + / £(2(s))ds.

Soit ® un difféomorphisme de U sur V', d'inverse W. Si X est un champ sur U, ®.(X)
a été défini dans la définition 2.1 comme le champ défini sur V' par
q)*(X)(uv'U) = D@(\P(U,U)) [X(\II(U,U))], (U,U) € V.

Si X est le champ de gradient X = Vh, comparons les champs ®,(Vh) et V(ho ¥). On
notera, pour (u,v) € V., ¥(u,v) = (Vy(u,v), ¥y(u,v)). Alors,

V(hoW)(u,v)=" (M(u, v), M(u, v))

ou v
oh 0w,y oh ow,

_ %(\If(u,v))aa?(u,v)%—%(\D(u,v))gg(uw)
5 L 0) = (u,v) + 8_y<qj<u’v))ﬁ(“’“)
ov ov oh
) S22 (w0) [ 5o (W)

B 88\17’;1 éa\f’g g%

W(u, v) W(u, v) a—y(‘lf(u, v))

= "D (u, v)VA(¥(u,v)) = [DD(T(u,v))] " VA(T(u,v))

Ainsi, si pour (z,y) € U, on a ' [D®(z,y)] " = D®(z,y), i. e. DP(x,y) est une isométrie,
alors les champs ®,(Vh) et V(h o W) sont égaux. Ainsi en général, les champs ®,.(Vh) et
V(h o W) ne coincident pas.

CHAPITRE 3

LE LEMME DE MORSE

Si mg n’est pas un point critique de f, alors, supposant 0., f(mg) non nul, ce qu’il est
toujours loisible de faire apres renumérotation des variables éventuellement, le changement
de variable ¥ : z = (21,29,...,2,) — (f(x),x9,...,2,) rameéne f = m o ¥ localement a
la projection linéaire m; : * — x7. Ainsi, au voisinage d’un point non critique, une fonction
est linéaire a changement de variable pres et es surfaces de niveau de f sont des portions
d’hyperplans paralleles.

Le lemme de Morse donne comme forme normale pour une fonction f au voisinage d'un
point critique une fonction quadratique : a changement de variable pres, les courbes de niveau
{f(m) = f(mg)+e} sont celles des formes quadratiques. En particulier, en dimension n = 2,
les lignes de niveau sont des ellipses ou des hyperboles (avec leurs directions asymptotes).

Commencons par 'action d’un difféomorphisme sur la hessienne en un point critique.

Lemme 3.1. — Si mq est un point critique de f et ® un changement de variable d’un
voisinage de mo sur un voisinage de mg = ®(mg), alors Hess(f o ®)(mg) = Hess f(myg) o
D®(my).
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_ & [f o ®(ig + tV)]

Hess(f o ®)(mg)(V)
dt? |t=0

_d[Df(®(mo +tV))DP(mg +tV)V]

B dt |t=0

= [Hess f(®(mo + tV))(DP(mo + tV)V)

+ Df(@(ig + V) D*®(ig + tV)(V)V]

= Hess f(mo)(D®(mo)V)
ce qui est la relation annoncée. O
Théoréme 3.1 (Lemme de Morse). — Soit f une fonction de classe C",r > 2, sur

un ouwvert U C R™, mg € U wun point critique de f dont la hessienne est de rang n.
Alors il existe un changement de variable ® : Vo — Uy de classe C™™ ou Uy (resp. V)
est un wvoisinage de mo dans U (resp. 0 dans R"™) et QQ une forme quadratique tels que

fo®(y) = f(mo) +Qy),y € Vo.
A D’apres le lemme 3.1, la forme quadratique @ est donnée par %Hess f(mg) o D®(0). v

Démonstration. — Pour simplifier, on fera 'hypothese f de classe C*° définie sur R", my
coincidant avec l'origine et f(mg) nul. Seuls les cas des dimensions n = 1 et 2 seront
développés ici : ils suffisent a faire comprendre la démonstration du cas général, dont la
rédaction des détails est laissée au lecteur.

En dimension n = 1, I'hypothese signifie f(0) = f/(0) = 0 et f”(0) non nul. D’apres la
formule de Taylor avec reste intégral

(7) f(t) = t2/0 (1—39)f"(ts)ds, teR,

la fonction f est au voisinage de ¢t = 0 de la forme f(t) = fN(TO)tz(l +r(t)) avec la fonction
r de classe C* et nulle en ¢t = 0. La fonction 1 définie au voisinage de t = 0 par ¥(t) =
ty/1+7(t) est de classe C™ avec ¢'(0) = 1 : ¢’est donc un difféomorphisme local. Si ® note
son inverse, on a f(®(u)) = @UQ, ce qui acheve la preuve.

La preuve de la dimension n = 2 repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.2. — Soit f de classe C* définie sur un voisinage de l'origine U dans Ri’y telle
que 9, f(0) = 0,0% f(0) # 0. Alors, il existe un changement de variable ® d’un voisinage
de Uorigine Vi sur un voisinage de l'origine Uy C U et une fonction F d’une variable, tous
deuzx de classe C*, tel que

(8) fo®(u,v) =0%f(0)u?+ F(v), (u,v)€ V.

La preuve du lemme de Morse se termine en utilisant le lemme 3.2 : la hessienne d’une
fonction en un point critique se transforme sous I’action d’un changement de variable comme
une forme quadratique sous 'action de la différentielle du changement de variable.

Ainsi, pour f fonction de deux variables avec l'origine comme point critique de hessienne
de rang 2, a changement de variable linéaire pres, on peut supposer que les hypotheses du
lemme 3.2 sont satisfaites. Par un changement de variable, on se ramene donc a une fonction
f dela forme (8) : la fonction f étant a hessienne de rang maximum, il en est de méme de f
dont la hessienne est la matrice diagonale Diag(92 f(0), 0% F(v)) et donc la dérivée seconde
0% F(0) est non nulle et la fonction F' est de la forme av® apres changemaent de variable
(cas de la dimension n = 1 du lemme de Morse). Ainsi, composant tous ces changements de
variables, on en a obtenu un, noté encore @, tel que f o ® soit une forme quadratique. [
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assure 'existence d'une fonction ¢ définie au voisinage de y = 0 avec ¥(0) = 0 et telle
que l'équation O, f(z,y) = 0 au voisinage de l'origine de R? soit équivalente a 1'égalité
x = (y). Définissions le changement de variable © par O(u,v) = (u + ¥ (v),v). Alors, la
fonction f = f o ® donnée par

f(u7v> = f(u + w<v)7v)a

vérifie 8,f(0,v) = 8, f(1h(v),v) = 0 et 9% f(0,v) = 82 f(¢(v),v) non nul au voisinage de
v = 0. Par suite, en reprenant la formule intégrale de Taylor-Lagrange (7) avec parametre v,

on a fu,v) = F(0,0) +ug(u,v) ot g(0,0) = P f((0),v)/2 et 9(0,0) = % f(0,0)/2 # 0.
En reprenant le preuve de la dimension 1, on trouve une fonction h(u,v) telle que g(u,v) =
0%, £(0,0)h(u,v)* avec h de classe C* au voisinage de l'origine et h(0,0) = 1/4/2. Alors le
changement de variable ®; tel que ®;(u,v) = (uh(u,v),v) vérifie

fo @ (ur,v1) = f(0,01) + 95 £(0,0)ut
et on prendra ¢ =0 o 5;1. O
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