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Modele paramétrique
Statistique Bayésienne On observe une réalisation d’un vecteur aléatoire xi, ..., x,
X=(X1,...,Xn) ~ fg(")(x), 0 € © est inconnu
Anne Philippe
On suppose que la famille de lois {fe("); RS @} est connue
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Modele Bayésien
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Modele Bayésien

Statistique

Approche bayésienne i
Anne Philippe
» Incertitude sur le parameétre 0 est représentée par une T

probabilité m sur ©.
» Le parametre inconnu devient une variable aléatoire
comme les observations

» On interpréte la loi des observations fy comme la loi
conditionnelle des observations sachant 6

F(x168) = fo(x)

Définition l

7 est la loi a priori sur 6. )
Xi, ...X, observations

Inférence Bayésienne

loi a priori
0~
On actualise la loi sur 6
a partir des observations
_ (6)
m(0|x) = f(x]6) )
Définition

La loi conditionnelle de 6 sachant les observations x
appelée loi a posteriori

Statistique

Bayésienne
Anne Philippe
Modele Bayésien

Observations
X1...%Xn ~ (x|6)

est

1 o N Statistique

Les lois qui interviennent ... Bayésienne
Anne Philippe
On se donne f(x|0) et 7(6) Modzle Bayésien

> la loi jointe de (6, x),
(0, x) = f(x|0)m(0);

> la loi marginale de x,

m(x) = /ap(@,x) df = /f(x|0)7r(9) do;

» la loi a posteriori de 0,

F(x|6)m(6)

7(0]x) = )




A N 4 . . . . Statistique
évolution séquentielle de la loi a posteriori Beyésienne
n observations Anne Philippe

Modele Bayésien

loi a priori Observations

0 ~ mo(60) l (X1, ..-%n) ~ £(x|0)

Loi a posteriori
O|x ~ mn(0]x1, ...Xn)

Mise a jour : on observe X41

loi a priori Observation
0 ~ mn(0]x1, ... Xn) l Xnt1 ~ F(x]0)

Loi a posteriori
Tnt1(0|X1, - -Xny Xnt1)
< Tp(0]X1, -vey Xn ) (Xn41|0)

Statistique

Modeéle binomial : Piéces conformes Bayésienne

. Anne Philippe
» X représente le nombre de pieces non-conformes dans

un lot de n piéces. el Bt

» La proportion p de pieces non conformes est inconnue :
"toutes les valeurs sont équiprobables.”

Traduction bayésienne

> La loi a priori : la loi uniforme m(p) = Tjp 1j(p)
» Observation X : X ~ B(n,p) :
P(X = x|p) = (J)p*(1 = p)"*
» Loi a posteriori sur p : c'est une loi beta
Be(x+1,n—x+1)

m(p|X = x) o< P(X = x|p)m(p) = p*(1 — p)" *Ipo,1)(P)

Statistique
H _ _a a1 _ ab L
Loi Beta x ~ Be(a, b), E(x) = S5 €t Var(x) = GTBPThTT) Bayésienne
Anne Philippe
a.s o.s o.s o.s
_ D - = Modele Bayésien
ols 3 2 s
T : 2] 3 ] I
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Modele Bayésien
1. La loi a priori sur p : loi uniforme

1
la moyenne de p vaut 5

2. On observe x le nombre de pieces défectueuses

4

3. La loi a posteriori sur p : loi beta
La moyenne de p sachant x vaut

x+1 1 n X

E(plx) = 1> =2~
(P = 2 =2 "3t r1) Tne2




la loi a priori uniforme ~- suite des lois a posteriori quand le nb

observations (n) varie
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Modele Bayésien

Modification de la loi a priori

On envisage deux situations : une loi a priori sur p
» favorisant p < 1/2
» favorisant p > 1/2
On suppose que p suit a priori une loi beta
> loi a priori p ~ Be(a, b)
» loi a posteriori sur p ~ Be(a+ x, b+ n— x)
Choix de (a, b) :
> a << b favorise les valeurs de p < 1/2
» a >> b favorise les valeurs de p > 1/2

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Modele Bayésien

Statistique . - Statistique
loi a priori favorisant p < 1/2 ou p > 1/2 Bavésionne Comportement asymptotique de la loi a Bayésienne

Anne Philippe pOSterlorl Anne Philippe

i s - = - Modele Bayésien Modele Bayésien

£ - \ = Q = - Soit X, ..., X, iid suivant la loi fy et 0y la vraie valeur du

= —— == s == s A== parametre.

- s =0 2s Théoreme

- - ] Soit 7(-) la densité de la loi a priori sur § € © C R, continue

- ~ ~ et positive en 6y, ko € N . Soit U un voisinage de 6.

- ] 7 Pour un modéle régulier, on a

L - - / (0] Xen) 49 — 1.

- 7 - U

- -] =] quand n — 00,




Théoreme de Bernstein-von Mises

Théoreme

Soit 7(-) la densité de la loi a priori sur € © C R, continue
et positive en 6y, kg € N. Soit 6,, I'estimateur du maximum
de vraisemblance et notons

t=n2(0 — 0,)

et Tn(-|X1:n) la densité de la loi de t conditionnellement aux
observations Xi.,, alors sous les hypothéses de régularité du
modéle, nous avons

/ [FaltX1:n) = (27) 72 11(B0) 221 dt — 0 ps,
R

ot I(-) désigne I'information de Fisher du modéle et 0y la
vraie valeur du paramétre.

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Modele Bayésien

Statistique

Loi a priori impropre Bayésienne

Anne Philippe

Soit 7 une mesure positive et non une loi de probabilité sur
©, i.e. w(A) > 0 pour tout 6 € © et

Modele Bayésien

/7r(9) 6 = +oo.

Le cadre bayésien s'étend a un tel choix de loi a priori, dite
impropre, dés lors que

m(x) := / f(x|0)m(0) df < +oo.
La loi a posteriori est définie par
(61x) = w(0)F(x[6)—
x) = x|0)——
™ T m(X)

C'est bien une loi de probabilité

Inférence
Estimateurs de Bayes
Régions de crédibilité
Prévision des futures observations

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Inférence

Statistique

Approximation de Monte Carlo e

. . . o Anne Philippe
L'inférence est calculée a partir de la loi a posteriori.

Elle utilise
i . Inférence
» sa fonction de répartition
» sa densité
» sa fonction quantile
» sa constante de normalisation
> ses moments
» son mode

Ces quantités ne sont généralement pas connues
explicitement et une approximation de Monte Carlo est
nécessaire pour calculer

> les régions de confiance,
> les estimateurs de Bayes de h(0)

> les lois prédictives




Description de la méthode Eovécieme Construction d'un estimateur de Bayes Bovesenne
Simuler Anne Philippe Questlon Anne Philippe
01,...,0m ~ m(6] x) ou une loi qui approche m(6|x) Quelle est la meilleure procédure pour estimer g(6) a partir
Inférence 5 A
de la loi a posteriori ? Eotimateurs do Bayes
Approche exacte ou méthode (MCMC) _ .
A partir de I'échantillon simulé, on estime Elle repose sur la notion de risque
» la densité 7(6|x) par un estimateur classique 1. Risque (freq_uentlste) :
(histogramme / estimateur & noyau) calculé sur > quadratique
O, O g -~ R(O.) = Ba((0 ~ 500)) = [ (0= 500)7(x10)
» la fonction de répartition par le processus empirique X
» errreur absolue
1 m
Fin(01x) = > Ti-co,01(01) R(6.6) = Eall9  50) = [ 16~ 50:)17(x0)dx
M4 X
] ) ] o 2. Version Bayesienne du risque :
» la fonction quantile par les quantiles empiriques de
I'échantillon r(m,0) = E™[R(0,0)] = / R(6,5)m(0)do
e
Qm(alx) = F(a|x) =inf{t: Fy(t|x) > a}
Construction de I'estimateur de Bayes evésienne Approximation des estimateurs par Monte Carlo Bevisienne
Anne Philppe » A partir de I'échantillon simulé suivant la loi a posteriori Anne Philppe
01,...,0m
éta nt donné . Estimateurs de Bayes Estimateurs de Bayes

» la loi des observations x ~ f(x|6),

> la loi a priori 7

On cherche I'estimateur 6™ qui minimise le risque bayésien

Risque quadratique
" (x) = E(0]x)

Risque absolu
0™ (x) est la médiane de loi a
posteriori

» On approche E(h(0)|x) par

= LY Th6) T s
i=1

Moyenne empirique
Propriétés :
> E(ln) = E(0]x)
> Var(lp,) = L Var(61]x)
la vitesse 1/m est indépendante de la dimension

Remarque

Pour le risque absolu on approche I'estimateur par

Qm(1/2]x)




Famille exponentielle Bovécieme Propriété asymptotique de |'estimateur de Bayes = Baeseons
La densité est de la forme : f(x]0) = h(x)exp{€ - x — ()} Anne Philippe Anne Philippe
Cette famille de lois contient les lois gaussiennes, (3,
binomiales, Poisson....

Choix d'une loi a priori R Théoreme e
Sous les hypothéses du théoréme de Théoreme de
_ 6.u—p(0)
m(0]u A) = K(p, A) e Bernstein-von Mises.
A priori (p, \) ~ A posteriori (u + x, A+ 1) Die pilie @ ipeoze Guis
On estime la moyenne de la loi Eg(X71) = () / O(0) df < oo
1. a priori ©
E(y(0)) = n/A Nous avons n
2. a posteriori Vn(E(0]x1, .xn) = 0) = 0
. presque siirement
1+ DX
E(«(0 Xp) = —=—
()b, o) = P2
3. quand n tend vers I'infini, E(£(0)|x1, ...xn) est
équivalent a la moyenne empirique

Estimation d'un support de loi evésienne L'estimateur du maximum a posteriori (MAP) Bevisienne

On considére le modele uniforme; X1, ..., X, des variables e Phiepe Ane Phiepe

aléatoires iid suivant la loi uniforme sur [0, 6].
On veut estimer 6.
On suppose que 6 suit une loi de Pareto (famille conjuguée)

Estimateurs de Bayes

«

B
ma,8(0) = agarg lip poop, @> 1,8 > 0.

Le choix de 3 est important

» Si Pyp(X1 > ) = 0 alors I'estimateur de Bayes est

presque stirement égal & (55

L'estimateur de Bayes n'est donc pas un estimateur
consistant

> Si Pp(X1 > ) > 0 alors I'estimateur de Bayes et
I'estimateur du maximum de vraisemblance sont
presque slirement équivalents quand n — oo.
Ils convergent vers la vraie valeur du paramétre.

S'il existe I'estimateur MAP est la valeur de 6 qui maximise
la densité de la loi a posteriori

=Y
3

= argmax7(f|xi, .., Xp)
= argmaxm(0)f(x1, .., xn|0)
= arg max 7 (6)¢(0)

» Si la loi a priori est la loi uniforme (ou loi impropre Ig)
alors on retrouve 'EMV

» Pour un modele régulier, si EMV est consistant alors le
MAP est aussi consistant.

Estimateurs de Bayes




7Oyttt 7 Statistique . Statistique
Intervalle de crédibilité Beyésienne lllustration Bayésienne
i L . i i . Anne Philippe Anne Philippe
Soit 6 unidimensionnel, on fixe 1 — a un niveau de confiance.
» Un intervalle de crédibilté [a(x), b(x)] de niveau 1 — « Intervalle de crédibilité de niveau 1 — o sur 6
vérifie la propriété
Régions de crédibilité :] a Régions de crédibilité
b(x) 1l -«
P(6 € [a(x), b(x)]|x) = / TOlx)=1—«
a(x
En pratique on utilise souvent les intervalles de crédibilité —
bilatéraux symétriques de niveau 1 — «. lls sont de la forme %
&
R EAOKENE]
ou gZ(x) est le quantile d’ordre « de la loi a posteriori.
95,(x)
w(0|x) df = . ‘
[ e 3 () 072 (x)
- - - - R B T L Statistique . . Statistique
Optimisation des intervalles de crédibilité Bavésionne Approximation de Monte Carlo Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
Il existe une infinité d'intervalles qui vérifient la condition A partir de I'échantillon simulé
b(X) Régions de crédibilité Régions de crédibilité
P(6 € [a(x), b(x)]|x) = / 0x)=1—a O O ~ 7(0])
a(x

lls sont de la forme

0 € [q5(x); a_app(x)]

pour tout 3 € [0, ]
Le plus court intervalle de crédibilité de niveau 1 — « est
obtenu en prenant la valeur de 5 qui minimise

IH—a+p(x) — q5(x)

1. On estime les quantiles qg(x) par les quantiles
empiriques de |'échantillon Qn,(3) pour tout S € [0, a]

2. on cherche la valeur de 5* qui minimise
Qm(l —a+ 5) - Qm(ﬁ)

3. L’intervalle de crédibilité optimal approché est

0 e [Qm(ﬁ*)y Qm(l —a+ B*)]




Yo Statistique . Statistique
Reglon HPD 1 B;ytésite!:ne I”UStratlon BZytésitezne
Anne Philippe Anne Philippe
C'est une autre forme de régions qe Cl’edlbl|-lte. construites Région HPD de niveau 1 —  sur 6
sur les zones de plus haute densité a posteriori.
Ces régions sont de la forme Reégons d crédibis — o Regions de rsii
ol —«
™ . ™
Ql—a(x) = {9, 7T(9|X) Z kl—a(x)} )
ou k{__ (x) vérifie la relation
x
>
/ ~(0]x) d6 =1 — a. =
{07 (01)>kT_ ()} } o) |
C'est la plus petit région de niveau 1 — «
» Elles ne sont pas nécessairement connexes.
> Le parametre 6 peut étre multidimensionnel.
0
1. highest posterior density
. - Statistique s - 1 YO Statistique
Approximation de Monte Carlo Bayesienne Couverture fréquentiste d'une région de Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe

A partir de I'échantillon simulé

Régions de crédibilité

O1,...,0m ~ m(0]x)

1. On caclule les valeurs de n; = m(6;|x) ou 7(6;|x) ou 7
est |'estimateur de Monte Carlo de la densité.

2. On calcule K le quantile empirique d'ordre o de
I'échantillon n;,j = 1,...,m.

3. On prend comme région HPD, la région qui recouvre

I'ensemble
{6;li=1,...m, ni > K}

crédibilité
» Région de confiance fréquentiste de niveau 1 — « :
» fy(x) la loi des observations
» on construit une statistique pivotale T(x,#)

[sa loi de dépend pas de 6 |
» On construit / telle que

Py(T(x,0) € 1) :/

{x: T(x,0)el}

fo(x) dx =1—«
» La région de confiance {6 : T(x,0) € I}

» Soit R, une région de crédibilité bayésienne de niveau
1—a.
> la couverture fréquentiste est donnée par

Po({x : 6€RY) :/ f(x) dx = B(n, )

{x: 0€R}

Régions de crédibilité




Propriété asymptotique Bovécieme modele de Poisson Eovésime
Anne Philippe Anne Philippe
La probabilité de couverture fréquentiste 3(n, 0) » On suppose que les observations xi, ..., X, sont iid
differe en général de 1 — o Reégons decrédvie suivant la loi de Poisson de parametre ¢ Regions de crdibiie
» On veut estimer le paramétre 6
Théoreme
Sou.s des hypothéses .gé.n.érales.de régularité, on montre que > On suppose que la loi a priori est la loi Gamma de
Ie/s .|r.1tervalles de crédibilité unilatéraux et les régions HPD parametre (a, b).
vérifient [E(0) = a/b et Var(6) = a/b? |
B(n,0) = / fo(x) dx = 1 — o Information a priori :
{x: 6€R,} » 0 est autourde 1 ~» a=b.
quand le nombre n d'observations tend vers +oc. » On teste plusieurs choix de a. La loi se concentre autour
de 1 quand a augmente
Représentation de la loi a priori pour différents Bevésienne Les régions de crédibilité [ g»59(x); go7.5%(x) | Bevisienne
ChOIX de a Anne Philippe Anne Philippe
On simule un échantillon suivant la loi de Poisson de
paramétre 1 [cohérent avec notre information a priori |.
Régions de crédibilité > n—= 50 Régions de crédibilité
] —— a=b=0.01
a=b=0.1 a 0.010 | 0.100 1 10 100
< N 02.5% (X) 1.021 | 1.021 | 1.018 | 0.998 | 0.945
—— a=b=100 Q97.5%(X) 1.657 | 1.656 | 1.646 | 1.567 | 1.281
™ G97.5%(X) — g250,(x) | 0.636 | 0.635 | 0.628 | 0.569 | 0.337
2 » n = 5000
~
a 0.010 | 0.100 1 10 100
~ G259 (%) 1.002 | 1.002 | 1.002 | 1.002 | 1.002
Q97.5%(x) 1.058 | 1.058 | 1.058 | 1.058 | 1.057
o - G97.5%(x) — g2.50,(x) | 0.056 | 0.056 | 0.056 | 0.056 | 0.056




Les régions de crédibilité [ go.59(x); go7.5%(x) |

Statistique
Bayésienne

Evaluation des probabilités de couverture

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe fréquentlste Anne Philippe
On simule un échantillon suivant la loi de Poisson de Démarche :
paramétre 3 [ mais la moyenne de la loi a priori est 1 et la Régions de créivitd » On simule N = 5000 échantillons suivant la loi de Régions de crécivite
variance tend vers 0 quand a — o<]. Poisson de parameétre 6y
> n=50 » Pour chaque échantillon on calcule la région de
a 0.010 [ 0.100 | 1 10 | 100 crédibilité
Go5%(x) | 2.760 | 2.757 | 2.724 | 2.454 | 1.542 » on estime (n, 6p) par la proportion d'intervalles qui
Go7.5%(x) | 3.757 | 3.752 | 3.705 | 3.311 | 1.964 contiennent la valeur 6y
» n = 5000 Résultats pour g = 1
a 0.010 | 0.100 1 10 100
Go5%(x) | 2.916 | 2.916 | 2.915 | 2.912 | 2.878 a 0.010 | 0.100 | 1 10 | 100
do759(x) | 3.011 | 3.011 | 3.011 | 3.007 | 2.972 n=10 | 0.953 | 0.952 | 0.960 | 0.994 | 1.000
n=>50 | 0.941 | 0.944 | 0.945 | 0.969 | 1.000
n =500 | 0.948 | 0.943 | 0.946 | 0.955 | 0.968
[suite] Bovésonne Modele Gaussien Bovésenne
Anne Philippe Anne Philippe

Résultats pour 6y = 3

a 0.010 | 0.100 1 10 100
n=10 0.941 | 0.946 | 0.942 | 0.160 | 0.000
n=2500 | 0.945 | 0.947 | 0.953 | 0.918 | 0.001

n=5000 | 0.950 | 0.954 | 0.953 | 0.946 | 0.635
n = 50000 | 0.950 | 0.951 | 0.951 | 0.951 | 0.919

Régions de crédibilité

On dispose de n observations Xi, ..., X, iid suivant une loi
gaussienne N (6, 1).

» On choisit comme loi a priori sur 6 la loi gaussienne
N(0,772), 7>0
> loi a posteriori est une loi Gaussienne
Xn 1
1+72/n" n+71

N( 5)

> les régions HPD de niveau 1 — a(= .95) sont de la forme

Xn a2 Xn U a2

- ' +
Ty e e L Y Y

ou u, est le quantile d'ordre « de la loi gaussienne
standard.

0 <

Régions de crédibilité




Statistique

Statistique

Modele Gaussien (suite) Bayéaenne Prédicteur ponctuel optimal Bayiaenne
Anne Philippe Anne Philippe
> Couverture fréquentiste de la région HPD Le modsle
X » observations : (xy, ..., X,) ~ f("(x|0 Privion ds s
Py(0 € IM"PP(7, X)) = ons : (_ + Xn) (x16)
» 7 : la loi a priori
072 [n+ 72 072 [n+ 72 - .
Fl = +u ML Ny B L > la loi a posteriori
ﬁ 1-a/2 n ﬁ 1-a/2 n
\ . o _ . 7(0]x1, ..., ) o< 7(0)F()(x]0)
ou F est la fonction de répartition de la loi gaussienne
standard. Objectif :
» Comportement asymptotique : » On veut prévoir x,1 a partir des observations passées
> cette probabilité tend vers 1 — o quand n — oc. (X1, ~-7Xn)-
> cette probabilité tend vers 1 — a quand 7 — 0.
JOR L . Statistique A JOR Statistique
Prédicteur en loi Bayésionne Prédicteur ponctuel bayésien Bayésionne
Anne Philippe Anne Philippe

Loi prédictive
c'est la loi conditionnelle de x,11 sachant (xi, ..., x,) c'est
a dire

Prévision des futures
observations

p(xn+1|(x1,...,xn)):/@f(xn+1|9,(Xl,...,x,,))7r(9|x1,...,x,,)d9

» On effectue de la prévision en loi
> On obtient des intervalles de prévision.
» Pour tout niveau 1 — «, on calcule I'intervalle
[an+17 bn+1] tel que
P(Xat1 € [an+1, boy1]|x1, - x0) = 1 — «
» solution 1 : ap41 bpt1 sont respectivement les quantiles
d'ordre «/2, 1 — /2 de la loi predictive

» solution 2 : on optimise en cherchant le plus court
intervalle

Pour I'erreur quadratique, la meilleure approximation de
Xpt+1 @ partir d'une fonction de (xi, ..., x,) est |'espérance
conditionnelle

Xn+1 = E(xn41](x1, - xn))

On a donc le prédicteur ponctuel bayésien suivant
X1 = /X,,+1/f(x,,+1|9,(x1,...,x,,))7r(0x1,...,x,,) df dxpi1
0

= / 7r(9|x1,...,X,,)/X,,+1f(x,,+1|9,x1,...,x,,) dxps1 dé
©

Prévision des futures
observations




JA B s . Statistique . . 7 . Statistique
Prédicteur ponctuel fréquentiste o Comparaison bayesien // fréquentiste Bevéiame
Anne Philippe Anne Philippe
» On observe xi, ..., X, de loi f(x1, ..., x,|0) ol 0 est 1. Prédicteur optimal si 6 est connu :
inconnu.
lleur prédi ' | 1(0) = [ xoafConal0 ) d
> Le meilleur prédicteur (au sens de I'erreur quadratique) préisiondes uures Xn+1\0) = [ Xnt+17TXn+1]Y, X15 -y Xn ) AXn+1 Prviion das ftures
de xp41 est I'espérance conditionnelle
. 2. Le prédicteur fréquentiste s'écrit
%p41(0) = E(xn4110, x1, ..., Xn) o
Xn+1(0)
= | Xn+1 f(Xn+1|97X1a -'-,Xn) dxpy1
3. Le prédicteur bayésien s'écrit
> Le prédicteur optimal dépend de 6 inconnu.
» En pratique Xn41 = /f(,f+1(9)7r(«9x1, weey Xp) dO
» on commence par estimer 6 par exemple par le
maximgm de Vraisembb“fe 0 C'est un mélange de prédicteur ol les poids sont donnés
> le prédicteur retenu est X, (6). par la densité a posteriori
. - Statistique N - s - Statistique
Approximation de Monte Carlo Bavésionne Un probleme classique : la régression Bavésionne
A partir de I'échantillon simulé Anne Philippe Anne Philippe
01,...,0m ~ m(0]x) o
cars data (logarithmic scales)
Prévision des futures . . 100 4 . : ures.
1. On simule un échantillon suivant la loi prédictive en On observe x = (vitesse,distance) . A
. o ot
renant . . - N
P log(distance) = a + blog(vitesse) + erreur § Ceetlle
. . é 20 ’ //0/0 ¢ ¢
Xnt+1(F) ~ f(Xn+1|0i, X1, .y Xn), pour tout i =1,...,m 3 e
& 0o e o
: _ 2 & e
2. On appr.oche 1e pr:dlcteur Ponctuel par la moyenne de » 6 =(a,b,0%) i
I'"échantillon — >, x;11(7) > log(distance) ~ ’
3. On approche la densité de la loi prédictive en calculant N (a+ blog(vitesse), 0?) 2.

['estimateur a noyau sur |'échantillon
Xpt1(i), i=1,...,m
4. Les intervalles prédictifs sont approchés a I'aide des
quantiles empiriques de I'échantillon
Xpt1(f), i=1,....,m

Speed (mph)




7 . s = Statistique 7 . . . Statistique
la régression : approche bayésienne T la régression : estimateurs classiques S
Anne Philippe Anne Philippe

Approche bayésienne non informative

La loi a priori de Jeffreys est 7(a, b, o) % On estime les parametres par la méthode des moindres carrés

La loi a priori est impropre mais la loi a posteriori est bien Voici le code R

définie. e s e e s
library (MCMCpack) > 1Im(log(dist) ~ log(speed), data = cars)

posterior <- MCMCregress(log(dist) ~ log(speed), data = cars)

plot(posterior) Call:

Im(formula = log(dist) ~ log(speed), data = cars)

Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Coefficients:
Mean SD Naive SE Time-series SE (Intercept) log(speed)
(Intercept) -0.7262 0.38441 0.0038441 0.0035905 ~0.7297 1.6024
log(speed) 1.6010 0.14294 0.0014294 0.0013524
sigma2 0.1719 0.03700 0.0003700 0.0004516
R s = Statistique Statistique
preV|S|0n bayeS|enne Bayésienne Bayésienne
~ préViSiOn en |O| Anne Philippe Anne Philippe
On représente les quantiles d’ordre 5% a 95% de la loi
prédictive
Lois a priori
T Approche subjective
e Modele hierarchique o
Lois a priori

Approche non informative

20 30 40
I I

prevision log(dist)

10

log(vitesse)

> On a représenté les intervalles de prévision de niveau
90%, 80% etc
» Rouge : intervalle 3 90%




Choix de la loi a priori

Statistique

Approche informative

Statistique

Bayésienne Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
On dispose d'informations sur 6
Question R On utilise de I'information provenant Loie 2 prior
Comment traduire cette information en loi a priori ? > de la connaissance des experts
» d'autres études statistiques menées dans un contexte
Question similaire.
Comment traduire la qualité de cette information ? » de données historiques non utilisées dans I'étude.
Absence d'information : Approche non informative
On minimise le role de la loi a priori sur I'inférence
e - - s - . . Statistique O H . 1 . - Statistique
Utilisation de plusieurs échantillons historiques Bayésiemne Utilisation d'un historique long Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe

On veut estimer 6 a partir d'un petit échantillon x € f(x|6)
On dispose de K échantillons historiques x,-H, i=1,...K

» On estime le parametre 6 sur chacun des échantillons

yoA
X~ 0y, .., 0k,

» On suppose que él, ...,GAK sont iid suivant la loi a priori.

» On construit la loi a priori a partir de 61, ...,0k en
prenant

> |'histogramme des 9A17 ...,éK.

~

> |'estimateur a noyau de la densité calculée sur 6y, ..., 0k.

» m € {m\,\ € A} on estime A a partir des données
01, ...,0k par un estimateur paramétrique (EMV..)

Approche subjective

On veut estimer 6 a partir d'un petit échantillon x ~ f(x|0)
On dispose d'un long échantillon historique x" ~ f(x"|6)
On suppose que les deux échantillons ont la méme loi

» On estime § & partir de I'échantillon (x, x)
7(0)x, xM) oc F(x|0)F(x"16)mo(0)

» On réduit la contribution de I'historique en prenant
comme loi a priori

7(0) o f(x"16)%mo(6)

ou « est un niveau de confiance accordé a |'historique

» On prend une loi paramétrée dont le parametre est fixé
3 partir de x!. Par exemple la loi a priori est de
moyenne |'estimation de @ a partir de I'échantillon x".

Approche subjective




. . . Stat,is.tique HOSpita| A Ly = 1 and E: 66 StatjsFique
Estimating a Heart Transplant Mortality Rate Bayésienne Standard estimate of mortality rate 1/66 B
Anne Philippe . Anne Philippe
o Hospital B : y = 4 and E = 1767.
The number of deaths y within 30 days after the Heart P Y .
transplant standard estimate of mortality rate ~1/450.
HOSPITAL A
_y ~ POiSSOﬁ()\E) g B —_ priotr )
8 | — posterior
where E is the number of patients o z = o
and where S 84
A is the mortality rate per unit. o.oé)os 0.02)10 0.0;15 0.02)20 0.0‘025
lambdaA
Prior distribution on A : Gamma distribution
We fix the parameter from the observed data in 10 hospitals HOSPITAL B
» a=> y; = 16 (number of deaths ) . — oror
o = posterior
» b=> e = 15174 (number of patients) z 27
1 g g
m(\) = bame—bw—l E(\) =a/b  Var()\) = a/b?
a e T T T T T
0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025
lambdaB
- Statistique - - Statistique
Proportion of heavy sleepers Bavésionne Discrete prior Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
We fix a
We want to estimate the proportion p of population . . . . -
who sleep at Fl)east 3 houl:s PoP list of plausible proportion values and then assign probabilities
» The observations : 27 students such that rroch i 1 e rroc et
s=11: > 8 hours b ro°
f=16: < 8 hours | 7:2
> The likelihood function is given by z A | | L oo
f ® e L
L(p) = p*(1 - p) 1 [
» Choice of the prior for p from expert information : o= i
1. Discrete prior :O: | | | |, i
2. Histogram prior o> ol ole ols
3. Continuous prior °




. . . . . Statistique . . Statistique
Histogram prior distribution Bayésienne Continuous prior for p Bayésienne
Anne Philippe Inltlal beliefs : Anne Philippe
The prior beliefs : the range of p is divided into intervals and » the median is around 0.3
we assign probabilities to the intervals. » pis less than 0.5 with probability .90
We assume than the prior distribution is a beta distribution
) . with parameter
;7 a=34and b=7.4.
PRIOR POSTERIOR -
. . - . - Statistique . . . . . . Statistique
predictive distributions Bayéienne Comparison of predictive distributions Bayéenne
Anne Philippe Anne Philippe

» Comparison of predictive distributions for two prior
distributions
» beta distribution
» discrete distribution

» Goal : The distribution the number of heavy sleepers Y
in a future sample of size m = 27.

» The observations : (s, f) = (11, 16)

The predictive distribution is of the form, for all
y=0,....,m
» Continuous :

B(Y = y(F.5)) = / F(ylp)(pl(F.5)) dp
» Discrete :

P(Y = y|(f,s)) = Z f(ylpi)P(p = pil(f,s))

Approche subjective

pred1

010 015 020

|

0.05

|

0.00

—— discrete Prior
beta Prior

T T T T
o 5 10 15

0:27

Approche subjective




Statistique

Statistique

A priori paramétrique Ea Lois conjuguées i
Anne Philippe Anne Philippe
On restreint le choix de w a une famille paramétrique
m e {m, A€} F une famille de lois sur ©
Définition
Définition Appochesujctve F est une famille conjuguée pour la vraisemblance f(x|0) Appoche sujctve
Si pour toute loi a priori m € F, la loi a posteriori
A est appelé un hyper-parametre 7(0|x) € F.
On choisit I'hyper-paramétre a partir de I'information que ) _
I'on posséde sur les moments ou/et les quartiles. > Préserve la structure sur la loi de ¢
» |'information apportée par les observations se traduit
uniquement par un changement de parametres.
A= Xy — 0 ~ 7y, —| Xq,...X, observations f(x|6)
N - Statistique N - Statistique
modele de Poisson Bayésienne modele uniforme Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe

» x = (x1,...,Xn) iid suivant la loi de Poisson

> la loi a posteriori

7(0]x) oc 7(0)e "0 HL

s

» On reconnait la densité d'une loi gamma

7(0) x e~ bfpa-1

1
f(x]0) = e o2 xi _—
(x]0) e

a priori | a posteriori
a a-+ Z X;
b b+n

Approche subjective

» Soit Xi,..., X, des variables aléatoires iid suivant la loi
uniforme sur [0, 6].

fF(x10) o< 07" [max(Xy..... Xa),00[ (0)

» La famille des lois de Pareto est une famille de lois
conjuguées
(0%

p
Ta,8(0) = X patt L1500 (0)

aveca>1letf >0

» évolution des parametres :
a priori a posteriori
@ a+n

I5; max(8, X1, ..., Xp)

Approche subjective




\ . Statistique \ . . Statistique
modele gaussien Bayéaenne modele gaussien ( suite ) Bayiaenne
Anne Philippe Anne Philippe
» x = (x1,...,Xn) iid suivant une loi gaussienne de
variance connue.
m(plx) o W(M)eﬁ(nuz—zuzx;) » x = (x1,...,xn) iid suivant la loi gaussienne N (61, 62).
> f suit une loi gaussienne e st > Une famille conjuguée :
» x = (x1,...,Xn) iid suivant une loi gaussienne de soit (A, 7,a,b) € R x R*3. La loi est définie par
moyenne connue.
7r(a2|x) x W(az)eﬁs”i » la loi conditionnelle de 61 sachant 0, est la loi
o gaussienne de moyenne \ et de variance 0, /7
~ o2 suit une loi inverse gamma > la loi de 65 est la loi inverse Gamma de paramétres
(a, b).
La densité de la loi inverse gamma de parametre (a, b) est
F(x) = b e bl o T (x)
r(a) ’
s - Statistique . - s 1 . 1 Statistique
Mélange de loi Bayésiemne Application du mélange d’avis d'experts Bayésienne
On suppose que K experts donnent des avis différents. Anne Philippe On lance n fois une piece que I'on suppose truquée. Anne Philippe
On construit K loi a priori 7;j(0) , j=1,..., K. » Observation : x ~ B(n, p)
La loi 7; traduit I'information fournit par I'expert j et » info a priori : p est proche de .3 (expert 1) et p est
7j(0|x) la loi a posteriori associée. proche de .7 (expert 2).
Pour prendre en compte I'information des K experts on » Choix de la loi a priori : un mélange de deux lois Beta
prend un melange de IOI Approche subjective 7T(p) = qgl(p) + (1 - q)g2(p) Approche subjective
» g € (0;1) le poids attribué a chaque expert.

K
m(0) = Z qii(0)

avec »_ q; = 1, g; représente le poids du i eéme expert c'est
a dire la confiance accordée a son avis.
La loi a posteriori s’écrit comme un mélange des lois 7;(6|x)

q,-f7r,-(9)f(x\0) dé
Z;(:l q; [ mi(0)f(x0) do

K
w(0|x) = Z Qimi(0]x) et Q; =
i=1

>

>

>

g1 est la densité d'une loi
beta qui favorise les
valeurs de p autour de .3 { ®1

& est la densité d'une loi
beta qui favorise les

o /

valeurs de p autour de .7

00 02 04 0

P

La loi a posteriori est aussi un mélange de deux lois

beta.




Statistique
Bayésienne

résultats numériques

“ Anne Philippe
» On lance n = 10 piéces et on observe x =7

» évolution des parametres

proba | 1 er composante | 2 nd composante
a priori q=1/2 B(6,14) B(14,6)
a posteriori | Q = .1 B(13,17) B(21,9) ..l
<+ 4 —— Prior
—— Posterior

Résultats numériques (suite)

» On lance n = 100 piéces et on observe x = 78

» évolution des parameétres

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Approchq subjective

1 er composante | 2 nd composante
a priori q=1/2 B(6,14) B(14,6)
a posteriori | Q =~ 0 B(84,36) B(92,28)
—— Prior
7 —— Posterior

Statistique
Bayésienne

Alternative : Structure hiérarchique

Anne Philippe
On inclut I'hyper paramétre A a |'ensemble des paramétres
€O —(0,\) € OxA

> la loi ) est interprétée comme la loi conditionnelle de 6
sachant A

Modele hierarchique

» on choisit une loi a priori sur A

m(0,\) = w(O|\)mo(N).

A~ 7o —>| 0 ~ m(-|\) —| Xq,...X, observations f(x|6)

Modele hierarchique suite

> Le modele hierarchique peut étre réécrit comme un

modele bayésien dont la loi a priori sur 6 est

(6) = / (0N mo(A) dA

» Le principe peut aussi s'étendre a A lui-méme dont la loi
a priori peut dépendre d'un nouvel hyperparamétre, etc.

» Une loi a priori hiérarchique conduit a des estimateurs
plus robustes, au sens ou I'inférence est moins sensible
au choix de la loi a priori

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Modzle hierarchique




. . - Statistique . . . Statistique
Exemple : X; i = 1...n iid X; ~ Pois(T) Byl Calcul des lois a posteriori Bevéiame
Anne Philippe Anne Philippe
” A priori ”
. R . ' Lois a priori sur T
Modele 1 Modele 2 : hiérarchique

T ~ Exponential(a) T ~ Exponential(a) Modele 1 E(r) = 1 ]

a fixé (par ex a=1 a ~ Exponential(1 N

(p ) P (1) Modzle 2 E(r) = oo car

1 e
Modzle hierarchique TF(T) = (1+7—)2 g4 Modzle hierarchique

a ~ expo(1) R
7 ~ expo(1) l A posteriori
l 7 ~ expo(a) Modele 1 La loi a posteriori est la loi gamma de paramétres
(i Xi+1,n+a)
X1, ...Xs iid Poi N . .
b lid Pois(7) l Modele 2 On ne retrouve pas une loi classique
X1, ... X, iid Pois(7) 1
—nT__n
w(r|x) x e —
(1) (t+1)2

- - - Statistique - - - Statistique
Lois non informatives Bavésionne Loi a priori de Laplace Bayésienne
Anne Philippe La loi a priori de Laplace correspond au choix Anne Philippe

Question

Comment choisir la loi a priori lorsque I'on ne dispose pas

d’information ?

On distingue trois grandes familles de lois
1. la loi uniforme (loi de Laplace)

2. maximisation d'un critére d'information (loi de Jeffreys)

3. argument fréquentiste (loi de concordance)

Approche non informative

7(0) x Ig(6).

En fonction de I'ensemble © on obtient
> une loi uniforme ©
> une loi impropre.
Il faut alors vérifier la condition [ f(x|#) df < oo
Remarques
> La loi a posteriori n'est pas toujours définie

» la loi n'est pas invariante par reparamétrisation
Reparamétrisation : 7 = g(f) avec (g une bijection)

7(6) o 1 = 7(n) o df?gl(n)',

Le choix de loi a priori sur 1 n'est donc plus (en
général) la loi de Laplace

Approche non informative




Statistique

Statistique

I_OI de JefFreyS Bayésienne EXpreSSlOn de |a |O| de JefFreyS Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
Sa construction repose sur |'information de Fisher /() : la
matrice défine par
Principe on maximise |'information apportée par les données dlog F(X|0) 8 log £(X|0)
c'est-a -dire I;(0) = Eqg 90 90
on maximise la distance entre la loi priori et la loi a posteriori ' !
pour f € © € RY
E" [ / 7 (8]x0) log((0]xn) /(6))d
) ) . La loi non informative de Jeffreys est définie par
on obtient 7, puis on prend la limite quand n — oo
1
7(0) o< det2 1(0).
Cette loi est invariante par reparamétrisation.
Statistique . s/ Statistique
Exemples Bayésienne Loi de Référence Bayésienne
Anne Philippe Généralisation de la loi de Jeffreys pour © C R? Anne Philippe

1. modele binomial : x ~ B(n, p)
» L'information de Fisher s'écrit

/(P):m~

> La loi de Jeffrey est la loi beta Be(1/2,1/2)
2. modele gaussien : x ~ N(u,0?) La loi de Jeffrey est

» 7(p) o 1 si la variance est connue

» 7(c) oc 0! si la moyenne est connue

» 7(u, ) o< 02 si les deux sont inconnues

> Pour les trois modeéles : la loi a priori est impropre mais
la loi a posteriori est bien définie.
Il suffit de vérifier que

/ / f(xi|lp, o)m(p, o) dp do < oo

Approche non informative

> Les coordonnées sont regroupées par blocs.
» La loi a priori de référence est construite de facon
conditionnelle.

Exemple : 2 blocs 6 = (61, 6)

> 07 est le parametre d’'intérét
> 0 est le paramétre de nuisance,
alors la loi a priori de référence est calculée a partir de

1. m(62|61) la loi de Jeffreys associée a f(x|6)
conditionnellement a 6,

2. w(61) comme la loi Jeffreys associée a

F(x[6) = /f(x|91,92)7r(92|91) A0,

Approche non informative




. Statistique = . Statistique
lois de concordance Beyésienne 6 unidimensionnel Bayésienne
Argument fréquentiste sur les régions de crédibilité Anne Philippe Anne Philippe

Sous des hypotheses générales de régularité, on a

Proposition
1 \ Ve - . - - -
Py(0 < qi(x)) = / f(x|#) dx =a+0 (nfi) : Pour un modele régulier, la loi a priori est une loi de
{xl 6<qz(x)} concordance (matching prior) si et seulement si
pour tout o € (0,1).  [g](x) quantile de la loi a posteriori] o d L Ao o ot
S . . — {10} =0,
L’'objectif est de trouver des lois avec une meilleur do { (0)19)
vitesse de convergence N y . .
& ou / est l'information de Fisher.
Définition : Loi de concordance (matching prior) En dimension 1 :
On cherche 7 telle que > la loi de Jeffrey est une loi de concordance
X » c'est I'unique solution
Po(0 < g (x)) =a+0(n"),

pour tout v € (0, 1).
Statistique . - Statistique
Bayésienne MOtlvatlon Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe

Dans de nombreux modeles multi-variés, les parameétres
peuvent étre supposés
Modeles Hiérarchiques > liés/dépendants
Parameétres multi-variés et données historiques. s s

Effet individuel

Hiérarchiques

> connectés a d'autres variables exogeénes/explicatives.

~ la loi a priori doit refléter la dépendance entre les
parametres.

Hiérarchiques




\ . . Statistique . . \ Statistique
MOdele hlerarChlque Bayésiezne Descrlpthn dU mOdele Bayésiezne
Anne Philippe Anne Philippe
e H (. xH)
On veut estimer 6 € RP & partir d'un petit échantillon ;
x € f(x]0) P R e ;
La difficulté est souvent d'intégrer de la 3
dépendance entre les coordonnées du parameétre 6. . e (1)
Contexte on dispose d'un échantillon historique x pour
construire la loi a priori La loi a priori 7 est une loi gaussienne multivariée
Démarche Puramires kv 9 Paramire ok o
> On suppose que la loi a priori de 6 est une loi p=KE(O]x7) = Kp ol K est une matrice diagonale
gaussienne multivariée Y = "War(9|x") = 71Ty
» On suppose que les deux échantillons sont issus de la
méme famille de lois avec des parameétres similaires . . ~ . fas
. , ) , 1. la loi a priori sur # a la méme matrice de corrélation que
(mais pas nécessairement égaux) . . ) R
la loi a posteriori calculée sur les données historiques.
2. K mesure la similarité entre les deux échantillons.
3. K, I sont des hyper-paramétres
- N Statistique - - N s . . Statistique
loi des hyperparametres Bavésionne Application a la régression polynomiale Bavésionne
Anne Philippe Anne Philippe

1. La loi a priori du facteur / est choisie " non
informative” : loi gamma avec une grande variance

2. la loi sur K : on suppose que les ki, ..., k, sont iid de
moyenne 1 (car les paramétres des deux modeles sont
supposés proches)

3. On peut ajouter un niveau hiérarchique sur K

g ~ mo E(q) = 1 —| Sachant g, k; iid et E(ki|q) = ¢

Pour tout 7, on a

E(ki) = E(E(kilq)) = E(q) =1

Paramétres multi-variés et
données historiques.

Modele : pour tout t =1...n

p
Ye = Zeixé + €t
i=0

ou
> £, sont i.i.d. N(0,c?),

> Xi,...,Xn sont régulierement espacés sur [-1,1]

Description des données simulées :

échantillon yH : ny = 200 observations avec p = 4;

coefficients 0" = (2,-1,3,1,2) et 62 =1

échantillon y : 10 observations : 62 = 4 et

0o = pB 01 =pot! 6, =04 65 =0 6,=0)

Paramétres multi-variés et
données historiques.




résultats numériques : p = 0.5

20
L

10

—10
L

e

T T T T T T T
OME 1MLE 2MLE 3MLE 4MLE  ONI NI

Erreurs d’estimation pour les 5 coefficients du modele, MLE,

T T T T T T
2N 3N 4N ol 1l 21

Order

loi non-informative (NI) and loi informative (1)

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

(cont.)

A -> historique et B -> I'échantillon

° NI o | |
= estimated A = estimated A
— tueA — tueA

— tueB — tueB

P

4 6

L L L
P()

4 6

Polynomes estimés : comparaison de |'approche
non-informative (left) et de I'approche informative (right).

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Modele

On dispose de n observations y1, ..., ¥,

1. Chaque observation y; est issue de la loi f(-|6;)

2. tous les 6; sont distribués suivant une méme loi de

parametre «

3. Le parameétre « est fixé ou supposé inconnu.

0, 6; 03

Vi V2 s

.« O On

\J
Yo Yn

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Effet individuel

Les lois du modele
1. La loi des observations :
f(Xl, ...,Xn|91, ey 9,,)

2. La loi a priori
(01, ..., 0p|c)

3. loi de I'hyper-parameétre

(@)

La loi a posteriori est

(01, vy Oy X1, .oy Xp) X
f(Xl, ...,Xn|91, ...,9,,)7‘1’(91, ...,9,,|Oz)71’(0&)

et
(01, .y Onlx1, ..oy Xp) X

/ f(X1y ooy Xn|01, ooy On) (01, ..., Op|a) () dav

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Effet individuel




> Si les observations peuvent étre regroupées, on construit
un modele hiérarchique oli chaque groupe a son propre
sous-modele.
On choisit des lois échangeables pour chacun des
groupes

alpha1 alpha J

< =
0, 0 vl 00 On

\J
Y2 Us o] Y0 Ym

Effet individuel

La facon habituelle de modéliser I'échangeabilité avec les
covariables z, ..., z, est de supposer I'indépendance
conditionnelle.
La loi a priori s’écrit
n
p(01,....0n, |21, .., 20) = [ [ p(0ilcv, z7)p(z1, ..., zn)
i=1

et

n
p(01,....00|21, ..., z,) = /H p(bile, z)p(alzi, ..., zn) da
i=1

1ty 7 Statistique . s Statistique
Echangeabilité T Forme des lois échangeables S
A Pl La forme la plus simple d'une distribution échangeable est de Az Piiipe
supposer les variables 01, ..., 0, indépendantes et
Si aucune information n'est disponible pour distinguer les 6; identiquement distribuées suivant une loi paramétrée par o
les uns des autres. n
» aucun ordre sur les 64, ...,0, p(01,...,0,|a) = Hp(9;|a)
> aucun regroupement o _ il .
En général, «v est inconnu, et il devient un parameétre (hyper
On doit supposer que les paramétres sont paramétre) du modgle :
interchangeables n
Cette propriété correspond a la propriété d’échangeabilité et indiidue P01, ... 0h, ) = H p(fila)m(a) et indidue
pour une loi de probabilité : ; =1
e
la loi a priori sur 61, ...,0, est invariante par n
permutation des indices (1, ..., n). p(01; ..., 0n) = /AHP(WO&)W(Q) da
i=1
» Conditionnellement a «, les variables 6, ..., 60, sont
indépendantes
» Mais les variables 04, ..., 0, ne sont pas indépendantes
1y, 7 . . 7 . Statistique 1ty 7 - Statistique
Echangeabilité et informations supplémentaires Bayésiemne Echangeabilité et covariables Bayésienne
Multilevel model Anne Philippe Anne Philippe

Effet individuel




Ja \ . . Statistique \ .7 . Statistique
Prévision dans un modele hierarchique Beyésienne Modele hiérarchique Normal-Normal Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
» On observe xi, ..., x, avec x; ~ f(-|6;) On suppose que
» Les paramétres du modele sont (61, ..., 0,, ) 1. les observations sont indépendantes gaussiennes
o~ . g2
» On veut prévoir x,+1 yi ~ N(pi; s7)
Yi = pi + Si€;
(X1 |x Xp) = > les s; sont connues
PO 411X05 w0 Xn) = > les &; sont iid N(0,1).
/f(x,,+1|9,,+1)p(9,,+1|a)77(aX1, ey Xn) dav dOpiq 2. Hypotheses sur les p; :
A partir d'un échantillon (az, ..., apr) simulé suivant la loi a i = pAoc
posteriori de «,
1. On simule 6,,1(i) suivant p(0,41]c;) pour tout » o mesure la dispersion des p; autour de p
i=1,..,.M > les &; sont iid N(0,1).
. . : . Loi échangeable sur . car conditionnellement a
2. On simule x,1(i) suivant f(x,41|0n+1(i)) pour tout g g 15 -5 Hin
. ni(7) (xn110n+1(7)) P (1,02), p1, .., j1n sont iid suivant la loi N(u,0?)
i=1,...M
. - - N Statistique - - - Statistique
Loi a priori sur les hyper paramétres Bayésiemne Alternative pour la loi sur la variance Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
o2 1 :
On fixe s > 0.
On choisit La loi de o2 est la loi de shrinkage uniforme de parametre sq
si
2 2
p(o®, 1) = p(o®)p(p) s3/(0® + s5) ~U(0,1)
avec La densité est de la forme
Hi 02 ~ loi gamma(v, \) p(c?) = i_
s? (s2 +02)2
~ N m ) \/ Effet individuel - Effet individuel
\ H (M, Vi) Choix de sp
Yi . 2
Si les s7 sont connus on prend
i=1lton

Remarque

Attention si on prend une loi impropre pour o (par exemple
% ) la loi a posteriori n'est pas toujours définie.

OU)N‘ =
S|
' S
Kol ~

Il
—_




Statistique

. N Statistique H
Extension : vers un modele robuste Bayésienns [llustration Bayésienne
Pour obtenir un modele robuste, on ajoute un effet individuel A Plillppe Ao Pillpe
sur la variance
i = p+ 0
7
1. Pour illustrer la robustesse on simule un échantillon de
taille 100 et on remplace une proportion g des valeurs
par des outliers.
2 L - ‘.
@5 On répete 500 fois |'expérience
\ i On représente I"évolution des estimateurs de Bayes de :
ui Effet individuel M7 o—i en fonction de q. Effet individuel
2
Yi
i=1lton
Loi a priori sur les . lls sont iid suivant la loi de Shrinkage
uniforme.
7 s = Statistique Statistique
Résultats numériques Bayésienne Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe

Comparaison des modeles avec ou sans effet individuel sur la

variance
individuel commun
e | e L
o] o] - = = -
BN =T 37 — == L
H o e e =R 3 ==
o1 SEESsEs=" 5 . - & =
= T T T T e T T T T T T
0% 3% 6% 9% 12% 15% 18% 0% 3% 6% 9% 12% 15% 18%
a- b
« © e —_—
2 PO i R —
-] —
1 I S I EBEBEEZEES=
SE T 1T = e e
T T T T T T T T T T T
0% 3% 6% % 12% 15% 18% 3% 8% 9% 12% 15% 18%

Comparaison des valeurs de o; entre une observation

"standard” et un outlier

Effet individuel

Choix de modeles et BMA
Sélection de modele
Bayesian Model Averaging

Choix de modeles
et BMA




. . \ Statistique . Statistique
Description du probleme Beyésienne Approche classique Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
» Pour chaque modele, on estime le parameétre 6, € O a
partir des observations x ~» 0 |'estimateur du
_ _ Maximum de Vraisemblance
Soit My k =1,...K une collection de modéles.
> A partir des observations x = (xi, ..., xs) : on veut > On utilise un critéere de sélection de modeéle :
choisir le meilleur modéle 1. AIC = —2In(L(Ax)) + 2k
2. AlCc = AIC + 2ktl)
3. BIC = —2In(L(Ax)) + In(n)k
» Pour k =1,.., K, le modéle M est défini par
> x ~ fil(x]0k) = L(6k) > On sélectionne le modéle que minimise le critere : k*
> gk e ek Sélection de modele Sélection de modele
Décision
» On estime 6 par
» On prévoit en utilisant le modele My«
. yo Statistique N O Statistique
Version Bayésienne St Regle de décision Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe

v

Soit My k =1,...K une collection de modeéles.

» pouri=1,...,K on note

> x ~ f;(x|6;)
> 0, € ©;
> 0; ~ mi(0;)
» On construit un méta modeéle :
I'indice du modele devient aussi un parameétre du modele
» soit P(My) les probabilités a priori des K modeéles.

> P(My) =1

Sélection de modele

» On calcule les probabilités a posteriori des K modéles
P(M;) [ fi(x|6;)i(0;) dO;
St P(M)) [ £(x16;)m;(6;) do;

> La regle de décision :

(M]x) =

On sélectionne la valeur k* qui maximise

P(Mi|x)

ou

Sélection de modele

On construit un modéle moyenné avec des
poids (BMA)




- . Statistique JaR 7 Statistique
Bayesian Model Averaging T La prévision par mélange S
" " Anne Philippe Anne Philippe
Cox : "All models are wrong, some are useful
Soit My k =1,...K une collection de modéles. A bservé
Pour chaque modele de la collection on note yant observe xi, ..., Xn,
> x ~ fi(x]0k) > la densité prédictive de x,41 est
> 0 € O
Fylxa, - ooxn) = > m(Milxa, o) iyl xn)
> 0/( ~ Wk(ek) P
[dée
. N . . i ou fx(y|x1,...,xn) est la densité de la loi prédictive
» On estime et prévoit a partir d'un modele moyenné d R
ans le modele My
» Tous les modeles n'ont pas la méme contribution .
» Les poids des modeles individuels sont les probabilités a : _ f(y|xi, ..y xn) = / fe(ylxa, s xn, Ok)mr(Ok X, - - 5 xp) B ‘
posteriori des modeles, c'est a dire S s e : Frn tode e
(M) = P(My) [ fi(x|0k)mi(0k) dbx
- K
>im1 P(M:) [ £i(x|0;)mi(0;) df;
s ox s s = = Statistique - - Statistique
Intervalle de prévision et prévision ponctuelle Bayésiemne Estimation et BMA Bayésienne
. , o . Anne Philippe 1 — 1 & Anne Philippe
> Les intervalles de prévision se calculent sur la loi ’P Soit My k = 1,...K une collection de modeles. *P

prédictive
flylxe, . o xn) = 2o m(Mi|x1, .o xn) (Y| X1, .- Xn)
» Le prédicteur optimal est
Snp1=Y_m(Milx, ..., Xn)%ns1(K)
k

oU Xnt+1(k) est le predicteur ponctuel dans le modele M

fosa(K) = [ yilyba... %) dy

Remarque

> Tous les modéles contribuent au calcul de la prévision

» Dans I'approche classique, on calcule la prévision dans
le modéle sélectionné.

Bayesian Model Averaging

Pour chaque modele de la collection on note
> X~ fk(X|0k)
> 0 € O
> Gk ~ 7Tk(9k)
On veut estimer un paramgtre d'intérét (commun a tous
les modeles)
6 € & C ©; pour tout i

Le modele bayesien moyenné est défini par la loi a posteriori
K
7BMAB)x) = 7 (0] M, x)m (M| x)
k=1

Bayesian Model Averaging

» (0] My, x) est la loi a posteriori du paramétre § pour
le modele My
» 7(Mjg|x) est la probabilité a posteriori du modele k

C’est la moyenne pondérée des distributions a
posteriori de 8 pour chacun des modeéles




Lien entre I'estimation et la prévision

Statistique

Statistique

Bayésienne RegreSSIOn Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
Le modéle s'écrit
T
Yi=x; B+ei.
- On suppose qu'il y a p variables explicatives donc 2P modéles
On suppose que 6 = 0. _ o , _ _ o
La prévision par mélange coincide avec la loi prédictive > La IO'_a priori de Zellner's g-prior est la loi multivariée
construite a partir de la loi a posteriori mEMA(9|x) gaussienne
Blip ~ N[Bo, g™ (X X) 7).
BMA y
f(ylxi, ..., xn) = / f(ylxt, ..., xn, 0)7>"2(0|x1, ..., xn) dO
oli 02 =11 est la variance de ¢;
» g est un scalaire a fixer. Le choix classique "unit
Bayesin Ml Avraig information prior’ (UIP), g = N le nombre Bayesin Vel Avraig
d'observations.
| 4 7'((0') — %

- Statistique . - s - s Statistique

Regression (cont) Bavésionne Application sur données simulés (R : BMS) Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe

» On choisit la loi uniforme sur les modéles.

» La loi sur le nombre de variables incluses n'est pas
uniforme.

» Loi a posteriori BMA pour les coefficients de la
régression

pld

W(ﬁ‘X,y) = ZW(5|Mk;X7y)7T(Mk|X7}/)

k=1

Remarque

En grande dimension on ne peut pas estimer tous les
modeles. On conserve que les modéles de plus forte
probabilité a posteriori.

Bayesian Model Averaging

» 4 variables explicatives.

» Données simulées avec 3 variables explicatives :
y=1%x14+15%xx2+.5xx3+¢

> la variable 4 n’apparait pas dans le modele

)

00 05 10 15 20

-1.0

Bayesian Model Averaging




loi a posteriori sur le nombre de variables

Posterior Model Size Distribution

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

loi a posteriori sur les modeles

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Mean: 3.0525
e 4 —— Posterior --- Prior
0d Oe 0f Oc 07 05 06 04 03 08 09
e x1 1.01.001.00 1 0 0 0 0 O 1 1
x2 1.01.001.00 1t 1 1 1 1 0 0 O
@ x3 0.01.001.00 0 1t 0 1 0 1 0 O
x4 1.00.001.00 0 1 1 0 0 1 0 1
S ) PMP 0.50.440.06 0 0 0 0 0 0 O O
s PMP : probabilité a posteriori du modele
o | -7 Bayesian Model Averaging Bayesian Model Averaging
°© I I I I I
0 1 2 3 4
Model Size
. - N Statistique Ja R Statistique
Estimation des parametres Bayésienne Prévision Bayésienne
PIP Post Mean Post SD Anne Philippe Anne Philippe
x2 1.0000000 1.4546208 0.03075993
x1 1.0000000 0.9341147 0.04337772 inti i
x4 0.5555022 0.1787574 0.30165430 PredICtlve DenSIty (16 MOdeIS)
x3 0.4970332 0.2239837 0.60424542
PIPd\:lprobabiIité a posteriori que la variable soit intégrée dans le ? . — : /] _: Exp. Value
modele @ - - | ==, 2xStd.Errs
-
Marginal Density: x1 (PIP 100 %) Marginal Density: x2 (PIP 100 %) 8 — I
> o] — CondEV I > — CondEf | O — 1
o L s it 2 AN ° | | '
(]‘.2 0‘4 0‘6 0‘8 W‘D 1.;5 1.110 14‘15 1;0 1;5 -3 0 -2.5 -2 0 -1 5
Coefficient Coefficient Bayesian Model Averaging Bayesian Model Averaging
Response variable
Marginal Density: x3 (PIP 49.7 %) Marginal Density: x4 (PIP 55.55 %)
> 8] —omm Il s T — oy Le trait jaune représente la réalisation
i 21 3 3 i v 3 i i




Facteur de Bayes
FB et choix de la loi a priori
FB et Test

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Facteur de Bayes

Facteur de Bayes

Définition
Le facteur de Bayes est défini par

P(Molx) , ( P(Mo)
Bors = By ) (ow))

Le FB élimine bien I'influence des poids a priori des deux
modeles et se comporte comme un rapport de vraisemblance

B — J fo(x[60)m0(6o) dbo
LT Th(xl61)m(6:) 46y

Interprétation du FB

Une valeur de By,; > 1 signifie que My est plus
vraisemblable My

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Facteur de Bayes

Table donnée par Kass et Raftery

logig Bg/1 | confiance en faveur de My
0-05 faible
05-1 substantielle
1-2 forte
> 2 décisive.

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

Facteur de Bayes

choix de modeles entre plusieurs lois a priori

» Données le nombre de
buts marqués par match
pendant une saison (pour
une équipe)

» On dispose d'un
échantillon de taille 35.

» On modélise ces données
par une loi de Poisson de
parametre \ o | |

T T T T T T
0 1 2 3 4 5

soccergoals

table(soccergoals)

» On compare quatre
modeles qui
correspondent a quatre
choix de lois a priori

Statistique
Bayésienne

Anne Philippe

FB et choix de la loi a priori




. . - Statistique Statistique
Lois a priori T calcul des facteur de Bayes S
Anne Philippe Anne Philippe
1. X suit une loi Gamma de 2 . _mr; Les FB s'écrivent
paramétres (4.57, 1.43). i ik
E(\) =3et P(\<2.1) = AN g, — Jf(xlO)mi(0) 46 _ mi(x)
P(\ > 4.04) = .25. e ‘ T F(x10)m(8) 46— my(x)
2. log(X) suit une loi rr ou m; est la loi marginale de x.
N(1,1/4) et P(A < ol Résultats numériques

1.94) = P(\ > 3.81) = .25.

modeles MAP SD a post | log(m(x))
1 0.5248047 | 0.1274414 | -1.502977

3. log(\) suit une loi
N(2,1/4) et

P(A<5.27) = P(\ > : — e 2 0.5207825 | 0.1260712 | -1.255171
10.35) — .25. 2y e 3 | 0.5825105 | 0.1224723 | -5.076316
4 log(\) suit une loi N(1,4) s b 4 | 04899414 | 0.1320165 | -2.137216 e
et P(\ < 1.92) = P(\ > A P |
28.5) = .25. 40t
g
Facteur de Bayes Bovésiemne Tests Bovésiemne
Anne Philippe Anne Philippe
On veut tester si § € ©g contre 6 € O1.
modeles i/j | 2/1 2/3 2/4 Le FB s'écrit
(B./)) 128 | 457 2.42
log(Bi;) 24 3.82 0.88
en faveur de | 2 2 2 B . — P(0 € @o|x)/ <P(«9 € @0)> _ Jo, f(x10)m0(6) dO
confiance | faible | décisive | substantielle 0/1 = PO cO1lx) \P(Hc©)) fel f(x|0)m1(0) dO

FB et choix de la loi a priori

FB et Test




Hypothéses m classiques m Bovécieme Comparaison avec Neyman Pearson Eovésieme
Anne Philippe Anne Philippe
» Pour le test {0y} contre {61}
» ; sont les masses de Dirac en 0;
> le BF s’écrit £ (x[60) On teste pour un échantillon gaussien : = 0 contre p # 0
B _ 0 .. . . .
01 = F(x(6y) On choisit comme loi a priori
» Pour le test {fy} contre {0 # 6y} m( df) = pdo( db) + (1 — p)g() db
» 7o sont les masses de Dirac en 6y
» 7 admet pour densité g sur R ou g est la densité de la loi gaussienne de parametre (0, 10)
> la loi a priori est donnée par Le facteur de Bayes est égal a
m( d#) = pde,( df) + (1 — p)g(0) db Boj1 = V1lexp(—10x%/22)
> le BF s'écrit
5 fx60)
1 — 7 7 1A\ 7\ 14 FB et Test FB et Test
M T F(x10)g(0) do
s - Statistique . - = Statistique
Bayésienne Bayésienne
Interprétation Remarque sur les lois a priori impropres
Anne Philippe Anne Philippe

» Le FB atteint son maximum en 0

» Le FB est supérieur a 1 (décision favorable a

I'hypothése nulle) si |x| < 1.62

> On retrouve la région du test de Neyman Pearson au

seuil 10 %.

FB
00 05 10 15 20 25 30

BF > 1 si [x| < 1.62

FB et Test

Test sur la moyenne d'un échantillon gaussien

On teste pour un échantillon gaussien N'(6,1) : € = 0 contre

0#0
Si on prend la loi de Jeffreys g(#) = Clg, La constante C
est arbitraire

7w( df) = pdo( dF) + (1 — p)C db
le BF s'écrit

By); — Fx0) 1 ep
M7 Clf(x0)d0 ~ cvar

le BF depend de C qui est arbitraire!

Conclusion : lorsque | 'on calcule un FB, la loi a priori doit
étre une probabilité.

FB et Test




Statistique N . 7 Statistique
Bayésienne MOdellsatlon par melanges Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
Motivations
1. Phénomenes complexes // Structures multimodales
2. Populations hétérogenes et classes homogenes
3. Discrimination/Classification
Définition
Le modéle admet une densité de la forme
k
g(x)=>_pif(x[6)
i=1
L L avec la contrainte p1 +... +px =1
Classification bayésienne Classification &z il
Modéle de mélange bayésienne o
T
Nombre de clusters
Statisti . . Ve Statisti
Bayésienne Difficulté Bayésienne
lippe Anne Philippe

010 012 014

0.08

002 004 006

0.00

75341356 7 9 11131517

Modzle de mélange

évaluation de la vraisemblance [k” termes]

n

L6, plx) = |

Jj=1

» L'estimateur du maximum de vraisemblance ne peut pas

étre calculé facilement

> la loi a posteriori est difficile a évaluer

pif(xjl67) |
1

Modzle de mélange




- Statistique . . . . Statistique
variable latente Beyésienne Choix de la loi a priori Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
Parametres
k
X1y oneyXn ™~ Zp;f(xw,-), {p1, - Pk, 01, Ok, 21, .., Zn}
i=1
On introduit les variables d’allocation : z; indicateur de la On décompose la loi a priori de la forme suivante
composante d'origine de x;.
g R n(p,0,z) =n(z|p)n(fy,...,0
Réécriture du modele (p.0,2) (zlp)m(0 K P)
ol 7(z|p) ~ p1Lz=1) + . + Pk L(z=)
x|z ~ f(x|0)
» La loi de z sachant p,61,...0 est indépendante de
et . N ; 91, e 9k
z~ _ - _ L
PLi=1) * Pk X(z=k)> > p, 01,...0 sont indépendants
. . - - - Statistique - . Statistique
Choix de la loi a priori [suite] EE Classification Bayésionne
Lorsque les composantes sont dans la famille exponentielle Anne Philippe Anne Philippe

f(x|0) = h(x)e">*¥@ g eRP,

on peut prendre pour chaque composante une loi a priori
conjuguée
m(6)yo, \) o eI yo—2v(0)

et
(p1,-..,pk) ~ Dirichlet(az, ..., ak)
de densité
oy — -1
ﬂ-D(pla ceey Pk) X p?l ! s p?k H(P1-§-...—}—pk:1)'

Identifiabilité

Pour que le modele soit identifiable on impose une
contrainte sur les parametres.
On peut prendre par exemple 61 < ... < 0,

Modzle de mélange

On estime a partir de la loi a posteriori de z; la composante
d’origine de I'observation x;.
Le critére est le suivant

On décide que I'observation x; est issue de fy(;) ou

J(i) = argmaXZ:l,..ik'D(zi = l|x1, .., Xn)

Cas particulier : population a deux composantes

Il suffit de calculer P(z; = 1|xq, .., Xp).
Si P(zj = 1|x1, .., Xp) > 1/2 alors on décide que la
composante x; est issue de la premiere composante.

Modzle de mélange




7 . Statistique Statistique
Exemple du mélange de deux populations Bayésienne Bayistemne
gauss'ennes Anne Philippe Anne Philippe
» On introduit des variables latentes
- 1 six~N(\,0?)
) 2 six~N(\,0?)
| » Le choix de la loi a priori sur p est la loi uniforme.
B > Le choix des lois a priori sur A; et ¢ sont les lois
- ! : ! : | ! ‘ conjuguées.
[loi gaussienne sur \; et loi inverse gamma sur o7 ]
Bowmaker et al (1985) analyse data on the peak sensitivity > Pour les z; on prend
wavelengths for individual microspectrophotometric records P(zi = 1|p) = p =1 n
on a small set of monkey’s eyes. (48 measurements). ' ’ T
Le modéle considéré est
2 2
p/\/(/\1,0 )+(1—p)N()\2,0' )
. - - - . Statistique . - - 7 Statistique
densityplot : lois a posteriori marginales Bavésionne Estimation des variables cachées / manquantes Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe

sigma
© I
o
o 3
o T T T T T
2 4 6 8 10
lambda[2]
[
o
S
o T T T T T
540 545 550 555 560
@® lambdal1]
= oy
2 o 4
O <9 I
o o T T T
530 535 540
P[2]
T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0
P[1]
<«
=
o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Modele de mélange

» Le graphique de gauche représente les probabilités

P(z; = 1|x) en fonction de i (les données sont triées par
ordre croissant)
Le graphique de droite représente les estimations des z;
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Modele de mélange
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DOn neeS Sl m u |ees Bayésienne LGS don neeS ma nq Ua nteS - Bayésienne
> On évalue la qualité de la classification sur des données sl 2ps winslEn s
simulées.
» On simule un échantillon suivant un mélange de deux
lois gaussiennes
> la composante 1 est centrée et de variance 1 —
> la composante 2 est de moyenne 2 et de variance 1 @ &
les observations simulées suivant un mélange gaussien ‘ =
<o
o S o = i o
N_oooooo@ooo©oooc?o°oo = 2 2 o
:;O%%oo&c?(%%aooooo &ooog%ooc%@o - o o o Sl
o - (=] (=) o o &
] O @ o o © o oo 5 < < < o o
N < S i o o o = o
T T < T = T T T o ] < e
o 20 40 60 80 100 <
3] (=3
o o
T T T T T T
o 20 40 60 a0 100
§ : Modzle de mélange Modzle de mélange
L%’ p=4
-/ . . Statistique . - Statistique
Qualité de la classification Bavésionne Estimation du nombre de composantes Bavésionne
Anne Philippe Anne Philippe

Les points jaunes représentent les variables mal-classées

erreurs de classification

|

Modzle de mélange

C'est un probleme de sélection de modeles

» On dispose d'une famille de modeles {M;i € K}
ol My est le mélange de lois a k composantes.

» Pour chaque modele, on dispose d'une structure
paramétrique 0k € O, qui regroupe les parameétres des
k composantes du mélange.

» On suppose que le nombre de composante k est

inconnu.
Il est inclus dans I'ensemble des paramétres a estimer

Nombre de clusters
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Description du modele bayésien T Méthode de Monte Carlo Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe
p(x, k,00)) = mo(k)m1 (0| k) p(x[0%), k)
loi a priori vraisemblance
Estimateurs Cette approche nécessite en général la simulation de
1. Le paramétre discret est estimé par variables aléatoires en dimension variable.
k = argmaxP(k = ky|x) » Algorithme d'Hasting Métropolis a sauts réversibles
) ’;:’EK dtle M y Green, 95
. pour chaque modéle : son vecteur des parametres . .
g(k) est eqstimé par E(@é(k)|x K) P » Processus markovien de vie-et-mort Stephens, 00
)
3. Prédictive
K
p(xotalx1, s x) = Y P(k = ko) / Fio (X100 )0 (O %) Ak
ko=1
. - Statistique - - - Statistique
Sortie de ces algorithmes S Exemple suite : estimation du nombre de clusters Bayésienne
Anne Philippe Anne Philippe

On simule un processus (kt, 0:) pour t =1,...M
1. (k¢) est un échantillon suivant une approximation de la
loi a posteriori du nombre de composantes

2. L'approximation de P(k = ko|x) par la méthode de
M

[ 1
Monte Carlo s'écrit ; Z Ty, =k,
t=1
3. la dimension du vecteur 6; varie avec t. §; € Oy,
I’ensemble des parameétres du mélange a k;
composantes.
4. { O¢|ke = k,t =1,..., M} est un échantillon suivant
une approximation de la loi a posteriori de (k)
5. L'approximation de E(6(¥)|x, k) par la méthode de
M

Monte Carlo s'écrit ﬁ Z O L=k
t=1
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Résultats obtenus avec la librarie R bmixture

Nombre de clusters




