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Fiche 1. Prérequis

Exercice 1. Calcul de lois : la loi β

Soit (a, b) ∈ R+ × R+.
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On suppose que
— X est distribuée suivant la loi Γ(a, 1)
— Y est distribuée suivant la loi Γ(b, 1)

On rappelle que la loi Γ(a, 1) admet pour densité

f(x) =
1

Γ(a)
e−xxa−1 IR+

(x).

La fonction Γ est définie sur R+ par

Γ(a) =

∫ ∞
0

e−tta−1 dt = (a− 1)Γ(a− 1).

On a en particulier pour tout a ∈ N, Γ(a+ 1) = a!
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1) Écrire la densité de la loi du couple (X,Y )

2) Donner la loi du couple (V,W ) = (X + Y,
X

X + Y
).

3) Les variables aléatoires V et W sont elle indépendantes ? Préciser les lois marginales de V et
W .

4) En déduire une expression de B(a, b) :=
∫ 1

0
xa−1(1− x)b−1dx.
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Exercice 2. Convergence

Soit (α, β) ∈ R∗+. On dispose deux échantillons indépendants (X1, . . . , Xn) et (Y1, . . . , Yn) qui
possèdent les propriétés suivantes

• (X1, . . . , Xn) sont iid suivant la loi exponentielle de paramètre α

• (Y1, . . . , Yn) sont iid suivant la loi exponentielle de paramètre αβ.

La loi exponentielle de paramètre τ > 0 a pour densité f(x) = τe−τx IR+(x) On souhaite estimer
les paramètres α et β à partir des observations (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn).

1) Écrire la fonction de vraisemblance de l’échantillon (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn).

2) Calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres (α, β). On les note
(α̂n, β̂n).

3) On pose

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi et Ȳn =
1

n

n∑
i=1

Yi

Montrer que le vecteur Zn :=

(
X̄n

Ȳn

)
converge presque sûrement vers z =

(
α−1

α−1β−1

)
.

4) En déduire que (α̂n, β̂n) est un estimateur convergent au sens de la convergence presque sure.

5) Montrer que
√
n(Zn − z) converge en loi vers une variable gaussienne. Préciser la moyenne et

la variance de la limite.

6) En déduire que
√
n

((
α̂n
β̂n

)
−
(
α
β

))
converge en loi vers une variable gaussienne. Préciser la moyenne et la variance de la limite.

Exercice 3. Conditionnement pour des lois discrètes

Soit (X1, X2) un couple de variables aléatoires indépendantes et de même loi définie par

P(X1 = k) = αk(1− α) ∀ k ∈ N

où α est fixé dans ]0, 1[. (On note G̃(α) cette loi)

On pose

N =

{
1 si X1 ≤ X2

2 sinon

Déterminer la loi de X1 sachant N .

Exercice 4. Conditionnement dans le cas de lois continues

Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires positives. La loi du vecteur (X,Y ) est donnée par
— Y a une loi de densité

f(t) = λ2t e−λtIR+(t)

— La loi de X conditionnellement à Y est la loi uniforme sur [0, Y ].

1) Quelle est la loi du vecteur (X,Y ) ?

2) Quelle est la loi de X ?

3) Quelle est la densité de la loi de Y conditionnellement à X

4) Calculer E(Y |X) et E(Y ) (par deux méthodes) .
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Exercice 5. Construction de la loi multi-nomiale

Soit X1, ..., Xn des variables aléatoires indépendantes. La loi de Xi est la loi de poisson de
paramètre θi > 0. On pose Sn = X1 + ...+Xn.

1) Quelle est la loi conditionnelle de X1 sachant Sn
2) Quelle est la loi de (X1, ..., Xn) sachant Sn.

Exercice 6.

Soit X1, · · · , Xn n variables aléatoires indépendantes et de même loi appartenant à L1.
1) Calculer E(

∑n
j=1Xj |X1).

2) Montrer que l’espérance conditionnelle E(Xk|
∑n
j=1Xj) ne dépend pas de k.

3) Calculer E(X1|
∑n
j=1Xj).
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